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Вступ

Функцiональний аналiз iсторично виник в результатi розвитку
iдей математичного аналiзу та лiнiйної алгебри. Сам термiн «фун-
кцiональний аналiз» був запропонований на початку XX столiття
Ж. Адамаром. Зараз функцiональний аналiз є єдиною мовою всiєї
неперервної математики. Жодне серйозне дослiдження з теорiї
функцiй, з диференцiальних рiвнянь i математичної фiзики, з
чисельних методiв, з математичної економiки i теорiї керування та з
iнших роздiлiв не можуть обiйтися без широкого застосування мови
i результатiв функцiонального аналiзу. Саме цьому функцiональний
аналiз вiдiграє важливу роль в математичнiй освiтi, а його методи
мають численнi застосування на практицi.

Мiсце курсу у навчальному процесi. Базовими дисциплi-
нами для курсу функцiонального аналiзу є математичний аналiз,
лiнiйна алгебра, аналiтична геометрiя, теорiя мiри та iнтегралу
Лебега, теорiя функцiй комплексної змiнної. Знання функцiональ-
ного аналiзу необхiдне для повного розумiння наступних дисциплiн:
диференцiальнi рiвняння, методи математичної фiзики (диферен-
цiальнi рiвняння з частинними похiдними), дослiдження операцiй,
теорiя оптимального керування, топологiя, рiзноманiтнi спецкурси,
де використовуються поняття та факти функцiонального аналiзу.

Змiстом даного конспекту лекцiй є теорiя метричних просторiв.
В ньому наведено приклади важливих для застосувань метричних
просторiв, введено важливi поняття повного метричного просто-
ру, сепарабельного простору, компактних метричних просторiв,
стискаючих вiдображень. Показано застосування цих понять для
розв’язання окремих задач.
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Лекцiя 1
Метричнi простори

1.1 Метрика. Означення та приклади метричних
просторiв

Нагадаємо, що, для непорожнiх множин 𝑋 i 𝑌 , декартовим
добутком множин 𝑋 i 𝑌 називається множина

𝑋 × 𝑌 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }.

Якщо 𝑋 = 𝑌 , то декартiв добуток множин 𝑋 i 𝑌 позначається 𝑋2.

Означення 1.1. Нехай 𝑋 — непорожня множина. Вiдображення
𝜌 : 𝑋2 → R називається метрикою заданою на 𝑋, якщо для всiх 𝑥,
𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 виконуються наступнi властивостi (аксiоми метрики):

(𝑖) 𝜌(𝑥, 𝑦) ⩾ 0 i 𝜌(𝑥, 𝑦) = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑥 = 𝑦;

(𝑖𝑖) 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑦, 𝑥) (симетричнiсть);

(𝑖𝑖𝑖) 𝜌(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝜌(𝑥, 𝑧) + 𝜌(𝑧, 𝑦) (нерiвнiсть трикутника).

Нехай 𝑋 — непорожня множина на якiй задана метрика 𝜌. Пара
(𝑋, 𝜌) називається метричним простором. Елементи множини 𝑋

будемо називати точками метричного простору.

Зауваження 1.2. Iз рiвностi 𝜌(𝑥, 𝑥) = 0 i аксiом (𝑖𝑖), (𝑖𝑖𝑖) означення
1.1 випливає, що 𝜌(𝑥, 𝑦) ⩾ 0. Дiйсно, для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,

0 = 𝜌(𝑥, 𝑥) ⩽ 𝜌(𝑥, 𝑦) + 𝜌(𝑦, 𝑥) = 2𝜌(𝑥, 𝑦).

Зауваження 1.3. Зазначимо, що на однiй i тiй же множинi 𝑋

можна задавати рiзнi метрики 𝜌1 i 𝜌2. При цьому, якщо 𝜌1 ̸= 𝜌2,
то (𝑋, 𝜌1) i (𝑋, 𝜌2) — це рiзнi метричнi простори.
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Зауваження 1.4. Будь-яку непорожню множину 𝑋 можна
метризувати за допомогою метрики

𝜌(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩1, 𝑥 ̸= 𝑦,

0, 𝑥 = 𝑦.

Метричний простiр (𝑋, 𝜌) називається простором iзольованих
точок.

Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр i 𝑌 будь-яка непорожня
пiдмножина множини 𝑋. Розглянемо звуження 𝜌|𝑌×𝑌 метрики
𝜌 на множину 𝑌 × 𝑌 . Легко бачити, що 𝜌|𝑌×𝑌 метрика на 𝑌 .
Метричний простiр (𝑌, 𝜌|𝑌×𝑌 ) називається пiдпростором простору
(𝑋, 𝜌). Зазначимо, що метрику простору (𝑌, 𝜌|𝑌×𝑌 ) прийнято
позначати тим же символом 𝜌, що i метрику простору 𝑋 i писати
(𝑌, 𝜌) замiсть (𝑌, 𝜌|𝑌×𝑌 ).

Вправа 1.1.1. Показати, що якщо 𝜌 — метрика на 𝑋, то

𝜌1(𝑥, 𝑦) =
𝜌(𝑥, 𝑦)

1 + 𝜌(𝑥, 𝑦)
i 𝜌2(𝑥, 𝑦) = min{𝜌(𝑥, 𝑦), 1}

також метрики на 𝑋.

Наведемо приклади метричних просторiв.

Приклад 1.5. Простiр R = (−∞,∞) усiх дiйсних чисел з метрикою

𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|.

Приклад 1.6. Простiр C усiх комплексних чисел з метрикою

𝜌(𝑧, 𝑤) = |𝑧 − 𝑤|.

Приклад 1.7. Простiр R𝑑 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) : 𝑥𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 𝑑} з
метриками

𝜌𝑝(𝑥, 𝑦) =

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|𝑝
)︃1/𝑝

, 𝑝 ⩾ 1, 𝜌∞(𝑥, 𝑦) = max
𝑖=1,𝑑

{|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|} .
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Метрика 𝜌2 називається евклiдовою метрикою. Вона є узагальнен-
ням стандартної метрики, що заснована на теоремi Пiфагора.

Вправа 1.1.2. Довести, що у просторi R𝑑 метрики 𝜌1, 𝜌2 та 𝜌∞

задовольняють нерiвностi

𝜌2(𝑥, 𝑦)√
𝑑

⩽ 𝜌∞(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝜌1(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑑𝜌∞(𝑥, 𝑦).

Приклад 1.8. Простiр C𝑛 = {(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) : 𝑧𝑖 ∈ C, 𝑖 = 1, 𝑛} з
метрикою

𝜌2(𝑧, 𝑤) =

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑧𝑖 − 𝑤𝑖|2
)︃1/2

.

Приклад 1.9. Простiр 𝐶([𝑎, 𝑏]) усiх дiйсних неперервних на
вiдрiзку [𝑎, 𝑏] функцiй з метриками

𝜌𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜌𝐶𝑝(𝑥, 𝑦) =

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑝

, 𝑝 ⩾ 1,

𝜌∞(𝑥, 𝑦) = max
𝑎⩽𝑡⩽𝑏

|𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)|.

Метрика 𝜌∞ називається чебишевською або рiвномiрною метрикою.
Простiр (𝐶([𝑎, 𝑏]), 𝜌𝑝) ми будемо позначати символом 𝐶𝑝([𝑎, 𝑏]).
Простiр (𝐶([𝑎, 𝑏]), 𝜌∞) будемо позначати символом 𝐶([𝑎, 𝑏]).

Приклад 1.10. Простiр 𝑙∞ усiх обмежених дiйсних числових
послiдовностей,

𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛∈N ∈ 𝑙∞ ⇔ ∃𝑀 ∈ R ∀𝑛 ∈ N |𝑥𝑛| ⩽ 𝑀,

з метрикою
𝜌(𝑥, 𝑦) = sup

𝑛∈N
|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|.

Приклад 1.11. Простiр 𝑐 усiх збiжних послiдовностей дiйсних
чисел з тiєю ж самою метрикою, що i в 𝑙∞.
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Приклад 1.12. Простiр 𝑐0 усiх нескiнченно малих послiдовностей
дiйсних чисел з тiєю ж самою метрикою, що i в 𝑙∞ — метричний
простiр.

Зауваження 1.13. Ясно, що 𝑐0 ⊂ 𝑐 ⊂ 𝑙∞.

Приклад 1.14. Простiр 𝐶𝑚([𝑎, 𝑏]) усiх означених на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]

дiйсних функцiй, якi мають неперервнi похiднi до 𝑚-ого порядку
включно з метрикою

𝜌(𝑥, 𝑦) =
𝑚∑︁
𝑖=0

max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑥(𝑖)(𝑡)− 𝑦(𝑖)(𝑡)|,

де через 𝑥(𝑖), 𝑦(𝑖) позначено 𝑖-тi похiднi функцiй 𝑥 i 𝑦 вiдповiдно i
𝑥(0) = 𝑥, 𝑦(0) = 𝑦.

Приклад 1.15. Простiр 𝐶𝜙([𝑎, 𝑏]) усiх означених на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]

дiйсних неперервних функцiй з метрикою

𝜌𝜙(𝑥, 𝑦) = max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝜙(𝑡)(𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡))|,

де 𝜙 — фiксована неперервна на [𝑎, 𝑏] функцiя.

1.2 Простiр 𝑙𝑝

Для 𝑝 ⩾ 1 через 𝑙𝑝 позначимо множину усiх числових послiдовно-
стей 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛∈N = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, . . .), 𝑥𝑛 ∈ R, 𝑛 ∈ N, таких, що

∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛|𝑝 < ∞.

На цьому просторi задамо метрику формулою

𝜌(𝑥, 𝑦) =

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

.

Очевидно, що аксiоми (𝑖) i (𝑖𝑖) означення метрики 1.1 виконуються.
Перед тим як перевiрити виконання нерiвностi трикутника,
доведемо допомiжнi нерiвностi.
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Лема 1.16 (нерiвнiсть Юнга). Нехай 𝑢, 𝑣 > 0 i числа 𝑝, 𝑞 > 1 такi,
що 1/𝑝+ 1/𝑞 = 1. Тодi

𝑢𝑣 ⩽
𝑢𝑝

𝑝
+

𝑣𝑞

𝑞
. (1.1)

Доведення. Легко бачити, що одне iз чисел 𝑝 i 𝑞 не менше 2, а друге
не бiльше 2. Для визначеностi, будемо вважати, що 𝑝 ⩾ 2 i 1 < 𝑞 ⩽ 2.
Покладемо 𝛼 = 𝑝 − 1 ⩾ 1 i розглянемо строго зростаючу на R+ =

[0,∞) функцiю 𝑦 = 𝑥𝛼. На осях 𝑂𝑥 i 𝑂𝑦 вiзьмемо точки 𝑥 = 𝑢 та
𝑦 = 𝑣 вiдповiдно (див. рис. 1.1).

𝑂

𝐴
𝑣

𝐵

𝑢
𝐶

𝐾

𝐷

𝑂

𝐴
𝑣

𝐵

𝑢
𝐶

𝐾

𝐷

Рис. 1.1: Графiк функцiї 𝑦 = 𝑥𝛼, 𝛼 > 1.

Легко бачити, що

𝑆𝑂𝐾𝐶 =

ˆ 𝑢

0
𝑥𝛼 𝑑𝑥 =

𝑥𝛼+1

𝛼+ 1

⃒⃒⃒⃒𝑢
0

=
𝑢𝛼+1

𝛼+ 1
,

𝑆𝑂𝐴𝐷 =

ˆ 𝑣

0
𝑥1/𝛼 𝑑𝑥 =

𝑥1/𝛼+1

1/𝛼+ 1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑣

0

=
𝑣1/𝛼+1

1/𝛼+ 1
.

Оскiльки 𝛼 = 𝑝 − 1, то 𝑝 = 𝛼 + 1, 𝑞 = 1/𝛼 + 1. Звiдси, враховуючи
нерiвнiсть 𝑆𝑂𝐴𝐵𝐶 ⩽ 𝑆𝑂𝐾𝐶 + 𝑆𝑂𝐴𝐷 (див. рис. 1.1), отримуємо

𝑢𝑣 ⩽
𝑢𝑝

𝑝
+

𝑣𝑞

𝑞
,
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що i треба було довести.

Лема 1.17. Для будь-яких 𝑎 i 𝑏 ∈ R i для будь-якого 𝑝 ⩾ 1 має
мiсце нерiвнiсть

|𝑎+ 𝑏|𝑝 ⩽ 2𝑝 (|𝑎|𝑝 + |𝑏|𝑝) . (1.2)

Доведення. Використовуючи очевидну нерiвнiсть

|𝑎|+ |𝑏| ⩽ 2max{|𝑎|, |𝑏|} ⩽ 2(|𝑎|+ |𝑏|),

а також нерiвнiсть трикутника, отримуємо

|𝑎+ 𝑏|𝑝 ⩽ (|𝑎|+ |𝑏|)𝑝 ⩽ (2max{|𝑎|, |𝑏|})𝑝

⩽ 2𝑝max{|𝑎|𝑝, |𝑏|𝑝} ⩽ 2𝑝 (|𝑎|𝑝 + |𝑏|𝑝) .

Лему доведено.

Теорема 1.18 (нерiвнiсть Гельдера для рядiв). Нехай 𝑝, 𝑞 > 1

такi, що 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1 i нехай 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛∈N ∈ 𝑙𝑝, 𝑦 = (𝑦)𝑛∈N ∈ 𝑙𝑞.
Тодi

𝑥𝑦 = (𝑥𝑛𝑦𝑛)𝑛∈N = (𝑥1𝑦1, 𝑥2𝑦2, . . . , 𝑥𝑛𝑦𝑛, . . .) ∈ 𝑙1

i має мiсце нерiвнiсть

∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛𝑦𝑛| ⩽

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛|𝑝
)︃1/𝑝(︃ ∞∑︁

𝑛=1

|𝑦𝑛|𝑞
)︃1/𝑞

. (1.3)

Доведення. Якщо 𝑥𝑛 = 0 для всiх 𝑛 ∈ N або 𝑦𝑛 = 0 для всiх 𝑛 ∈ N,
то нерiвнiсть (1.3) очевидно виконується. Нехай 𝑥 ̸= (0, . . . , 0, . . .) i
𝑦 ̸= (0, . . . , 0, . . .). Покладемо

𝑢𝑘 =
|𝑥𝑘|

(
∑︀∞

𝑛=1 |𝑥𝑛|𝑝)
1/𝑝

, 𝑣𝑘 =
|𝑦𝑘|

(
∑︀∞

𝑛=1 |𝑦𝑛|𝑞)
1/𝑞

.

За нерiвнiстю Юнга (1.1) маємо

𝑢𝑘𝑣𝑘 ⩽
𝑢𝑝𝑘
𝑝

+
𝑣𝑞𝑘
𝑞

= 𝑐𝑘. (1.4)
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Ряд
∑︀∞

𝑘=1 𝑐𝑘 збiгається, оскiльки

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 =

∞∑︁
𝑘=1

(︂
|𝑥𝑘|𝑝

𝑝
∑︀∞

𝑛=1 |𝑥𝑛|𝑝
+

|𝑦𝑘|𝑞

𝑞
∑︀∞

𝑛=1 |𝑦𝑛|𝑞

)︂

=
1

𝑝
∑︀∞

𝑛=1 |𝑥𝑛|𝑝
∞∑︁
𝑘=1

|𝑥𝑘|𝑝 +
1

𝑞
∑︀∞

𝑛=1 |𝑦𝑛|𝑞
∞∑︁
𝑘=1

|𝑦𝑘|𝑞 =
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1.

Тодi, за ознакою порiвняння у формi нерiвностей для рядiв з
невiд’ємними членами, ряд

∑︀∞
𝑘=1 𝑢𝑘𝑣𝑘 також збiгається i

∞∑︁
𝑘=1

|𝑥𝑘𝑦𝑘|
(
∑︀∞

𝑛=1 |𝑥𝑛|𝑝)
1/𝑝 (

∑︀∞
𝑛=1 |𝑦𝑛|𝑞)

1/𝑞
⩽ 1.

Остання нерiвнiсть рiвносильна (1.3).

Зауваження 1.19. Якщо 𝑝 = 𝑞 = 2, то отримаємо нерiвнiсть Кошi
— Буняковського — Шварца для рядiв

∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛𝑦𝑛| ⩽

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛|2
)︃1/2(︃ ∞∑︁

𝑛=1

|𝑦𝑛|2
)︃1/2

.

Теорема 1.20 (нерiвнiсть Мiнковського для рядiв). Нехай 𝑝 ⩾ 1 i
точки 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑙𝑝, 𝛼 = (𝛼𝑛)

∞
𝑛=1, 𝛽 = (𝛽𝑛)

∞
𝑛=1. Тодi 𝛼 + 𝛽 ∈ 𝑙𝑝 i має

мiсце нерiвнiсть(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

⩽

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

+

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛽𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

. (1.5)

Доведення. Якщо 𝑝 = 1, то нерiвнiсть (1.5) — це простий наслiдок
нерiвностi трикутника для модуля дiйсного числа. Розглянемо
випадок 𝑝 > 1.

За лемою 1.17, для всiх 𝑛 ⩾ 1 маємо |𝛼𝑛+𝛽𝑛|𝑝 ⩽ 2𝑝 (|𝛼𝑛|𝑝 + |𝛽𝑛|𝑝).
З останньої нерiвностi та ознаки порiвняння рядiв випливає, що
ряд

∑︀∞
𝑛=1 |𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝 збiгається i, отже, 𝛼 + 𝛽 ∈ 𝑙𝑝. Застосовуючи
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нерiвнiсть трикутника i нерiвнiсть Гельдера (1.3), отримуємо
∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝 =
∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝−1|𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|

⩽
∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛| · |𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝−1 +

∞∑︁
𝑛=1

|𝛽𝑛| · |𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝−1

⩽

(︃(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

+

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛽𝑛|𝑝
)︃1/𝑝)︃(︃ ∞∑︁

𝑛=1

(︀
|𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝−1

)︀𝑞)︃1/𝑞

=

(︃(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

+

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛽𝑛|𝑝
)︃1/𝑝)︃(︃ ∞∑︁

𝑛=1

|𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝
)︃1/𝑞

.

Таким чином, ми отримали
∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝

⩽

(︃(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

+

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛽𝑛|𝑝
)︃1/𝑝)︃(︃ ∞∑︁

𝑛=1

|𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝
)︃1/𝑞

.

Роздiливши обидвi частини цiєї нерiвностi на(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝
)︃1/𝑞

i враховуючи, що 1− 1
𝑞 = 1

𝑝 , отримаємо (1.5).

Покажемо, що для функцiї 𝜌 виконується нерiвнiсть трикутника.
Дiйсно, нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑙𝑝, 𝑥 = (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1, 𝑦 = (𝑦𝑛)

∞
𝑛=1, 𝑧 = (𝑧𝑛)

∞
𝑛=1.

Покладемо 𝛼 = 𝑥−𝑧, 𝛽 = 𝑧−𝑦. Тодi 𝛼+𝛽 = 𝑥−𝑦. Використовуючи
теорему 1.20, отримуємо

𝜌(𝑥, 𝑦) =

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

=

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛 + 𝛽𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

⩽

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛼𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

+

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝛽𝑛|𝑝
)︃1/𝑝
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=

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛 − 𝑧𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

+

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝑧𝑛 − 𝑦𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

= 𝜌(𝑥, 𝑧) + 𝜌(𝑧, 𝑦).

Таким чином, 𝑙𝑝 = (𝑙𝑝, 𝜌) — метричний простiр.

1.3 Нерiвностi Гельдера i Мiнковського для iнтегралiв

Для 𝑝 ⩾ 1 через ℒ𝑝([𝑎, 𝑏]) позначимо множину усiх вимiрних за
Лебегом на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] функцiй 𝑥, якi задовольняють умову

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|𝑝𝑑𝑡 < ∞.

Нехай

𝜌ℒ𝑝(𝑥, 𝑦) =

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑝

, 𝑥, 𝑦 ∈ ℒ𝑝([𝑎, 𝑏]).

Для подальшого нам знадобляться наступнi твердження.

Теорема 1.21 (нерiвнiсть Гельдера для iнтегралiв). Нехай 𝑝, 𝑞 > 1

такi, що 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1 i нехай 𝑥 ∈ ℒ𝑝([𝑎, 𝑏]) i 𝑦 ∈ ℒ𝑞([𝑎, 𝑏]). Тодi
𝑥𝑦 ∈ ℒ1([𝑎, 𝑏]) i має мiсце нерiвнiсть

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)| 𝑑𝑡 ⩽

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

)︂1/𝑝(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑦(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

)︂1/𝑞

. (1.6)

Доведення. Якщо 𝑥(𝑡) = 0 або 𝑦(𝑡) = 0 майже скрiзь (м.с.) на [𝑎, 𝑏],
то 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) = 0 майже скрiзь на [𝑎, 𝑏] i (1.6) виконується.

Нехай тепер 𝑥(𝑡) ̸= 0 i 𝑦(𝑡) ̸= 0 на деяких пiдмножинах додатної
мiри вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. Тодi, за властивiстю iнтегралу Лебега, маємо

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 ̸= 0,

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑦(𝑡)|𝑞 𝑑𝑡 ̸= 0.
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Введемо позначення

𝑢(𝑡) =
|𝑥(𝑡)|(︁´ 𝑏

𝑎 |𝑥(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡
)︁1/𝑝 , 𝑣(𝑡) =

|𝑦(𝑡)|(︁´ 𝑏
𝑎 |𝑦(𝑡)|𝑞 𝑑𝑡

)︁1/𝑞 .
За нерiвнiстю Юнга (1.1) маємо

𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) ⩽
𝑢𝑝(𝑡)

𝑝
+

𝑣𝑞(𝑡)

𝑞
. (1.7)

За умовами теореми права частина (1.7) iнтегровна на [𝑎, 𝑏]. Тодi, за
властивiстю iнтеграла Лебега, лiва частина (1.7) також iнтегровна
на [𝑎, 𝑏]. Iнтегруючи цю нерiвнiсть на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], отримаємо

ˆ 𝑏

𝑎

|𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)|(︁´ 𝑏
𝑎 |𝑥(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︁1/𝑝 (︁´ 𝑏
𝑎 |𝑦(𝑡)|𝑞 𝑑𝑡

)︁1/𝑞 𝑑𝑡 ⩽ 1

𝑝
+

1

𝑞
= 1.

Отримана нерiвнiсть рiвносильна (1.6).

Зауваження 1.22. Якщо 𝑝 = 𝑞 = 2, то отримаємо нерiвнiсть Кошi
— Буняковського — Шварца

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)| 𝑑𝑡 ⩽

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|2 𝑑𝑡

)︂1/2(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑦(𝑡)|2 𝑑𝑡

)︂1/2

.

Теорема 1.23 (нерiвнiсть Мiнковського для iнтегралiв). Нехай 𝑝 ⩾

1 i 𝑥, 𝑦 ∈ ℒ𝑝([𝑎, 𝑏]). Тодi 𝑥+ 𝑦 ∈ ℒ𝑝([𝑎, 𝑏]) i має мiсце нерiвнiсть(︃ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︃1/𝑝

⩽

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑝

+

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑝

.

(1.8)

Доведення. Якщо 𝑥 + 𝑦 = 0 майже скрiзь на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то
нерiвнiсть, очевидно, виконується. Припустимо тепер, що 𝑥 + 𝑦 не
дорiвнює 0 на деякiй пiдмножинi додатної мiри вiдрiзку [𝑎, 𝑏].
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Якщо 𝑝 = 1, то нерiвнiсть (1.8) це простий наслiдок нерiвностi
трикутника для модуля дiйсного числа. Розглянемо тепер випадок
𝑝 > 1.

За лемою 1.17 маємо |𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝 ⩽ 2𝑝 (|𝑥(𝑡)|𝑝 + |𝑦(𝑡)|𝑝). Тодi, за
властивiстю iнтеграла Лебега,

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 < ∞

i, отже, 𝑥 + 𝑦 ∈ ℒ𝑝([𝑎, 𝑏]). Для заданого 𝑝 > 1 покладемо 𝑞 = 𝑝
𝑝−1 .

Тодi 1
𝑝 + 1

𝑞 = 1. Оскiльки

ˆ 𝑏

𝑎

(︀
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝−1

)︀𝑞
𝑑𝑡 =

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 < ∞,

то |𝑥+𝑦|𝑝−1 ∈ ℒ𝑞([𝑎, 𝑏]). Звiдси, застосовуючи нерiвнiсть трикутника
i нерiвнiсть Гельдера (1.6), отримуємо
ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 =

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝−1|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)| 𝑑𝑡

⩽
ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)| · |𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝−1 𝑑𝑡+

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑦(𝑡)| · |𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝−1 𝑑𝑡

⩽

(︃(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

)︂1/𝑝

+

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑦(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

)︂1/𝑝
)︃

×
(︂ˆ 𝑏

𝑎

(︀
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝−1

)︀𝑞
𝑑𝑡

)︂1/𝑞

=

(︃(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

)︂1/𝑝

+

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑦(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

)︂1/𝑝
)︃

×
(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑞

.

Таким чином, ми отримали

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 ⩽

(︃(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

)︂1/𝑝
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+

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑦(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

)︂1/𝑝
)︃(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑞

.

Роздiливши обидвi частини цiєї нерiвностi на(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑞

i враховуючи, що 1− 1
𝑞 = 1

𝑝 , отримаємо (1.8).
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Лекцiя 2
Метричнi простори

2.1 Простiр 𝐿𝑝

Вiдношенням 𝑅 на непорожнiй множинi 𝑋 називається будь-яка
пiдмножина множини 𝑋2. Якщо (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅, то пишуть 𝑥𝑅𝑦.

Означення 2.1. Вiдношення 𝑅 задане на множинi 𝑋 називається
вiдношенням еквiвалентностi, якщо

(𝑖) для всiх 𝑥 ∈ 𝑋 виконується (𝑥, 𝑥) ∈ 𝑅 (рефлексивнiсть);

(𝑖𝑖) для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, якщо (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅, то (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅

(симетричнiсть);

(𝑖𝑖𝑖) для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, якщо (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 i (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅, то (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅

(транзитивнiсть).

Нехай на множинi 𝑋 задано вiдношення еквiвалентностi ∼.
Для будь-якого 𝑎 ∈ 𝑋 класом еквiвалентностi [𝑎] називається
пiдмножина еквiвалентних 𝑎 елементiв,

[𝑎] = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ∼ 𝑎}.

Множина усiх класiв еквiвалентностi множини 𝑋 по вiдношенню ∼
називається фактор-множиною i позначається 𝑋/∼.

Приклад 2.2. На множинi ℒ𝑝([𝑎, 𝑏]) введемо вiдношення еквiва-
лентностi

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℒ𝑝([𝑎, 𝑏])
(︀
(𝑥 ∼ 𝑦) ⇔ (𝜌ℒ𝑝(𝑥, 𝑦) = 0)

)︀
.

Iз теорiї мiри i iнтегралу Лебега вiдомо, що

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℒ𝑝([𝑎, 𝑏])
(︀
(𝜌ℒ𝑝(𝑥, 𝑦) = 0) ⇔ (𝑥 = 𝑦 майже скрiзь)

)︀
.
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Таким чином,

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℒ𝑝([𝑎, 𝑏])
(︀
(𝑥 ∼ 𝑦) ⇔ (𝑥 = 𝑦 майже скрiзь)

)︀
.

Позначимо 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) = ℒ𝑝([𝑎, 𝑏])/∼. Зазначимо, що елементами
простору 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) є класи еквiвалентних мiж собою функцiй.
Також в цьому випадку кажуть, що елементами 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) є майже
всюди заданi функцiї. На 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) означимо функцiю 𝜌𝐿𝑝 : 𝑋

2 → R
наступним чином

𝜌𝐿𝑝(𝑢, 𝑣) = 𝜌ℒ𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑢 ∈ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]), 𝑦 ∈ 𝑣 ∈ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]).

Покажемо, що (𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]), 𝜌𝐿𝑝) — це метричний простiр.

Спочатку покажемо, що означення функцiї 𝜌𝐿𝑝 коректне. Нехай
𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) i 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑢, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑣. Тодi 𝑥1 − 𝑦1 = 𝑥2 −
𝑦2 майже скрiзь на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. Це означає, що 𝜌ℒ𝑝(𝑥1, 𝑦1) =

𝜌ℒ𝑝(𝑥2, 𝑦2). Таким чином, значення 𝜌𝐿𝑝(𝑢, 𝑣) не залежить вiд вибору
представникiв класiв 𝑢, 𝑣 i означення 𝜌𝐿𝑝 коректне.

Нехай 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]), 𝑢 ̸= 𝑣. Тодi 𝑥 − 𝑦 ̸= 0 на деякiй
пiдмножинi додатної мiри вiдрiзку [𝑎, 𝑏] для всiх 𝑥 ∈ 𝑢 i для всiх
𝑦 ∈ 𝑣. Звiдси випливає, що 𝜌𝐿𝑝(𝑢, 𝑣) = 𝜌ℒ𝑝(𝑥, 𝑦) > 0. Оскiльки
𝜌𝐿𝑝(𝑢, 𝑢) = 𝜌ℒ𝑝(𝑥, 𝑥) = 0 i 𝜌ℒ𝑝(𝑥, 𝑦) ⩾ 0 для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ ℒ𝑝([𝑎, 𝑏]),
то виконується аксiома (𝑖) означення метрики 1.1.

Нехай 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) i 𝑥 ∈ 𝑢, 𝑦 ∈ 𝑣. Тодi

𝜌𝐿𝑝(𝑢, 𝑣) = 𝜌ℒ𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜌ℒ𝑝(𝑦, 𝑥) = 𝜌𝐿𝑝(𝑣, 𝑢)

i, таким чином, виконується аксiома (𝑖𝑖) означення метрики 1.1.

Покажемо тепер, що виконується аксiома трикутника (𝑖𝑖𝑖)

означення метрики 1.1. Нехай 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) i 𝑥 ∈ 𝑢, 𝑦 ∈ 𝑣, 𝑧 ∈ 𝑤.
Оскiльки 𝑥−𝑦 = (𝑥−𝑧)+(𝑧−𝑦), то, за нерiвнiстю Мiнковського 1.23,
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маємо

𝜌ℒ𝑝(𝑥, 𝑦) =

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑝

⩽

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)− 𝑧(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑝

+

(︂ˆ 𝑏

𝑎
|𝑧(𝑡)− 𝑦(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡

)︂1/𝑝

= 𝜌ℒ𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝜌ℒ𝑝(𝑧, 𝑦).

Звiдси випливає, що 𝜌𝐿𝑝(𝑢, 𝑣) ⩽ 𝜌𝐿𝑝(𝑢,𝑤) + 𝜌𝐿𝑝(𝑤, 𝑣), тобто
виконується аксiома трикутника (𝑖𝑖𝑖) означення метрики 1.1.

Таким чином, ми показали, що (𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]), 𝜌𝐿𝑝) — це метричний
простiр.

Зауваження 2.3. Легко бачити, що 𝐶([𝑎, 𝑏]) ⊂ ℒ𝑝([𝑎, 𝑏]). Звiдси
випливає, що для кожної функцiї 𝑥 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]) iснує єдиний 𝑢 ∈
𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]), такий, що 𝑥 ∈ 𝑢. Позначимо

̃︀𝐶([𝑎, 𝑏]) = {𝑢 ∈ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) : ∃𝑥 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]) ∩ 𝑢}.

Зазначимо, що для будь-якого 𝑢 ∈ ̃︀𝐶([𝑎, 𝑏]) iснує єдиний 𝑥 ∈
𝐶([𝑎, 𝑏]), такий, що 𝑥 ∈ 𝑢. Такими чином, iснує взаємно однозначна
вiдповiднiсть мiж множинами 𝐶([𝑎, 𝑏]) i ̃︀𝐶([𝑎, 𝑏]). Далi, для будь-
яких 𝑢, 𝑣 ∈ ̃︀𝐶([𝑎, 𝑏]) покладемо

̃︀𝜌𝑝(𝑢, 𝑣) = 𝜌𝐿𝑝(𝑢, 𝑣) = 𝜌𝐶𝑝(𝑥, 𝑦),

де 𝑥 ∈ 𝑢 ∩ 𝐶([𝑎, 𝑏]) i 𝑦 ∈ 𝑣 ∩ 𝐶([𝑎, 𝑏]). Звiдси випливає, що,
з точки зору метричних властивостей, простори (𝐶([𝑎, 𝑏]), 𝜌𝐶𝑝) i
( ̃︀𝐶([𝑎, 𝑏]), ̃︀𝜌𝑝) збiгаються. Тому в подальшому ми цi простори не
будемо розрiзняти i будемо писати 𝐶𝑝([𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]).

Вправа 2.1.1. Дати геометричну iнтерпретацiю метрики в
𝐿1([𝑎, 𝑏]).
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Приклад 2.4. Нехай 𝜙 — задана на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] дiйсна невiд’ємна
функцiя майже скрiзь вiдмiнна вiд нуля i 𝑝 ⩾ 1. Через ℒ𝑝,𝜙([𝑎, 𝑏])

позначимо множину усiх вимiрних на [𝑎, 𝑏] функцiй, таких, що
ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|𝑝𝜙(𝑡) 𝑑𝑡 < ∞

i покладемо

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℒ𝑝,𝜙([𝑎, 𝑏])
(︀
(𝑥 ∼ 𝑦) ⇔ (𝑥 = 𝑦 майже скрiзь)

)︀
.

Позначимо 𝐿𝑝,𝜙([𝑎, 𝑏]) = ℒ𝑝,𝜙([𝑎, 𝑏])/∼. На 𝐿𝑝,𝜙([𝑎, 𝑏]) означимо
функцiю 𝜌𝑝,𝜙 : 𝑋

2 → R наступним чином

𝜌𝑝,𝜙(𝑢, 𝑣) =

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)|𝑝𝜙(𝑡) 𝑑𝑡,

де 𝑥 ∈ 𝑢 ∈ 𝐿𝑝,𝜙([𝑎, 𝑏]), 𝑦 ∈ 𝑣 ∈ 𝐿𝑝,𝜙([𝑎, 𝑏]). Аналогiчно до прикладу
2.2 можна довести, що (𝐿𝑝,𝜙([𝑎, 𝑏]), 𝜌𝑝,𝜙) — метричний простiр.

2.2 Топологiя метричного простору

Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр.

Означення 2.5. Вiдкритою кулею з центром в точцi 𝑥0 ∈ 𝑋 i
радiусом 𝑟 > 0 називається множина

𝐵(𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜌(𝑥0, 𝑥) < 𝑟}.

Вправа 2.2.1. Побудувати одиничну кулю 𝐵(𝜃, 1), де 𝜃 = (0, 0), у
метричних просторах (R2, 𝜌1), (R2, 𝜌2), (R2, 𝜌∞).

Означення 2.6. Точка 𝑥0 ∈ 𝐸 називається внутрiшньою точкою
множини 𝐸 ⊂ 𝑋, якщо iснує куля 𝐵(𝑥0, 𝑟) така, що 𝐵(𝑥0, 𝑟) ⊂ 𝐸.

Означення 2.7. Множина 𝐸 називається вiдкритою, якщо усi її
точки є внутрiшнiми точками цiєї множини.
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Зауваження 2.8. Пусту множину ∅ за означенням вважаємо
вiдкритою.

Вправа 2.2.2. Показати, що будь-яка вiдкрита куля 𝐵(𝑥0, 𝑟) це
вiдкрита множина.

Теорема 2.9 (властивостi вiдкритих множин). Вiдкритi множини
мають наступнi властивостi:

(𝑖) Перетин будь-якого скiнченного числа вiдкритих множин є
вiдкритою множиною.

(𝑖𝑖) Об’єднання будь-якого сiмейства вiдкритих множин є вiд-
критою множиною.

Доведення. (𝑖). Нехай

𝐺 =

𝑛⋂︁
𝑖=1

𝐺𝑖,

де 𝐺𝑖 — вiдкрита множина для всiх 𝑖 = 1, . . ., 𝑛, i нехай 𝑥 ∈ 𝐺

— довiльна точка цiєї множини. Тодi 𝑥 ∈ 𝐺𝑖 для всiх 𝑖 = 1, . . .,
𝑛 i, таким чином, 𝑥 — внутрiшня точка кожної множини 𝐺𝑖. З
означення внутрiшньої точки випливає, що для кожного 𝑖 = 1,
. . ., 𝑛 iснує 𝐵(𝑥, 𝑟𝑖) ⊂ 𝐺𝑖. Позначимо 𝑟 = min{𝑟1, . . . , 𝑟𝑛} > 0. Тодi
𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝐺𝑖 для кожного 𝑖 = 1, . . ., 𝑛. Таким чином, 𝑥 — внутрiшня
точка множини 𝐺. Оскiльки точка 𝑥 довiльна, то звiдси випливає,
що множина 𝐺 вiдкрита.

(𝑖𝑖). Нехай задано сiмейство вiдкритих множин {𝐺𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}, де
𝐴 — деяка множина iндексiв, i нехай

𝐺 =
⋃︁
𝛼∈𝐴

𝐺𝛼.

Тодi, для довiльної точки 𝑥 ∈ 𝐺, iснує таке 𝛼 ∈ 𝐴, що 𝑥 ∈ 𝐺𝛼.
Оскiльки множина 𝐺𝛼 вiдкрита, то iснує вiдкрита куля 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂
𝐺𝛼. Звiдси випливає, що

𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝐺𝛼 ⊂ 𝐺.
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Таким чином, 𝑥 — внутрiшня точка множини 𝐺. Оскiльки точка 𝑥

довiльна, то множина 𝐺 вiдкрита.

Означення 2.10. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр i 𝑥0 ∈ 𝑋.
Околом точки 𝑥0 називається будь-яка вiдкрита множина, що
мiстить цю точку.

Означення 2.11. Точка 𝑥0 називається граничною точкою
множини 𝐸, якщо у будь-якому околi цiєї точки мiститься точка
iз 𝐸 вiдмiнна вiд 𝑥0.

Означення 2.12. Множина 𝐸 називається замкненою, якщо вона
мiстить всi свої граничнi точки.

Зауваження 2.13. Пусту множину ∅ будемо вважати замкненою.

Вправа 2.2.3. Показати, що будь-яка замкнена куля

𝐵(𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜌(𝑥, 𝑥0) ⩽ 𝑟}

є замкненою множиною.

Теорема 2.14 (Про зв’язок мiж вiдкритими i замкненими
множинами). Множина 𝐸 замкнена тодi i тiльки тодi, коли її
доповнення 𝑋 ∖ 𝐸 вiдкрите.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝐸 — замкнена множина, 𝐺 = 𝑋∖𝐸
i 𝑥0 ∈ 𝐺 — довiльна точка. Оскiльки 𝑥0 /∈ 𝐸, то 𝑥0 не є граничною
точкою множини 𝐸, тобто знайдеться окiл 𝑈 точки 𝑥0 у якому
нема точок множини 𝐸. Звiдси випливає, що 𝑈 ⊂ 𝐺 i, отже, 𝑥0 —
внутрiшня точка множини 𝐺. Оскiльки 𝑥0 довiльна точка множини
𝐺, то 𝐺 вiдкрита.

Достатнiсть. Нехай 𝐺 = 𝑋 ∖ 𝐸 — вiдкрита множина i 𝑥0 —
довiльна гранична точка множини 𝐸. Припустимо, що 𝑥0 /∈ 𝐸,
тобто 𝑥0 ∈ 𝐺. Оскiльки 𝐺 — вiдкрита множина, то iснує така куля
𝐵(𝑥0, 𝑟), що 𝐵(𝑥0, 𝑟) ⊂ 𝐺 i, отже, 𝐵(𝑥0, 𝑟)∩𝐸 = ∅. Остання рiвнiсть
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суперечить тому, що 𝑥0 — гранична точка множини 𝐸. Значить
припущення, що 𝑥0 /∈ 𝐸 хибне i множина 𝐸 замкнена.

Теорема 2.15 (Властивостi замкнених множин). Замкненi мно-
жини мають наступнi властивостi:

(𝑖) Перетин будь-якого сiмейства замкнених множин є замкне-
ною множиною.

(𝑖𝑖) Об’єднання будь-якого скiнченного числа замкнених множин
є замкненою множиною.

Доведення. (𝑖). Нехай задано сiмейство 𝐹𝛼, 𝛼 ∈ 𝐴, замкнених
множин, де 𝐴 — деяка множина iндексiв. Позначимо

𝐹 =
⋂︁
𝛼∈𝐴

𝐹𝛼.

За теоремою 2.14 множина 𝐹 замкнена тодi i тiльки тодi, коли
множина 𝐺 = 𝑋 ∖𝐹 — вiдкрита. Застосовуючи закони де Моргана,
отримуємо

𝐺 = 𝑋 ∖ 𝐹 = 𝑋 ∖

(︃⋂︁
𝛼∈𝐴

𝐹𝛼

)︃
=
⋃︁
𝛼∈𝐴

(𝑋 ∖ 𝐹𝛼).

Застосовуючи теорему 2.14 отримуємо, що множина 𝑋∖𝐹𝛼 вiдкрита
для будь-якого 𝛼 ∈ 𝐴. З теореми 2.9 отримуємо, що 𝐺 — вiдкрита
множина як об’єднання сiмейства вiдкритих множин. Отже, за
теоремою 2.14, множина 𝐹 замкнена.

(𝑖𝑖). Нехай задано скiнченний набiр замкнених множин 𝐹𝑖, 𝑖 = 1,
. . ., 𝑛. Позначимо

𝐹 =

𝑛⋃︁
𝑖=1

𝐹𝑖.

Покажемо, що множина 𝐹 — замкнена. За теоремою 2.14 множина
𝐹 замкнена тодi i тiльки тодi, коли множина 𝐺 = 𝑋 ∖𝐹 — вiдкрита.
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Застосовуючи закони де Моргана, отримуємо

𝐺 = 𝑋 ∖ 𝐹 = 𝑋 ∖

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐹𝑖

)︃
=

𝑛⋂︁
𝑖=1

(𝑋 ∖ 𝐹𝑖).

За теоремою 2.14 множина 𝑋 ∖𝐹𝑖 вiдкрита для будь-якого 𝑖 = 1, . . .,
𝑛. З теореми 2.9 отримуємо, що 𝐺 — вiдкрита множина як перетин
скiнченного числа вiдкритих множин. Отже, за теоремою 2.14,
множина 𝐹 замкнена.

Означення 2.16. Нехай 𝐸′ — множина усiх граничних точок
множини 𝐸. Замиканням множини 𝐸 називається множина

𝐸 = 𝐸 ∪ 𝐸′.

Вправа 2.2.4. Показати, що 𝐸 — замкнена множина.

Вправа 2.2.5. Показати, що

𝐸 =
⋂︁
𝐹⊃𝐸

𝐹,

де перетин береться по всiм замкненим множинам, що мiстять 𝐸.

2.3 Збiжнi послiдовностi точок у метричному просторi

За допомогою метрики у метричному просторi (𝑋, 𝜌) можна ввести
поняття границi послiдовностi точок цього простору.

Нагадаємо, що послiдовнiстю {𝑥𝑛}∞𝑛=1 точок метричного просто-
ру (𝑋, 𝜌) називається функцiя 𝑥 : N → 𝑋, де 𝑥𝑛 = 𝑥(𝑛).

Означення 2.17. Нехай {𝑥𝑛}∞𝑛=1 — послiдовнiсть точок метри-
чного простору (𝑋, 𝜌). Послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 збiгається до точки
𝑎 ∈ 𝑋, якщо

lim
𝑛→∞

𝜌(𝑥𝑛, 𝑎) = 0.
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Iншими словами, послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 збiгається до точки 𝑎 ∈ 𝑋,
якщо

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛 ⩾ 𝑁 𝜌(𝑥𝑛, 𝑎) < 𝜀.

Якщо послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 збiгається до точки 𝑎 ∈ 𝑋, то
пишуть

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 або 𝑥𝑛 → 𝑎, 𝑛 → ∞.

Якщо послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 збiгається до деякої точки 𝑎 ∈ 𝑋,
то кажуть, що послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 збiжна. В iншому випадку,
послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 називається розбiжною.

Геометричний змiст збiжностi послiдовностi. Послiдовнiсть
{𝑥𝑛}∞𝑛=1 збiгається до деякої точки 𝑎 ∈ 𝑋, якщо будь-який
окiл точки 𝑎 мiстить усi елементи послiдовностi за винятком,
можливо, їх скiнченного числа (це формулювання можна прийняти
за рiвносильне означення збiжної послiдовностi).

Означення 2.18. Множина 𝐸 у метричному просторi (𝑋, 𝜌)

називається обмеженою, якщо iснує куля 𝐵(𝑎, 𝑟), що мiстить 𝐸:
𝐸 ⊂ 𝐵(𝑎, 𝑟).

Встановимо деякi властивостi збiжних послiдовностей в метри-
чному просторi.

Теорема 2.19 (Про обмеженiсть збiжної послiдовностi). Якщо
послiдовнiсть збiгається, то вона обмежена.

Доведення. Нехай lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑎. Тодi iснує такий номер 𝑁 ∈ N,
що для всiх 𝑛 ⩾ 𝑁 виконується нерiвнiсть 𝜌(𝑥𝑛, 𝑎) < 1, тобто 𝑥𝑛 ∈
𝐵(𝑎, 1) для всiх 𝑛 ⩾ 𝑁 . Позначимо

𝑟 = max{1, 𝜌(𝑥1, 𝑎), . . . , 𝜌(𝑥𝑁−1, 𝑎)} > 0.

Тодi очевидно, що 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) для всiх 𝑛 ∈ N. Таким чином,
послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 обмежена.
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Теорема 2.20 (Про єдинiсть границi). Якщо послiдовнiсть
збiгається, то вона має лише одну границю.

Доведення. Нехай послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 збiгається. Припустимо,
що iснують такi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋, 𝑎 ̸= 𝑏, що

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 i lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏.

Тодi iз нерiвностi трикутника випливає, що

0 ⩽ 𝜌(𝑎, 𝑏) ⩽ 𝜌(𝑥𝑛, 𝑎) + 𝜌(𝑥𝑛, 𝑏)

для всiх 𝑛 ∈ N. Переходячи в останнiй нерiвностi до границi при
𝑛 → ∞, отримуємо 𝜌(𝑎, 𝑏) = 0. Звiдси iз пункту (𝑖) означення 1.1
випливає, що 𝑎 = 𝑏. Отримали суперечнiсть.

Для метричного простору означення граничної точки множини
може бути сформульовано у термiнах збiжних послiдовностей.

Теорема 2.21 (Про граничну точку як границю послiдовностi).
Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр, 𝐸 ⊂ 𝑋. Точка 𝑥0 є граничною
точкою множини 𝐸 тодi i тiльки тодi, коли iснує послiдовнiсть
попарно рiзних точок iз 𝐸, що збiгається до 𝑥0.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑥0 — гранична точка множини 𝐸.
Тодi у будь-якому околi цiєї точки мiститься нескiнченна множина
точок iз 𝐸. Дiйсно, нехай 𝑈 — довiльний окiл точки 𝑥0. Припустимо
протилежне, що

(𝑈 ∩ 𝐸) ∖ {𝑥0} = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛}.

Позначимо 𝑟 = min{𝜌(𝑦1, 𝑥0), . . . , 𝜌(𝑦𝑛, 𝑥0)} > 0. Тодi 𝐵(𝑥0, 𝑟) ⊂ 𝑈 i

(𝐵(𝑥0, 𝑟) ∩ 𝐸) ∖ {𝑥0} = ∅,

що суперечить тому, що точка 𝑥0 гранична.
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Покладемо

𝐵𝑛 = 𝐵

(︂
𝑥0,

1

𝑛

)︂
, 𝑛 ∈ N.

Вiзьмемо будь-яку точку 𝑥1 ∈ 𝐵1 ∩ 𝐸. Далi виберемо точку
𝑥2 ∈ 𝐵2 ∩ 𝐸 вiдмiнну вiд 𝑥1 (це можна зробити, оскiльки в
𝐵2 нескiнченно багато точок iз 𝐸). Продовжуючи цей процес,
отримаємо послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐸 таку, що 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝑛 для всiх
𝑛 ∈ N i 𝑥𝑛 ̸= 𝑥𝑖 для всiх 𝑖 = 1, . . ., 𝑛− 1. Оскiльки

0 < 𝜌(𝑥0, 𝑥𝑛) <
1

𝑛
→ 0, 𝑛 → ∞,

то lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥0.
Достатнiсть очевидна.

Приклад 2.22. Нехай (𝑋, 𝜌) = (R𝑑, 𝜌2) (дивись приклад 1.7), нехай
{𝑥𝑛}∞𝑛=1 — послiдовнiсть векторiв iз R𝑑, де 𝑥𝑛 = (𝑥1𝑛, . . . , 𝑥

𝑑
𝑛), i нехай

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑑) ∈ 𝑋.

Тодi

lim
𝑛→∞

𝜌2(𝑥𝑛, 𝑎) = lim
𝑛→∞

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖𝑛 − 𝑎𝑖|2
)︃1/2

= 0.

Iз нерiвностей

|𝑥𝑗𝑛 − 𝑎𝑗 | ⩽

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖𝑛 − 𝑎𝑖|2
)︃1/2

⩽
√
𝑑max
𝑖=1,𝑑

|𝑥𝑖𝑛 − 𝑎𝑖|,

де 𝑗 = 1, . . ., 𝑑, випливає, що збiжнiсть в (R𝑑, 𝜌2) рiвносильна
збiжностi послiдовностей координат

{︀
𝑥𝑖𝑛
}︀∞
𝑛=1

, 𝑖 = 1, . . ., 𝑑.

Приклад 2.23. Нехай (𝑋, 𝜌) = (𝐶([𝑎, 𝑏]), 𝜌∞) (дивись приклад 1.9),
нехай {𝑥𝑛}∞𝑛=1 — послiдовнiсть точок iз 𝐶([𝑎, 𝑏]), i нехай

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ∈ 𝑋.
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Тодi

lim
𝑛→∞

𝜌∞(𝑥𝑛, 𝑥) = lim
𝑛→∞

max
𝑎⩽𝑡⩽𝑏

|𝑥𝑛(𝑡)− 𝑥(𝑡)| = 0.

Звiдси випливає, що збiжнiсть послiдовностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1 до елемента
𝑥 в просторi (𝐶([𝑎, 𝑏]), 𝜌∞) рiвносильна рiвномiрнiй збiжностi на
вiдрiзку [𝑎, 𝑏] послiдовностi неперервних функцiй.

Приклад 2.24. Розглянемо метричний простiр 𝐿1([0, 1]) (див.
приклад 2.2). В цьому просторi розглянемо послiдовнiсть функцiй

𝑥𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡𝑛 = 1

2 − 1
𝑛 ,

2𝑡−1
2𝑡𝑛−1 , 𝑡𝑛 < 𝑡 ⩽ 1

2 ,

0, 1
2 < 𝑡 ⩽ 1

(див. рис. 2.1).

𝑥𝑛

0 1
2

𝑡𝑛

1

1

𝑥

0 1
2

1

1

Рис. 2.1: Графiки функцiй 𝑥𝑛 i 𝑥.

Покажемо, що в 𝐿1([0, 1]) послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 збiгається до
функцiї

𝑥(𝑡) =

⎧⎨⎩1, 0 ⩽ 𝑡 < 1
2 ,

0, 1
2 ⩽ 𝑡 ⩽ 1
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(див. рис. 2.1). Дiйсно,

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥) =

ˆ 1

0
|𝑥𝑛(𝑡)− 𝑥(𝑡)| 𝑑𝑡 =

ˆ 1/2

𝑡𝑛

(𝑥(𝑡)− 𝑥𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

=

ˆ 1/2

𝑡𝑛

(︂
2𝑡𝑛 − 2𝑡

2𝑡𝑛 − 1

)︂
𝑑𝑡 =

2𝑡𝑛𝑡− 𝑡2

2𝑡𝑛 − 1

⃒⃒⃒⃒1/2
𝑡𝑛

=
𝑡𝑛 − 1/4

2𝑡𝑛 − 1
− 𝑡2𝑛

2𝑡𝑛 − 1
=

4𝑡2𝑛 − 4𝑡𝑛 + 1

−4(2𝑡𝑛 − 1)

=
1

4
(1− 2𝑡𝑛) =

1

2𝑛
→ 0, 𝑛 → ∞.
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Лекцiя 3
Повнi метричнi простори

3.1 Означення повних метричних просторiв

У попередньому параграфi ми ввели поняття границi послiдовностi
у метричному просторi. Природно поставити питання: якi необхiднi
i достатнi умови iснування границi послiдовностi точок у метри-
чному просторi? Чи iснує аналог критерiю Кошi у метричному
просторi?

Означення 3.1. Послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 у метричному просторi
(𝑋, 𝜌) називається фундаментальною (або послiдовнiстю Кошi),
якщо для будь-якого 𝜀 > 0 iснує таке 𝑁 ∈ N (𝑁 , взагалi кажучи,
залежить вiд 𝜀), що для всiх 𝑛, 𝑚 ∈ N, якщо 𝑛, 𝑚 ⩾ 𝑁 , то
виконується нерiвнiсть 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀.

За допомогою кванторiв означення фундаментальностi можна
записати наступним чином

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑚,𝑛 ⩾ 𝑁 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀.

Зауваження 3.2. Легко показати, що будь-яка збiжна послiдов-
нiсть — фундаментальна. Дiйсно, нехай lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥. Це значить,
що

lim
𝑛→∞

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥) = 0,

тобто
∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑘 ⩾ 𝑁 𝜌(𝑥𝑘, 𝑥) <

𝜀

2
.

Iз останнього висловлювання випливає, що для всiх натуральних 𝑛,
𝑚 ⩾ 𝑁 виконуються нерiвностi

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜀

2
, 𝜌(𝑥𝑚, 𝑥) <

𝜀

2
.

Застосовуючи нерiвнiсть трикутника, отримуємо

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ⩽ 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝜌(𝑥𝑚, 𝑥) < 𝜀.
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Вправа 3.1.1. Доведiть, що якщо у фундаментальної послiдов-
ностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1 є збiжна пiдпослiдовнiсть, то послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1

збiгається до тiєї ж границi.

Наведемо приклад метричного простору у якому не кожна
фундаментальна послiдовнiсть буде мати границю.

Приклад 3.3. Нехай 𝑋 = Q — множина усiх рацiональних чисел,

∀𝑟1, 𝑟2 ∈ Q 𝜌(𝑟1, 𝑟2) = |𝑟1 − 𝑟2|,

𝑥𝑛 =
(︀
1 + 1

𝑛

)︀𝑛, 𝑛 ∈ N. Iз курсу математичного аналiзу вiдомо, що
послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 фундаментальна i має границю в просторi R
дiйсних чисел,

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑒 ∈ R ∖Q.

Таким чином, послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 фундаментальна i не має
границi в просторi (𝑋, 𝜌).

Наведений приклад показує, що у довiльному метричному
просторi аналогу критерiю Кошi може не бути.

Означення 3.4. Метричний простiр (𝑋, 𝜌) називається повним,
якщо будь-яка фундаментальна послiдовнiсть iз цього простору
збiгається до деякого елементу iз цього простору.

Приклад 3.5. Нехай 𝑋 = (0, 1), 𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|, 𝑥𝑛 = 1
𝑛 . Тодi

послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 фундаментальна в (𝑋, 𝜌), але

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

1

𝑛
= 0 /∈ 𝑋.

Таким чином, простiр (𝑋, 𝜌) не є повний.

Приклад 3.6. Нехай 𝑋 — множина алгебраїчних многочленiв, що
заданi на вiдрiзку [−1, 1],

𝑃 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘,
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з метрикою
𝜌(𝑃,𝑄) = max

𝑥∈[−1,1]
|𝑃 (𝑥)−𝑄(𝑥)|.

Розглянемо послiдовнiсть многочленiв

𝑃𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
, 𝑛 = 0, 1, . . . .

Iз курсу математичного аналiзу вiдомо, що

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛(𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
= 𝑒𝑥 /∈ 𝑋.

Таким чином, метричний простiр (𝑋, 𝜌) неповний.

Приклад 3.7. Нехай (𝑋, 𝜌) = 𝐶2([−1, 1]) (див. приклад 1.9).
Покажемо, що (𝑋, 𝜌) — це неповний метричний простiр. Для цього
розглянемо послiдовнiсть неперервних на [−1, 1] функцiй

𝑥𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−1, 𝑡 ∈

[︀
−1,− 1

𝑛

]︀
,

𝑛𝑡, 𝑡 ∈
(︀
− 1

𝑛 ,
1
𝑛

)︀
,

1, 𝑡 ∈
[︀
1
𝑛 , 1
]︀
.

Ясно, що поточкова границя

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛(𝑡) = sign 𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−1, 𝑡 ∈ [−1, 0) ,

0, 𝑡 = 0,

1, 𝑡 ∈ (0, 1] .

Легко бачити, що якщо 𝑥(𝑡) = sign 𝑡, то

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥) =

(︂ˆ 1

−1
|𝑥𝑛(𝑡)− 𝑥(𝑡)|2 𝑑𝑡

)︂1/2

=

(︃ˆ 0

− 1
𝑛

(𝑛𝑡+ 1)2 𝑑𝑡

)︃1/2

+

(︃ˆ 1
𝑛

0
(𝑛𝑡− 1)2 𝑑𝑡

)︃1/2

= 2

(︃ˆ 1
𝑛

0

(︀
𝑛2𝑡2 − 2𝑛𝑡+ 1

)︀
𝑑𝑡

)︃1/2

=
2√
3𝑛

→ 0, 𝑛 → ∞.
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Таким чином, якщо iснує неперервна функцiя 𝑦 така, що

𝜌(𝑥𝑛, 𝑦) =

(︂ˆ 1

−1
|𝑥𝑛(𝑡)− 𝑦(𝑡)|2 𝑑𝑡

)︂1/2

→ 0, 𝑛 → ∞,

то, iз нерiвностi трикутника, отримуємо

0 ⩽ 𝜌(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝜌(𝑥, 𝑥𝑛) + 𝜌(𝑥𝑛, 𝑦) → 0, 𝑛 → ∞.

Звiдси випливає, що 𝜌(𝑥, 𝑦) = 0. Iз курсу “Теорiя мiри i iнтегралу
Лебега” вiдомо, що якщо iнтеграл вiд невiд’ємної функцiї дорiвнює
нулю, то ця функцiя еквiвалентна до нуля. Отже, iз останньої
рiвностi випливає, що 𝑥 ∼ 𝑦, що неможливо, оскiльки неперервна
функцiя не може бути еквiвалентною функцiї, що має неусувний
розрив. Отримали суперечнiсть iз якої випливає, що послiдовнiсть
{𝑥𝑛}∞𝑛=1 не має границi у просторi 𝐶2([−1, 1]). Таким чином, простiр
𝐶2([−1, 1]) неповний.

3.2 Приклади повних метричних просторiв

Приклад 3.8. Простiр (R𝑑, 𝜌2) (див. приклад 1.7) — повний
метричний простiр. Повнота випливає з критерiю Кошi iснування
границi послiдовностi точок цього простору.

Приклад 3.9. Простiр (𝐶([𝑎, 𝑏]), 𝜌∞) (див. приклад 1.9) — повний
метричний простiр. Оскiльки збiжнiсть в 𝐶([𝑎, 𝑏]) це рiвномiрна
збiжнiсть послiдовностi функцiй, то повнота 𝐶([𝑎, 𝑏]) випливає з
критерiю Кошi рiвномiрної збiжностi послiдовностi функцiй.

Приклад 3.10. Простiр (𝑙∞, 𝜌) (див. приклад 1.10), де

𝜌(𝑥, 𝑦) = sup
𝑛∈N

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|,

— повний метричний простiр. Для доведення цього твердження
розглянемо довiльну фундаментальну в 𝑙∞ послiдовнiсть

{︀
𝑥(𝑛)

}︀∞
𝑛=1

,
де

𝑥(𝑛) =
(︁
𝑥
(𝑛)
1 , . . . , 𝑥

(𝑛)
𝑘 , . . .

)︁
.
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Оскiльки 𝑥(𝑛) ∈ 𝑙∞ для кожного 𝑛 ∈ N, то

∀𝑛 ∈ N ∃𝐾𝑛 ∀𝑖 ∈ N
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖

⃒⃒⃒
⩽ 𝐾𝑛.

Враховуючи, що послiдовнiсть
{︀
𝑥(𝑛)

}︀∞
𝑛=1

фундаментальна, отриму-
ємо

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛,𝑚 ⩾ 𝑁 𝜌
(︁
𝑥(𝑛), 𝑥(𝑚)

)︁
= sup

𝑖∈N

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝑥

(𝑚)
𝑖

⃒⃒⃒
< 𝜀.

Звiдси випливає, що

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛,𝑚 ⩾ 𝑁 ∀𝑖 ∈ N
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝑥

(𝑚)
𝑖

⃒⃒⃒
< 𝜀.

Зафiксуємо довiльне 𝑖 в останньому висловлюваннi. Тодi отримає-
мо, що послiдовнiсть

{︁
𝑥
(𝑛)
𝑖

}︁∞

𝑛=1
задовольняє наступну умову

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛,𝑚 ⩾ 𝑁
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝑥

(𝑚)
𝑖

⃒⃒⃒
< 𝜀,

тобто числова послiдовнiсть
{︁
𝑥
(𝑛)
𝑖

}︁∞

𝑛=1
фундаментальна. Застосо-

вуючи критерiй Кошi для числових послiдовностей, отримуємо, що
для кожного 𝑖 ∈ N iснує таке 𝛼𝑖 ∈ R, що

lim
𝑛→∞

𝑥
(𝑛)
𝑖 = 𝛼𝑖.

Позначимо 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑖, . . .). Покажемо, що 𝛼 ∈ 𝑙∞. Для цього
в нерiвностi

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝑥

(𝑚)
𝑖

⃒⃒⃒
< 𝜀 перейдемо до границi при 𝑚 → ∞. В

результатi отримаємо

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑖 ∈ N ∀𝑛 ⩾ 𝑁
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝛼𝑖

⃒⃒⃒
⩽ 𝜀. (3.1)

Звiдси випливає, що для будь-якого 𝑖 ∈ N виконується

|𝛼𝑖| =
⃒⃒⃒
𝛼𝑖 − 𝑥

(𝑁)
𝑖 + 𝑥

(𝑁)
𝑖

⃒⃒⃒
⩽
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑁)
𝑖 − 𝛼𝑖

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑁)
𝑖

⃒⃒⃒
⩽ 𝜀+𝐾𝑁 .

Таким чином, отримуємо, що 𝛼 ∈ 𝑙∞.
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Покажемо тепер, що

lim
𝑛→∞

𝑥(𝑛) = 𝛼.

Iз висловлювання (3.1) випливає, що

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛 ⩾ 𝑁 𝜌
(︁
𝑥(𝑛), 𝛼

)︁
= sup

𝑖∈N

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝛼𝑖

⃒⃒⃒
⩽ 𝜀.

Це означає, що
lim
𝑛→∞

𝜌
(︁
𝑥(𝑛), 𝛼

)︁
= 0.

Таким чином, показали, що довiльна фундаментальна послiдов-
нiсть в 𝑙∞ збiжна.

Приклад 3.11. Простiр (𝑙𝑝, 𝜌), 1 ⩽ 𝑝 < ∞ (див. параграф 1.2), де

𝜌(𝑥, 𝑦) =

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

,

— повний метричний простiр. Для доведення цього твердження
розглянемо довiльну фундаментальну в 𝑙𝑝 послiдовнiсть

{︀
𝑥(𝑛)

}︀∞
𝑛=1

,
де

𝑥(𝑛) =
(︁
𝑥
(𝑛)
1 , . . . , 𝑥

(𝑛)
𝑘 , . . .

)︁
.

Оскiльки 𝑥(𝑛) ∈ 𝑙𝑝 для кожного 𝑛 ∈ N, то

∀𝑛 ∈ N ∃𝐾𝑛

∞∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖

⃒⃒⃒𝑝
⩽ 𝐾𝑛.

Враховуючи, що послiдовнiсть
{︀
𝑥(𝑛)

}︀∞
𝑛=1

фундаментальна, отриму-
ємо

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛,𝑚 ⩾ 𝑁

(︃ ∞∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝑥

(𝑚)
𝑖

⃒⃒⃒𝑝)︃1/𝑝

< 𝜀. (3.2)

Звiдси випливає, що

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛,𝑚 ⩾ 𝑁 ∀𝑖 ∈ N
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝑥

(𝑚)
𝑖

⃒⃒⃒
< 𝜀.
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Зафiксуємо довiльне 𝑖 в останньому висловлюваннi. Тодi отримає-
мо, що послiдовнiсть

{︁
𝑥
(𝑛)
𝑖

}︁∞

𝑛=1
задовольняє наступну умову

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛,𝑚 ⩾ 𝑁
⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝑥

(𝑚)
𝑖

⃒⃒⃒
< 𝜀,

тобто числова послiдовнiсть
{︁
𝑥
(𝑛)
𝑖

}︁∞

𝑛=1
фундаментальна. Застосо-

вуючи критерiй Кошi для числових послiдовностей, отримуємо, що
для кожного 𝑖 ∈ N iснує таке 𝛼𝑖 ∈ R, що

lim
𝑛→∞

𝑥
(𝑛)
𝑖 = 𝛼𝑖.

Позначимо 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑖, . . .). Покажемо, що 𝛼 ∈ 𝑙𝑝. Iз (3.2)
випливає, що

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛,𝑚 ⩾ 𝑁 ∀𝜈 ∈ N
𝜈∑︁

𝑖=1

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝑥

(𝑚)
𝑖

⃒⃒⃒𝑝
< 𝜀𝑝.

В останнiй нерiвностi перейдемо до границi при 𝑚 → ∞. В
результатi отримаємо

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛 ⩾ 𝑁 ∀𝜈 ∈ N
𝜈∑︁

𝑖=1

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝛼𝑖

⃒⃒⃒𝑝
⩽ 𝜀𝑝. (3.3)

Застосовуючи нерiвнiсть Мiнковського, отримуємо, що для будь-
якого 𝜈 ∈ N виконується(︃

𝜈∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖|𝑝
)︃1/𝑝

=

(︃
𝜈∑︁

𝑖=1

⃒⃒⃒
𝛼𝑖 − 𝑥

(𝑁)
𝑖 + 𝑥

(𝑁)
𝑖

⃒⃒⃒𝑝)︃1/𝑝

⩽

(︃
𝜈∑︁

𝑖=1

⃒⃒⃒
𝛼𝑖 − 𝑥

(𝑁)
𝑖

⃒⃒⃒𝑝)︃1/𝑝

+

(︃
𝜈∑︁

𝑖=1

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑁)
𝑖

⃒⃒⃒𝑝)︃1/𝑝

⩽ 𝜀+𝐾𝑁 .

З останньої нерiвностi випливає, що(︃ ∞∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖|𝑝
)︃1/𝑝

⩽ 𝜀+𝐾𝑁 .
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Таким чином, 𝛼 ∈ 𝑙𝑝.
Покажемо тепер, що

lim
𝑛→∞

𝑥(𝑛) = 𝛼.

Iз висловлювання (3.3) випливає, що

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛 ⩾ 𝑁 𝜌
(︁
𝑥(𝑛), 𝛼

)︁
=

(︃ ∞∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑛)
𝑖 − 𝛼𝑖

⃒⃒⃒𝑝)︃1/𝑝

⩽ 𝜀.

Це означає, що
lim
𝑛→∞

𝜌
(︁
𝑥(𝑛), 𝛼

)︁
= 0.

Таким чином, показали, що довiльна фундаментальна послiдов-
нiсть в 𝑙𝑝 збiжна.

Приклад 3.12. Простiр (𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]), 𝜌), 1 ⩽ 𝑝 < ∞ (див. приклад 2.2)
— повний метричний простiр. Це випливає з теореми Рiса — Фiшера,
яка буде доведена пiзнiше.
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Лекцiя 4
Повнi метричнi простори

4.1 Перша характеристика повних метричних просторiв

Наступна наша цiль — отримати деяку характеристику повних ме-
тричних просторiв. Вiдомо яку важливу роль у аналiзi вiдiграє лема
Кантора про вкладенi вiдрiзки. Вона виражає фундаментальну
властивiсть дiйсної прямої R. Грубо кажучи, ця властивiсть означає
вiдсутнiсть “дiр” i виявляється еквiвалентною повнотi. Покажемо,
що в повних метричних просторах має мiсце аналог теореми про
вкладенi вiдрiзки.

Лема 4.1 (про вкладенi кулi або перша характеристика повних ме-
тричних просторiв). Для того, щоб метричний простiр (𝑋, 𝜌) був
повним необхiдно i достатньо, щоб у ньому кожна послiдовнiсть
вкладених одна в одну замкнених куль

𝐵(𝑥1, 𝑟1) ⊃ 𝐵(𝑥2, 𝑟2) ⊃ . . . ⊃ 𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛) ⊃ . . . ,

радiуси яких прямують до нуля, lim𝑛→∞ 𝑟𝑛 = 0, мала непорожнiй
перетин,

∞⋂︁
𝑛=1

𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛) ̸= ∅.

Доведення. Необхiднiсть. Послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 центрiв куль
фундаментальна, оскiльки

𝐵(𝑥𝑛+𝑝, 𝑟𝑛+𝑝) ⊂ 𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛)

для будь-якого 𝑝 ∈ N i, таким чином, 0 ⩽ 𝜌(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) ⩽ 𝑟𝑛 → 0 при
𝑛 → ∞.

За умовою теореми, метричний простiр (𝑋, 𝜌) — повний. Звiдси
випливає, що для послiдовностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1 iснує таке 𝑥0 ∈ 𝑋, що

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0.
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Iз умови вкладеностi куль випливає, що для будь-якого 𝑘 ∈ N
виконується

{𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑘+𝑛, . . .} ⊂ 𝐵(𝑥𝑘, 𝑟𝑘).

Оскiльки 𝐵(𝑥𝑘, 𝑟𝑘) це замкнена множина, то 𝑥0 ∈ 𝐵(𝑥𝑘, 𝑟𝑘) як
гранична точка множини {𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑘+𝑛, . . .}. Таким чином,

𝑥0 ∈
∞⋂︁
𝑘=1

𝐵(𝑥𝑘, 𝑟𝑘).

Достатнiсть. Нехай {𝑥𝑛}∞𝑛=1 — довiльна фундаментальна
послiдовнiсть в 𝑋. Покажемо, що вона має границю, яка належить
𝑋.

Оскiльки послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 фундаментальна, то знайдеться
такий номер 𝑛1, що

∀𝑛 ⩾ 𝑛1 𝜌(𝑥𝑛1 , 𝑥𝑛) ⩽
1

2
.

Далi знайдемо такий номер 𝑛2 > 𝑛1, що

∀𝑛 ⩾ 𝑛2 𝜌(𝑥𝑛2 , 𝑥𝑛) ⩽
1

22
.

Продовжуючи цей процес, на 𝑘-ому кроцi знайдемо такий номер
𝑛𝑘 > 𝑛𝑘−1, що

∀𝑛 ⩾ 𝑛𝑘 𝜌(𝑥𝑛𝑘
, 𝑥𝑛) ⩽

1

2𝑘
.

В результатi отримуємо таку послiдовнiсть натуральних чисел
{𝑛𝑘}∞𝑘=1, що

∀𝑘 ∈ N ∀𝑛 ⩾ 𝑛𝑘 𝜌(𝑥𝑛𝑘
, 𝑥𝑛) ⩽

1

2𝑘
= 𝑟𝑘+1.

Розглянемо замкненi кулi 𝐵(𝑥𝑛𝑘
, 𝑟𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . ., i покажемо, що

∀𝑘 ∈ N 𝐵(𝑥𝑛𝑘+1
, 𝑟𝑘+1) ⊂ 𝐵(𝑥𝑛𝑘

, 𝑟𝑘)
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Дiйсно, нехай 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥𝑛𝑘+1
, 𝑟𝑘+1). Тодi

𝜌(𝑥𝑛𝑘
, 𝑥) ⩽ 𝜌(𝑥𝑛𝑘

, 𝑥𝑛𝑘+1
) + 𝜌(𝑥𝑛𝑘+1

, 𝑥) ⩽ 𝑟𝑘+1 + 𝑟𝑘+1

=
1

2𝑘
+

1

2𝑘
=

1

2𝑘−1
= 𝑟𝑘,

тобто 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥𝑛𝑘
, 𝑟𝑘). Ясно, що

lim
𝑘→∞

𝑟𝑘 = lim
𝑘→∞

1

2𝑘−1
= 0.

Таким чином, ми отримали послiдовнiсть вкладених замкнених
куль, радiуси яких прямують до нуля. За умовами теореми, iснує
точка 𝑥0 ∈ 𝑋 така, що

𝑥0 ∈
∞⋂︁
𝑘=1

𝐵(𝑥𝑛𝑘
, 𝑟𝑘).

Оскiльки 0 ⩽ 𝜌(𝑥𝑛𝑘
, 𝑥0) ⩽ 𝑟𝑘 для всiх 𝑘 ∈ N, то, за теоремою про

три границi, маємо
lim
𝑘→∞

𝜌(𝑥𝑛𝑘
, 𝑥0) = 0,

тобто lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘
= 𝑥0. Користуючись фундаментальнiстю {𝑥𝑛}∞𝑛=1

i нерiвнiстю
𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0) ⩽ 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑛𝑘

) + 𝜌(𝑥𝑛𝑘
, 𝑥0),

отримуємо lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥0.

Зауваження 4.2. Умова прямування до нуля радiусiв замкнених
куль — суттєва. Iснують повнi метричнi простори в яких деякi
послiдовностi вкладених замкнених куль мають порожнiй перетин.
Наведемо приклад такого простору.

Приклад 4.3. Нехай 𝑋 = N. Покладемо

𝜌(𝑛,𝑚) =

⎧⎨⎩0, 𝑛 = 𝑚,

1 + 1
𝑚+𝑛 , 𝑛 ̸= 𝑚.
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Виконання умов (𝑖) i (𝑖𝑖) визначення метрики 1.1 очевидне.
Покажемо, що виконується нерiвнiсть трикутника. Для попарно
рiзних довiльних 𝑛, 𝑚, 𝑘 ∈ 𝑋 маємо

𝜌(𝑛,𝑚) = 1 +
1

𝑛+𝑚
< 2 <

(︂
1 +

1

𝑛+ 𝑘

)︂
+

(︂
1 +

1

𝑘 +𝑚

)︂
= 𝜌(𝑛, 𝑘) + 𝜌(𝑘,𝑚).

Таким чином, 𝜌 — метрика на 𝑋. Розглянемо послiдовнiсть
замкнених куль

𝐵𝑛 = 𝐵

(︂
𝑛, 1 +

1

2𝑛

)︂
=

{︂
𝑚 ∈ 𝑋 : 𝜌(𝑛,𝑚) ⩽ 1 +

1

2𝑛

}︂
.

Легко бачити, що

𝐵𝑛 = {𝑚 ∈ N : 𝑚 ⩾ 𝑛} = N ∖ {1, . . . , 𝑛− 1}.

Звiдси випливає, що 𝐵𝑛 ⊃ 𝐵𝑛+1 для всiх 𝑛 ∈ N, тобто послiдовнiсть
{𝐵𝑛}∞𝑛=1 це послiдовнiсть вкладених замкнених куль. Знайдемо
перетин цих куль. Маємо

∞⋂︁
𝑛=1

𝐵𝑛 =

∞⋂︁
𝑛=1

(N ∖ {1, . . . , 𝑛− 1}) = N ∖

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

{1, . . . , 𝑛− 1}

)︃
= ∅.

4.2 Всюди щiльнi множини. Приклади сепарабельних
просторiв

Означення 4.4. Множина 𝐸 ⊂ 𝑋 називається всюди щiльною у
метричному просторi (𝑋, 𝜌), якщо 𝐸 = 𝑋.

Iз теореми 2.21 випливає, що якщо множина 𝐸 всюди щiльна в
(𝑋, 𝜌), то кожна точка 𝑥 ∈ 𝑋 є границею деякої послiдовностi точок
iз 𝐸.

Вправа 4.2.1. Доведiть, що множина 𝐸 всюди щiльна в (𝑋, 𝜌) тодi
i тiльки тодi, коли будь-яка куля простору (𝑋, 𝜌) мiстить точки iз
𝐸,

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑟 > 0 𝐸 ∩𝐵(𝑥, 𝑟) ̸= ∅.
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Приклад 4.5. Множина Q всiх рацiональних чисел всюди щiльна
в R (Q = R), оскiльки будь-яке дiйсне число можна розглядати як
границю послiдовностi рацiональних чисел.

Як вiдомо, множина Q злiченна. Виникає питання видiлення
метричних просторiв, що мають всюди щiльнi злiченнi пiдмножини.

Означення 4.6. Метричний простiр (𝑋, 𝜌) називається сепара-
бельним, якщо в ньому iснує злiченна всюди щiльна пiдмножина.
Iншими словами, метричний простiр (𝑋, 𝜌) сепарабельний, якщо
iснує послiдовнiсть

𝐸 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, . . .} ⊂ 𝑋,

така, що
∀𝑥 ∈ 𝑋 ∃ {𝑥𝑛𝑘

}∞𝑘=1 ⊂ 𝐸 lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘
= 𝑥.

Приклад 4.7. Нехай (𝑋, 𝜌) = (R𝑑, 𝜌𝑝), 1 ⩽ 𝑝 < ∞ (див.
приклад 1.7), де

𝜌𝑝(𝑥, 𝑦) =

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|𝑝
)︃1/𝑝

.

Iз курсу математичного аналiзу вiдомо, що

∀𝜀 > 0 ∀𝛼 ∈ R ∃𝛽 ∈ Q |𝛼− 𝛽| < 𝜀.

Нехай 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ R — довiльне. Тодi

∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑} ∃𝑞𝑖 ∈ Q |𝑥𝑖 − 𝑞𝑖| <
𝜀

𝑑1/𝑝
.

Звiдси випливає, що (︃
𝑑∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝑞𝑖|𝑝
)︃1/𝑝

< 𝜀,

тобто 𝜌𝑝(𝑥, 𝑞) < 𝜀, де 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑑) ∈ Q𝑑. Таким чином, Q𝑑 всюди
щiльна злiчена пiдмножина простору (R𝑑, 𝜌𝑝), тобто метричний
простiр (R𝑑, 𝜌𝑝) сепарабельний.
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Приклад 4.8. Метричний простiр 𝐶([𝑎, 𝑏]) (див. приклад 1.9) —
сепарабельний. Всюди щiльна пiдмножина 𝐸 складається з усiх
многочленiв з рацiональними коефiцiєнтами. Дiйсно, нехай 𝑥 ∈
𝐶([𝑎, 𝑏]) — довiльна. За теоремою Веєрштраса, для будь-якого 𝜀 > 0

iснує такий многочлен 𝑃 , що

𝜌(𝑥, 𝑃 ) = max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑥(𝑡)− 𝑃 (𝑡)| < 𝜀

2
.

З iншого боку, для будь-якого 𝜀 > 0 iснує такий многочлен 𝑃0 з
рацiональними коефiцiєнтами (тобто 𝑃 ∈ 𝐸), що

𝜌(𝑃, 𝑃0) = max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑃 (𝑡)− 𝑃0(𝑡)| <
𝜀

2
.

Тодi 𝜌(𝑥, 𝑃0) ⩽ 𝜌(𝑥, 𝑃 ) + 𝜌(𝑃, 𝑃0) < 𝜀.

Приклад 4.9. Метричний простiр (𝑙𝑝, 𝜌) (див. параграф 1.2) —
сепарабельний. Для того щоб це довести, покажемо, що множина

𝐸 = {𝑥 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛, 0, . . .) : 𝑟𝑖 ∈ Q, 𝑛 ∈ N}

всюди щiльна в 𝑙𝑝.
Дiйсно, нехай 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) ∈ 𝑙𝑝 — довiльний. Тодi ряд

∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖|𝑝

збiгається. Звiдси, для будь-якого 𝜀 > 0, знайдеться номер 𝑁 ∈ N
такий, що для всiх 𝑛 ⩾ 𝑁 виконується нерiвнiсть

∞∑︁
𝑖=𝑛+1

|𝑥𝑖|𝑝 <
𝜀𝑝

2
.

Знайдемо таке 𝑥0 = (𝜏1, . . . , 𝜏𝑁 , 0, . . .) ∈ 𝐸, що

𝑁∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝜏𝑖|𝑝 <
𝜀𝑝

2
.
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Тодi

𝜌𝑝(𝑥, 𝑥0) =

𝑁∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝜏𝑖|𝑝 +
∞∑︁

𝑖=𝑁+1

|𝑥𝑖|𝑝 <
𝜀𝑝

2
+

𝜀𝑝

2
= 𝜀𝑝.

Таким чином, 𝜌(𝑥, 𝑥0) < 𝜀.

Приклад 4.10. Метричний простiр 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) (1 ⩽ 𝑝 < ∞) —
сепарабельний. За злiчену всюди щiльну множину 𝐸 можна взяти
множину усiх алгебраїчних полiномiв

𝑃 (𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡+ . . .+ 𝑎𝑛𝑡
𝑛

з рацiональними коефiцiєнтами.

4.3 Приклад несепарабельного простору

Теорема 4.11. Простiр 𝑙∞ — несепарабельний.

Доведення. Розглянемо множину 𝑌 послiдовностей 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, . . .) ∈ 𝑙∞, де 𝑥𝑖 = 0 або 𝑥𝑖 = 1. Потужнiсть цiєї множини
континуум, оскiльки кожне дiйсне число з вiдрiзку [0, 1] можна
зобразити у двiйковiй системi числення як послiдовнiсть iз
множини 𝑌 .

Нехай 𝑥 = {𝑥𝑖}∞𝑖=1, 𝑦 = {𝑦𝑖}∞𝑖=1 ∈ 𝑌 . Тодi

𝜌(𝑥, 𝑦) = sup
𝑖∈N

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖| = 1.

Таким чином, в множинi 𝑌 мiститься континуум елементiв, вiдстань
мiж яким дорiвнює 1. Для кожного 𝑥 ∈ 𝑌 побудуємо кулю 𝐵(𝑥, 1/3).
Легко бачити, що якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑥 ̸= 𝑦, то 𝐵(𝑥, 1/3) ∩ 𝐵(𝑦, 1/3) =

∅. Дiйсно, припустимо, що це не так. Тодi iснує 𝑧 ∈ 𝑙∞ таке, що
𝑧 ∈ 𝐵(𝑥, 1/3) ∩𝐵(𝑦, 1/3). Звiдси випливає, що

1 = 𝜌(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝜌(𝑥, 𝑧) + 𝜌(𝑧, 𝑦) <
1

3
+

1

3
=

2

3
.
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Отримали суперечнiсть. Таким чином, 𝐵(𝑥, 1/3) ∩𝐵(𝑦, 1/3) = ∅.
Припустимо тепер, що простiр 𝑙∞ сепарабельний. Тодi iснує

така злiченна всюди щiльна множина 𝐸 ⊂ 𝑙∞, що, для будь-якого
𝑥 ∈ 𝑌 , куля 𝐵(𝑥, 1/3) мiстить елемент iз 𝐸 (див. вправу 4.2.1).
Звiдси випливає, що множина 𝐸 має потужнiсть не менше
континууму, що суперечить її злiченностi. Таким чином, простiр
𝑙∞ — несепарабельний.
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Лекцiя 5
Повнi метричнi простори

5.1 Нiде не щiльнi множини. Теорема Бера

Продовжимо вивчення повних метричних просторiв. В цьому
параграфi ми отримаємо iншу характеристику повних метричних
просторiв — теорему Бера. Для її формулювання нам потрiбнi деякi
означення.

Означення 5.1. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр. Множина 𝐸 ⊂
𝑋 називається нiде не щiльною в 𝑋, якщо в будь-якiй кулi мiститься
куля, в якiй немає жодної точки iз 𝐸, тобто, якщо

∀𝐵(𝑥, 𝑟𝑥) ∃𝐵(𝑦, 𝑟𝑦) ⊂ 𝐵(𝑥, 𝑟𝑥) 𝐵(𝑦, 𝑟𝑦) ∩ 𝐸 = ∅.

Вправа 5.1.1. Довести, що доповнення до нiде не щiльної множини
є всюди щiльна множина.

Вправа 5.1.2. Довести, що множина 𝐸 ⊂ 𝑋 є нiде не щiльною
тодi i тiльки тодi, коли множина внутрiшнiх точок її замикання є
порожньою.

Вправа 5.1.3. Довести, що множина 𝐸 ⊂ 𝑋 є нiде не щiльною тодi
i тiльки тодi, коли вона не є всюди щiльною в будь-якiй кулi.

Наведемо деякi приклади.

Приклад 5.2. 𝑋 = R, 𝐸 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 — скiнченна множина.
Очевидно, що будь-який iнтервал мiстить iнтервал в якому не має
точок множини 𝐸. Звiдси отримуємо, що множина 𝐸 — нiде не
щiльна в 𝑋.

Приклад 5.3. 𝑋 = R, 𝐸 = Z — множина усiх цiлих чисел.
Очевидно, що будь-який iнтервал мiстить iнтервал в якому не має
цiлих чисел. Тому множина Z — нiде не щiльна в 𝑋.
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Твердження 5.4. Об’єднання скiнченного числа нiде не щiльних
у метричному просторi (𝑋, 𝜌) множин є нiде не щiльною
множиною.

Доведення. Нехай 𝐸𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, — нiде не щiльнi в 𝑋 множини,

𝐸 =
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐸𝑖.

Нехай 𝐵 — будь-яка куля. Тодi iснує куля 𝐵1 ⊂ 𝐵 в якiй нема точок
iз 𝐸1: 𝐵1 ∩ 𝐸1 = ∅. Для кулi 𝐵1 iснує куля 𝐵2 ⊂ 𝐵1 в якiй нема
точок iз 𝐸2: 𝐵2∩𝐸2 = ∅. Продовжуючи цей процес на 𝑛-тому кроцi
отримаємо кулю 𝐵𝑛 ⊂ 𝐵𝑛−1 в якiй нема точок iз 𝐸𝑛: 𝐵𝑛 ∩ 𝐸𝑛 = ∅.
Звiдси випливає, що

𝐵𝑛 ∩ 𝐸 = ∅.

Таким чином, 𝐸 — нiде не щiльна в 𝑋 множина.

Зауваження 5.5. Об’єднання злiченної множини нiде не щiльних
множин може не бути нiде не щiльною множиною. Наприклад,
всюди щiльну в R множину Q можна розглядати як злiченне
об’єднання одноточкових (таким чином, нiде не щiльних) множин.

Означення 5.6. Множина 𝐸 називається множиною першої
категорiї, якщо вона може бути зображена у виглядi об’єднання
не бiльш нiж злiченного числа нiде не щiльних множин.

Приклад 5.7. Множина Q є множиною першої категорiї. Також
легко бачити, що будь-яка нiде не щiльна множина є множиною
першої категорiї.

Означення 5.8. Множина 𝐸 називається множиною другої
категорiї, якщо вона не є множиною першої категорiї, тобто, якщо
її не можна зобразити як об’єднання не бiльш нiж злiченного числа
нiде не щiльних множин.
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Наступна теорема вiдiграє фундаментальну роль у теорiї повних
метричних просторiв.

Теорема 5.9 (Бера або друга характеристика повних метричних
просторiв). Повний метричний простiр є множиною другої
категорiї.

Доведення. Припустимо супротивне. Нехай повний метричний
простiр (𝑋, 𝜌) може бути зображеним у виглядi

𝑋 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐸𝑛, (5.1)

де кожна множина 𝐸𝑛 є нiде не щiльною множиною. Вiзьмемо будь-
яку замкнену кулю 𝐵(𝑥, 1). Оскiльки множина 𝐸1 нiде не щiльна,
то знайдеться замкнена куля 𝐵(𝑥1, 𝑟1) така, що

𝐵(𝑥1, 𝑟1) ⊂ 𝐵(𝑥, 1), 𝐵(𝑥1, 𝑟1) ∩ 𝐸1 = ∅ i 0 < 𝑟1 <
1

2
.

Аналогiчно, оскiльки множина 𝐸2 нiде не щiльна, то знайдеться
замкнена куля 𝐵(𝑥2, 𝑟2) така, що

𝐵(𝑥2, 𝑟2) ⊂ 𝐵(𝑥1, 𝑟1), 𝐵(𝑥2, 𝑟2) ∩ 𝐸2 = ∅ i 0 < 𝑟2 <
1

22
.

За iндукцiєю побудуємо послiдовнiсть
{︀
𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛)

}︀∞
𝑛=1

замкнених
куль, таку, що

𝐵(𝑥𝑛+1, 𝑟𝑛+1) ⊂ 𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛), 𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛) ∩ 𝐸𝑛 = ∅ i 0 < 𝑟𝑛 <
1

2𝑛
.

Згiдно леми про вкладенi кулi iснує точка 𝑥 ∈ 𝑋, така, що

𝑥 ∈
∞⋂︁
𝑛=1

𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛)

Оскiльки 𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛) ∩ 𝐸𝑛 = ∅, то 𝑥 /∈ 𝐸𝑛 для будь-якого 𝑛 ∈ N.
Отримали суперечнiсть з рiвнiстю (5.1).
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Приклад 5.10. Множина R ∖Q iррацiональних чисел є множиною
другої категорiї, оскiльки у протилежному випадку повний метри-
чний простiр R = Q ∪ (R ∖ Q) можна було б зобразити у виглядi
злiченного об’єднання нiде не щiльних множин, що суперечить
теоремi 5.9 (теоремi Бера).

Якщо функцiя 𝑓 розривна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] i iснує послiдовнiсть
{𝑓𝑛}∞𝑛=1 неперервних на [𝑎, 𝑏] функцiй, таких, що

∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥),

то говорять, що 𝑓 — функцiя першого класу.
Якщо функцiя 𝐹 — диференцiйовна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] i 𝑓(𝑥) =

𝐹 ′(𝑥), то 𝑓 є границею послiдовностi неперервних функцiй.
Бер довiв, що функцiї першого класу можуть мати розриви

тiльки на множинi першої категорiї. Саме тут Бер вперше ввiв
поняття категорiї.

Веєрштрас вперше збудував неперервну на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] фун-
кцiю, що не має похiдної в усiх точках цього вiдрiзку. Виявляється,
такими є “майже усi” неперервнi функцiї. А саме, нехай 𝐸 —
множина усiх функцiй iз 𝐶([𝑎, 𝑏]), якi мають скiнченну похiдну хоча
б в однiй точцi. Банах довiв, що 𝐸 — множина першої категорiї в
𝐶([𝑎, 𝑏]).

5.2 Принцип стискаючих вiдображень

У математичному аналiзi, лiнiйнiй алгебрi та в цiлому рядi iнших
роздiлiв математики досить часто використовується метод послi-
довних наближень. Вiн широко використовується при доведеннi
теорем iснування розв’язкiв диференцiальних иа iнтегральних
рiвнянь, а також для отримання наближених розв’язкiв рiвнянь.

Узагальнення цього методу на випадок операторних рiвнянь у
повних метричних просторах було запропоновано С. Банахом. Це
узагальнення має назву принцип стискаючих вiдображень.
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Означення 5.11. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр. Вiдображен-
ня (оператор) 𝐴 : 𝑋 → 𝑋 називається стискаючим вiдображенням
(або оператором стиску), якщо iснує таке 𝛼 ∈ (0, 1), що для всiх 𝑥,
𝑦 ∈ 𝑋 виконується нерiвнiсть 𝜌(𝐴𝑥,𝐴𝑦) ⩽ 𝛼𝜌(𝑥, 𝑦).

Зауваження 5.12. Будь-яке стискаюче вiдображення є неперерв-
ним: якщо 𝑥𝑛 → 𝑥, тобто 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥) → 0 при 𝑛 → ∞, то

0 ⩽ 𝜌(𝐴𝑥𝑛, 𝐴𝑥) ⩽ 𝛼𝜌(𝑥𝑛, 𝑥) → 0, 𝑛 → ∞.

Таким чином, 𝐴𝑥𝑛 → 𝐴𝑥 при 𝑛 → ∞.

Означення 5.13. Точка 𝑥 ∈ 𝑋 називається нерухомою точкою
оператора 𝐴 : 𝑋 → 𝑋, якщо 𝐴𝑥 = 𝑥.

Приклад 5.14. Нехай 𝐴 = 𝑑
𝑑𝑡 — оператор диференцiювання у

просторi 𝐶1([𝑎, 𝑏]) неперервно-диференцiйовних функцiй:

𝑑

𝑑𝑡
: 𝐶1([𝑎, 𝑏]) → 𝐶([𝑎, 𝑏]).

Функцiя 𝑥(𝑡) = 𝑒𝑡 — нерухома точка цього оператору:

∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]
𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝑡 = 𝑒𝑡.

Теорема 5.15 (принцип стискаючих вiдображень або третя
характеристика повних просторiв). Нехай у повному метричному
просторi (𝑋, 𝜌) задано стискаючий оператор 𝐴 : 𝑋 → 𝑋. Тодi
оператор 𝐴 має єдину нерухому точку 𝑥0 i для iтерацiйного
процесу

𝑥1 = 𝐴𝑥, 𝑥𝑛+1 = 𝐴𝑥𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

взятого з будь-якою початковою точкою 𝑥 ∈ 𝑋, має мiсце
наступна оцiнка для 𝑛-ого наближення 𝑥𝑛 нерухомої точки 𝑥0:

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0) ⩽
𝛼𝑛

1− 𝛼
𝜌(𝑥,𝐴𝑥), 𝛼 ∈ (0, 1).
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Доведення. Виберемо довiльну точку 𝑥 ∈ 𝑋 i нехай 𝑥1 = 𝐴𝑥, 𝑥2 =

𝐴𝑥1, . . ., 𝑥𝑛+1 = 𝐴𝑥𝑛, . . .. Покажемо, що послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 —
фундаментальна. Дiйсно,

𝜌(𝑥1, 𝑥2) = 𝜌(𝐴𝑥,𝐴𝑥1) ⩽ 𝛼𝜌(𝑥, 𝑥1) = 𝛼𝜌(𝑥,𝐴𝑥),

𝜌(𝑥2, 𝑥3) = 𝜌(𝐴𝑥1, 𝐴𝑥2) ⩽ 𝛼𝜌(𝑥1, 𝑥2) ⩽ 𝛼2𝜌(𝑥,𝐴𝑥),

. . . . . . . . .

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝜌(𝐴𝑥𝑛−1, 𝐴𝑥𝑛) ⩽ 𝛼𝜌(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ⩽ 𝛼𝑛𝜌(𝑥,𝐴𝑥).

Звiдси отримуємо

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑝) ⩽ 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝜌(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + . . .+ 𝜌(𝑥𝑛+𝑝−1, 𝑥𝑛+𝑝)

⩽ (𝛼𝑛 + 𝛼𝑛+1 + . . .+ 𝛼𝑛+𝑝−1)𝜌(𝑥,𝐴𝑥)

=
𝛼𝑛(1− 𝛼𝑝)

1− 𝛼
𝜌(𝑥,𝐴𝑥) ⩽

𝛼𝑛

1− 𝛼
𝜌(𝑥,𝐴𝑥).

Таким чином, показали, що

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛 ⩾ 𝑁 ∀𝑝 ∈ N 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑝) < 𝜀,

тобто послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 — фундаментальна.
Оскiльки метричний простiр (𝑋, 𝜌) — повний, то для послiдов-

ностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1 iснує точка 𝑥0 ∈ 𝑋, така, що

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0.

Враховуючи, що стискаючий оператор неперервний, отримуємо

lim
𝑛→∞

𝐴𝑥𝑛 = 𝐴𝑥0.

З iншого боку, 𝐴𝑥𝑛 = 𝑥𝑛+1 → 𝑥0 при 𝑛 → ∞. Звiдси, враховуючи
єдинiсть границi, отримуємо, що 𝐴𝑥0 = 𝑥0, тобто 𝑥0 — нерухома
точка вiдображення 𝐴. Доведемо її єдинiсть.

Нехай для оператора 𝐴 iснує двi нерухомi точки: 𝑥0 i 𝑦0, 𝑥0 ̸= 𝑦0.
Тодi

𝜌(𝑥0, 𝑦0) = 𝜌(𝐴𝑥0, 𝐴𝑦0) ⩽ 𝛼𝜌(𝑥0, 𝑦0).
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З останньої нерiвностi випливає, що 𝜌(𝑥0, 𝑦0) = 0, тобто 𝑥0 = 𝑦0.
Отримали суперечнiсть. Таким чином, у оператора стиску iснує
єдина нерухома точка.

Доведемо оцiнку для 𝑛-ого наближення 𝑥𝑛 нерухомої точки 𝑥0.
Вище ми встановили, що для будь-яких 𝑛, 𝑝 ∈ N виконується
нерiвнiсть

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑝) ⩽
𝛼𝑛

1− 𝛼
𝜌(𝑥,𝐴𝑥).

Переходячи в цiй нерiвностi до границi при 𝑝 → ∞, отримаємо

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0) ⩽
𝛼𝑛

1− 𝛼
𝜌(𝑥,𝐴𝑥),

що i треба було довести.

Зауваження 5.16. Побудову послiдовностi наближень {𝑥𝑛}∞𝑛=1,
яка збiгається до нерухомої точки 𝑥0, можна здiйснювати з будь-
якої точки 𝑥 ∈ 𝑋. Вибiр елемента 𝑥 ∈ 𝑋 буде впливати лише на
швидкiсть збiжностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1 до 𝑥0 (оскiльки оцiнка залежить вiд
вибору початкового елементу 𝑥).

Приклад 5.17. Знайти розв’язок рiвняння 𝑓(𝑥) = 𝑥, якщо
𝑓 : [𝑎, 𝑏] → [𝑎, 𝑏] — диференцiйовна функцiя, така, що

∃𝛼 ∈ (0, 1) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] |𝑓 ′(𝑥)| ⩽ 𝛼.

Розв’язання. Вiдрiзок [𝑎, 𝑏] з метрикою 𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| є повним
метричним простором. Покажемо, що оператор 𝑓 є оператором
стиску. Дiйсно, за теоремою Лагранжа, для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]

iснує 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) така, що

𝜌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) = |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| = |𝑓 ′(𝜉)| · |𝑥− 𝑦| ⩽ 𝛼𝜌(𝑥, 𝑦)

Таким чином, 𝑓 є оператором стиску.
За принципом стискаючих вiдображень (теорема 5.15), iснує

єдиний розв’язок рiвняння 𝑓(𝑥) = 𝑥, який можна знайти методом
iтерацiй. Цей iтерацiйний процес зображено на рис. 5.1.
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𝑥0 𝑥

𝑥1 = 𝑓(𝑥)

𝑥1

𝑥2 = 𝑓(𝑥1)

𝑥2

𝑥3 = 𝑓(𝑥2)

𝑥3

𝑥4 = 𝑓(𝑥3)

Рис. 5.1: Iтерацiйний процес.

Виберемо довiльне 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] i покладемо 𝑥1 = 𝑓(𝑥), 𝑥2 = 𝑓(𝑥1),
. . ., 𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛), . . .. Тодi нерухома точка 𝑥0 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛.

Нехай тепер потрiбно знайти наближений розв’язок 𝑥𝑛 рiвняння
𝑓(𝑥) = 𝑥 з точнiстю 𝜀 > 0, тобто знайти таке 𝑥𝑛, що 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0) < 𝜀.
Згiдно з теоремою 5.15 про стискаючi вiдображення, виконується
нерiвнiсть

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0) ⩽
𝛼𝑛

1− 𝛼
𝜌(𝑥, 𝑓(𝑥)).

Тому для того, щоб виконувалася нерiвнiсть 𝜌(𝑥𝑛𝑥0) < 𝜀, достатньо,
щоб

𝛼𝑛

1− 𝛼
𝜌(𝑥, 𝑓(𝑥)) < 𝜀, де 𝜌(𝑥, 𝑓(𝑥)) = |𝑥− 𝑓(𝑥)|.

Звiдси отримуємо, що

𝑛 > log𝛼
(1− 𝛼)𝜀

|𝑥− 𝑓(𝑥)|
.
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Приклад 5.18. Знайти умови, за яких можна застосовувати
принцип стискаючих вiдображень для розв’язку системи 𝑛 лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь: 𝐴𝑥 = 𝑏, де

𝐴 =

⎛⎜⎝𝑎11 . . . 𝑎1𝑛

. . . . . . . . .

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎠ , 𝑥 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥1
...
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠ , 𝑏 =

⎛⎜⎜⎝
𝑏1
...
𝑏𝑛

⎞⎟⎟⎠ .

Розв’язання. Легко бачити, що 𝐴𝑥 = 𝑏 тодi i тiльки тодi, коли 𝑥 =

−𝐴𝑥+ 𝑏+ 𝑥. Розглянемо оператор

𝑈𝑥 = −𝐴𝑥+ 𝑏+ 𝑥 = (−𝐴+ 𝐼)𝑥+ 𝑏,

де 𝐼 — одинична матриця. Тодi розв’язок системи 𝐴𝑥 = 𝑏 є
нерухомою точкою оператора 𝑈 : R𝑛 → R𝑛. Нехай в R𝑛 задана
евклiдова метрика

𝜌(𝑥, 𝑦) =

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|2
)︃1/2

,

де 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛. Тодi (R𝑛, 𝜌) — повний
метричний простiр (див. приклад 3.8).

Позначимо 𝐶 = −𝐴+ 𝐼. Тодi 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1, де

𝑐𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩1− 𝑎𝑖𝑗 , якщо 𝑖 = 𝑗,

−𝑎𝑖𝑗 , якщо 𝑖 ̸= 𝑗.

Оскiльки 𝑈𝑥 = 𝐶𝑥+ 𝑏, то

𝜌(𝑈𝑥,𝑈𝑦) =

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)

⎞⎠2⎞⎠1/2

⩽

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑖𝑗 | |𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 |

⎞⎠2⎞⎠1/2

.
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Застосуємо до внутрiшньої суми нерiвнiсть Гельдера (див. теоре-
му 1.18):

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑖𝑗 | |𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 |

⎞⎠2

⩽

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑖𝑗 |2
⎞⎠⎛⎝ 𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 |2
⎞⎠ .

Звiдси отримаємо

𝜌(𝑈𝑥,𝑈𝑦) ⩽

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑖𝑗 |2
⎞⎠⎛⎝ 𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 |2
⎞⎠⎞⎠1/2

=

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑖𝑗 |2
⎞⎠1/2

𝜌(𝑥, 𝑦).

Позначимо

𝛼 =

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑖𝑗 |2
⎞⎠1/2

.

Якщо 𝛼 < 1, то 𝑈 — оператор стиску в (R𝑛, 𝜌). Звiдси випливає, що
система 𝐴𝑥 = 𝑏 має єдиний розв’язок, який можна знайти методом
послiдовних наближень.

Зауваження 5.19. Якщо число рiвнянь 𝑚 системи 𝐴𝑥 = 𝑏 менше
за число 𝑛 (тобто 𝑎𝑖𝑗 = 0 при 𝑖 = 𝑚 + 1, . . ., 𝑛), то 𝑐𝑖𝑖 = 1 при
𝑖 = 𝑚+1, . . ., 𝑛. Звiдси випливає, що 𝛼 ⩾ 1 i, таким чином, принцип
стискаючих вiдображень застосовувати не можна.

Зауваження 5.20. Розглянемо систему 𝐴𝑥 = 𝑏 в R𝑛 з метрикою

𝜌(𝑥, 𝑦) = max
𝑖=1,𝑛

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|.
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Тодi

𝜌(𝑈𝑥,𝑈𝑦) = max
𝑖=1,𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

⩽

⎛⎝max
𝑖=1,𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑖𝑗 |

⎞⎠(︂max
𝑖=1,𝑛

|𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 |
)︂

= 𝛼𝜌(𝑥, 𝑦),

де

𝛼 = max
𝑖=1,𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑖𝑗 |.

Звiдси випливає, що якщо 𝛼 < 1, то для розв’язку системи 𝐴𝑥 = 𝑏

можна застосовувати принцип стискаючих вiдображень.
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Лекцiя 6
Предкомпактнiсть

6.1 Цiлком обмеженi множини

Означення 6.1. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр. Множина 𝐸 ⊂
𝑋 називається цiлком обмеженою, якщо для будь-якого 𝜀 > 0 цю
множину можна покрити скiнченною кiлькiстю куль радiусу 𝜀.

Для того, щоб сформулювати критерiй цiлком обмеженостi,
введемо поняття 𝜀-сiтки для заданої множини.

Означення 6.2. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр. Множина 𝑆 ⊂
𝑋 називається 𝜀-сiткою для множини 𝐸 ⊂ 𝑋, якщо

∀𝑥 ∈ 𝐸 ∃𝑠 ∈ 𝑆 𝜌(𝑥, 𝑠) < 𝜀,

тобто для кожного 𝑥 ∈ 𝐸 знайдеться 𝑠 ∈ 𝑆, таке, що 𝑥 належить
кулi з центром в точцi 𝑠 радiусу 𝜀.

Теорема 6.3. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр. Множина 𝐸 ⊂
𝑋 цiлком обмежена тодi i тiльки толi, коли для будь-якого 𝜀 > 0

ця множина має скiнченну 𝜀-сiтку.

Довести самостiйно.

Вправа 6.1.1. Показати, що якщо множина 𝐸 цiлком обмежена,
то для будь-якого 𝜀 > 0 множина 𝐸 має скiнченну 𝜀-сiтку 𝑆, таку,
що 𝑆 ⊂ 𝐸.

Порiвняємо поняття обмеженої i цiлком обмеженої множини.

Твердження 6.4. Будь-яка цiлком обмежена множина є обме-
женою.

Довести самостiйно.
Обернене твердження невiрне. Наведемо приклад множини, що

є обмеженою, але не є цiлком обмеженою.
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Приклад 6.5. У просторi 𝑙2 розглянемо множину

𝐸 = {𝑒𝑛 : 𝑒𝑛 = {𝑥𝑖}∞𝑖=1 , 𝑥𝑖 = 0, 𝑖 ̸= 𝑛, 𝑥𝑛 = 1} .

Зрозумiло, що 𝜌(𝑒𝑛, 𝑒𝑚) =
√
2 при 𝑛 ̸= 𝑚. Також легко бачити, що

𝐸 — обмежена множина. Покладемо 𝜀 =
√
2/2. Припустимо, що

для такого 𝜀 iснує скiнченна 𝜀-сiтка 𝑆. Це означає, що для кожного
𝑛 ∈ N iснує 𝑠 ∈ 𝑆, таке, що 𝜌(𝑠, 𝑒𝑛) < 𝜀. Оскiльки множина 𝐸

нескiнченна, а множина 𝑆 скiнченна, то iснують 𝑛, 𝑚 ∈ N i 𝑠 ∈ 𝑆,
такi, що 𝜌(𝑠, 𝑒𝑛) < 𝜀, 𝜌(𝑠, 𝑒𝑚) < 𝜀. Тодi

√
2 = 𝜌(𝑒𝑛, 𝑒𝑚) ⩽ 𝜌(𝑠, 𝑒𝑛) + 𝜌(𝑠, 𝑒𝑚) <

√
2

2
+

√
2

2
=

√
2,

що неможливо. Таким чином, 𝐸 не є цiлком обмеженою множиною.

Наступна теорема показує, що якщо ми будемо розглядати
лише скiнченновимiрнi простори, то поняття обмеженостi i цiлком
обмеженостi збiгаються.

Твердження 6.6. Множина 𝐸 є цiлком обмеженою у просторi
(R𝑑, 𝜌2) тодi i тiльки тодi, коли вона обмежена у цьому просторi.

Доведення. Необхiднiсть випливає iз твердження 6.4. Доведемо
достатнiсть.

Нехай множина 𝐸 обмежена в R𝑑. Це означає, що iснує куля 𝐵,
така, що 𝐸 ⊂ 𝐵. Якщо ми доведемо, що куля 𝐵 є цiлком обмеженою,
то тим самим ми доведемо, що множина 𝐸 є цiлком обмеженою.
Таким чином, нам достатньо довести, що будь-яка куля цiлком
обмежена множина.

Нехай 𝐵 = 𝐵(𝑥0, 𝑟0) — довiльна куля в R𝑑 i 𝜀 > 0. Покладемо

𝑁 =
[︁𝑟0
𝜀

√
𝑑
]︁
+ 1 >

𝑟0
𝜀

√
𝑑.

i розглянемо множину

𝑆 =

{︃
𝑠𝑘1,...,𝑘𝑑 : 𝑠𝑘1,...,𝑘𝑑 = 𝑥0 +

𝜀√
𝑑

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑒𝑖, 𝑘𝑖 ∈ Z, |𝑘𝑖| ⩽ 𝑁

}︃
,
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де 𝑒𝑖 — координатнi вектори (всi координати крiм 𝑖-тої дорiвнюють
нулю). Легко бачити, що множина 𝑆 скiнченна. Покажемо, що 𝑆 —
𝜀-сiтка для 𝐵.

Нехай 𝑥 ∈ 𝐵 — довiльне. Тодi 𝑥 можна єдиним чином зобразити
у виглядi

𝑥 = 𝑥0 +
𝑑∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖.

Знайдемо такi 𝑘𝑖 ∈ Z, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑}, що виконуються нерiвностi

∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑} 𝜀√
𝑑
𝑘𝑖 ⩽ 𝛼𝑖 <

𝜀√
𝑑
(𝑘𝑖 + 1).

Оскiльки

𝜀√
𝑑
|𝑘𝑖| ⩽ 𝛼𝑖 ⩽

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

𝛼2
𝑖

)︃1/2

= 𝜌(𝑥0, 𝑥) < 𝑟0,

то |𝑘𝑖| < 𝑟0
𝜀

√
𝑑 < 𝑁 i, отже, 𝑠𝑘1,...,𝑘𝑑 ∈ 𝑆. Враховуючи нерiвнiсть

0 ⩽ 𝛼𝑖 −
𝜀

𝑟0
√
𝑑
𝑘𝑖 <

𝜀√
𝑑
(𝑘𝑖 + 1)− 𝜀√

𝑑
𝑘𝑖 =

𝜀√
𝑑

отримуємо, що

𝜌(𝑥, 𝑠𝑘1,...,𝑘𝑑) =

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

(︂
𝛼𝑖 −

𝜀√
𝑑
𝑘𝑖

)︂2
)︃1/2

<

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

(︂
𝜀√
𝑑

)︂2
)︃1/2

= 𝜀.

Таким чином, ми показали, що 𝑆 — скiнченна 𝜀-сiтка для 𝐵, тобто
𝐵 — цiлком обмежена множина.

Твердження 6.7. Будь-яка цiлком обмежена множина сепара-
бельна.

Доведення. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр, 𝐸 ⊂ 𝑋 — цiлком
обмежена множина. Нехай 𝑆𝑛 — скiнченна 1/𝑛-сiтка для 𝐸 i 𝑆𝑛 ⊂ 𝐸.
Тодi

𝑆 =

∞⋃︁
𝑛=1

𝑆𝑛

— злiченна всюди щiльна в 𝐸 пiдмножина.
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6.2 Компактнi та злiченно компактнi множини

Означення 6.8. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр i 𝐸 пiдмножина
𝑋. Сiмейство Ω = {𝐺𝛼 : 𝛼 ∈ 𝒜} вiдкритих множин називається
вiдкритим покриттям множини 𝐸, якщо

𝐸 ⊂
⋃︁
𝛼∈𝒜

𝐺𝛼.

Означення 6.9. Множина 𝐸 називається компактною, якщо будь-
яке її вiдкрите покриття мiстить скiнченне пiдпокриття, тобто,
якщо для будь-якого вiдкритого покриття Ω iснують множини 𝐺1,
. . ., 𝐺𝑛 ∈ Ω, такi, що

𝐸 ⊂
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐺𝑖.

В наведеному означеннi компактнiсть характеризується через
вiдкритi множини. Введемо характеристику компактних множин
через замкненi множини.

Означення 6.10. Сiмейство множин Ω називається центрованим,
якщо перетин будь-якого скiнченного числа елементiв цього
сiмейства непорожнiй.

Теорема 6.11 (критерiй компактностi). Для того, щоб метричний
простiр 𝑋 був компактний необхiдно i достатньо, щоб будь-яка
центрована система його замкнених пiдмножин мала непорожнiй
перетин.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай (𝑋, 𝜌) — компактний метричний
простiр. Розглянемо довiльну центровану систему {𝐹𝛼} замкнених
множин. Множини 𝐺𝛼 = 𝑋 ∖ 𝐹𝛼 — вiдкритi. Iз формул де Моргана
i центрованостi системи {𝐹𝛼} випливає, що

𝑋 ∖

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐺𝑖

)︃
=

𝑛⋂︁
𝑖=1

𝐹𝑖 ̸= ∅
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для будь-якого скiнченного набору {𝐺𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ {𝐺𝛼}. Враховуючи,
що простiр 𝑋 компактний, звiдси випливає, що система {𝐺𝛼} не є
вiдкритим покриттям 𝑋, тобто

⋂︁
𝛼

𝐹𝛼 = 𝑋 ∖

(︃⋃︁
𝛼

𝐺𝛼

)︃
̸= ∅.

Достатнiсть. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр i {𝐺𝛼} —
довiльне його вiдкрите покриття. Покладемо 𝐹𝛼 = 𝑋 ∖𝐺𝛼. Тодi

⋂︁
𝛼

𝐹𝛼 = 𝑋 ∖

(︃⋃︁
𝛼

𝐺𝛼

)︃
= ∅.

Оскiльки, за умовою теореми, будь-яка центрована система
замкнених множин має непорожнiй перетин, то система {𝐹𝛼} не
є центрованою, тобто iснують такi 𝐹1, . . ., 𝐹𝑛 ∈ {𝐹𝛼}, що

𝑛⋂︁
𝑖=1

𝐹𝑖 = ∅.

Звiдси, враховуючи рiвнiсть 𝐹𝛼 = 𝑋 ∖𝐺𝛼, отримуємо

𝑛⋃︁
𝑖=1

𝐺𝑖 = 𝑋 ∖

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

𝐹𝑖

)︃
= 𝑋 ∖∅ = 𝑋,

тобто система {𝐺𝑖}𝑛𝑖=1 це скiнченне вiдкрите пiдпокриття покриття
{𝐺𝛼} множини 𝑋.

Перейдемо тепер до поняття злiченної компактностi множини.

Означення 6.12. Множина 𝐸 називається злiченно компактною,
якщо будь-яке її злiченне вiдкрите покриття мiстить скiнченне
пiдпокриття, тобто, якщо для будь-якого злiченного вiдкритого
покриття Ω iснують множини 𝐺1, . . ., 𝐺𝑛 ∈ Ω, такi, що

𝐸 ⊂
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐺𝑖.



63

Теорема 6.13 (критерiй злiченної компактностi). Нехай (𝑋, 𝜌) —
метричний простiр. Наступнi твердження еквiвалентнi:

(𝑖) Метричний простiр (𝑋, 𝜌) злiченно компактний.

(𝑖𝑖) Будь-яка злiченна центрована система замкнених пiдмно-
жин (𝑋, 𝜌) має непорожнiй перетин.

(𝑖𝑖𝑖) Кожна нескiнченна пiдмножина 𝐸 ⊂ 𝑋 має хоча б одну
граничну точку.

Доведення. Еквiваленцiя (𝑖) ⇔ (𝑖𝑖) доводиться аналогiчно теоре-
мi 6.11 i тому її доведення ми опускаємо.

(𝑖𝑖) ⇒ (𝑖𝑖𝑖). Нехай будь-яка злiченна центрована система
замкнених пiдмножин (𝑋, 𝜌) має непорожнiй перетин. Доведемо, що
кожна нескiнченна пiдмножина 𝐸 ⊂ 𝑋 має хоча б одну граничну
точку. Припустимо супротивне, що iснує нескiнченна множина 𝐸 ⊂
𝑋, яка не має жодної граничної точки. Видiлимо iз 𝐸 злiченну
множину 𝐸1 = {𝑥1, 𝑥2, . . .}. Оскiльки множина 𝐸 не має граничних
точок, то i множина 𝐸1 не має граничних точок. Тодi сiмейство
множин {𝐸𝑛}∞𝑛=1, 𝐸𝑛 = {𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, . . .}, утворює центровану систему
замкнених пiдмножин 𝑋, яка має порожнiй перетин,

∞⋂︁
𝑛=1

𝐸𝑛 = ∅.

Отримали суперечнiсть. Таким чином, кожна нескiнченна пiдмно-
жина 𝐸 ⊂ 𝑋 має хоча б одну граничну точку.

(𝑖𝑖𝑖) ⇒ (𝑖𝑖). Припустимо, що кожна нескiнченна пiдмножина
𝐸 ⊂ 𝑋 має хоча б одну граничну точку i нехай {𝐹𝑛}∞𝑛=1 злiченна
центрована система замкнених множин iз 𝑋. Покажемо, що

∞⋂︁
𝑛=1

𝐹𝑛 ̸= ∅.
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Позначимо Φ𝑛 =
⋂︀𝑛

𝑘=1 𝐹𝑘. Iз означення Φ𝑛, замкненостi всiх
множин 𝐹𝑛 i центрованостi системи {𝐹𝑛}∞𝑛=1 випливає, що всi
Φ𝑛 замкненi, непорожнi, утворюють незростаючу послiдовнiсть
вкладених множин Φ1 ⊇ Φ2 ⊇ . . . i виконується рiвнiсть

∞⋂︁
𝑛=1

Φ𝑛 =

∞⋂︁
𝑛=1

𝐹𝑛.

Можливi два випадки:

(𝑖) Починаючи з деякого номера 𝑁 всi Φ𝑛 збiгаються,

Φ𝑁 = Φ𝑁+1 = . . . .

Тодi очевидно, що
⋂︀∞

𝑛=1Φ𝑛 = Φ𝑁 ̸= ∅.

(𝑖𝑖) Iснує нескiнченно багато попарно рiзних множин iз сiмейства
{Φ𝑛}∞𝑛=1. Тодi iснує строго зростаюча послiдовнiсть {𝑛𝑘}∞𝑘=1,
така, що Φ𝑛𝑘

∖Φ𝑛𝑘+1 ̸= ∅. Для кожного номеру 𝑘 ∈ N вiзьмемо
деякий елемент iз множини Φ𝑛𝑘

∖ Φ𝑛𝑘+1 i позначимо його 𝑥𝑘.
В результатi отримаємо послiдовнiсть {𝑥𝑘}∞𝑘=1 попарно рiзних
точок iз множини 𝑋. Позначимо 𝐸 = {𝑥1, 𝑥2, . . .}. Множина
𝐸 нескiнченна i, отже, має хоча б одну граничну точку 𝑥0.
Оскiльки множина Φ𝑛 мiстить послiдовнiсть {𝑥𝑘}∞𝑘=𝑛, то точка
𝑥0 є граничною точкою для цiєї множини i, в силу замкненостi
Φ𝑛, 𝑥0 ∈ Φ𝑛. Таким чином,

𝑥0 ∈
∞⋂︁
𝑛=1

Φ𝑛,

тобто
⋂︀∞

𝑛=1Φ𝑛 ̸= ∅.

Для подальшого нам знадобиться поняття бази топологiї.

Означення 6.14. Система ℬ вiдкритих множин називається базою
топологiї, якщо будь-яка вiдкрита множина в (𝑋, 𝜌) може бути
зображена як об’єднання деяких множин iз ℬ.
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Теорема 6.15. Якщо (𝑋, 𝜌) — злiченно компактний метричний
простiр, то в (𝑋, 𝜌) є не бiльш нiж злiченна база топологiї.

Доведення. Нехай (𝑋, 𝜌) — злiченно компактний метричний про-
стiр. Покажемо, що цей простiр цiлком обмежений. Припустимо
супротивне, що iснує таке 𝜀0 > 0, що в 𝑋 не має скiнченної 𝜀0-сiтки.
Нехай 𝑥1 — довiльна точка iз 𝑋. Оскiльки в 𝑋 не має скiнченної
𝜀0-сiтки, то знайдеться така точка 𝑥2 ∈ 𝑋, що 𝜌(𝑥1, 𝑥2) ⩾ 𝜀0.
Продовжуючи цей процес, побудуємо таку послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1,
що 𝜌(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) ⩾ 𝜀0 для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ N, 𝑖 ̸= 𝑗. Звiдси випливає, що
послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 не має граничних точок. За теоремою 6.13
отримуємо, що (𝑋, 𝜌) не є злiченно компактним, що суперечить
умовам теореми. Таким чином, злiченно компактний метричний
простiр є цiлком обмеженим. Застосовуючи твердження 6.7
отримуємо, що (𝑋, 𝜌) — сепарабельний метричний простiр.

Покажемо тепер, що в (𝑋, 𝜌) є не бiльш нiж злiченна база
топологiї. Для цього достатньо розглянути систему

ℬ =

{︂
𝐵

(︂
𝑥𝑛,

1

𝑚

)︂
: 𝑥𝑛 ∈ 𝐸, 𝑚 ∈ N

}︂
,

де 𝐸 — деяка всюди щiльна в 𝑋 множина.

Iз означень компактностi та злiченної компактностi випливає, що
будь-яка компактна множина є злiченно компактною. В загальних
топологiчних просторах обернене твердження не виконується.
Якщо ж розглядати лише метричнi простори, то має мiсце наступна
теорема.

Теорема 6.16. Для того, щоб метричний простiр 𝑋 був компа-
ктний необхiдно i достатньо, щоб вiн був злiченно компактний.

Доведення. Необхiднiсть очевидна. Доведемо достатнiсть.
Достатнiсть. Нехай (𝑋, 𝜌) — злiченно компактний метричний

простiр i {𝐺𝛼} — довiльне його вiдкрите покриття. Тодi кожна точка
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𝑥 ∈ 𝑋 мiститься в деякому 𝐺𝛼. За теоремою 6.15 простiр (𝑋, 𝜌)

має не бiльш нiж злiченну базу топологiї. Нехай ℬ — не бiльш нiж
злiченна база в 𝑋. Тодi для кожного 𝑥 ∈ 𝑋 iснує таке 𝐵(𝑥) ∈ ℬ, що

𝑥 ∈ 𝐵(𝑥) ⊂ 𝐺𝛼.

Система Ω = {𝐵(𝑥) ∈ ℬ : 𝑥 ∈ 𝑋} скiнченна або злiченна i
покриває увесь простiр 𝑋. Обираючи для кожного 𝐵 ∈ Ω одну iз
множин 𝐺𝛼, що мiстить 𝐵, ми отримаємо скiнченне або злiченне
пiдпокриття покриття {𝐺𝛼}. Якщо отримане покриття скiнченне,
то теорема доведена. Якщо ж отримане покриття злiченне, то,
скориставшись злiченною компактнiстю (𝑋, 𝜌), видiлимо iз цього
покриття скiнченне пiдпокриття. Таким чином, ми показали, що
в злiченно компактному просторi (𝑋, 𝜌) iз будь-якого вiдкритого
покриття можна видiлити скiнченне пiдпокриття.
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Лекцiя 7
Предкомпактнiсть

7.1 Властивостi компактних множин

В курсi математичного аналiзу була доведена наступна теорема.

Теорема 7.1 (Гейне — Бореля; критерiй компактностi у скiнченно-
вимiрному просторi). Для того щоб множина була компактною у
просторi R𝑑 необхiдно i достатньо, щоб вона була замкненою та
обмеженою.

У довiльному метричному просторi подiбне твердження не вiрне.
Наведемо приклад, який показує, що замкненостi та обмеженостi
недостатньо для компактностi.

Приклад 7.2. У просторi 𝑙2 розглянемо множину

𝐸 = {𝑒𝑛 : 𝑒𝑛 = {𝑥𝑖}∞𝑖=1 , 𝑥𝑖 = 0, 𝑖 ̸= 𝑛, 𝑥𝑛 = 1} .

Оскiльки 𝜌(𝑒𝑛, 𝑒𝑚) =
√
2 при 𝑛 ̸= 𝑚, то множина 𝐸 не має

граничних точок i тому 𝐸 — замкнена. Враховуючи також, що

𝜌(𝑒𝑛, 𝜃) = 1, де 𝜃 = (0, . . . , 0, . . .) ∈ 𝑙2,

отримуємо, що 𝐸 ⊂ 𝐵(𝜃, 2), тобто, множина 𝐸 — обмежена.
Покажемо, що множина 𝐸 — не компактна. Для цього розглянемо
сiмейство множин

Ω = {𝐵(𝑒𝑛, 1) : 𝑛 ∈ N}.

Очевидно, що Ω це вiдкрите покриття множини 𝐸. Бiльш того,
легко бачити, що 𝐵(𝑒𝑛, 1) ∩ 𝐸 = {𝑒𝑛} для будь-якого 𝑛 ∈ N.
Таким чином, будь-яка власна пiдмножина множини Ω уже не буде
покриттям множини 𝐸. Зокрема, звiдси випливає, що множина 𝐸

— не компактна.
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Наступна теорема показує, що замкненiсть та обмеженiсть це
необхiднi умови компактностi.

Теорема 7.3 (необхiднi умови компактностi). Будь-яка компактна
множина замкнена i обмежена.

Доведення. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр, 𝐾 ⊂ 𝑋 — компактна
множина. Покажемо спочатку, що множина 𝐾 — обмежена. Для
цього потрiбно показати, що 𝐾 мiститься в деякiй кулi.

Зафiксуємо довiльне 𝑥0 ∈ 𝑋 i покладемо Ω = {𝐵(𝑥0, 𝑛) : 𝑛 ∈ N}.
Легко бачити, що Ω — вiдкрите покриття множини 𝐾,

𝐾 ⊂ 𝑋 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐵(𝑥0, 𝑛).

Враховуючи, що 𝐾 — компактна множина, знайдеться скiнченне
пiдпокриття {𝐵(𝑥0, 𝑛𝑘)}𝑚𝑘=1 покриття Ω множини 𝐾. Покладемо

𝑛0 = max{𝑛𝑘 : 𝑘 = 1, . . . ,𝑚}.

Оскiльки 𝐵(𝑥0, 𝑛) ⊂ 𝐵(𝑥0, 𝑛 + 1) для всiх 𝑛 ∈ N, то 𝐾 ⊂ 𝐵(𝑥0, 𝑛0).
Таким чином, 𝐾 — обмежена множина.

Покажемо тепер, що множина 𝐾 — замкнена. Для цього
достатньо показати, що будь-яка точка 𝑦 /∈ 𝐾 не є граничною
точкою множини 𝐾.

Для довiльної точки 𝑥 ∈ 𝐾 покладемо 𝑟𝑥 = 𝜌(𝑥, 𝑦)/2 i

Ω = {𝐵(𝑥, 𝑟𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐾}.

Очевидно, що Ω — вiдкрите покриття множини 𝐾. Iз умови компа-
ктностi 𝐾 випливає, що iснує скiнченне пiдпокриття {𝐵(𝑥𝑖, 𝑟𝑥𝑖) : 𝑖 =

1, . . . , 𝑛} покриття Ω. Покладемо 𝑟 = min{𝑟𝑥𝑖 : 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}.
Оскiльки 𝐵(𝑥𝑖, 𝑟𝑥𝑖) ∩𝐵(𝑦, 𝑟𝑥𝑖) = ∅, то(︃

𝑛⋃︁
𝑖=1

𝐵(𝑥𝑖, 𝑟𝑥𝑖)

)︃
∩𝐵(𝑦, 𝑟) = ∅.
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Звiдси випливає, що 𝐾∩𝐵(𝑦, 𝑟) = ∅, тобто 𝑦 не є граничною точкою
множини 𝐾. Таким чином, 𝐾 — замкнена множина.

Теорема 7.4 (про компактнiсть замкненої пiдмножини). Нехай 𝐾

— компактна множина у метричному просторi (𝑋, 𝜌). Тодi будь-
яка замкнена пiдмножина множини 𝐾 також компактна.

Доведення. Нехай 𝐾 — компактна множина, 𝐹 ⊂ 𝐾 — замкнена
i Ω — довiльне вiдкрите покриття множини 𝐹 . За теоремою 2.14,
множина 𝐺 = 𝑋 ∖ 𝐹 — вiдкрита. Розглянемо сiмейство множин

Ω1 = Ω ∪ {𝐺}.

Легко бачити, що сiмейство Ω1 це вiдкрите покриття множини 𝐾. Iз
компактностi множини 𝐾 випливає, що iснує скiнченне пiдпокриття
Ω2 покриття Ω1 множини 𝐾. Оскiльки 𝐹 ⊂ 𝐾, то Ω2 — вiдкрите
покриття множини 𝐹 . Позначимо Ω3 = Ω2∖{𝐺}. Тодi Ω3 ⊂ Ω, тобто
Ω3 скiнченне вiдкрите пiдпокриття покриття Ω множини 𝐹 . Таким
чином, множина 𝐹 — компактна.

Компактнiсть — внутрiшня властивiсть множини, тобто вла-
стивiсть бути компактною множиною не залежить вiд об’ємного
простору. А саме, має мiсце наступна теорема.

Теорема 7.5 (про компактнiсть як внутрiшню властивiсть
множини). Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр, (𝑌, 𝜌) — його
пiдпростiр i нехай 𝐾 ⊂ 𝑌 . Тодi множина 𝐾 компактна в 𝑌 тодi
i тiльки тодi, коли 𝐾 компактна в 𝑋.

Довести самостiйно.
Найбiльш загальним критерiєм компактностi метричного про-

стору є наступна теорема.

Теорема 7.6 (критерiй компактностi Гаусдорфа). Метричний
простiр (𝑋, 𝜌) компактний тодi i тiльки тодi, коли вiн є повним
i цiлком обмеженим.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай метричний простiр 𝑋 — ком-
пактний. Тодi для будь-якого 𝜀 > 0 iз сiмейства вiдкритих
куль {𝐵(𝑥, 𝜀)}𝑥∈𝑋 , якi покривають 𝑋, можна вилучити скiнченне
пiдпокриття {𝐵(𝑥𝑖, 𝜀)}𝑛𝑖=1,

𝑋 =

𝑛⋃︁
𝑖=1

𝐵(𝑥𝑖, 𝜀).

Отже 𝑋 — цiлком обмежена множина.
Доведемо повноту 𝑋. Нехай {𝑥𝑛}∞𝑛=1 — довiльна фундаменталь-

на послiдовнiсть точок iз 𝑋. Покажемо, що iз компактностi 𝑋

випливає, що iснує така точка 𝑥0 ∈ 𝑋, що в будь-якому околi
цiєї точки мiститься нескiнченно багато елементiв послiдовностi
{𝑥𝑛}∞𝑛=1, тобто, що

∃𝑥0 ∈ 𝑋 ∀𝜀 > 0 ∀𝑁 ∈ N ∃𝑛 > 𝑁 𝜌(𝑥0, 𝑥𝑛) < 𝜀. (7.1)

Припустимо супротивне, що для будь-якої точки 𝑥 ∈ 𝑋 iснує
окiл 𝑈(𝑥) цiєї точки, який мiстить скiнченне число елементiв
послiдовностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1, тобто, що

∀𝑥0 ∈ 𝑋 ∃𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛 > 𝑁 𝜌(𝑥0, 𝑥𝑛) ⩾ 𝜀.

Розглянемо вiдкрите покриття {𝑈(𝑥)}𝑥∈𝑋 простору 𝑋. Оскiльки
𝑋 — компактна множина, то з цього покриття можна видiлити
скiнченне пiдпокриття {𝑈(𝑥𝑖)}𝑛𝑖=1. Враховуючи, що кожен окiл
𝑈(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, . . ., 𝑛, мiстить лише скiнченне число елементiв
послiдовностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1, то i їх об’єднання мiстить лише скiнченне
число елементiв цiєї послiдовностi, що суперечить тому, що
{𝑈(𝑥𝑖)}𝑛𝑖=1 вiдкрите покриття 𝑋. Таким чином, ми показали, що
має мiсце (7.1). Звiдси випливає, що iснує така пiдпослiдовнiсть
{𝑥𝑛𝑘

}∞𝑘=1 послiдовностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1, що lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘
= 𝑥0. Застосовуючи

вправу 3.1.1, отримуємо, що lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥0.
Достатнiсть. Нехай тепер 𝑋 — повна i цiлком обмежена

множина. Доведемо, що 𝑋 — компактна. Припустимо супротивне,
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що iснує вiдкрите покриття Ω простору 𝑋, таке, що будь-яка
скiнченна пiдмножина Ω не є покриттям множини 𝑋. Оскiльки
простiр 𝑋 — цiлком обмежений, то його можна покрити скiнченною
кiлькiстю куль радiусу 1

2 . Тодi хоча б одну iз цих куль не можна
покрити скiнченною кiлькiстю множин iз Ω. Виберемо таку кулю i
позначимо її 𝐵1.

Кулю 𝐵1 можна покрити скiнченною кiлькiстю куль радiусу
1
4 . Серед них знайдеться куля 𝐵2, яка перетинається з 𝐵1 i не
покривається скiнченною кiлькiстю множин iз Ω.

Застосовуючи iндукцiю, побудуємо послiдовнiсть куль {𝐵𝑛}∞𝑛=1

з центрами 𝑥𝑛 i радiусами 1
2𝑛 , таких, що 𝐵𝑛 ∩ 𝐵𝑛+1 ̸= ∅ i 𝐵𝑛 не

покривається скiнченною кiлькiстю множин iз Ω.
Нехай 𝑥 ∈ 𝐵𝑛 ∩𝐵𝑛+1. Тодi

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ⩽ 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝜌(𝑥, 𝑥𝑛+1) <
1

2𝑛
+

1

2𝑛+1
<

1

2𝑛
+

1

2𝑛
=

1

2𝑛−1
.

Звiдси випливає, що для всiх 𝑛, 𝑝 ∈ N виконується

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑝) ⩽ 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝜌(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + . . .+ 𝜌(𝑥𝑛+𝑝−1, 𝑥𝑛+𝑝)

<
1

2𝑛−1
+

1

2𝑛
+ . . .+

1

2𝑛+𝑝−2

⩽
1

2𝑛−1

1− 1
2

=
1

2𝑛−2
.

(7.2)
Таким чином, отримали, що послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 — фунда-
ментальна. Оскiльки 𝑋 — повний метричний простiр, то звiдси
випливає, що iснує таке 𝑥0 ∈ 𝑋, що lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥0. Переходячи в
(7.2) до границi при 𝑝 → ∞, отримуємо

𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0) <
1

2𝑛−2
.

Нехай 𝑥 ∈ 𝐵𝑛. Тодi

𝜌(𝑥0, 𝑥) ⩽ 𝜌(𝑥0, 𝑥𝑛) + 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥) <
1

2𝑛−2
+

1

2𝑛
<

1

2𝑛−3
.
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Таким чином, отримали, що 𝐵𝑛 ⊂ 𝐵
(︀
𝑥0,

1
2𝑛−3

)︀
.

Точка 𝑥0 належить деякiй вiдкритiй множинi 𝐺 ∈ Ω. Оскiльки
має мiсце вкладення 𝐵𝑛 ⊂ 𝐵

(︀
𝑥0,

1
2𝑛−3

)︀
, то починаючи з деякого

номеру усi кулi 𝐵𝑛 будуть мiститися у вiдкритiй множинi 𝐺.
Отримали суперечнiсть. Звiдси випливає, що наше припущення, що
множина 𝑋 не є компактною хибне. Таким чином, 𝑋 — компактна
множина.

Приклад 7.7. Нехай 𝑋 = R, 𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|, 𝐸 = (0, 1). Довести,
що (𝐸, 𝜌) — не компактний простiр трьома способами:

(𝑖) за означенням;

(𝑖𝑖) за необхiдною умовою компактностi (теорема 7.3) або за
критерiєм компактностi у скiнченновимiрному просторi (те-
орема 7.1);

(𝑖𝑖𝑖) за критерiєм компактностi Гаусдорфа (теорема 7.6).

Доведення. (𝑖). Розглянемо наступне вiдкрите покриття множини
𝐸:

Ω =

{︂(︂
1

𝑛+ 1
, 1

)︂
: 𝑛 ∈ N

}︂
.

Легко бачити, що з цього покриття не можна видiлити скiнченне
пiдпокриття.

(𝑖𝑖). За теоремою 7.1, в скiнченновимiрному просторi R компа-
ктнiсть еквiвалентна обмеженостi i замкненостi множини. Множина
𝐸 обмежена, але не замкнена, оскiльки 0 — гранична точка
множини 𝐸 i 0 /∈ 𝐸.

(𝑖𝑖𝑖). За критерiєм компактностi Гаусдорфа, компактнiсть
простору (𝑋, 𝜌) еквiвалентна цiлком обмеженостi i повнотi. Простiр
(𝐸, 𝜌) — неповний простiр, оскiльки фундаментальна послiдовнiсть{︀

1
𝑛

}︀∞
𝑛=1

розбiжна в цьому просторi.
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7.2 Предкомпактнi та злiченно предкомпактнi множини

Означення 7.8. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр i 𝐸 ⊂ 𝑋. Мно-
жина 𝐸 називається вiдносно компактною чи предкомпактною,
якщо її замикання в 𝑋 компактне.

Приклад 7.9. 𝑋 = R, 𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|, 𝐸 = (0, 1). Оскiльки
множина 𝐸 = [0, 1] — компактна (замкнена i обмежена множина
у просторi R), то множина 𝐸 — предкомпактна.

Приклад 7.10. 𝑋 = (0,+∞), 𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|, 𝐸 = (0, 1). Оскiльки
множина 𝐸 = (0, 1] — не компактна в 𝑋 (𝐸 = (0, 1] не компактна в
R, див. теорему 7.5), то множина 𝐸 — не предкомпактна.

Приклад 7.11. 𝑋 = R, 𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|, 𝐸 = (0, 1)∩Q — множина
усiх рацiональних чисел з iнтервалу (0, 1). Оскiльки множина 𝐸 =

[0, 1] — компактна (замкнена i обмежена множина у просторi R), то
множина 𝐸 — предкомпактна.

Приклад 7.12. 𝑋 = Q, 𝜌(𝑟1, 𝑟2) = |𝑟1 − 𝑟2|, 𝐸 = (0, 1) ∩ Q.
Оскiльки множина 𝐸 = [0, 1] ∩ Q — не повний метричний простiр,
то, за теоремою 7.6 (критерiй компактностi Гаусдорфа), 𝐸 — не
компактна множина i, тому, 𝐸 — не предкомпактна.

Теорема 7.13 (еквiвалентнiсть предкомпактностi i цiлком обме-
женостi у повному метричному просторi). Нехай (𝑋, 𝜌) — повний
метричний простiр, 𝐸 ⊂ 𝑋. Множина 𝐸 предкомпактна тодi i
тiльки тодi, коли 𝐸 — цiлком обмежена.

Довести самостiйно.

Означення 7.14. Множина 𝐸 у метричному просторi (𝑋, 𝜌)

називається злiченно предкомпактною, якщо її замикання в 𝑋

злiченно компактне.

Легко бачити, що має мiсце наступна теорема.
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Теорема 7.15. Нехай (𝑋, 𝜌) — метричний простiр. Наступнi
твердження еквiвалентнi:

(𝑖) Множина 𝐸 ⊂ 𝑋 злiченно предкомпактна.

(𝑖𝑖) З будь-якої послiдовностi елементiв множини 𝐸 можна
видiлити пiдпослiдовнiсть, яка збiгається в 𝑋.

(𝑖𝑖𝑖) Будь-яка нескiнченна пiдмножина множини 𝐸 має хоча б
одну граничну точку.

Iз теореми 6.16 випливає наступний критерiй.

Теорема 7.16 (про зв’язок предкомпактностi i злiченної предком-
пактностi). Множина 𝐸 в метричному просторi (𝑋, 𝜌) предком-
пактна тодi i тiльки тодi, коли 𝐸 — злiченно предкомпактна
множина.

Наведемо (без доведення) зручнi для практики критерiї пред-
компактностi у просторах 𝐶([𝑎, 𝑏]), 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]), 𝑙𝑝 (1 ⩽ 𝑝 < ∞).

Наступна теорема дає нам критерiй предкомпактностi у просторi
𝐶([𝑎, 𝑏]).

Теорема 7.17 (Арцела — Асколi). Для того, щоб множина 𝑀 ⊂
𝐶([𝑎, 𝑏]) була предкомпактною в 𝐶([𝑎, 𝑏]) необхiдно i достатньо,
щоб виконувалися наступнi умови:

(𝑖) множина 𝑀 обмежена в 𝐶([𝑎, 𝑏]), тобто

∃𝐶 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑀 max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑥(𝑡)| ⩽ 𝐶

(в цьому випадку кажуть, що функцiї iз 𝑀 рiвномiрно
обмеженi);

(𝑖𝑖) множина 𝑀 рiвностепенево неперервна, тобто

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝑎, 𝑏]

|𝑡1 − 𝑡2| < 𝛿 ⇒ |𝑥(𝑡1)− 𝑥(𝑡2)| < 𝜀.
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Теорема 7.18 (критерiй предкомпактностi в 𝑙𝑝, 1 ⩽ 𝑝 < ∞). Для
того, щоб множина 𝑀 ⊂ 𝑙𝑝 була предкомпактною необхiдно i
достатньо, щоб виконувалися наступнi умови:

(𝑖) множина 𝑀 обмежена в 𝑙𝑝, тобто

∃𝐶 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑀

∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖|𝑝 ⩽ 𝐶

(в цьому випадку кажуть, що множина 𝑀 рiвномiрно
обмежена за метрикою);

(𝑖𝑖) для будь-якого 𝜀 > 0 iснує номер 𝑛0, такий, що

∞∑︁
𝑖=𝑛0

|𝑥𝑖|𝑝 < 𝜀

для всiх 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) ∈ 𝑀 .

Наступна теорема мiстить критерiй предкомпактностi в просторi
𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]), 1 ⩽ 𝑝 < ∞.

Теорема 7.19 (М. Рiса). Нехай 1 ⩽ 𝑝 < ∞. Для того,
щоб множина 𝑀 ⊂ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) була предкомпактною необхiдно i
достатньо, щоб виконувалися наступнi умови:

(𝑖) множина 𝑀 обмежена в 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]), тобто

∃𝐶 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑀

ˆ 𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 ⩽ 𝐶;

(𝑖𝑖) множина 𝑀 рiвностепенево неперервна в середньому, тобто,
для будь-якого 𝜀 > 0 iснує таке 𝛿 > 0, що для всiх ℎ ∈ (0, 𝛿) i
для всiх 𝑥 ∈ 𝑀 виконується нерiвнiсть

ˆ 𝑏−ℎ

𝑎
|𝑥(𝑡+ ℎ)− 𝑥(𝑡)|𝑝 𝑑𝑡 < 𝜀.
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