
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

Факультет математики, фiзики та iнформацiйних технологiй

Кафедра математичного та комп’ютерного моделювання

Дипломна робота

бакалавра

на тему: «Розв’язання початково - крайової задачi

теплопровiдностi методом скiнченних елементiв»

«Solution of the initial - boundary value problem of thermal conductivity by the finite
element method»

Виконав: студент денної форми навчання
спецiальностi 113 Математика
Боровський Денис Володимирович

Керiвник:
канд. фiз.-мат. наук, доц. Вербiцький В. В.
Рецензент:
канд. фiз.-мат. наук, доц. Гришин В. О.

Рекомендовано до захисту:
Протокол засiдання кафедри
№ вiд « » р.
Завiдувач кафедри

Захищено на засiданнi ЕК №
Протокол № вiд « » р.
Оцiнка / /
Голова ЕК

Одеса — 2022 р.



2

ЗМIСТ

Вступ 3

1 Постановка задачi 4

2 Розв’язання початково-крайової задачi теплопровiдностi ме-
тодом скiнченних елементiв 5
2.1 Параболiчнi задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Варiацiйне формулювання параболiчної задачi . . . . . . . . 6
2.3 Напiвдискретнi апроксимацiї Гальоркiна . . . . . . . . . . . . 9

3 Пакет FreeFem++ розв’язання крайових задач методом скiн-
ченних елементiв 11
3.1 Основнi характеристики FreeFem++ . . . . . . . . . . . . . . 11
3.2 Мова програмувння FreeFem++ . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4 Розв’язання початково-крайової задачi за допомогою пакету
FreeFem++ 15

Висновки 20

Список лiтератури 21

Додаток А. Код програми 22



3

ВСТУП

Процеси теплопередачi грають винятково велику роль як у природi,
так i у сучаснiй технiцi. З одного боку ця галузь науки досить добре роз-
роблена, отриманi надiйнi данi, якi можна використовувати при вирiшеннi
тих чи iнших конкретних завдань, що виникають пiд час проектування та
експлуатацiї теплотехнiчного обладнання. З iншого — проблемна, оскiльки
використання нових матерiалiв, розширення дiапазону дiї теплотехнiчних
пристроїв вимагає створення нових, бiльш надiйних методiв розрахунку.

Об’єктом дослiдження роботи є задача теплопровiдностi[6] математи-
чного моделювання процесiв, що зустрiчаються у природi та технiцi.

На сьогоднiшнiй день питання, що пов’язанi з методами, якi чисельно
розв’язують початково-крайовi задачi, до яких вiдноситься задача тепло-
провiдностi — є цiкавими та корисними для дослiдження.

Метод скiнченних елементiв на данний час є одним з найефективнiших
методiв чисельного розв’язання крайових та початково-крайових задач. З
основами методу скiнченних елементiв та сучасним станом дослiджень
щодо його застосування до розв’язання початково-крайових задач можна
ознайомитись в роботах [2–5, 7–9, 11, 13, 14].

Предметом дослiдження роботи є апроксимацiї початково-крайових
задач для рiвнянь параболiчного типу.

Мета роботи: отримання нових знань i практичного досвiду для ство-
рення ефективних схем методу скiнченних елементiв розв’язання початково-
крайових задач.

Задля досягнення мети роботи треба побудувати скiнченно-вимiрну
апроксимацiю для конкретної задачi теплопровiдностi, використовуючи
вказану схему методу скiнченних елементiв. Провести обчислювальнi експе-
рименти щодо дослiдження збiжностi та стiйкостi методу.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглядється задача про охолодження пластини повiтрям. Треба зна-
йти розподiл температури в пластинi (0;𝐿𝑥)×(0;𝐿𝑦)×(0;𝐿𝑧) прямокутного
перерiзу Ω = (0; 6) × (0; 1). Пластина оточена повiтрям. Температура по-
вiтря 𝑢𝑒. Початкова температура пластини 𝑢 = 𝑢0 + (𝑥/𝐿)𝑢1. У площинi
перпендикулярнiй пластинi, при 𝑧 = 𝐿𝑧/2 температура мало змiнюється з
координатою 𝑧, Тому, у першому наближеннi задача двовимiрна.

Таким чином, маємо початково-крайову задачу. Знайти 𝑢(𝑥,𝑦,𝑡) ∈
Ω× (0,𝑇 ), що

𝜕𝑡𝑢−∇(𝑘∇𝑢) = 0 в Ω× (0,𝑇 ), (1.1)

𝑢(𝑥,𝑦,0) = 𝑢0 + 𝑥𝑢1, (1.2)

𝑘
𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ 𝛼(𝑢− 𝑢𝑒) = 0, на Γ× (0,𝑇 ) (1.3)

де Γ — межа Ω.

Тут коефiцiент дифузiї 𝑘(𝑥,𝑦) приймає два значення: 𝑘 = 𝑘0, якщо
𝑦 ≥ 0.5, та 𝑘 = 10𝑘0, якщо 𝑦 < 0.5, щоб iмiтувати термостат. Член 𝛼(𝑢− 𝑢𝑒)

пояснює втрату температури за рахунок конвекцiї у повiтрi. Математично
це описується граничною умовою Фур’є (або Робена, або змiшаною).

Треба знайти чисельний роз’язок задачi (1.1)–(1.3) методом скiнченних
елементiв з використанням лiнiйних неперервних сплайнiв.
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РОЗДIЛ 2

РОЗВ’ЯЗАННЯ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

ТЕПЛОПРОВIДНОСТI МЕТОДОМ СКIНЧЕННИХ

ЕЛЕМЕНТIВ

Параболiчнi задачi

Розглянемо початково-крайову задачу для рiвняння параболiчного
типу, яка полягає у знаходженнi функцiї 𝑢(𝑥,𝑡) такої, що задовольняє
рiвняння

𝜌0
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝐴𝑢 = 𝑓(𝑥,𝑡) Ω× (0,𝑇 ] (2.1)

та початкової умови

𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑢0 Ω, 𝑡 = 0 (2.2)

Тут 𝑢(𝑥,𝑡) - шукана функцiя; 𝐴 - додатно визначенний оператор, який дiє у
гульбертовому просторi 𝐻; Ω - обмежена облась евклiдового простору 𝑅𝑛.
Уважатимемо, що границя Γ областi Ω є лiпшицевою. Через 𝑥 = 𝑥1, 𝑥2,...,𝑥𝑛

позначимо точку областi Ω, а через 𝑡 - часову змiнну.

Характерним прикладом рiвняння параболiчного типу (5.1) є рiвняння
теплопровiдностi. Для нього оператор 𝐴 визначенний спiввiдношеннями

𝐴𝑢 = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜆𝑖𝑗

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
; (2.3)

𝑢(𝑥,𝑡) = 0 Γ× (0;𝑇 ] (2.4)

Коефiцiєнт 𝜌0 рiвняння теплопровiдностi (5.1) в операторi 𝐴𝑢 вигляду (5.3)
такий:

𝜆𝑖𝑗(𝑥) = 𝜆𝑗𝑖(𝑥) (2.5)
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та додатної вiзначеностi

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜆𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝜆0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖
2 (2.6)

для ∀(𝜉1,𝜉2,...,𝜉𝑛) ∈ 𝑅𝑛, де 𝜆0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜆0 > 0. Уважатимемо також, що
функцiї 𝜌(𝑥),𝑐𝑣(𝑥),𝜆𝑖𝑗(𝑥) достатньо гладкi: 𝑢0∈L2(Ω);𝑓(𝑥,𝑡)∈L2(0,𝑇 ;𝐿2(Ω)).

Варiацiйне формулювання параболiчної задачi

𝑢− 𝑔 ∈ 𝐻1
0(Ω) :

∫︁
Ω

𝑘∇𝑢∇𝜈 = 0 ∀𝜈 ∈ 𝐻1
0(Ω). (2.7)

Уведемо деякий простiр 𝑉 . Домножимо рiвняння (1.1) на умову (1.2)
на довiльну функцiю 𝑣(𝑥) ∈ 𝑉 i зiнтегруємо в областi Ω :

∫︁
Ω

𝜌0
𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑣𝑑Ω +

∫︁
Ω

𝐴𝑢𝑣𝑑Ω =

∫︁
Ω

𝑓𝑢𝑑Ω,∀𝑣 ∈ 𝑉 (2.8)

∫︁
Ω

𝜌0(𝑢(𝑥,0)− 𝑢0)𝑣𝑑Ω = 0. (2.9)

Уведемо позначення

𝑚(𝑢,𝑣) =

∫︁
Ω

𝜌0𝑢𝑣𝑑Ω; (2.10)

𝑎(𝑢,𝑣) =

∫︁
Ω

𝐴𝑢𝑣𝑑Ω; (2.11)

𝑙(𝑢) =

∫︁
Ω

𝑓𝑢𝑑Ω; (2.12)

𝑢′ = 𝑑𝑢
𝑑𝑡

Наведемо варiацiйне формулювання задачi. Знайти фунцiю 𝑢(𝑥,𝑡) ∈L2(0,𝑇 ;𝑉 )

таку, що задовольняє рiвняння

𝑚(𝑢′,𝑣) + 𝑎(𝑢,𝑣) = 𝑙(𝑣),∀𝑣 ∈ 𝑉 ; (2.13)
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𝑚(𝑢(𝑥,0))− 𝑢0,𝑣) = 0. (2.14)

Розв’язок варiацiйної задачi (2.7) та (2.8) назвемо слабким розв’язком
початково-крайової задачi (1.1) та (1.2).

Зазначимо, що умову (2.8) можна записати також iншим шляхом,
зокрема

(𝑢(𝑥,0)− 𝑢0,𝑣) = 0

де

(𝑢,𝑣) =
∫︀
Ω 𝑢𝑣𝑑Ω;

З подальшогу буде зрозумiло, чому спiввiдношення (2.8) вибране саме у
такому виглядi.

Для задачi нестационарної теплопровiдностi бiлiнiйна форма 𝑎(𝑢,𝑣)

матиме вигляд

𝑎(𝑢,𝑣) = −
∫︁
Ω

∑︁𝑛

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜆𝑖𝑗

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
𝑣𝑑Ω. (2.15)

З використанням формули Грiна та врахуванням граничних умов (1.4)
перетворимо її до симетричного вигляду

𝑎(𝑢,𝑣) =

∫︁
Ω

∑︁𝑛

𝑖,𝑗=1
𝜆𝑖𝑗

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
𝑑Ω. (2.16)

Простiр 𝑉 iдентифiкуємо спiввiдношенням

𝑉 =

{︂
𝑢(𝑥) : 𝑣(𝑥) ∈ 𝑊

(1)
2 , 𝑣(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Γ

}︂
(2.17)

Сформулюємо властивостi бiлiнiйних форм 𝑚(𝑢,𝑣), 𝑎(𝑢,𝑣) у двох лемах.
Лема 1. Нехай 𝑢,𝑣 ∈ 𝐻(𝐻 = 𝐿2(Ω)). Бiлiнiйна форма 𝑚(𝑢,𝑣) - симетрична
та 𝐻 - елiптична.

Доведення. Властивiсть симетрiї є очевидно. Iз запису (1.9) випливає,
що виконується нерiвнiсть

𝑚(𝑢,𝑣) ≥ 𝑐1||𝑢||0,
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де

||𝑢||0 =
∫︀
Ω 𝑢

2𝑑Ω,

𝑐1 = 𝑚𝑖𝑛Ω {𝜌𝑐𝑣; } 𝑐1 > 0.

Це й доводить 𝐻 - елiптичнiсть бiлiнiйної форми 𝑚(𝑢,𝑣).

Наслiдок 1.Як наслiдок з доведеної леми випливає подвiйна нерiвнiсть

𝑐1||𝑢||0 ≤ 𝑚(𝑢,𝑣)1/2 ≤ 𝐶1||𝑢||0.

Лема 2. Нехай 𝑢,𝑣 ∈ 𝑉 Бiлiнiйна форма 𝑎(𝑢,𝑣) - симетрична та 𝑉 -
елiптична.

Доведення. Доведення леми випливає з того, що оператор 𝐴 є додатно
визначений. Зокрема, оператор задачi теплопровiдностi

𝐴𝑢 = −
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1
𝜕
𝜕𝑥𝑖

𝜆𝑖𝑗
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

з вибраною граничною умовою Дiрiхле

𝑢 = 0 на Γ

теж є додатно визначеним. Для задачi теплопровiдностi наведемо
доведення цiєї теореми у повному виглядi. Симетрiя форми 𝑎(𝑢,𝑣) випливає
з властивостi симетрiї (1.5) коефiцiєнтiв теплопровiдностi 𝜆𝑖,𝑗. Якщо ж
урахувати властивiсть додатної визначеностi (1.6), то отримаємо

𝑎(𝑢,𝑢) ≥ 𝜆0

∫︀
Ω

∑︀𝑛
𝑖=1(

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

)2𝑑Ω.

Далi, викоричтовуючи нерiвнiсть Фрiдрiхса

𝑐1
∫︀
Ω

∑︀𝑛
𝑖=1(

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

)2𝑑Ω ≥ ||𝑢||2
𝑊

(1)
2

,

де 𝑐2 = 𝜆0/𝑐1. Очевидно, що 𝑐2 > 0. Це й доводить 𝑉 - елiптичнiсть
бiлiнiйної форми 𝑎(𝑢,𝑣).

Наслiдок 2. Як наслiдок з доведеної леми випливає подвiйна нерiвнiсть

𝑐2||𝑢||𝑊 (1)
2

≤ 𝑎(𝑢,𝑢)1/2 ≤ 𝐶2||𝑢||𝑊 (1)
2

.
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Напiвдискретнi апроксимацiї Гальоркiна

Виберемо у просторi 𝑉 лiнiйно незалежну, повну послiдовнiсть фун-
кцiй

{︀
𝜑ℎ
𝑗

}︀
. Нехай 𝑉ℎ - скiнченновимiрний подпростiр простору 𝑉 , який

утворюється на базисi 𝜑ℎ
𝑗 , 𝑗 = 1,...,𝑁 .

Для отримання наближеного розв’язку задачi

𝑚(𝑢́,𝑣) + 𝑎(𝑢,𝑣) = 𝑙(𝑣), ∀𝑣 ∈ 𝑉 ; (2.18)

𝑚(𝑢(𝑥,0)− 𝑢0,𝑣) = 0 (2.19)

використаєио напiвдискретне подання

𝑢ℎ(𝑥,𝑡) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑈𝑗(𝑡)𝜑
ℎ
𝑗 (𝑥) (2.20)

Вiд задачi (3.1), (3.2) перейдемо до її наближеної форми

𝑚(𝑢ℎ,𝑣ℎ) + 𝑎(𝑢ℎ,𝑣ℎ) = 𝑙(𝑣ℎ), ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ; (2.21)

𝑚(𝑢ℎ(𝑥,0)− 𝑢0,𝑣ℎ) = 0 (2.22)

Пiдставимо формулу (3.3) замiсть розв’язку 𝑢ℎ у рiвняння (3.4) та (3.5)
i згiдно з методом Гальоркiна виберемо за функцiї 𝑣 базиснi функцiї 𝜑ℎ

𝑖 .
Отримаємо задачу Кошi

𝑁∑︁
𝑗=1

{︁
𝑚𝑖𝑗𝑈𝑗(𝑡) + 𝑎𝑖𝑗𝑈𝑗(𝑡)

}︁
= 𝑙𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ], 𝑖 = 1,...,𝑁 ; (2.23)

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑚𝑖𝑗𝑈𝑗(0) = 𝑝𝑖, (2.24)

де

𝑚𝑖𝑗 = 𝑚(𝜑ℎ
𝑖 ,𝜑

ℎ
𝑗 ; 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎(𝜑ℎ

𝑖 ,𝜑
ℎ
𝑗 );

𝑙𝑖(𝑡) = 𝑙(𝜑ℎ
𝑖 ); 𝑝𝑖 = 𝑚(𝑢0,𝜑

ℎ
𝑖 ).

У матричних значеннях
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𝑀 = {𝑚𝑖𝑗} ; 𝐴 = {𝑎𝑖𝑗} ;

𝑈(𝑡) = {𝑈𝑖(𝑡)} ; 𝐿(𝑡) = {𝑙𝑖(𝑡)} ; 𝑃 = {𝑝𝑖}

(𝑀,𝐴 - квадратнi матрицi, 𝑈,𝐿, 𝑃 - матрицi-стовпцi) задачу (3.6), (3.7)
можна записати у такому виглядi

𝑀 ´𝑈(𝑡) + 𝐴𝑈(𝑡) = 𝐿(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ]; (2.25)

𝑀𝑈(0) = 𝑃 ; (2.26)

Зазначимо, що як наслiдок попереднього матрицi 𝑀 та 𝐴 є матрицями
з вiдмiнними вiд нуля визначниками, вони є симетричними та додатно
визначеними.

Наведених властивостей вистачає, щоб розв’язок задачi Кошi (3.8),
(3.9) iснував та був єдиним.
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РОЗДIЛ 3

ПАКЕТ FREEFEM++ РОЗВ’ЯЗАННЯ КРАЙОВИХ

ЗАДАЧ МЕТОДОМ СКIНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТIВ

Основнi характеристики FreeFem++

Рiвняння з частними похiдними — це вiдношення мiж функцiєю де-
кiлькох змiнних та її (частковими) похiдними. Багато проблем з фiзики,
технiки, математики i навiть банкiвської справи моделюються одним або
декiлькома диференцiальними рiвняннями з частковими похiдними.

FreeFem++ — це програма для чисельного розв’язання цих рiвнянь.
Як випливає з назви, це таке безкоштовне програмне забезпечення, що
базується на основi методу скiнченних елементiв; це iнтегрований продукт
iз власною мовою програмування високого рiвня.

З точки зору додаткiв, FreeFem++ дoзволяє вирiшувати безлiч двох
або тривимiрних завдань фiзики, iнженерних розрахункiв, математики, еко-
номiки та багатьох iнших галузей науки, що описуються одним або декiлько-
ма рiвняннями в приватних похiдних. Ефeктивнiсть моделювання пiдвищу-
ється завдяки можливостi автоматичної адаптацiї сiтки пiд час виконання
програми. Гнучкiсть мови дозволяє моделювати також пов’язанi системи,
такi як, взаємодiя рiдина-поверхня, пружнi деформацiї-теплопровiднiсть,
взaємовплив океану та атмосфери, вплив електромагнетизму на процес
виливки металiв та багато iнших. При вирiшеннi цих завдань можна вико-
ристовувати для кожної системи рiзнi скiнченно-елементнi апроксимацiї та
розрахунковi сiтки.

Це програмне забезпечення працює на всiх ОС UNIX (з g ++ 3.3 або
пiзнiшої версiї та OpenGL), на Windows XP, Vista та 7,8,10 та на MacOS 10
intel.

Бiльше того, FreeFem ++ є високоадаптивним. Багато явищ стосую-
ться декiлькох пов’язаних систем, наприклад: взаємодiї рiдини i структури,
сили Лоренца для лиття алюмiнiю тa проблеми океану i атмосфери. Для них
потрiбнi рiзнi скiнченнi елементи апроксимацiї та полiномiальнi ступенi на
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рiзних сiтках. Деякi алгоритми, такi як метод декомпозицiї домену Шварца,
також вимагають iнтерполяцiї даних у декiлькох сiтках в межах однiєї
програми.

FreeFem ++ може впоратися з цими труднощами, тобто довiльним
скiнченним елементом простору на довiльних неструктурованих та адапто-
ваних двовимiрних сiтках.

Характеристиками FreeFem ++ такi.

Oпис проблеми (реальна або комплексна оцiнка) за їх варiацiйними
формулюваннями, з доступом до внутрiшнiх векторiв та матриць, якщо це
необхiдно.

Багатозмiннi, багаторiвневi, двомiрнi та трьохмiрнi статичнi або зале-
жнi вiд часу, лiнiйнi або нелiнiйнi пов’язанi системи; однак вiд користувача
вимагається описати iтерацiйнi процедури, якi зводять проблему до набору
лiнiйних задач.

Простота геометричного введення за допомогою аналiтичного опису
меж по частинах; однак ця частина не є системою CAD; наприклад, коли
двi межi перетинаються, користувач повинен вказати точки перетину.

Автоматичний генератор сiтки на основi алгоритму Делоне-Вороного;
внутрiшня щiльнiсть точок пропорцiйна щiльностi точок на межах.

Метрична анiзотропна адаптацiя сiтки. Метрику можна обчислити
автоматично з гессiана будь-якої функцiї FreeFem ++.

Мова введення високого рiвня, зручна для введення, з алгеброю ана-
лiтичних функцiй та функцiй скiнченних елементiв.

Кiлька сiток з скiнченними елементами в межах однiєї програми з
автоматичною iнтерполяцiєю даних на рiзнi сiтки та можливим збереженням
матриць iнтерполяцiї.

Велика рiзноманiтнiсть трикутних скiнченних елементiв: лiнiйнi, ква-
дратичнi елементи Лагранжа та бaгато iншого, розривнi елементи 𝑃1 та
Равiарта-Томаса, елементи нескалярного типу, мiнi-елемент. . . (але без
чотирикутникiв).

Iнструменти для визначення розривних формулювань скiнченних
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елементiв Гальоркiна 𝑃0, 𝑃1𝑑𝑐, 𝑃2𝑑𝑐 та ключових слiв: стрибок, середнє,
кiлькiсть.

Велика рiзноманiтнiсть лiнiйних прямих та iтеративних методiв вирi-
шення (LU, Cholesky, Crout, CG, GMRES, UMFPACK, MUMPS, SuperLU ...)
та методiв вирiшування власних значень та власних векторiв (ARPARK).

Майже оптимальна швидкiсть виконання (порiвняно зi скомпiльова-
ними реалiзацiями C ++, запрограмованими безпосередньо).

Iнтернет—графiка, генерацiя файлiв .txt, .eps, .gnu, mesh для подаль-
ших манiпуляцiй iз вхiдними та вихiдними даними.

Багато прикладiв та навчальних посiбникiв: елiптичнi, параболiчнi
та гiперболiчнi проблеми, потоки Нав’є-Стокса, еластичнiсть, взаємодiя
структури рiдини, метод розкладання областi Шварца, проблема власних
значень, iндикатор залишкової помилки.

Мова програмувння FreeFem++

По сутi, FreeFem++ є компiлятором: його мова є типiзованою, полi-
морфною. Кожна змiнна має бути оголошена певного типу в декларативнiй
формi. Мова дозволяє манiпулювати основними типами цiлих чисел (int),
дiйсних (real), рядкiв (sting), масивiв (приклад: real[int]), двовимiрних (2D),
сiток скiнченних елементiв (mesh), 2D скiнченнi простори елементiв (fespace),
аналiтичнi функцiї (func), масиви скiнченноелементних функцiй (func[basic
type]), лiнiйнi та бiлiнiйнi оператори, розрiдженi матрицi, вектори тощо.
Оголошення типiв є обов’язковими у FreeFem++.

У список пакету FreeFem++ входять такi основнi типи даних: bool
використовується для логiчного виразу та керування потоком (результатом
порiвняння є логiчний тип); int оголошує цiле число; string оголошує змiнну
для зберiгання закритого тексту; real оголошує змiнну для збереження
подвiйного числа; ofstream, щоб оголосити вихiдний файл; ifstream, щоб ого-
лосити вхiдний файл; real[int] оголошує змiнну, яка зберiгає кiлька дiйсних
чисел iз цiлим iндексом; func визначає функцiю без аргументу (якщо незале-
жними змiнними є x, y, сiтка створює трiангуляцiю); fespace визначає новий
тип простору скiнченних елементi (задача оголошує слабку форму часткової
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диференцiальної задачi без її розв’язування); solve оголошує проблему та
вирiшує її [10]. Розглянемо декiлька аспектiв бiльш детально.

Масиви. У масивi зберiгаються кiлька об’єктiв, i iснує два види масивiв:
перший схожий на векторний, тобто масиви з цiлими iндексами, а другий
тип — це масиви з рядковими iндексами. У першому випадку розмiр масиву
повинен бути вiдомий пiд час виконання та реалiзацiї. Iснують int, real,
complex масиви з двома операторами (.in, .re) для створення реального та
уявного реального масиву з комплексного масиву (без копiювання).

Функцiя однiєї змiнної. Елементарнi функцiї позначають для нас клас
функцiй (полiномiальнi, експоненцiальнi, логарифмiчнi, тригонометричнi,
круговi), якi були отриманi за допомогою чотирьох арифметичних дiй
(додавання, вiднiмання, добуток, дiлення) i композицiї 𝑓(𝑔(𝑥)), кожна з яких
застосована скiнченну кiлькiсть разiв. Таким чином, у FreeFem++ можна
створити всi елементарнi функцiї. Похiдна елементарної функцiї також є
елементарною функцiєю; однак невизначений iнтеграл вiд елементарної
функцiї не завжди можна виразити через елементарнi функцiї.

Трiангуляцiя. Команда square (𝑚× 𝑛) генерує сiтку (𝑚× 𝑛) в одини-
чному квадратi [0; 1]2). Ключове слово square дозволяє створювати лише
структурованi сiтки. Бiльш загальнi сiтки можна створити за допомогою
ключових слiв border i buildmesh - дає змогу визначити сiтку для вiдкритих
наборiв, межi яких описуються параметризованими кривими.

Простiр скiнченних елементiв (F.E.S.) — це, як правило, простiр полi-
номiальних функцiй на елементах 𝜏ℎ трикутникiв, з певними властивостями
вiдповiдностi на ребрах, вершинах, визначається як: fespace 𝑉 ℎ(𝑇ℎ, 𝑃1), де
𝑃1 — кусково-лiнiйний неперервний скiнченний елемент (2d, 3d), ступенi
свободи є значеннями вершин.

Синтаксис операторiв введення/виведення подiбний до синтаксису
багатьох мов програмування. Щоб записати у файл (вiдповiдно читати
з нього), оголосiть нову змiнну: ofile("filename"); або ofstream ofile("iм’я
файлу додати); (вiдповiдно ifstream ifile("iм’я файлу");). Слово append в
ofstream ofile("filename append|binary); означає вiдкриття файлу в режимi
доповнення.
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РОЗДIЛ 4

РОЗВ’ЯЗАННЯ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

ЗА ДОПОМОГОЮ ПАКЕТУ FREEFEM++

На промiжку (0,𝑇 ) визначимо рiвномiрнi сiтку з кроком 𝛿 та вузлами

𝑡𝑗 = 𝛿𝑗, 𝑗 = 0,1, · · · ,𝑁𝑇 , 𝛿 =
𝑇

𝑁𝑇
.

Позначимо через 𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑥,𝑦) наближений розв’язок задачi (1.1)-(1.3) на
прямiй 𝑡 = 𝑡𝑗. Використовуючи апроксимацiю

𝜕𝑡𝑢 ≈ 𝑢𝑗 − 𝑢𝑗−1

𝛿
,

для задачi (1.1)-(1.3) визначимо напiвдискретну початково-крайову задачу.
Знайти такi функцiї 𝑢𝑗, що

𝑢𝑗 − 𝑢𝑗−1

𝛿
−∇(𝑘∇𝑢𝑗) = 0 в Ω, 𝑗 = 1,2, · · · , 𝑁𝑇 , (4.1)

𝑢0(𝑥,𝑦) = 𝑢0 + 𝑥𝑢1, (4.2)

𝑘
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑛
+ 𝛼(𝑢𝑗 − 𝑢𝑗𝑒) = 0, на Γ, 𝑗 = 1,2, · · · , 𝑁𝑇 . (4.3)

Якщо функцiю 𝑢𝑗−1 уже знайдено, то 𝑢𝑗 знаходимо розв’язуючи крайову
задачу (4.1),(4.3). Оскiльки функцiя 𝑢0 вiдома (початкова умова (4.2)), то
фукнцiї 𝑢𝑗 можна знаходити послiдовно.

Для крайової задачi (4.1),(4.3) запишем варiацiйну задачу. Знайти
𝑢𝑗(𝑥,𝑦) ∈ 𝐻1(Ω), так що∫︁

Ω

(
𝑢𝑗 − 𝑢𝑗−1

𝛿
𝑤 + 𝑘∇𝑢𝑗∇𝑤) +

∫︁
Γ

𝛼(𝑢𝑗 − 𝑢𝑗𝑒)𝑤 = 0 ∀𝑤 ∈ 𝐻1(Ω). (4.4)

Знайдемо наближений розв’язок варiацiйної задачi (4.4) методом Бубнова-
Гальоркiна. Введемо позначення. Ωℎ — деяка трiангуляцiя областi Ω. ℎ
— параметр трiагуляцiї. 𝑉ℎ — простiр лiнiйних неперервних сплайнiв, що
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визначаються трiангуляцiєю Ωℎ. Варiацiйну задачу (4.4) апроксимуємо
скiнченно-вимiрною варiацiйною задачею. Знайти 𝑢𝑗ℎ(𝑥,𝑦) ∈ 𝑉ℎ, так що∫︁

Ω

(
𝑢𝑗ℎ − 𝑢𝑗−1

ℎ

𝛿
𝑤ℎ + 𝑘∇𝑢𝑗ℎ∇𝑤ℎ) +

∫︁
Γ

𝛼(𝑢𝑗ℎ − 𝑢𝑗𝑒)𝑤ℎ = 0 ∀𝑤ℎ ∈ 𝑉ℎ. (4.5)

𝑢𝑗ℎ — скiнченно-елементний розв’язок крайової задачi (4.1),(4.3). Таким
чином, числовий розв’язок початково-крайової задачi (1.1)-(1.2) — це послi-
довнiсть скiнченно-елементних розвязкiв 𝑢𝑗ℎ, 𝑗 = 1,2, · · · , 𝑁𝑇

Опишемо, як вирiшити поставлену задачу за допомогою програмного
пакету FreeFem++.

Задамо початкову умову:

func u0 =10+90*x/6;

Задамо коєфiцiєнт теплопровiдностi:

func k = 1.8*(y<0.5)+0.2;

Задамо температуру повiтря, яке оточує пластину:

real ue = 25, alpha=0.25, T=5, dt=0.1 ;

Будуємо трiангуляцiю 𝑇ℎ в областi Ω:

mesh Th=square(30,5,[6*x,y]);

На Рис. 4.1 приведена область Ω.

Рис. 4.1. Область Ω

На Рис. 4.2 приведена триангуляцiя областi Ω.
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Рис. 4.2. Трiангуляцiя Ωℎ областi Ω

Побудуємо скiнченновимiрний пiдпростiр 𝑉 ℎ простору 𝐻1
0(Ω) який є

простором лiнiйних неперервних сплайнiв, що визначається трiангуляцiєю
𝑇ℎ:

fespace Vh(Th,P1);

Визначаємо бiлiнiйну 𝑎(𝑢,𝑣) варiацiйного формулювання задачi та гранiчнi
умови. Далi пакет автоматично знаходить розв’язок скiнченновимiрної
варiацiйної задачi:

Vh u=u0,v,uold;
problem thermic(u,v)= int2d(Th)(u*v/dt + k*(dx(u)
* dx(v) + dy(u) * dy(v)))
+ int1d(Th,1,3)(alpha*u*v)
- int1d(Th,1,3)(alpha*ue*v)
- int2d(Th)(uold*v/dt) + on(2,4,u=u0);
ofstream ff("thermic.dat");
for(real t=0;t<T;t+=dt){
uold=u;
thermic;
ff<<u(3,0.5)<<endl;
plot(u);
}

На Рис. 4.3 приведена температура областi Ω в залежностi вiд збiль-
шення параметру 𝑇 .
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Рис. 4.3. Температура в залежностi вiд збiльшення параметру 𝑇 .

На Рис. 4.4 приведено роз’язок варiацiйної задачi. Температура пла-
стини при 𝑇 = 4,9.
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Рис. 4.4. Роз’язок варiацiйної задачi. Температура пластини при 𝑇 = 4,9.

На Рис. 4.5 приведено графiк зменшення температури за часом у
точцi 𝑥 = 3, 𝑦 = 0,5.

Рис. 4.5. Зменшення температури за часом у точцi 𝑥 = 3, 𝑦 = 0,5.
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ВИСНОВКИ

Для початково-крайової задачi теплопровiдностi побудувано скiнченно-
вимiрну апроксимацiю, використовуючи схему методу скiнченних елементiв
з лiнiйними неперервними сплайнами. Трiангуляцiю областi визначення
розв’язку побудовано з використанням скiнченних елементiв, що мають
форму трикутникiв. Скiнченно-елементний розв’язок являє собою послi-
довнiсть лiнiйних неперервних сплайнiв, що визначаються побудованою
трiангуляцiєю.

Розв’язок скiнченно-елементної апроксимацiї знайдено за допомогою
пакету FreeFem++.

Проведено обчислювальний експеримент, що пiдтверджує збiжнiсть
та стiйкiсть методу.
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ДОДАТОК А. КОД ПРОГРАМИ

func u0 =10+90*x/6;
func k = 1.8*(y<0.5)+0.2;
real ue = 25, alpha=0.25, T=5, dt=0.1 ;
mesh Th=square(30,5,[6*x,y]);
fespace Vh(Th,P1);
Vh u=u0,v,uold;
problem thermic(u,v)= int2d(Th)(u*v/dt + k*(dx(u)
* dx(v) + dy(u) * dy(v)))
+ int1d(Th,1,3)(alpha*u*v)
- int1d(Th,1,3)(alpha*ue*v)
- int2d(Th)(uold*v/dt) + on(2,4,u=u0);
ofstream ff("thermic.dat");
for(real t=0;t<T;t+=dt){
uold=u;
thermic;
ff<<u(3,0.5)<<endl;
plot(u);
}
for(int i=0;i<20;i++) cout<<dy(u)(6.0*i/20.0,0.9)<<endl;
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