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Вступ

Методичнi вказiвки написано з метою допомоги студентам

спецiальностi 111 Математика у формуваннi навичок розв’язання

практичних задач з курсу «Математичний аналiз I». Вони мiстять

необхiдний теоретичний матерiал, набiр типових прикладiв з

розв’язками та приклади для самостiйного розв’язання. Матерiал

посiбник роздiлено на параграфи. Задачi для методичних вказiвок

взято iз збiрникiв [1, 3].

Предметом вивчення навчальної дисциплiни «Математичний

аналiз I» є властивостi множин дiйсних чисел та векторiв, числовi

послiдовностi та послiдовнiсть векторiв, їх збiжнiсть, функцiї

дiйсної змiнної, їх збiжнiсть та неперервнiсть, диференцiальне

числення функцiй однiєї та багатьох змiнних та iнтегральне

числення функцiй однiєї змiнної.

Мiсце навчальної дисциплiни в структурi освiтнього

процесу. Математичний аналiз — головна математична дисциплiна

в професiйнiй освiтi математика, без якої неможливе вивчення

iнших математичних та фiзичних курсiв, якi i становлять,

власне, освiту майбутнього спецiалiста. Цей курс є базовим для

подальшого вивчення таких дисциплiн, як функцiональний аналiз,

диференцiальнi рiвняння, рiвняння математичної фiзики, теорiя

оптимального керування, тощо.

Програма навчальної дисциплiни складається з таких змiстових

модулiв:

1. Дiйснi числа та числовi послiдовностi.

2. Границi i неперервнiсть числових функцiй.

3. Диференцiальне числення функцiй однiєї змiнної.

4. Iнтегральне числення функцiй однiєї змiнної.
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5. Простiр R𝑛. Збiжнiсть та неперервнiсть.

6. Диференцiйовнiсть функцiй багатьох змiнних.

На вивчення навчальної дисциплiни вiдводиться 420 годин, що

становить 14 кредитiв ЄКТС, з них 140 годин на лекцiї та 140 годин

на практичнi заняття.

Мета. Ознайомити студентiв з основними роздiлами диференцi-

ального числення функцiй однiєї та багатьох змiнних, iнтегрального

числення функцiй однiєї змiнної, з теорiєю границь числових та

векторних послiдовностей, методами розв’язання типових задач.

Сформувати у студентiв загальну та фахову компетентнiсть.

Завдання.

1. Вивчити класичнi методи диференцiального та iнтегрального

числення, як необхiдної бази для сприйняття навчального

матерiалу iнших природничих та спецiальних дисциплiн.

2. Надати навички застосування математичного апарату оброб-

ки даних теоретичного та експериментального дослiдження

при вирiшеннi професiйних завдань.

3. Сформувати цiлiсний математичний апарат сучасного

спецiалiста–математика.

Змiст навчальної дисциплiни

I семестр

Змiстовий модуль 1. Дiйснi числа та числовi послiдовностi.

Тема 1. Дiйснi числа. Числовi множини.

Тема 2. Границi послiдовностей.

Змiстовий модуль 2. Границi i неперервнiсть числових функцiй.
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Тема 3. Числовi функцiї та їх границi.

Тема 4. Неперервнi функцiї та їх властивостi.

Тема 5. Елементарнi функцiї та їх неперервнiсть.

Змiстовий модуль 3. Диференцiальне числення функцiй однiєї

змiнної.

Тема 6. Похiдна та диференцiал.

Тема 7. Теореми про середнє та правила Лопiталя. Формула

Тейлора.

Тема 8. Дослiдження поведiнки функцiй та побудова

графiкiв.

II семестр

Змiстовий модуль 4. Iнтегральне числення функцiй однiєї

змiнної.

Тема 9. Невизначений iнтеграл та методи його обчислення.

Тема 10. Iнтеграл Рiмана.

Тема 11. Застосування iнтеграла Рiмана.

Змiстовий модуль 5. Простiр R𝑛. Збiжнiсть та неперервнiсть.

Тема 12. Простiр R𝑛 та топологiя.

Тема 13. Границi послiдовностей i функцiй багатьох

змiнних.

Тема 14. Неперервнi функцiї багатьох змiнних.

Змiстовий модуль 6. Диференцiйовнiсть функцiй багатьох

змiнних.

Тема 15. Диференцiйовнi дiйснi функцiї.

Тема 16. Диференцiйовнi вiдображення.
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Тема 17. Функцiї на многовидах.

Рекомендована лiтература

Основна
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2 ч. Ч. 1 / В. И. Коляда, А. А. Кореновский. — Одесса:

Астропринт, 2010. — XXVI, 374 с.
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1 Означення i властивостi невизначеного iнтеграла

1.1 Теоретичний матерiал та приклади з розв’язками

Означення 1.1. Функцiя 𝐹 (𝑥) називається первiсною функцiї 𝑓(𝑥)

на iнтервалi 𝐼, якщо 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) для всiх 𝑥 ∈ 𝐼.

Приклад. Функцiя 𝐹 (𝑥) = ln𝑥 є первiсною для функцiї 𝑓(𝑥) = 1
𝑥

на iнтервалах (−∞, 0) i (0,∞) так як

𝐹 ′(𝑥) = (ln𝑥)′ =
1

𝑥
= 𝑓(𝑥)

для всiх 𝑥 ∈ (−∞, 0) або для всiх 𝑥 ∈ (0,∞). На всiй числовiй

прямiй (−∞,∞) функцiя 𝐹 (𝑥) = ln𝑥 вже не являється первiсною

функцiї 𝑓(𝑥) = 1
𝑥 так як рiвнiсть 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) не виконується в

точцi 𝑥 = 0.

Теорема 1.1 ([2, c. 157]). Якщо функцiя 𝑓(𝑥) має первiсну на

iнтервалi 𝐼, то рiзниця двох будь-яких її первiсних тотожно

постiйна на цьому iнтервалi. Iншими словами, множину всiх

первiсних функцiї 𝑓(𝑥) на iнтервалi 𝐼 можна описати як

{𝐹 (𝑥) + 𝐶 : 𝐶 ∈ R},

де 𝐹 (𝑥) одна iз первiсних функцiї 𝑓(𝑥) на iнтервалi 𝐼, а 𝐶 пробiгає

множину дiйсних чисел.

Означення 1.2. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) має первiсну на iнтервалi 𝐼,

то множина первiсних функцiї 𝑓(𝑥) на цьому iнтервалi називається

невизначеним iнтегралом функцiї 𝑓(𝑥) i позначається
´
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Таким чином ˆ
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = {𝐹 (𝑥) + 𝐶 : 𝐶 ∈ R}, (1)

де 𝐹 (𝑥) — одна iз первiсних функцiї 𝑓(𝑥), а 𝐶 пробiгає множину

дiйсних чисел. Символ
´

називається знаком iнтеграла, 𝑓(𝑥) —
11



пiдiнтегральною функцiєю, 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 — пiдiнтегральним виразом, 𝑥

— змiнною iнтегрування. Рiвнiсть (1) прийнято записувати без

фiгурних дужок, тому в подальшому будемо писати
ˆ
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶.

Властивостi невизначеного iнтеграла.

1. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) має первiсну на iнтервалi (𝑎, 𝑏), то(︂ˆ
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

)︂′
= 𝑓(𝑥), 𝑑

(︂ˆ
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

)︂
= 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

2. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) диференцiйована на iнтервалi (𝑎, 𝑏), то
ˆ
𝑓 ′(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥) + 𝐶,

ˆ
𝑑𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝐶.

3. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) має первiсну i 𝑎 ∈ R, то функцiя 𝑎𝑓(𝑥)

також має первiсну, причому, якщо 𝑎 ̸= 0, справедлива

рiвнiсть ˆ
𝑎𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑎

ˆ
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

4. Якщо функцiї 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) мають первiснi на деякому iнтервалi

(𝑎, 𝑏), то функцiя 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) також має первiсну на цьому

iнтервалi i справедлива рiвнiсть
ˆ (︀

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)
)︀
𝑑𝑥 =

ˆ
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+

ˆ
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Таблиця основних iнтегралiв.

Наступнi формули мають мiсце на будь-якому iнтервалi, що

12



мiститься в областi визначення пiдiнтегральної функцiї.
ˆ
𝑥𝛼 𝑑𝑥 =

𝑥𝛼+1

𝛼+ 1
+ 𝐶, 𝛼 ̸= −1. (2)

ˆ
𝑑𝑥

𝑥+ 𝑎
= ln |𝑥+ 𝑎|+ 𝐶. (3)

ˆ
𝑎𝑥 𝑑𝑥 =

𝑎𝑥

ln 𝑎
+ 𝐶, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1. (4)

ˆ
sin𝑥 𝑑𝑥 = − cos𝑥+ 𝐶, (5)

ˆ
cos𝑥 𝑑𝑥 = sin𝑥+ 𝐶. (6)

ˆ
𝑑𝑥

cos2 𝑥
= tg 𝑥+ 𝐶, (7)

ˆ
𝑑𝑥

sin2 𝑥
= − ctg 𝑥+ 𝐶. (8)

ˆ
𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑎2
=

1

𝑎
arctg

𝑥

𝑎
+ 𝐶 = −1

𝑎
arcctg

𝑥

𝑎
+ 𝐶. (9)

ˆ
𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑎2
=

1

2𝑎
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑎

𝑥+ 𝑎

⃒⃒⃒⃒
+ 𝐶, 𝑎 ̸= 0. (10)

ˆ
𝑑𝑥√
𝑎2 − 𝑥2

= arcsin
𝑥

𝑎
+ 𝐶 = − arccos

𝑥

𝑎
+ 𝐶, |𝑥| < 𝑎, 𝑎 ̸= 0.

(11)ˆ
𝑑𝑥√
𝑥2 + 𝑎2

= ln |𝑥+
√︀
𝑥2 + 𝑎2|+ 𝐶, 𝑎 ̸= 0. (12)

ˆ
𝑑𝑥√
𝑥2 − 𝑎2

= ln |𝑥+
√︀
𝑥2 − 𝑎2|+ 𝐶, 𝑎 ̸= 0, |𝑥| > |𝑎|. (13)

Приклади з розв’язками.

Приклад. Знайти:

1.1.

ˆ
(𝑥− 2𝑒𝑥) 𝑑𝑥; 1.2.

ˆ
(1− 𝑥)3

𝑥 3
√
𝑥

𝑑𝑥;

1.3.

ˆ √
1 + 𝑥2 +

√
1− 𝑥2√

1− 𝑥4
𝑑𝑥; 1.4.

ˆ
sin2

𝑥

2
𝑑𝑥;

13



1.5.

ˆ
tg2 𝑥 𝑑𝑥; 1.6.

ˆ
𝑑𝑥

𝑥4 + 4𝑥2
.

Розв’язання. (1.1) Використовуючи властивостi 3 i 4, а також

формули (2) i (4), отримаємо
ˆ

(𝑥− 2𝑒𝑥) 𝑑𝑥 =

ˆ
𝑥 𝑑𝑥− 2

ˆ
𝑒𝑥 𝑑𝑥 =

𝑥2

2
+ 𝑒𝑥 + 𝐶, 𝑥 ∈ R.

(1.2) Використовуючи властивостi 3 i 4, а також формулу (2),

отримаємо

ˆ
(1− 𝑥)3

𝑥 3
√
𝑥

𝑑𝑥 =

ˆ
1− 3𝑥+ 3𝑥2 − 𝑥3

𝑥4/3
𝑑𝑥 =

=

ˆ
𝑥−4/3 𝑑𝑥− 3

ˆ
𝑥−1/3 𝑑𝑥+ 3

ˆ
𝑥2/3 𝑑𝑥−

ˆ
𝑥5/3 𝑑𝑥 =

= −3𝑥−1/3 − 9

2
𝑥2/3 +

9

5
𝑥5/3 − 3

8
𝑥8/3 + 𝐶, 𝑥 > 0.

(1.3) Використовуючи властивостi 3 i 4, а також формули (11) i

(12), отримаємо

ˆ √
1 + 𝑥2 +

√
1− 𝑥2√

1− 𝑥4
𝑑𝑥 =

ˆ
𝑑𝑥√
1− 𝑥2

+

ˆ
𝑑𝑥√
1 + 𝑥2

=

= arcsin𝑥+ ln
⃒⃒⃒
𝑥+

√︀
1 + 𝑥2

⃒⃒⃒
+ 𝐶, |𝑥| < 1.

(1.4) Використовуючи формулу sin2 𝑥2 = (1−cos𝑥)/2, властивостi

3, 4 i формулу (6), отримаємо
ˆ

sin2
𝑥

2
𝑑𝑥 =

1

2

ˆ
(1−cos𝑥) 𝑑𝑥 =

1

2

ˆ
𝑑𝑥−1

2

ˆ
cos𝑥 𝑑𝑥 =

𝑥

2
−sin𝑥

2
+𝐶,

де 𝑥 — будь-яке дiйсне число.

(1.5) Використовуючи властивостi 3 i 4, а також формулу (8),

отримаємо
ˆ

tg2 𝑥 𝑑𝑥 =

ˆ (︂
1

cos2 𝑥
− 1

)︂
𝑑𝑥 =

ˆ
𝑑𝑥

cos2 𝑥
−
ˆ
𝑑𝑥 = tg 𝑥− 𝑥+ 𝐶,
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де 𝑥 ̸= 𝜋
2 + 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z.

(1.6) Використовуючи властивостi 3 i 4, а також формули (2) i

(9), отримаємо

ˆ
𝑑𝑥

𝑥4 + 4𝑥2
=

1

4

ˆ
𝑥2 + 4− 𝑥2

𝑥2(𝑥2 + 4)
𝑑𝑥 =

1

4

ˆ
𝑑𝑥

𝑥2
− 1

4

ˆ
𝑑𝑥

𝑥2 + 4
=

= − 1

4𝑥
− 1

8
arctg

𝑥

2
+ 𝐶, 𝑥 ̸= 0.

1.2 Задачi для розв’язання в аудиторiї

Використовуючи властивостi та таблицю невизначених iнтегралiв,

знайти наступнi iнтеграли.

1.7.

ˆ
(5− 2𝑥2)3 𝑑𝑥; 1.8.

ˆ
(1− 2𝑥)(2− 𝑥)(1− 𝑥) 𝑑𝑥;

1.9.

ˆ √
𝑥− 2

5
√
𝑥2 + 1

3
√
𝑥

𝑑𝑥; 1.10.

ˆ √
𝑥4 + 𝑥−4 + 2

𝑥3
𝑑𝑥;

1.11.

ˆ
𝑥2 + 3

𝑥2 − 1
𝑑𝑥; 1.12.

ˆ
32𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥;

1.13.

ˆ
(2𝑥 + 5𝑥)2 𝑑𝑥; 1.14.

ˆ
(1 + 2 sin𝑥− 3 cos𝑥) 𝑑𝑥.

1.3 Задачi для домашньої роботи

Використовуючи властивостi та таблицю невизначених iнтегралiв,

знайти наступнi iнтеграли.

1.15.

ˆ
𝑥3(3− 2𝑥)4 𝑑𝑥; 1.16.

ˆ (︂
𝑎

𝑥
+
𝑏2

𝑥2
+
𝑐3

𝑥3

)︂
𝑑𝑥;

1.17.

ˆ (︂
2− 3

𝑥2

)︂√︁
𝑥
√
𝑥 𝑑𝑥; 1.18.

ˆ
2𝑥2 𝑑𝑥

1 + 𝑥2
;

1.19.

ˆ √
𝑥2 + 1−

√
𝑥2 − 1√

𝑥4 − 1
𝑑𝑥; 1.20.

ˆ
2𝑥 + 3 · 5𝑥

10𝑥
𝑑𝑥;

1.21.

ˆ
𝑒3𝑥 + 1

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥; 1.22.

ˆ √
1− sin 2𝑥 𝑑𝑥.
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2 Замiна змiнної

2.1 Теоретичний матерiал та приклади з розв’язками

Теорема 2.1 ([2, c. 163]). Нехай 𝐹 (𝑡) первiсна функцiї 𝑓(𝑡) на

iнтервалi 𝐼 i функцiя 𝜙(𝑥) диференцiйована на iнтервалi ∆,

причому 𝜙(∆) ⊂ 𝐼. Тодiˆ
𝑓
(︀
𝜙(𝑥)

)︀
𝜙′(𝑥) 𝑑𝑥 =

ˆ
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜙(𝑥)

= 𝐹
(︀
𝜙(𝑥)

)︀
+ 𝐶. (14)

Формулу (14) називають формулою iнтегрування пiдстановкою.

Розглянемо конкретнi приклади її використання.

Приклад. Знайти iнтеграл, використовуючи формулу iнтегруван-

ня пiдстановкою:

2.1.

ˆ
(2𝑥+ 4)8𝑑𝑥; 2.2.

ˆ
𝑥2

4
√︀

5𝑥3 + 2 𝑑𝑥;

2.3.

ˆ
𝑥 𝑑𝑥√
1− 𝑥2

; 2.4.

ˆ
𝑑𝑥

(1 + 𝑥)
√
𝑥
;

2.5.

ˆ
sin

1

𝑥
· 𝑑𝑥
𝑥2

; 2.6.

ˆ
𝑑𝑥

2 + cos2 𝑥
, |𝑥| < 𝜋

2
;

2.7.

ˆ
tg 𝑥 𝑑𝑥; 2.8.

ˆ
𝑑𝑥

𝑥
√
𝑥2 − 1

.

Розв’язання.

(2.1)
ˆ
(2𝑥+ 4)8𝑑𝑥 =

[︃
𝑡 = 2𝑥+ 4,

𝑑𝑡 = 2 𝑑𝑥

]︃
=

=
1

2

ˆ
𝑡8 𝑑𝑡 =

𝑡9

18
+ 𝐶 =

(2𝑥+ 4)9

18
+ 𝐶;

(2.2)
ˆ
𝑥2

4
√︀

5𝑥3 + 2 𝑑𝑥 =

[︃
𝑡 = 5𝑥3 + 2,

𝑑𝑡 = 15𝑥2 𝑑𝑥

]︃
=

1

15

ˆ
𝑡1/4 𝑑𝑡 =

4𝑡5/4

75
+𝐶 =

=
4(5𝑥3 + 2)5/4

75
+ 𝐶;
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(2.3)
ˆ

𝑥 𝑑𝑥√
1− 𝑥2

=

[︃
𝑡 = 1− 𝑥2,

−1
2𝑑𝑡 = 𝑥 𝑑𝑥

]︃
= −1

2

ˆ
𝑑𝑡√
𝑡
= −

√
𝑡+𝐶 = −

√︀
1− 𝑥2+𝐶;

(2.4)
ˆ

𝑑𝑥

(1 + 𝑥)
√
𝑥
=

[︃
𝑡 =

√
𝑥;

2𝑑𝑡 = 𝑑𝑥√
𝑥

]︃
=

= 2

ˆ
𝑑𝑡

1 + 𝑡2
= 2arctg 𝑡+ 𝐶 = 2arctg

√
𝑥+ 𝐶.

(2.5)
ˆ

sin
1

𝑥
·𝑑𝑥
𝑥2

=

[︃
𝑡 = 1/𝑥,

−𝑑𝑡 = 𝑑𝑥/𝑥2

]︃
= −
ˆ

sin 𝑡 𝑑𝑡 = cos 𝑡+𝐶 = cos
1

𝑥
+𝐶.

(2.6)
ˆ

𝑑𝑥

2 + cos2 𝑥
=

ˆ
𝑑𝑥

3 cos2 𝑥+ 2 sin2 𝑥
=

ˆ
𝑑𝑥

cos2 𝑥(3 + 2 tg2 𝑥)
=

=

[︃
𝑡 = tg 𝑥,

𝑑𝑡 = 𝑑𝑥
cos2 𝑥

]︃
=

ˆ
𝑑𝑡

3 + 2𝑡2
=

1√
6
arctg

√
2𝑡√
3
+𝐶 =

1√
6
arctg

√
2 tg 𝑥√
3

+𝐶;

(2.7)
ˆ

tg 𝑥 𝑑𝑥 =

ˆ
sin𝑥 𝑑𝑥

cos𝑥
=

[︃
𝑡 = cos𝑥,

𝑑𝑡 = − sin𝑥 𝑑𝑥

]︃
= −

ˆ
𝑑𝑡

𝑡
= − ln |𝑡|+𝐶 =

= − ln | cos𝑥|+ 𝐶;

(2.8)
ˆ

𝑑𝑥

𝑥
√
𝑥2 − 1

= sign𝑥

ˆ
𝑑𝑥

𝑥2
√︀

1− 1/𝑥2
=

[︃
𝑡 = 1/𝑥,

𝑑𝑡 = −𝑑𝑥/𝑥2

]︃
=

= − sign𝑥·
ˆ

𝑑𝑡√
1− 𝑡2

= − sign𝑥·arcsin 𝑡+𝐶 = − sign𝑥·arcsin 1

𝑥
+𝐶.

Нехай функцiя 𝑡 = 𝜙(𝑥) взаємно однозначно вiдображає iнтервал

∆ на iнтервал 𝐼 i 𝜙′(𝑥) ̸= 0 для 𝑥 ∈ ∆. Тодi для 𝜙 iснує обернена

функцiя 𝑥 = 𝜓(𝑡) диференцiйована на 𝐼. Для функцiї 𝑔(𝑥) заданої
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на iнтервалi ∆ позначимо 𝑓(𝑡) = 𝑔
(︀
𝜓(𝑡)

)︀
𝜓′(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼. З цiєї рiвностi

слiдує, що 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝜙(𝑥))𝜙′(𝑥). Якщо 𝐹 (𝑡) — первiсна функцiї 𝑓(𝑡)

на iнтервалi 𝐼, то рiвнiсть (14) набуде такого вигляду
ˆ
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

ˆ
𝑔
(︀
𝜓(𝑡)

)︀
𝜓′(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜓−1(𝑥)

= 𝐹
(︀
𝜓−1(𝑥)

)︀
+ 𝐶. (15)

Таким чином, якщо для функцiї 𝑔(𝑥) можна знайти таку функцiю

𝑥 = 𝜓(𝑡), що взаємно однозначно вiдображає iнтервал 𝐼 на iнтервал

∆, диференцiйована на 𝐼, 𝜓′(𝑡) ̸= 0 при 𝑡 ∈ 𝐼, функцiя 𝑔
(︀
𝜓(𝑡)

)︀
𝜓′(𝑡)

має первiсну 𝐹 (𝑡) на 𝐼, то функцiя 𝑔(𝑥) має первiсну на ∆,

яку можна знайти за формулою (15). При цьому формула (15)

називається формулою iнтегрування замiною змiнної.

Приклад. Знайти iнтеграл, використовуючи формулу iнтегруван-

ня замiною змiнної:

2.9.

ˆ
𝑑𝑥

3 +
√
𝑥
; 2.10.

ˆ
𝑑𝑥

𝑥2
√
1 + 𝑥2

, 𝑥 > 0;

2.11.

ˆ
𝑑𝑥√
𝑒𝑥 + 1

; 2.12.

ˆ √︀
1− 𝑥2 𝑑𝑥.

Розв’язання.

(2.9)
ˆ

𝑑𝑥

3 +
√
𝑥
=

[︃
𝑥 = 𝑡2,

𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡

]︃
= 2

ˆ
𝑡 𝑑𝑡

3 + 𝑡
= 2

ˆ
(3 + 𝑡− 3) 𝑑𝑡

3 + 𝑡
=

= 2𝑡− 6 ln |3 + 𝑡|+ 𝐶 = 2
√
𝑥− 6 ln |3 +

√
𝑥|+ 𝐶;

(2.10)
ˆ

𝑑𝑥

𝑥2
√
1 + 𝑥2

=

[︃
𝑥 = 1/𝑡,

𝑑𝑥 = −𝑑𝑡/𝑡2

]︃
= −

ˆ
𝑡2𝑑𝑡

𝑡2
√︀
1 + 1/𝑡2

= −
ˆ

𝑡 𝑑𝑡√
𝑡2 + 1

=

=

[︃
𝑢 =

√
𝑡2 + 1,

𝑑𝑢 = 𝑡 𝑑𝑡√
𝑡2+1

]︃
= −
ˆ
𝑑𝑢 = 𝑢+𝐶 = −

√︀
𝑡2 + 1+𝐶 = −

√︀
1/𝑥2 + 1+𝐶;
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(2.11)
ˆ

𝑑𝑥√
𝑒𝑥 + 1

=

[︃
𝑡2 = 𝑒𝑥 + 1,

2𝑡 𝑑𝑡 = 𝑒𝑥 𝑑𝑥

]︃
= 2

ˆ
𝑡 𝑑𝑡

𝑡(𝑡2 − 1)
= 2

ˆ
𝑑𝑡

𝑡2 − 1
=

= ln

⃒⃒⃒⃒
𝑡− 1

𝑡+ 1

⃒⃒⃒⃒
+ 𝐶 = ln

⃒⃒⃒⃒√
𝑒𝑥 + 1− 1√
𝑒𝑥 + 1 + 1

⃒⃒⃒⃒
+ 𝐶;

(2.12)
ˆ √︀

1− 𝑥2 𝑑𝑥 =

[︃
𝑥 = sin 𝑡, |𝑥| < 1,

𝑑𝑥 = cos 𝑡 𝑑𝑡, |𝑡| < 𝜋
2

]︃
=

ˆ
cos2 𝑡 𝑑𝑡 =

=
1

2

ˆ
(cos 2𝑡+ 1) 𝑑𝑡 =

sin 2𝑡

4
+
𝑡

2
+ 𝐶 =

𝑥
√
1− 𝑥2

2
+

arcsin𝑥

2
+ 𝐶.

2.2 Задачi для розв’язання в аудиторiї

Використовуючи формули iнтегрування пiдстановкою та iнтегрува-

ння замiною змiнної, знайти наступнi iнтеграли.

2.13.

ˆ
(2𝑥+ 3)10 𝑑𝑥; 2.14.

ˆ
𝑑𝑥

2 + 3𝑥2
;

2.15.

ˆ
𝑑𝑥√

2− 3𝑥2
; 2.16.

ˆ
𝑑𝑥

1 + cos𝑥
;

2.17.

ˆ
𝑥 𝑑𝑥√
4− 2𝑥2

; 2.18.

ˆ
𝑥 𝑑𝑥

3− 2𝑥2
;

2.19.

ˆ
𝑥 𝑑𝑥

16 + 𝑥4
; 2.20.

ˆ
𝑑𝑥√

𝑥+ 4
√
𝑥
;

2.21.

ˆ
𝑑𝑥

𝑥
√
𝑥2 + 4

; 2.22.

ˆ
𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)3/2
;

2.23.

ˆ
𝑥2 𝑑𝑥

(8𝑥3 + 27)2/3
; 2.24.

ˆ
𝑑𝑥√︀

𝑥(1 + 𝑥)
;

2.25.

ˆ
𝑑𝑥√︀

𝑥(1− 𝑥)
; 2.26.

ˆ
𝑑𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
;

2.27.

ˆ
ln2 𝑥

𝑥
𝑑𝑥; 2.28.

ˆ
ln 2𝑥

𝑥 ln 4𝑥
𝑑𝑥;
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2.29.

ˆ
sin5 𝑥 cos𝑥 𝑑𝑥; 2.30.

ˆ √
sin𝑥 cos5 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥;

2.31.

ˆ
sin𝑥+ cos𝑥
3
√
sin𝑥− cos𝑥

𝑑𝑥; 2.32.

ˆ
𝑑𝑥

sin𝑥
;

2.33.

ˆ
arctg 𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥; 2.34.

ˆ
𝑑𝑥

(arcsin𝑥)2 ·
√
1− 𝑥2

;

2.3 Задачi для домашньої роботи

2.35.

ˆ
3
√
1− 3𝑥 𝑑𝑥; 2.36.

ˆ
𝑑𝑥

2− 3𝑥2
;

2.37.

ˆ
𝑑𝑥

sin
(︀
2𝑥+ 𝜋

4

)︀ ; 2.38.

ˆ
𝑑𝑥

1− cos𝑥
;

2.39.

ˆ
𝑥2

3
√︀
1 + 𝑥3 𝑑𝑥; 2.40.

ˆ
𝑥 𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)3
;

2.41.

ˆ
𝑥3 𝑑𝑥

𝑥6 − 2
; 2.42.

ˆ
sin

1

𝑥
· cos 1

𝑥
· 𝑑𝑥
𝑥2

;

2.43.

ˆ
𝑑𝑥

𝑥
√
𝑥2 − 4

; 2.44.

ˆ
𝑥 𝑑𝑥

(𝑥2 − 1)3/2
;

2.45.

ˆ
𝑒𝑥 𝑑𝑥

2 + 𝑒𝑥
; 2.46.

ˆ
𝑑𝑥√

1 + 𝑒2𝑥
;

2.47.

ˆ
𝑑𝑥

𝑥 ln𝑥 ln(ln𝑥)
; 2.48.

ˆ
ln𝑥 𝑑𝑥

𝑥
√
1 + ln𝑥

;

2.49.

ˆ
sin𝑥√
cos3 𝑥

𝑑𝑥; 2.50.

ˆ
ctg 𝑥 𝑑𝑥;

2.51.

ˆ
sin𝑥 cos𝑥 𝑑𝑥√︀

𝑎2 sin2 𝑥+ 𝑏2 cos2 𝑥
; 2.52.

ˆ
𝑑𝑥

cos𝑥
;
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3 Iнтегрування частинами

3.1 Теоретичний матерiал та приклади з розв’язками

Теорема 3.1 ([2, c. 159]). Нехай функцiї 𝑢(𝑥) i 𝑣(𝑥) диференцiйованi

на iнтервалi 𝐼. Якщо одна iз функцiй 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥) або 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥) має

первiсну на iнтервалi 𝐼, то на цьому iнтервалi має первiсну i друга

функцiя, причому справедлива рiвнiсть
ˆ
𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)−

ˆ
𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥. (16)

Коротко правило iнтегрування частинами можна записати

наступним чином ˆ
𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −

ˆ
𝑣 𝑑𝑢.

В цьому записi використовується формула для знаходження

диференцiалу функцiї 𝑑𝑢(𝑥) = 𝑢′(𝑥) 𝑑𝑥.

Приклад. Знайти iнтеграл, використовуючи формулу iнтегруван-

ня частинами:

3.1.

ˆ
ln𝑥 𝑑𝑥; 3.2.

ˆ
𝑥 sin𝑥 𝑑𝑥;

3.3.

ˆ
𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥; 3.4.

ˆ
arcsin𝑥 𝑑𝑥.

Розв’язання.

(3.1)
ˆ

ln𝑥 𝑑𝑥 =

[︃
𝑢 = ln𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥,

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥/𝑥, 𝑣 = 𝑥

]︃
= 𝑥 ln𝑥−

ˆ
𝑑𝑥 = 𝑥 ln𝑥−𝑥+𝐶.

(3.2)
ˆ
𝑥 sin𝑥 𝑑𝑥 =

[︃
𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑣 = sin𝑥 𝑑𝑥,

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 = − cos𝑥

]︃
= −𝑥 cos𝑥+

ˆ
cos𝑥 𝑑𝑥 =

= −𝑥 cos𝑥+ sin𝑥+ 𝐶.
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(3.3)
ˆ
𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥 =

[︃
𝑢 = 𝑥2, 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥 𝑑𝑥,

𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥, 𝑣 = 𝑒𝑥

]︃
= 𝑥2𝑒𝑥−2

ˆ
𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 =

=

[︃
𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥 𝑑𝑥,

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 = 𝑒𝑥

]︃
= 𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2

ˆ
𝑒𝑥 𝑑𝑥 =

= 𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 + 𝐶.

(3.4)
ˆ

arcsin𝑥 𝑑𝑥 =

[︃
𝑢 = arcsin𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥,

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥√
1−𝑥2 , 𝑣 = 𝑥

]︃
= 𝑥 arcsin𝑥−

ˆ
𝑥 𝑑𝑥√
1− 𝑥2

=

=

[︃
𝑡 = 1− 𝑥2,

𝑑𝑡 = −2𝑥 𝑑𝑥

]︃
= 𝑥 arcsin𝑥+

1

2

ˆ
𝑡−1/2 𝑑𝑡 = 𝑥 arcsin𝑥+𝑡1/2+𝐶 =

= 𝑥 arcsin𝑥+
√︀

1− 𝑥2 + 𝐶.

Наступний приклад знадобиться нам у подальшому.

Приклад. Знайти iнтеграл:

𝐽𝑛 =

ˆ
𝑑𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛
, 𝑛 ∈ N.

Розв’язання. Скористаємося формулою (16)

𝐽𝑛 =

ˆ
𝑑𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛
=

⎡⎣ 𝑢 = 1
(𝑥2+𝑎2)𝑛

, 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥,

𝑑𝑢 = −2𝑛𝑥 𝑑𝑥
(𝑥2+𝑎2)𝑛+1 , 𝑣 = 𝑥

⎤⎦
=

𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛
+ 2𝑛

ˆ
𝑥2 𝑑𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛+1

=
𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛
+ 2𝑛

ˆ
(𝑥2 + 𝑎2) 𝑑𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛+1
− 2𝑛

ˆ
𝑎2 𝑑𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛+1
.

Звiдси отримуємо

𝐽𝑛 =
𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛
+ 2𝑛𝐽𝑛 − 2𝑛𝑎2𝐽𝑛+1.
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Таким чином

𝐽𝑛+1 =
1

2𝑛𝑎2

(︂
𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛
+ (2𝑛− 1)𝐽𝑛

)︂
. (17)

Так як

𝐽1 =

ˆ
𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑎2
=

1

𝑎
arctg

𝑥

𝑎
+ 𝐶,

то, користуючись (17), iнтеграл 𝐽𝑛 можна знайти для будь-якого

𝑛.

3.2 Задачi для розв’язання в аудиторiї

Використовуючи формулу iнтегрування частинами, знайти насту-

пнi iнтеграли.

3.5.

ˆ
𝑥𝑛 ln𝑥 𝑑𝑥, 𝑥 ̸= 1; 3.6.

ˆ (︂
ln𝑥

𝑥

)︂2

𝑑𝑥;

3.7.

ˆ √
𝑥 ln2 𝑥 𝑑𝑥; 3.8.

ˆ
(𝑥2 − 6𝑥+ 2)𝑒3𝑥 𝑑𝑥;

3.9.

ˆ
𝑥2 sin 2𝑥 𝑑𝑥; 3.10.

ˆ
arctg 𝑥 𝑑𝑥;

3.11.

ˆ
𝑥 arctg 𝑥 𝑑𝑥; 3.12.

ˆ
𝑥3 arctg 𝑥 𝑑𝑥;

3.13.

ˆ
arctg

√
𝑥 𝑑𝑥; 3.14.

ˆ
𝑥
√︀

1− 𝑥2 arcsin𝑥 𝑑𝑥;

3.15.

ˆ
𝑒𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥 𝑑𝑥, 𝑎2 + 𝑏2 ̸= 0; 3.16.

ˆ (︁cos𝑥
𝑒𝑥

)︁2
𝑑𝑥;

3.17.

ˆ
cos ln𝑥 𝑑𝑥; 3.18.

ˆ
sin ln𝑥 𝑑𝑥;

3.19.

ˆ
𝑥2 sin ln𝑥 𝑑𝑥; 3.20.

ˆ
𝑒arccos𝑥 𝑑𝑥.

3.3 Задачi для домашньої роботи
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3.21.

ˆ
ln2 𝑥 𝑑𝑥; 3.22.

ˆ
ln2 𝑥

𝑥2
√
𝑥
𝑑𝑥;

3.23.

ˆ
ln(𝑥+

√︀
4 + 𝑥2) 𝑑𝑥; 3.24.

ˆ
𝑥22𝑥 𝑑𝑥;

3.25.

ˆ
(𝑥2 + 1)2 cos𝑥 𝑑𝑥; 3.26.

ˆ
arccos𝑥 𝑑𝑥;

3.27.

ˆ
𝑥2 arccos𝑥 𝑑𝑥; 3.28.

ˆ
arcsin𝑥

𝑥2
𝑑𝑥;

3.29.

ˆ
𝑥 arccos𝑥√

1− 𝑥2
𝑑𝑥; 3.30.

ˆ
arcsin(𝑥/2)√

2− 𝑥
𝑑𝑥;

3.31.

ˆ
𝑒𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥 𝑑𝑥, 𝑎2 + 𝑏2 ̸= 0; 3.32.

ˆ
𝑥2𝑒𝑥 cos𝑥 𝑑𝑥.

24



4 Iнтегрування рацiональних функцiй

4.1 Теоретичний матерiал та приклади з розв’язками

Означення 4.1. Рацiональною функцiєю будемо називати фун-

кцiю виду

𝑓(𝑥) =
𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
,

де 𝑃 (𝑥), 𝑄(𝑥) — многочлени степенi 𝑚 ≥ 0 i 𝑛 ≥ 0

вiдповiдно. Рацiональна функцiя називається правильною, якщо

степiнь чисельника менша нiж степiнь знаменника тобто, якщо

𝑚 < 𝑛.

Нехай многочлен 𝑄(𝑥) допускає розвинення

𝑄(𝑥) = 𝐴
𝑟∏︁
𝑖=1

(𝑥− 𝑎𝑖)
𝑘𝑖

𝑠∏︁
𝑗=1

(𝑥2 + 𝑝𝑗𝑥+ 𝑞𝑗)
𝑚𝑗 , (18)

де 𝑝2𝑗 − 4𝑞𝑗 < 0, 𝑚𝑗 ≥ 1 для 𝑗 = 1, . . . , 𝑠, 𝑘𝑖 ≥ 1 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 i

𝑛 =

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖 + 2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗 .

Теорема 4.1 ([2, c. 168]). Нехай 𝑃 (𝑥)
𝑄(𝑥) — правильний дрiб, знаменник

якого допускає розвинення (18). Тодi цей дрiб єдиним чином, з

точнiстю до порядку доданкiв, можна представити у виглядi

𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖𝑗
(𝑥− 𝑎𝑖)𝑗

+

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑀𝑖𝑗𝑥+𝑁𝑖𝑗

(𝑥2 + 𝑝𝑖𝑥+ 𝑞𝑖)𝑗
.

Теорема 4.1 дає можливiсть звести знаходження iнтегралу вiд

рацiональної функцiї загального виду до знаходження iнтегралу вiд

функцiй виду

𝐴

(𝑥− 𝑎)𝑘
,

𝑀𝑥+𝑁

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘
, 𝑘 ∈ N.
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В подальшому будемо називати такi функцiї елементарними

дробами. Покажемо, як знаходити iнтеграли вiд цих дробiв.
ˆ

𝐴𝑑𝑥

𝑥− 𝑎
= 𝐴 ln |𝑥− 𝑎|+ 𝐶.

ˆ
𝐴𝑑𝑥

(𝑥− 𝑎)𝑘
= − 𝐴

𝑘 − 1

1

(𝑥− 𝑎)𝑘−1
+ 𝐶, 𝑘 > 1.

ˆ
𝑀𝑥+𝑁

𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞
=
𝑀

2

ˆ
(2𝑥+ 𝑝) 𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞
+

(︂
𝑁 − 𝑀𝑝

2

)︂ˆ
𝑑𝑥

(𝑥+ 𝑝/2)2 + 𝑞 − 𝑝2/4

=
𝑀

2
ln(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞) +

𝑁 −𝑀𝑝/2√︀
𝑞 − 𝑝2/4

arctg
𝑥+ 𝑝/2√︀
𝑞 − 𝑝2/4

+ 𝐶.

ˆ
𝑀𝑥+𝑁

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘

=
𝑀

2

ˆ
(2𝑥+ 𝑝) 𝑑𝑥

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘
+

(︂
𝑁 − 𝑀𝑝

2

)︂ˆ
𝑑𝑥

((𝑥+ 𝑝/2)2 + 𝑞 − 𝑝2/4)𝑘

= − 𝑀

2(𝑘 − 1)

1

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘−1
+

(︂
𝑁 − 𝑀𝑝

2

)︂ ˆ
𝑑𝑥

((𝑥+ 𝑝/2)2 + 𝑞 − 𝑝2/4)𝑘
.

Останнiй iнтеграл замiною 𝑡 = 𝑥 + 𝑝/2 зводиться до iнтегралу 𝐽𝑘,

для знаходження якого було встановлено рекурентну формулу (17).

М. В. Остроградським було запропоновано метод знаходження

iнтеграла вiд правильного рацiонального дробу, що значно спрощує

розв’язання задач. Цей метод дозволяє алгебраїчним шляхом

видiлити рацiональну частину iнтеграла. Нехай маємо правильний

нескоротний дрiб 𝑃 (𝑥)/𝑄(𝑥) i 𝑄(𝑥) допускає розвинення (18). Тодi
ˆ
𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 =

𝑃1(𝑥)

𝑄1(𝑥)
+

ˆ
𝑃2(𝑥)

𝑄2(𝑥)
𝑑𝑥, (19)

де

𝑄1(𝑥) =
𝑟∏︁
𝑖=1

(𝑥− 𝑎𝑖)
𝑘𝑖−1

𝑠∏︁
𝑗=1

(𝑥2 + 𝑝𝑗𝑥+ 𝑞𝑗)
𝑚𝑗−1,
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𝑄2(𝑥) =
𝑄𝑛(𝑥)

𝑄𝑛1(𝑥)
=

𝑟∏︁
𝑖=1

(𝑥− 𝑎𝑖)
𝑠∏︁
𝑗=1

(𝑥2 + 𝑝𝑗𝑥+ 𝑞𝑗),

Позначивши степенi многочленiв 𝑄1(𝑥) i 𝑄2(𝑥) вiдповiдно 𝑛1 i 𝑛2
отримаємо, що 𝑛1 = 𝑛−𝑟−2𝑠, 𝑛2 = 𝑟+2𝑠 i𝑚1 < 𝑛1,𝑚2 < 𝑛2, де через

𝑚1, 𝑚2 позначено степенi многочленiв 𝑃1(𝑥) i 𝑃2(𝑥). Формула (19)

називається формулою Остроградського. Продиференцiювавши, цю

формулу можна представити в рiвносильнiй формi

𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
=

(︂
𝑃1(𝑥)

𝑄1(𝑥)

)︂′
+
𝑃2(𝑥)

𝑄2(𝑥)
.

Для знаходження многочленiв 𝑃1(𝑥) i 𝑃2(𝑥) використовують метод

невизначених коефiцiєнтiв.

Приклад. Знайти

4.1.

ˆ
𝑥2 𝑑𝑥

(𝑥+ 1)(𝑥− 2)(𝑥− 3)
; 4.2.

ˆ
2𝑥4 + 5𝑥2 − 2

2𝑥3 − 𝑥− 1
𝑑𝑥;

4.3.

ˆ
4𝑥2 − 8𝑥

(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1)2
𝑑𝑥.

Розв’язання. (4.1) Знаменник дробу має простi коренi 𝑥1 = −1,

𝑥2 = 2, 𝑥3 = 3. За теоремою 4.1

𝑥2

(𝑥+ 1)(𝑥− 2)(𝑥− 3)
=

𝐴1

𝑥+ 1
+

𝐴2

𝑥− 2
+

𝐴3

𝑥− 3
.

З цiєї рiвностi рацiональних функцiй слiдує рiвнiсть многочленiв

𝑥2 = 𝐴1(𝑥− 2)(𝑥− 3) +𝐴2(𝑥+ 1)(𝑥− 3) +𝐴3(𝑥+ 1)(𝑥− 2).

Пiдставляючи в дану рiвнiсть послiдовно 𝑥 = −1, 𝑥 = 2, 𝑥 = 3

отримаємо

1 = 12𝐴1, 4 = −3𝐴2, 9 = 4𝐴3,

тобто

𝐴1 =
1

12
, 𝐴2 = −4

3
, 𝐴3 =

9

4
.
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Таким чиномˆ
𝑥2 𝑑𝑥

(𝑥+ 1)(𝑥− 2)(𝑥− 3)
=

1

12
ln |𝑥+1| − 4

3
ln |𝑥− 2|+ 9

4
ln |𝑥− 3|+𝐶.

(4.2) Пiдiнтегральна функцiя — неправильний рацiональний

дрiб. Роздiлимо чисельним на знаменник

2𝑥4 + 5𝑥2 − 2 2𝑥3 − 𝑥− 1

2𝑥4 − 𝑥2 − 𝑥 𝑥

6𝑥2 + 𝑥− 2

2𝑥3 − 𝑥− 1 𝑥− 1

2𝑥3 − 2𝑥2 2𝑥2 + 2𝑥+ 1

2𝑥2 − 𝑥− 1

2𝑥2 − 2𝑥

𝑥− 1

𝑥− 1

0

Таким чином

2𝑥4 + 5𝑥2 − 2 = 𝑥(2𝑥3 − 𝑥− 1) + 6𝑥2 + 𝑥− 2.

Многочлен 𝑄(𝑥) = 2𝑥3−𝑥−1 має дiйсний корiнь 𝑥 = 1. Роздiливши

𝑄(𝑥) на 𝑥− 1, отримаємо

𝑄(𝑥) = 2𝑥3 − 𝑥− 1 = (𝑥− 1)(2𝑥2 + 2𝑥+ 1).

Многочлен 2𝑥2 + 2𝑥 + 1 не має дiйсних коренiв, тому розвинення

отриманого правильного дробу матиме наступний вигляд

6𝑥2 + 𝑥− 2

2𝑥3 − 𝑥− 1
=

𝐴

𝑥− 1
+

𝑀𝑥+𝑁

2𝑥2 + 2𝑥+ 1
.

З цiєї рiвностi отримуємо

6𝑥2 + 𝑥− 2 = 𝐴(2𝑥2 + 2𝑥+ 1) + (𝑀𝑥+𝑁)(𝑥− 1).

Поклавши 𝑥 = 1, отримаємо 5 = 𝐴5 i, отже, 𝐴 = 1. Звiдси

4𝑥2 − 𝑥− 3 =𝑀𝑥2 + (𝑁 −𝑀)𝑥−𝑁.
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Таким чином 𝑀 = 4, 𝑁 = 3,

2𝑥4 + 5𝑥2 − 2

2𝑥3 − 𝑥− 1
= 𝑥+

1

𝑥− 1
+

4𝑥+ 3

2𝑥2 + 2𝑥+ 1

i
ˆ

2𝑥4 + 5𝑥2 − 2

2𝑥3 − 𝑥− 1
𝑑𝑥 =

ˆ
𝑥 𝑑𝑥+

ˆ
𝑑𝑥

𝑥− 1
+

ˆ
4𝑥+ 3

2𝑥2 + 2𝑥+ 1
𝑑𝑥

=
𝑥2

2
+ ln |𝑥− 1|+

ˆ
4𝑥+ 2

2𝑥2 + 2𝑥+ 1
𝑑𝑥+

1

2

ˆ
𝑑𝑥

(𝑥+ 1/2)2 + 1/4

=
𝑥2

2
+ ln |𝑥− 1|+ ln(2𝑥2 + 2𝑥+ 1) + arctg(2𝑥+ 1) + 𝐶.

(4.3) Розвинення пiдiнтегральної функцiї на елементарнi дроби

матиме наступний вигляд

4𝑥2 − 8𝑥

(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1)2
=

𝐴

𝑥− 1
+

𝐵

(𝑥− 1)2
+
𝐶𝑥+𝐷

𝑥2 + 1
+

𝐸𝑥+ 𝐹

(𝑥2 + 1)2
.

Звiдси отримуємо, що

4𝑥2 − 8𝑥 = 𝐴(𝑥− 1)(𝑥2 + 1)2 +𝐵(𝑥2 + 1)2

+ (𝐶𝑥+𝐷)(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1) + (𝐸𝑥+ 𝐹 )(𝑥− 1)2. (20)

Поклавши в отриманiй рiвностi 𝑥 = 1, отримаємо −4 = 4𝐵, 𝐵 = −1.

Покладемо 𝑥 = 𝑖. Тодi −4−8𝑖 = (𝐸𝑖+𝐹 )(𝑖−1)2 i −4−8𝑖 = 2𝐸−2𝑖𝐹 .

Прирiвнюючи дiйсну i уявну частини, отримаємо 𝐸 = −2, 𝐹 = 4.

Продиференцiюємо рiвнiсть (20). Отримаємо

8𝑥−8 = 𝐴(𝑥2+1)2+4𝐴𝑥(𝑥−1)(𝑥2+1)+4𝐵𝑥(𝑥2+1)+𝐶(𝑥−1)2(𝑥2+1)

+2(𝐶𝑥+𝐷)(𝑥−1)(𝑥2+1)+2𝑥(𝐶𝑥+𝐷)(𝑥−1)2+𝐸(𝑥−1)2+2(𝐸𝑥+𝐹 )(𝑥−1).

Покладемо 𝑥 = 1. Тодi 0 = 4𝐴 + 8𝐵, 4𝐴 = 8, 𝐴 = 2. Покладемо

𝑥 = 𝑖. Отримаємо

8𝑖− 8 = 2𝑖(𝐶𝑖+𝐷)(𝑖− 1)2 + 𝐸(𝑖− 1)2 + 2(𝐸𝑖+ 𝐹 )(𝑖− 1),
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Прирiвнюючи дiйсну i уявну частини, отримаємо систему⎧⎨⎩ 𝐶 +𝐷 = −3

−𝐶 +𝐷 = 1.

Звiдси 𝐶 = −2, 𝐷 = −1. Таким чином

ˆ
(4𝑥2 − 8𝑥) 𝑑𝑥

(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1)2

=

ˆ
2 𝑑𝑥

𝑥− 1
−
ˆ

𝑑𝑥

(𝑥− 1)2
−
ˆ

2𝑥+ 1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥−

ˆ
2𝑥− 4

(𝑥2 + 1)2
𝑑𝑥

= 2 ln |𝑥−1|+ 1

𝑥− 1
− ln(𝑥2+1)−arctg 𝑥+

1

𝑥2 + 1
+4

ˆ
𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)2
.

Останнiй iнтеграл знайдемо за рекурентною формулою (17)
ˆ

𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)2
=

1

2

(︂
𝑥

𝑥2 + 1
+ arctg 𝑥

)︂
+ 𝐶.

Таким чином
ˆ

(4𝑥2 − 8𝑥) 𝑑𝑥

(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1)2
= ln

(𝑥− 1)2

𝑥2 + 1
+

1

𝑥− 1
+ arctg 𝑥+

2𝑥+ 1

𝑥2 + 1
+ 𝐶.

Приклад. Знайти методом Остроградського iнтеграл (4.3).

Розв’язання. Маємо

𝑄(𝑥) = (𝑥−1)2(𝑥2+1)2, 𝑄1(𝑥) = (𝑥−1)(𝑥2+1), 𝑄2(𝑥) = (𝑥−1)(𝑥2+1).

Позначимо

𝑃1(𝑥) = 𝐴𝑥2 +𝐵𝑥+ 𝐶, 𝑃2(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐.

За формулою Остроградського (19) маємо
ˆ

(4𝑥2 − 8𝑥) 𝑑𝑥

(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1)2
=
𝐴𝑥2 +𝐵𝑥+ 𝐶

(𝑥− 1)(𝑥2 + 1)
+

ˆ
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐) 𝑑𝑥

(𝑥− 1)(𝑥2 + 1)
.

30



Рацiональний дрiб
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐

(𝑥− 1)(𝑥2 + 1)

зручно зразу представити у виглядi суми елементарних дробiв i

переписати формулу Остроградського наступним чином
ˆ

(4𝑥2 − 8𝑥) 𝑑𝑥

(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1)2
=
𝐴𝑥2 +𝐵𝑥+ 𝐶

(𝑥− 1)(𝑥2 + 1)
+

ˆ (︂
𝐷

𝑥− 1
+
𝐸𝑥+ 𝐹

𝑥2 + 1

)︂
𝑑𝑥.

Диференцiюючи обидвi частини цiєї рiвностi, отримаємо

(4𝑥2 − 8𝑥)

(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1)2
=

=
(2𝐴𝑥+𝐵)(𝑥− 1)(𝑥2 + 1)− (𝐴𝑥2 +𝐵𝑥+ 𝐶)(3𝑥2 − 2𝑥+ 1)

(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1)2
+

+
𝐷

𝑥− 1
+
𝐸𝑥+ 𝐹

𝑥2 + 1
,

звiдки слiдує рiвнiсть многочленiв

4𝑥2 − 8𝑥 = −𝐴𝑥4 − 2𝐵𝑥3 + (𝐴+𝐵 − 3𝐶)𝑥2 + 2(𝐶 −𝐴)𝑥−

−𝐵 − 𝐶 +𝐷(𝑥− 1)(𝑥2 + 1)2 + (𝐸𝑥+ 𝐹 )(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1).

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях 𝑥, отримаємо

систему
𝑥5 0 = 𝐷 + 𝐸,

𝑥4 0 = −𝐴−𝐷 + 𝐹 − 2𝐸,

𝑥3 0 = −2𝐵 + 2𝐷 + 2𝐸 − 2𝐹,

𝑥2 4 = 𝐴+𝐵 − 3𝐶 − 2𝐷 − 2𝐸 + 2𝐹,

𝑥1 −8 = −2𝐴+ 2𝐶 +𝐷 + 𝐸 − 2𝐹,

𝑥0 0 = −𝐵 − 𝐶 −𝐷 + 𝐹.

Розв’язавши цю систему, отримаємо

𝐴 = 3, 𝐵 = −1, 𝐶 = 0, 𝐷 = 2, 𝐸 = −2, 𝐹 = 1.
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Таким чином
ˆ

(4𝑥2 − 8𝑥) 𝑑𝑥

(𝑥− 1)2(𝑥2 + 1)2
=

3𝑥2 − 𝑥

(𝑥− 1)(𝑥2 + 1)
+2

ˆ
𝑑𝑥

𝑥− 1
+

ˆ
−2𝑥+ 1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

=
3𝑥2 − 𝑥

(𝑥− 1)(𝑥2 + 1)
+ 2 ln |𝑥− 1| − ln(𝑥2 + 1) + arctg 𝑥+ 𝐶.

4.2 Задачi для розв’язання в аудиторiї

Знайти наступнi iнтеграли вiд рацiональних функцiй.

4.4.

ˆ
𝑑𝑥

(𝑥+ 1)(𝑥− 2)
; 4.5.

ˆ
2𝑥+ 11

𝑥2 + 6𝑥+ 13
𝑑𝑥;

4.6.

ˆ
𝑑𝑥

(𝑥− 1)(𝑥+ 2)(𝑥+ 3)
; 4.7.

ˆ
4𝑥2 + 4𝑥− 11

(2𝑥− 1)(2𝑥+ 3)(2𝑥− 5)
𝑑𝑥;

4.8.

ˆ
(𝑥2 + 1) 𝑑𝑥

(𝑥2 − 1)(𝑥2 − 4)
; 4.9.

ˆ
𝑑𝑥

𝑥4 − 13𝑥2 + 36
.

Використовуючи метод Остроградського, знайти наступнi iнте-

грали.

4.10.

ˆ
𝑥2 + 1

𝑥(𝑥− 1)3
𝑑𝑥; 4.11.

ˆ
𝑥 𝑑𝑥

(𝑥− 1)2(𝑥+ 1)3
;

4.12.

ˆ
𝑥2 𝑑𝑥

(𝑥2 + 2𝑥+ 2)2
; 4.13.

ˆ
𝑑𝑥

(𝑥4 + 1)3
.

4.3 Задачi для домашньої роботи

Знайти наступнi iнтеграли вiд рацiональних функцiй.

4.14.

ˆ
𝑥 𝑑𝑥

2𝑥2 − 3𝑥− 2
; 4.15.

ˆ
𝑥2 − 5𝑥+ 9

𝑥2 − 5𝑥+ 6
𝑑𝑥;

4.16.

ˆ
2𝑥2 + 41𝑥− 91

(𝑥− 1)(𝑥+ 3)(𝑥− 4)
; 4.17.

ˆ
(5𝑥− 3) 𝑑𝑥

(𝑥− 2)(3𝑥2 + 2𝑥− 1)
;

Використовуючи метод Остроградського, знайти наступнi iнте-

грали.
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4.18.

ˆ (︂
𝑥− 1

𝑥+ 1

)︂4

𝑑𝑥; 4.19.

ˆ
𝑑𝑥

(𝑥3 + 1)2
;
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5 Iнтегрування iррацiональних функцiй

5.1 Теоретичний матерiал та приклади з розв’язками

Деякi iнтеграли вiд iррацiональних функцiй можна вдало пi-

дiбраною пiдстановкою звести до iнтегралу вiд рацiональної

функцiї. Даний параграф присвячений розгляду таких iнтегралiв та

пiдстановок, що зводять їх до iнтегралiв вiд рацiональної функцiї.

Означення 5.1. Функцiя 𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) називається рацiональ-

ною, якщо

𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑃 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

𝑄(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
,

де 𝑃 , 𝑄 — многочлени багатьох змiнних.

1. Iнтеграли виду
ˆ
𝑅

(︃
𝑥,

(︂
𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑

)︂𝑘1
, . . . ,

(︂
𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑

)︂𝑘𝑛)︃
𝑑𝑥, (21)

де 𝑛 ∈ N, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛 ∈ Q, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R, 𝑎𝑑−𝑏𝑐 ̸= 0, пiдстановкою
𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑
= 𝑡𝑚,

де 𝑚 — спiльний знаменник чисел 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛, зводиться до

iнтегралу вiд рацiональної функцiї.

2. Iнтеграли видуˆ
𝑅
(︁
𝑥,
√︀
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐

)︁
𝑑𝑥, 𝑎 ̸= 0, 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ̸= 0, (22)

можуть бути приведенi до iнтегралiв вiд рацiональної функцiї

пiдстановками Ейлера√︀
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = ±

√
𝑎𝑥± 𝑡, якщо 𝑎 > 0,√︀

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = ±𝑥𝑡±
√
𝑐, якщо 𝑐 > 0,√︀

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = ±(𝑥− 𝑥1)𝑡,√︀
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = ±(𝑥− 𝑥2)𝑡,
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де 𝑥1, 𝑥2 — рiзнi дiйснi коренi квадратного тричлена 𝑎𝑥2 +

𝑏𝑥 + 𝑐 (знаки в правих частинах можна брати в будь-яких

комбiнацiях).

3. Iнтеграли виду ˆ
𝑥𝑚(𝑎𝑥𝑛 + 𝑏)𝑝 𝑑𝑥, (23)

де 𝑎, 𝑏 — дiйснi числа, 𝑚, 𝑛, 𝑝 — рацiональнi числа, причому

𝑎 ̸= 0, 𝑏 ̸= 0, 𝑛 ̸= 0, 𝑝 ̸= 0, називають iнтегралами

вiд диференцiального бiнома. Цi iнтеграли зводяться до

iнтегралiв вiд рацiональних функцiй в трьох випадках.

(а) 𝑝 ∈ Z. В цьому випадку використовується пiдстановка 𝑥 =

𝑡𝑁 , де 𝑁 — спiльний знаменник дробiв 𝑚 i 𝑛.

(б) 𝑚+1
𝑛 ∈ Z. В цьому випадку використовується пiдстановка

𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 = 𝑡𝑠, де 𝑠 — знаменник 𝑝.

(в) 𝑚+1
𝑛 + 𝑝 ∈ Z. В цьому випадку використовується

пiдстановка 𝑎+ 𝑏−𝑛 = 𝑡𝑠, де 𝑠 — знаменник 𝑝.

Якщо жодна iз перерахованих умов не виконується, то

iнтеграл (23) не може бути виражений через елементарнi

функцiї (теорема Чебишова).

Приклад. Знайти

5.1.

ˆ
𝑥+

3
√
𝑥2 + 6

√
𝑥

𝑥(1 + 3
√
𝑥)

𝑑𝑥.

Розв’язання. Даний iнтеграл має вид (21), тому скористаємося

пiдстановкою 𝑥 = 𝑡6. Отримаємо

ˆ
𝑥+

3
√
𝑥2 + 6

√
𝑥

𝑥(1 + 3
√
𝑥)

𝑑𝑥 = 6

ˆ
𝑡6 + 𝑡4 + 𝑡

𝑡6(1 + 𝑡2)
· 𝑡5 𝑑𝑡 =

= 6

ˆ
𝑡5 + 𝑡3 + 1

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 = 6

ˆ
𝑡3 𝑑𝑡+ 6

ˆ
𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=
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=
3𝑡4

2
+ 6 arctg 𝑡+ 𝐶 =

3
3
√
𝑥2

2
+ 6 arctg 6

√
𝑥+ 𝐶.

Приклад. Знайти

5.2.

ˆ
𝑑𝑥

3
√︀
(2 + 𝑥)(2− 𝑥)5

.

Розв’язання. За допомогою елементарних перетворень iнтеграл

приводиться до виду (21)
ˆ

3

√︂
2− 𝑥

2 + 𝑥

𝑑𝑥

(2− 𝑥)2
.

Пiдiнтегральна функцiя є рацiональною вiдносно змiнних

𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 =

(︂
2− 𝑥

2 + 𝑥

)︂1/3

.

Скористаємося пiдстановкою 2−𝑥
2+𝑥 = 𝑡3, звiдки знайдемо

𝑥 = 2
1− 𝑡3

1 + 𝑡3
, 𝑑𝑥 = −12

𝑡2 𝑑𝑡

(1 + 𝑡3)2
,

1

2− 𝑥
=

1 + 𝑡3

4𝑡3
.

Таким чином
ˆ

3

√︂
2− 𝑥

2 + 𝑥

𝑑𝑥

(2− 𝑥)2
= −12

ˆ
(𝑡3 + 1)2𝑡3 𝑑𝑡

16𝑡6(𝑡3 + 1)2
= −3

4

ˆ
𝑑𝑡

𝑡3
=

3

8

1

𝑡2
+𝐶 =

=
3

8
3

√︃(︂
2 + 𝑥

2− 𝑥

)︂2

+ 𝐶.

Приклад. Знайти

5.3.

ˆ
1−

√
1 + 𝑥+ 𝑥2

𝑥
√
1 + 𝑥+ 𝑥2

.

Розв’язання. Даний iнтеграл має вид (22), тому скористаємося

пiдстановками Ейлера. Покладемо√︀
1 + 𝑥+ 𝑥2 = 𝑡𝑥+ 1.
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Тодi 1 + 𝑥+ 𝑥2 = 𝑡2𝑥2 + 2𝑡𝑥+ 1, звiдки

𝑥 =
2𝑡− 1

1− 𝑡2
, 𝑑𝑥 = 2

1− 𝑡+ 𝑡2

(1− 𝑡2)2
𝑑𝑡.

Далi, знаходимо√︀
1 + 𝑥+ 𝑥2 =

1− 𝑡+ 𝑡2

1− 𝑡2
, 𝑡 =

√
1 + 𝑥+ 𝑥2 − 1

𝑥
.

Таким чином
ˆ

1−
√
1 + 𝑥+ 𝑥2

𝑥
√
1 + 𝑥+ 𝑥2

= 2

ˆ
−𝑡(2𝑡− 1)

1− 𝑡2
1− 𝑡2

2𝑡− 1

1− 𝑡2

1− 𝑡+ 𝑡2
1− 𝑡+ 𝑡2

(1− 𝑡2)2
𝑑𝑡 =

= −2

ˆ
𝑡 𝑑𝑡

1− 𝑡2
= ln |1−𝑡2|+𝐶 = ln

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1−

(︃√
1 + 𝑥+ 𝑥2 − 1

𝑥

)︃2
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+𝐶.

Приклад. Знайти

5.4.

ˆ
𝑑𝑥

4
√
1 + 𝑥4

.

Розв’язання. Даний iнтеграл має вид (23), при цьому 𝑎 = 𝑏 = 1,

𝑚 = 0, 𝑛 = 4, 𝑝 = −1/4. Так як
𝑚+ 1

𝑛
+ 𝑝 =

1

4
− 1

4
= 0,

то, використовуючи пiдстановку 1 + 𝑥−4 = 𝑡4, отримаємо

𝑡 = (1 + 𝑥−4)1/4, 𝑥 = (𝑡4 − 1)−1/4,

1
4
√
1 + 𝑥4

=
(𝑡4 − 1)1/4

𝑡
, 𝑑𝑥 = − 𝑡3

(𝑡4 − 1)5/4
𝑑𝑡.

Звiдси
ˆ

𝑑𝑥
4
√
1 + 𝑥4

= −
ˆ

(𝑡4 − 1)1/4

𝑡
· 𝑡3

(𝑡4 − 1)5/4
𝑑𝑡 = −

ˆ
𝑡2 𝑑𝑡

𝑡4 − 1
=

= −1

2

(︂ˆ
𝑑𝑡

𝑡2 − 1
+

ˆ
𝑑𝑡

𝑡2 + 1

)︂
=

1

4
ln

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑡

1− 𝑡

⃒⃒⃒⃒
− 1

2
arctg 𝑡+ 𝐶 =

=
1

4
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒ 4
√
1 + 𝑥4 + 𝑥

4
√
1 + 𝑥4 − 𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒− 1

2
arctg

4
√
1 + 𝑥4

𝑥
+ 𝐶.
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5.2 Задачi для розв’язання в аудиторiї

Знайти наступнi iнтеграли вiд iррацiональних функцiй.

5.5.

ˆ
𝑑𝑥

1 +
√
𝑥
; 5.6.

ˆ
𝑥 3
√
2 + 𝑥

𝑥+ 3
√
2 + 𝑥

𝑑𝑥;

5.7.

ˆ
𝑑𝑥

(1 + 4
√
𝑥)3

√
𝑥
; 5.8.

ˆ
3

√︂
𝑥+ 1

𝑥− 1
𝑑𝑥;

5.9.

ˆ
5

√︂
𝑥

𝑥+ 1

𝑑𝑥

𝑥3
; 5.10.

ˆ
𝑥2 𝑑𝑥√

1 + 𝑥+ 𝑥2
;

5.11.

ˆ √
𝑥2 + 2𝑥+ 2

𝑥
𝑑𝑥; 5.12.

ˆ
𝑥2 3
√︀

(𝑥+ 1)2 𝑑𝑥;

5.13.

ˆ
3
√
𝑥 𝑑𝑥√︀

1 + 3
√
𝑥
; 5.14.

ˆ
𝑥 𝑑𝑥√︀
1 +

3
√
𝑥2
.

5.3 Задачi для домашньої роботи

5.15.

ˆ
𝑑𝑥

𝑥(1 + 2
√
𝑥+ 3

√
𝑥)

; 5.16.

ˆ
1−

√
𝑥+ 1

1 + 3
√
𝑥+ 1

𝑑𝑥;

5.17.

ˆ √
𝑥+ 1−

√
𝑥− 1√

𝑥+ 1 +
√
𝑥− 1

𝑑𝑥; 5.18.

ˆ
𝑥 𝑑𝑥

4
√︀
𝑥3(4− 𝑥)

;

5.19.

ˆ
𝑑𝑥

6
√︀

(𝑥− 7)7(𝑥− 5)5
; 5.20.

ˆ
𝑑𝑥

(𝑥+ 1)
√
𝑥2 + 𝑥+ 1

;

5.21.

ˆ
2𝑥2 − 3𝑥√
𝑥2 − 2𝑥+ 5

𝑑𝑥; 5.22.

ˆ
3

√︁
1 + 4

√
𝑥 𝑑𝑥;

38



6 Iнтегрування трансцендентних функцiй

6.1 Теоретичний матерiал та приклади з розв’язками

1. Iнтеграли виду ˆ
𝑅(sin𝑥, cos𝑥) 𝑑𝑥, (24)

де 𝑅(𝑢, 𝑣) — рацiональна функцiя, завжди можна звести до

iнтегралiв вiд рацiональної функцiї за допомогою пiдстановки

(унiверсальна тригонометрична пiдстановка)

𝑡 = tg
𝑥

2
, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋). (25)

Дiйсно, тодi

sin𝑥 =
2 sin(𝑥/2) cos(𝑥/2)

cos2(𝑥/2) + sin2(𝑥/2)
=

2 tg(𝑥/2)

1 + tg2(𝑥/2)
=

2𝑡

1 + 𝑡2
,

cos𝑥 =
cos2(𝑥/2)− sin2(𝑥/2)

cos2(𝑥/2) + sin2(𝑥/2)
=

1− tg2(𝑥/2)

1 + tg2(𝑥/2)
=

1− 𝑡2

1 + 𝑡2
,

𝑑𝑥 = 𝑑(2 arctg 𝑡) =
2 𝑑𝑡

1 + 𝑡2
.

Таким чином, iнтеграл (24) набуває виду

2

ˆ
𝑅

(︂
2𝑡

1 + 𝑡2
,
1− 𝑡2

1 + 𝑡2

)︂
𝑑𝑡

1 + 𝑡2
. (26)

Пiдстановка (25) часто приводить до громiздких обчи-

слень, тому використовувати її потрiбно лише тодi, коли не

видно iнших методiв розв’язання. Розглянемо випадки, коли

можна спростити обчислення.

(а) Якщо

𝑅(− sin𝑥, cos𝑥) = −𝑅(sin𝑥, cos𝑥),

то для обчислення iнтегралу зручно користуватися пiдста-

новкою

𝑡 = cos𝑥, 𝑥 ∈ (0, 𝜋).
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(б) Якщо

𝑅(sin𝑥,− cos𝑥) = −𝑅(sin𝑥, cos𝑥),

то для обчислення iнтегралу зручно користуватися пiдста-

новкою

𝑡 = sin𝑥, 𝑥 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2).

(в) Якщо

𝑅(− sin𝑥,− cos𝑥) = 𝑅(sin𝑥, cos𝑥),

то для обчислення iнтегралу зручно користуватися пiдста-

новкою

𝑡 = tg 𝑥, 𝑥 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2).

2. Iнтеграли виду ˆ
sin𝑝 𝑥 cos𝑞 𝑥 𝑑𝑥

пiдстановками 𝑡 = sin𝑥 або 𝑡 = cos𝑥 завжди можна звести до

iнтегралiв вiд диференцiального бiнома.

3. Iнтеграли виду ˆ
𝑃𝑛(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

де 𝑃𝑛(𝑥) — многочлен степенi 𝑛, а 𝑓(𝑥) — одна з фун-

кцiй: 𝑒𝛼𝑥, sin𝛼𝑥, cos𝛼𝑥, ln𝑥, arcsin𝛼𝑥, arccos𝛼𝑥, arctg𝛼𝑥,

arcctg𝛼𝑥, 𝛼 ∈ R, обчислюються за допомогою, взагалi

кажучи, багаторазового iнтегрування частинами. Методами

iнтегрування частинами i замiною змiнної iнтегруються i

деякi iншi трансцендентнi функцiї.

Розглянемо конкретнi приклади.

Приклад. Знайти

6.1.

ˆ
𝑑𝑥

1 + sin𝑥+ cos𝑥
; 6.2.

ˆ
𝑑𝑥

4 cos𝑥− 3 sin𝑥− 5
.
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Розв’язання. Використовуючи пiдстановку (25), отримаємо

(6.1)
ˆ

𝑑𝑥

1 + sin𝑥+ cos𝑥
=

ˆ
1 + 𝑡2

1 + 𝑡2 + 2𝑡+ 1− 𝑡2
2 𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=

ˆ
𝑑𝑡

1 + 𝑡
=

= ln |1 + 𝑡|+ 𝐶 = ln
⃒⃒⃒
1 + tg

𝑥

2

⃒⃒⃒
+ 𝐶.

(6.2)
ˆ

𝑑𝑥

4 cos𝑥− 3 sin𝑥− 5
=

ˆ
1 + 𝑡2

4(1− 𝑡2)− 6𝑡− 5(1 + 𝑡2)

2 𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=

= −2

ˆ
𝑑𝑡

9𝑡2 + 6𝑡+ 1
= −2

ˆ
𝑑𝑡

(3𝑡+ 1)2
=

2

3(3𝑡+ 1)
+𝐶 =

2

9 tg(𝑥/2) + 3
+𝐶.

Приклад. Знайти

6.3.

ˆ
𝑑𝑥

sin𝑥(1 + cos𝑥)
; 6.4.

ˆ
cos5 𝑥+ cos3 𝑥

sin4 𝑥+ sin2 𝑥
𝑑𝑥;

6.5.

ˆ
cos𝑥− sin𝑥

cos𝑥+ sin𝑥
𝑑𝑥.

Розв’язання. (6.3) Пiдiнтегральна функцiя має властивiсть

𝑅(− sin𝑥, cos𝑥) = −𝑅(sin𝑥, cos𝑥),

тому буде використовувати пiдстановку 𝑡 = cos𝑥, 𝑥 ∈ (0, 𝜋). Маємо

𝑥 = arccos 𝑡, 𝑑𝑥 = − 𝑑𝑡√
1− 𝑡2

, sin𝑥 =
√︀
1− cos2 𝑥 =

√︀
1− 𝑡2.

Звiдси
ˆ

𝑑𝑥

sin𝑥(1 + cos𝑥)
= −
ˆ

𝑑𝑡

(1 + 𝑡)(1− 𝑡2)
=

ˆ
𝑑𝑡

(1 + 𝑡)2(𝑡− 1)
.

Використовуючи метод невизначених коефiцiєнтiв, отримаємо

1

(1 + 𝑡)2(𝑡− 1)
=

𝐴

1 + 𝑡
+

𝐵

(1 + 𝑡)2
+

𝐶

𝑡− 1
.
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Звiдси

1 = 𝐴(𝑡+ 1)(𝑡− 1) +𝐵(𝑡− 1) + 𝐶(𝑡+ 1)2.

Пiдставляючи послiдовно 𝑡 = 1, 𝑡 = −1 отримаємо, що 𝐶 = 1/4,

𝐵 = −1/2. Продиференцiюємо попередню рiвнiсть.

𝐴(𝑡− 1) +𝐴(𝑡+ 1) +𝐵 + 2𝐶(𝑡+ 1) = 0.

Поклавши в отриманiй рiвностi 𝑡 = −1 отримаємо, що 𝐴 = −1/4.

Таким чином
ˆ

𝑑𝑡

(1 + 𝑡)2(𝑡− 1)
= −1

4

ˆ
𝑑𝑡

1 + 𝑡
− 1

2

ˆ
𝑑𝑡

(1 + 𝑡)2
+

1

4

ˆ
𝑑𝑡

𝑡− 1
=

= −1

4
ln |1+𝑡|+ 1

2(1 + 𝑡)
+
1

4
ln |𝑡−1|+𝐶 =

1

4
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑡− 1

𝑡+ 1

⃒⃒⃒⃒
+

1

2(1 + 𝑡)
+𝐶.

Звiдси
ˆ

𝑑𝑥

sin𝑥(1 + cos𝑥)
=

1

4
ln

1− cos𝑥

1 + cos𝑥
+

1

2(1 + cos𝑥)
+ 𝐶.

(6.4) Пiдiнтегральна функцiя має властивiсть

𝑅(sin𝑥,− cos𝑥) = −𝑅(sin𝑥, cos𝑥),

тому буде використовувати пiдстановку 𝑡 = sin𝑥, 𝑥 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2).
Отримаємо

𝑥 = arcsin 𝑡, 𝑑𝑥 =
𝑑𝑡√
1− 𝑡2

, cos𝑥 =
√︀

1− sin2 𝑥 =
√︀
1− 𝑡2.

ˆ
cos5 𝑥+ cos3 𝑥

sin4 𝑥+ sin2 𝑥
𝑑𝑥 =

ˆ
(1− 𝑡2)(2− 𝑡2)

𝑡2(1 + 𝑡2)
𝑑𝑡 =

ˆ
𝑑𝑡− 2

ˆ
2𝑡2 − 1

𝑡2(1 + 𝑡2)
.

Використовуючи метод невизначених коефiцiєнтiв, отримаємо

2𝑡2 − 1

𝑡2(1 + 𝑡2)
=
𝐴

𝑡
+
𝐵

𝑡2
+
𝐶𝑡+𝐷

1 + 𝑡2
.
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Звiдси

2𝑡2 − 1 = 𝐴𝑡(1 + 𝑡2) +𝐵(1 + 𝑡2) + (𝐶𝑡+𝐷)𝑡2.

Розкриваючи дужки та прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях 𝑡

отримаємо, що 𝐴 = 0, 𝐵 = −1, 𝐶 = 0, 𝐷 = 3. Таким чином
ˆ

2𝑡2 − 1

𝑡2(1 + 𝑡2)
= −
ˆ
𝑑𝑡

𝑡2
+ 3

ˆ
𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=

1

𝑡
+ 3arctg 𝑡+ 𝐶.

Звiдси
ˆ

cos5 𝑥+ cos3 𝑥

sin4 𝑥+ sin2 𝑥
𝑑𝑥 = sin𝑥− 2

sin𝑥
− 6 arctg sin𝑥+ 𝐶.

(6.5) Пiдiнтегральна функцiя має властивiсть

𝑅(− sin𝑥,− cos𝑥) = 𝑅(sin𝑥, cos𝑥),

тому будемо використовувати пiдстановку 𝑡 = tg 𝑥, 𝑥 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2).
Маємо

𝑥 = arctg 𝑡, 𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

1 + 𝑡2
, cos2 𝑥 =

cos2 𝑥

cos2 𝑥+ sin2 𝑥
=

1

1 + tg2 𝑥
=

1

1 + 𝑡2
,

sin2 𝑥 =
sin2 𝑥

cos2 𝑥+ sin2 𝑥
=

tg2 𝑥

1 + tg2 𝑥
=

𝑡2

1 + 𝑡2
,

cos𝑥 sin𝑥 =
cos𝑥 sin𝑥

cos2 𝑥+ sin2 𝑥
=

tg 𝑥

1 + tg2 𝑥
=

𝑡

1 + 𝑡2
.

Таким чином
ˆ

cos𝑥− sin𝑥

cos𝑥+ sin𝑥
𝑑𝑥 =

ˆ
cos2 𝑥− sin2 𝑥

(cos𝑥+ sin𝑥)2
𝑑𝑥 =

ˆ
cos2 𝑥− sin2 𝑥

(cos𝑥+ sin𝑥)2
𝑑𝑥 =

=

ˆ
cos2 𝑥− sin2 𝑥

1 + 2 cos𝑥 sin𝑥
𝑑𝑥 =

ˆ
1− 𝑡2

1 + 𝑡2
1 + 𝑡2

1 + 2𝑡+ 𝑡2
𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=

ˆ
(1− 𝑡) 𝑑𝑡

(1 + 𝑡2)(1 + 𝑡)
.

Знайдемо розвинення отриманого дробу на елементарнi дроби

1− 𝑡

(1 + 𝑡2)(1 + 𝑡)2
=

𝐴

1 + 𝑡
+
𝐶𝑡+𝐷

1 + 𝑡2
,
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1− 𝑡 = 𝐴(1 + 𝑡2) + (𝐶𝑡+𝐷)(1 + 𝑡).

Розкриваючи дужки та прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях 𝑡

отримаємо систему рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐴+ 𝐶 = 0

𝐴+𝐷 = 1

𝐶 +𝐷 = −1.

Розв’язавши її, отримаємо 𝐴 = 1, 𝐶 = −1, 𝐷 = 0. Звiдси

ˆ
(1− 𝑡) 𝑑𝑡

(1 + 𝑡2)(1 + 𝑡)
=

ˆ
𝑑𝑡

1 + 𝑡
−
ˆ

𝑡 𝑑𝑡

1 + 𝑡2
= ln |1+𝑡|−1

2
ln |1+𝑡2|+𝐶 =

= ln

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑡√
1 + 𝑡2

⃒⃒⃒⃒
+ 𝐶.

Таким чином
ˆ

cos𝑥− sin𝑥

cos𝑥+ sin𝑥
𝑑𝑥 = ln

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1 + tg 𝑥√︀

1 + tg2 𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 𝐶 = ln | cos𝑥+ sin𝑥|+ 𝐶.

6.2 Задачi для розв’язання в аудиторiї

6.6.

ˆ
sin𝑥 sin 3𝑥 𝑑𝑥; 6.7.

ˆ
sin𝑥 sin 2𝑥 sin 3𝑥 𝑑𝑥;

6.8.

ˆ
sin𝑥 𝑑𝑥

(3 cos𝑥− 1)3
; 6.9.

ˆ
cos𝑥 𝑑𝑥

sin2 𝑥− 6 sin𝑥+ 5
;

6.10.

ˆ
tg 𝑥 𝑑𝑥

tg 𝑥− 3
; 6.11.

ˆ
𝑑𝑥

2 cos2 𝑥+ sin𝑥 cos𝑥+ sin2 𝑥
;

6.12.

ˆ
1 + tg 𝑥

sin 2𝑥
𝑑𝑥; 6.13.

ˆ
𝑑𝑥

3 cos𝑥+ sin𝑥+ 5
;

6.14.

ˆ
1− sin𝑥+ cos𝑥

1 + sin𝑥− cos𝑥
𝑑𝑥; 6.15.

ˆ
sin𝑥 𝑑𝑥

cos𝑥+ sin𝑥+
√
2
;
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6.16.

ˆ
(cos𝑥+ sin𝑥) 𝑑𝑥

5 cos2 𝑥− 2 sin 2𝑥+ 2 sin2 𝑥
; 6.17.

ˆ
sin𝑥− 2 cos𝑥

1 + 2 sin 2𝑥
𝑑𝑥.

6.3 Задачi для домашньої роботи

6.18.

ˆ
sin 2𝑥 cos 4𝑥 𝑑𝑥; 6.19.

ˆ
cos𝑥 cos 3𝑥 cos 5𝑥 𝑑𝑥

6.20.

ˆ
sin𝑥+ sin3 𝑥

cos 2𝑥
𝑑𝑥 6.21.

ˆ
sin 2𝑥 𝑑𝑥

3 + 4 sin2 𝑥
;

6.22.

ˆ
sin 𝑥−𝑎

2

sin 𝑥+𝑎
2

𝑑𝑥; 6.23.

ˆ
𝑑𝑥

4 cos2 𝑥− 2 sin 2𝑥+ sin2 𝑥
;

6.24.

ˆ
cos𝑥 𝑑𝑥

sin3 𝑥+ cos3 𝑥
; 6.25.

ˆ
𝑑𝑥

7 cos𝑥− 4 sin𝑥+ 8
;
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