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ОБ ОДНОЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ
•W*' -лу* й»» Г » -

Розглядається екстремальна задача F(<a)= [ f  (x)m(x)dx—* тах(ш іп ), де w(.\j -  кусково-неле- 

рервма на [а.А] і задовольняє умові |ш(х) £  1 при обмеженнях J  Ф,(д:)ш(л)еіл = р,. і = І .т  . Дово­

диться достатня умова існування розв'язку та обмірковується методика розв'язування задачі. ....

Рассматривается экстремальная задача f ( l і>)= J  /(.г)ш (д)йг—» max(min). где oj(.y) - кусочно- 

непрерывна на I«,/)] и удовлетворяет условию |tu (-t)< l при ограничениях 

Гф,(дг)ш(.г>/л- = р,. і  = і.т . Доказывается достаточное условие существования решения и обсуж- 

дастся методика решения задачи.

The following extremal problem is considered F(o>)= f f(x)b i(x)dx  —» m ax(m in). where d)(v) is aJtl
piece wise continuous on I a.b] and |ш(л) S 1 with J  Ф^(х)ш(х)сІх =  p ,, і = l.m  .The sufficient conditions

for existing solution of extremal problem are proved. The method of proof is discussed.
Гелі' я  ̂ (*;• *>

Ввеление. Рассмотрим экстремальную задачу

1 F (u ))= J  f(x)u>(x)dx - *  m ax(m in) (1)

г при ограничениях т -.* . »-к г.,.

1 а) Г ф , (х)ш(х)сіх = р п  і = 1,т,
■> " , . ,■ • ИКЧ •: ■ -• ■ -

б) |ш(дг) < I на отрезке [«,/>],

в) to(.v) -  кусочно-непрерывна, ". ; * ' ' - v

где функции /( .г )  и Ф ,(ж )/ = 1 ,т  непрерывны на [a ,b \ р, -  произвольные числа. 

Задача возникла при исследовании квадратурных формул, оценки их эффективности и 
построении оптимальных формул. Класс функций, удовлетворяющих условиям (а) -  
(в), обозначим символом й.

(.Достаточное условие существования решения. , . . г

Теорема. Пусть А и В -  два множества AU В =ja,b], АП  В = 0  такие, что 

| в Ф ,(.г)Л г~|л Ф ,(')Л т=  р,. i = \,m  ' ч-. ! • (2)

Предположим также, что существуют параметры А.,, і = 1,т. удовлетворяю­
щие условиям .*■' ►! '•)••• >Ъ К - _ • * 5 * ■  г:-: 'М*-*:.'; ■ • I-• Ч'г%С>\ л

/ С ^ Х М > , ( 4  х е В .  / ( л ) < 2 > , Ф , ( 4  Х Є А  (3)
і- I I

Тогда максимум функционала /г(ш)= [ / ( л  )о)(л)г/л при ограничениях (а) -  (в) реа- 

лизуется, когда
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« (х )= ю (л )= {  ’’ х е В '
-1 , х е  Л

1 .1Т9Э ОТ
В случае, если вместо условий (3) выполняются условия

т т
/ ( „ ) < £ л ,ф , М  « а / М > £ м > , М  « л . ^  ^ 8

то при с ф )  = а)*(.г) реализуется минимум функционала ^  (со) при тех же ограниче­
ниях па о>(.*). |„,

Доказательство. Очевидно, что функция со*(дг) удовлетворяет ограничениям (а) -  

(в). Она кусочно -  непрерывна, |ш*(дг)( < 1 а также ^ ^

£ф,(дг)ш’ (х)с1х = |д Ф ,(х}/х - ^ Ф ,  (л >£* = р , , / = 1 ,т . ... . „

Пусть со{дг) -  произвольная функция, удовлетворяющая условиям задачи. Поло­
жим '  •"

г(х)=ш*(дг)-Ч0.  !Ч,1С' ‘ о 4 М гШ ; ф 1 - и>/ *М «.);■•> ] ) , л 7 г
Имеем О м » ) * .  ; -

| г ( 4  Х Е В ,  к о ш * о и „ > т Т

- /• (л ) , х е  А. г , х у  хг_.л  . < ) \ ^  > у.Цх) (Л-ОХ^.

Покажем, что ‘/ч'МННИ  ̂ КЗ
г/> , ч » / ч гЬ
| ’/(дг)ш* ( * ) * - /  /(.г)ш(дг)йг = ^ /{х )г {х )± х  > О ^нэгж дэнт*

а 0 . ■ :.9вндП 1
лля л ю б о го  а)(дг)е £2 .

Вычислим '.т  *.
'  1Ц х ) и ( х ) \  {»(о))"1*

|  <*»,(д:)г(х)Лг =  ГЬФ,(дг)сх>*(д:)г/.т - / (д:)ш(л-)с£г = 0 , ( =  1 , т  , . ,Л
■>" *а }а •'*!' иОТОТТ« и!\(>

го есть Х л , Ф . ! ' ) > 0 .  «■ Б. ч .>1 ^

£ ф ,(л > (л )с1х = [^Ф ,(л) г(л) Ас -  Ф, (.т) г{х}с1х = О, » = 1 , т . л  * ( 'Ах)4'

У ч и ты в ая , ЧТО ■' "•<- ------- :.»и(м ( , ЛА.  . : А , |Л )л  М Ж  Л ;
т т

/ С ^ ) — ^ ^ - .Ф /С ^ Х  х е  В,  / ( л ) <  ^ А .,Ф ,( .с ) ,  х е А ,  ~ х \^ л ,ж ) '1'п д ! ? ( 1, ) 1Ф  ]
|=1 (=1

имеем >Л^оТ

г т 0 т
/ д / ( Ф ( * ) л < £ ^ дф Д * М * )л .

<-1 ; 1 = 1
Поэтому

£  /(л > (л  > ^  = | й /(х)г(х)с/дг -  _[ /(д :\г{х)({х > ■»),<£>
«V*.

-  X х - ([й ф . ( А г{ А с1'  -  1Л ф , (-0 К-0<**]=0 •
'=< и  И '

Итак, для любой функции ы(дг)е £2 имеет место *у»<Л

о т
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{ ’/(-» 'У  (*)&  ^  £ 7 ( ' Н Л> ^ .

есть

т а х

ТО есть
.  1*Г '* ■ • >\

еЬ

0 * 0  1

Ъ у» .  ' \  ' '
В случае, если

-  / { х ) ^ ф , ( х \  х е в ,  /(.<•)> Х м > ,(4  « А . - ' ‘Т---
1 = 1 1=1 • •'■•‘»В»

имеем 'ш . >•• ./ !
т т .

1в/(х)г(х)(1х< ^ Х ^ Ф Х - х М * ) ^  / / ( * М 4 л >  Е^./дФ.МЧО«**.
. ' =| : > >  

Поэтому ’ 1 ' ' к<- I

£ / С * К * > = 1в / Ш 4 < ь - ! / Ш 4 < 1 < *  ^

,=| “ Л »/•■'VI.

Таким образом -  Гф.(*> .*.*•. ^  *, . •

|  /(х )о )' (х)[1л < £ / ( -*  ; Г.’ :■»<*•>> ■ > 0 ’ *

• / \ « ':хоПто есть при со = со (х) реализуется минимум. ч
Утверждение доказано. . 1 . ' д . :  \ 1) \  1

• 2 . Приведем другую формулировку доказанного утверждения * ;
Теорема. Рассматривается задана ! 1 ■'-г^от его,

/ г(ш)= (дг)ш(л-)сЛг —> т а х ( т т )  ^

“ г» п 1 ~ ' ■'- Л' > фЛ]~ 'Н ' * > > = ,А; ’Мг}1Ф<'|при условии сое 12. Пусть л
а ГС? О"* т

Ч'(л.Х)=/(х)-Х^,Ф,(л). .

-=| ' ,1 ,у

где числа Х(Х],Х 2.....Хт) удовлетворяют соотношениям

Г^ф Д л^дп Ч Д лД ^г = р,, » = !,///. 1 Л !!  ,.•. (4)
*а

Тогда максимум функционала реализуется, если со = со* =51§пЧ/ (л .а ), то есть 

Если же . и; •

£ Ч (* )« « 8 " У (хЛ }1х  = - А ,  1 = 1 т ,  . . ф ) > Д . , * ( Л « < . Ь

то,

ш т / г(а))=-[  /(х)$\£пЧ'(х,Х)1к . ' ^ Д  ' *
« О  " V « ,* .* .  ■ ■' V-,,;, . Ь:-1; •
Здесь (м л и  т»м н Й э(и)[а нк»ш'«;Ф т х  лбтН
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sign Ч* =

ітоаі' яег-огв г л е в к ії :А
1. х є  В  (Ч/ >0), jqC4t й'іЦ'і';:* і  к iir/w -o  'л»А 
0, х е  С  (У = 0), иглол «-J

-1 , лге А ( Т < 0 )  , i .-i

Доказательство. Пусть

Р, = £ ф , (jr)sign Т(.т,X)dx = ] в Ф, (x)dx - ^ Ф ,;{x)dx. 

Положим

ü)*(.r)=sign4/ =

Имеем
( Ь

1, -ХЄ В ,

0. х е  С,
•. -  I . V

-1 , л е  А. ' А ' 

кгц». vinntc»{Oft» <^гчю ''/^во SMFaqoeHToqn от€

.а эх ,i
э х  .0  |  - (т )* ш  -(•/)<« 

К Э* .{•

J  Ф, (г) (о* (л-)с/дг = />,-, / = 1, т . 

Покажем, что для любого ш(дг)є й

£ / ( а > * ( ^  > \ j { x )о(дг)/дг . 

Рассмотрим

\г(х), л е  Ву 
г(д)=  0)’ (х)-ш (а')=  г(х \  х е  С, 

-Ц дг). д е  А

Таким образом

[ Ф, (л) rix)dx = 0, і = I ,/и .Jfl
Учитывая

OTH .<)

. ) « к  - і ' ) \
ы

ГЭУЦЗПО 
. f  г

•«t

. ^ ’veiH H /C a MVVHCiXÜM от 

Л В/. ,f І

.'З і> t ,х> j- -  (т ) *w ® (*)ю 

>. ЗУ. Л •

Т ( л Д ) = / ( л ) - £ х ,Ф ,( л ) > 0 ,  д е  В, Т ( л Д ) = / ( ^ ) - £ л , Ф ((.г)=0, л є  С,
1 Ja , ї  N  К H T ^ r t iO H W  И Ю і’Л І й і . ^ и О  Э * ? г Л о я . (  .,»* 5 ' ! ; * ї Л І М в * .  а  к э м н х о н к т K . »

. . , - А,,Л «WTVMS'jiJI
3H(iW««qX >. !»Р(д:Д)= / ( .* ) -  Х ^ ф Ддс)< ° . Jce A> 

1=1
находим

. 0 = 1  - } . Ф . л 7  - і

w
/ „ / ( О К - Ф * ^ Х ^ | 0 ф , ( * М ^ <  J  / ( j r > ( ^ ) iv = X х .іс ф -(л К гК  

i- l

J 4 / ( O K * \dx  < S  А- .Г ф . СОК* Ж
/=1

Л . ■ W  jCI . V.

£ ’./ (.v> (a>/a = \ в /(л)г(.г)</л + | c f(x)r(x)clx -  j^ f ( x ) r ( x ) d x  >

Поэтому
fl’

; л . , ^  a jn

1
. іЦЬЖ 

■>. -  V)

hhO

• 11 І І /Ш И

^  Ё  *•< (f„ ф , (-0 r(x ),dx + !c  ф < (xH x)d x  -  Ф, (дт) r(x )<&]=
1 = 1 Ф li п:ч*Я*!7'ї r.
nt .

= £ Ц ф ,( * И О * '= °
им WH
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<о(л:)=а>’ (л) =
В •• п

Аналогнчно доказывается вторая часть утверждения.
З.Замечание. Как следует из первой теоремы, максимум функционала достигает­

ся, когда
(и >  чм к

Х * Ь  л .
] х е  С  «I г^у I"! ’И ' к-ч -•тач. |«1ч

— 1, х е  А.  ̂ .. д

в то время как из второй следует, что максимум реализуется при А

>- х * в < '■ Ж э г
ш (х)=а)'(л )=  0. х е С ,  -) ?  А ; ... . . , *й,
I , •. «•).» - I ,  дгб А

Это кажущееся противоречие разрешается следующим образом. Из условий (2) и 
(4) с учетом того, что

I /  < т -| г  | - Л '  ' М
/(д с )= £ а .,Ф ,(л )  на С . • '  о  I и гЛ, т-

,=| I £ 2 э (л )М  ОЧОООГ. • Л ;1 !

следует " ‘ . '’*М* ) !'** ]••0  „■ . . .  1

| с / ( ^  = 0 .

Более того, легко доказать, что, если вместо условий (2) или (4) выполнено усло­
вие ' ’ " "  А  Э7. .ц ;- '

| в ф 1(^Н« + а | с ф 1( ^ - г - / д ф , ( ^ ^ = Р 1. > = 1 т .  

то максимум достигается, когда

со(л ) = О) (х)= о , л е  С, 

-1 , х е  А ,

• I (>-’ -  о

:М *.) О ) .*  Д

л..аигн1*¥

где !а| < 1. ~ (ц  Л ч ' й - .  -г . . •  -1а. / )М'
4.0становимся, в заключение, на проблеме определения множеств А и В, а также 

параметров А| ,А.2,...Д Ш.
Рассмотрим уравнение

МНА(5)Т ( . г Д ) = / ( х ) - Х ^ ф , ( 0  = О.

где Х(Х,,Х2.....Х„,) параметры. ’

Пусть дг|(Х)1лч(Я)...,.гг(А.) -  корни уравнения (5) нечетной кратности, принадле­
жащие отрезку [а,Ь] и упорядоченные по возрастанию. :. Л>Ь> > ^  \ .д

а = л<) < .V,(Х)< х 2(Х) < ...<  лг,(А.)< л>+1 = Ь . ' , м„по11

Они делят отрезок [а,Ь] на ряд интервалов (дг4(А.),л4+1(Х)), которые обозначим сим­

волами / ь * = 0 , г .  ьл

Ясно, что функция сохраняет знак в каждом из интервалов 1к , меняя его

на противоположный в соседних интервалах. Функции / ( х )  и Ф,-(дг)и’ = 1.ш предпо­

лагаются непрерывными. I -  ) ч»)  Ф ] ’’■Т ~
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Пусть

У =  1 ) / 2Ь  ^ = 1 1 ^ 1 -  ■'««
*=0 к=0

На каждом из множеств и  и V функция Ч ^хД ) сохраняет знак. Выберем в каче­

стве В то из них, на котором Ч/ (лг,А.)>0. В качестве А берем второе множество. ь

я Для определения параметров А.,, і = 1,т воспользуемся соотношениями (2): 

і  '  =  1 - т .
г  г Чг'і ■ їлил і N
Если обозначить

тч  и-

Г ‘л !Х)ф/ ( ^  =  ф І‘ )(^)і і = Г т ,  к = 6 7 г ,
*хк

то система (2) может быть переписана в виде 

^ ( - і ї Ф<;%)= Щ , і = і 'т .
ж-

* =о

где є =
1, если В = [/ 

-1 , если В = V

Имеем т уравнений с т неизвестными А.|,Х2,...Д т . Для определения дг,(Х) ис­
пользуем уравнение (5). 1 ' ............... ......

Заключение. Итак, мы получили достаточные условия разрешимости задачи (1) 
при ограничениях (а) -  (в). При этом указанные условия позволяют строить прибли­
женные методы решения задачи. '

.иЭГ;£


