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Розділ 1. Рівняння першого порядку, розв’язані відносно 

похідної 

§ 1.1. Основні поняття та теореми 

Означення. Диференціальним рівнянням називається рівняння, що містить 

хоча б одну похідну невідомої функції. 

Невідомі  функції  можуть залежати від однієї (𝑦 = 𝑦(𝑥)) або декількох 

змінних (𝑦 = 𝑦(𝑥1, … , 𝑥𝑛)). У зв’язку з цим  диференціальні рівняння поділяють 

на два класи :  

звичайні  диференціальні рівняння 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, … , 𝑦(𝑛)) = 0                                              (1.1) 

та рівняння з частинними похідними 

,0),...,,,...,,,,...,,(
2
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2

1

21 
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де ,F  – відомі скалярні функції своїх аргументів. 

Означення. Порядком диференціального рівняння називається порядок 

найвищої похідної  невідомої функції, що входить до рівняння.  

Наприклад, рівняння 

0),,( yyxF                                                          (1.2) 

– звичайне диференціальне рівняння 1-го порядку, а рівняння (1.1) - звичайне 

диференціальне  рівняння n -го порядку. 

Означення. Розв’язком диференціального рівняння (1.2) на проміжку  

𝐼 ⊆ ℝ називається функція 𝑦 = 𝜑(𝑥) така, що 

1) 𝜑: 𝐼 → ℝ, )(1 IC ; 

2) стверджується тотожність 

𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥), 𝜑′(𝑥)) ≡ 0 при 𝑥 ∈ 𝐼. 

Наприклад, функція 25.0sincos xxxy   є розв’язком рівняння 

sin cos    y x x x  при x ),(  . Дійсно, підставивши задану функцію у 

рівняння, маємо тотожність 

).,(0cossincossin  xxxxxxx  

Отже, функція 25.0sincos xxxy   є розв’язком рівняння при x ),(  . 
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Означення. Графік розв’язку диференціального рівняння називається інтеграл-

ьною кривою. 

     Якщо рівняння (1.2) можливо розв’язати щодо  похідної, то одержимо 

рівняння 

),( yxfy  ,                                                            (1.3) 

розв’язане відносно похідної у нормальній формі Коші. Іноді рівняння (1.3) 

(при деяких припущеннях) зручно перетворити  до вигляду 

0),(),(  dyyxNdxyxM .                                                 (1.4)  

Рівняння (1.4) – це диференціальна форма рівняння першого порядку, яке 

розв’язане відносно похідної. На відміну від (1.3), у рівнянні (1.4) змінні x  та 

y  є  рівноправними. 

Однією з важливих задач теорії диференціальних рівнянь є задача Коші. 

Для рівняння (1.3) вона ставиться так: з усіх розв’язків  рівняння (1.3) знайти 

такі, які задовольняють умові 

00 )( yxy  .                                                                (1.5) 

Числа 00 , yx  називають початковими значеннями, а умову (1.5) – початковою 

умовою. Задача Коші записується у вигляді: 









.)(

),,(

00 yxy

yxfy
                                                              (1.6) 

З  геометричної точки зору розв’язати задачу Коші (1.6) означає знайти всі 

інтегральні криві  рівняння (1.3), які проходять через задану точку ),( 00 yx  

площини XOY. 

 

Теорема Пікара-Коші  (існування та єдиності розв’язку  задачі Коші) 

Нехай 

1) функція  ;,,0,0,,:),(),( 00 constbababyyaxxyxDDCf   

2) функція ),( yxf  задовольняє умову Ліпшиця за змінною y в D, тобто  0L

таке, що  для Dyxyx  ),(),,( 21 : 

2121 ),(),( yyLyxfyxf  . 
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Тоді існує і притому єдиний розв’язок задачі Коші (1.6), означений  на 

проміжку  )0(0 consthahxx  . 

Умову 2) можливо замінити  більш сильною умовою: 

2.1) функція ),( yxf  має обмежену  в D частинну похідну  за змінною y. Ця 

умова є достатньою для виконання умови Ліпшиця за змінною y в D. 

Означення. Загальним  розв’язком рівняння (1.3) в області 𝐺 змінних x  та  y 

називається однопараметрична сім’я  функцій 

),( cxy  ,                                                              (1.7) 

неперервно-диференційованих за x та неперервних за c, яка задовольняє  

умовам: 

1) функція  (1.7) є розв’язком рівняння (1.3) для кожного припустимого 

значення  параметра c; 

2) для довільної точки Gyx ),( 00  існує таке значення 0c  сталої c, що функція 

),( 0cxy  є розв’язком задачі Коші (1.6). 

Ті значення, які може в загальному розв’язку рівняння (1.3) набувати параметр 

c, складають множину припустимих значень параметру (та означаються Е ⊆

ℝ). 

Приклад 1.1. Перевірити, що сім’я  функцій  

c
x

y 
2

2

                                                            (1.8) 

є загальним  розв’язком   рівняння 0 xy  в ℝ2. 

Розв’язання. 1) Функція 
0,1

,

2

,
2

cxCc
x

  (ℝ2), задовольняє даному рівнянню 

c ℝ. Справді,  

0)
2

(
2

 xc
x

 при 𝑥𝜖ℝ. 

2) Задаємо довільну точку ),( 00 yx ℝ2. Покладемо в (1.8) 00 , yyxx  , тоді 

одержимо 
2

2

0
00

x
yc  . При 0cc   в сім’ї (1.8) маємо розв’язок 
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)
2

(
2

2

0
0

2 x
y

x
y  , 

який задовольняє  початкову умову (1.5). 

Означення. Точка (𝑥0, 𝑦0) називається точкою єдиності рівняння (1.3), якщо 

задача Коші (1.6) має єдиний розв’язок. 

Означення. Якщо інтегральна крива деякого розв’язку рівняння (1.3) 

складається тільки з точок єдиності рівняння, то будемо називати цей 

розв’язок частинним розв’язком рівняння. 

     Частинний розв’язок можна одержати з формули загального розв’язку при 

чисельному значенні  довільної сталої c .  

Означення. Точка ),( 00 yx , для якої задача Коші (1.6) має більш одного 

розв’язку, називається особливою точкою рівняння (1.3). 

Означення. Якщо інтегральна крива деякого розв’язку рівняння (1.3) 

складається тільки з особливих точок рівняння, то будемо називати цей 

розв’язок особливим розв’язком рівняння. 

Особливий розв’язок  не міститься у формулі загального розв’язку ні при 

якому припустимому значенні довільної сталої c . 

Означення. Якщо загальний розв’язок рівняння (1.3) неявно задано 

співвідношенням 0),,(  cyx , то це співвідношення називають загальним 

інтегралом рівняння. 

У § 1.2 – 1.7  розглянемо звичайні диференціальні рівняння 1-го порядку, 

які розв’язані відносно похідної, різних типів. 

§ 1.2. Рівняння з відокремленими змінними 

Означення. Рівняння (1.4) вигляду  

0)()(  dyyYdxxX                                               (1.9) 

називається рівнянням з відокремленими змінними. 
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Припустимо, що функції )(xX  та )(yY інтегруються, та перетворимо рівняння 

(1.9) у рівносильне рівняння 

   0))()(( dyyYdxxXd . 

Після інтегрування останнього рівняння отримаємо загальний інтеграл 

рівняння (1.9): 

                                                    0)()( cdyyYdxxX ,                              (1.10) 

де c - довільна дійсна стала. Сукупність всіх розв’язків рівняння (1.9) співпадає 

з сукупністю всіх функцій )(xy , які означені співвідношенням (1.10).   

Приклад 1.2.  Розв’язати рівняння 

0)1( 23  dxxdyy .                                           (1.11) 

Розв’язання. (1.11) – рівняння з відокремленими змінними вигляду (1.9). 

Проінтегруємо рівняння (1.11) та одержимо  

                                                     cx
xy


34

34

.                                           (1.12) 

(1.12) – загальний розв’язок рівняння (1.11) у вигляді загального інтегралу. 

§ 1.3. Рівняння з відокремлюваними змінними 

Означення. Рівняння (1.4) називається рівнянням  з відокремлюваними 

змінними, якщо воно має вигляд 

.0)()()()( 2211  dyyYxXdxyYxX                                    (1.13) 

Рівняння (1.13) зводиться до рівняння (1.9), якщо обидві його частини поділити 

на функцію )()(),( 12 yYxXyxw  . Одержимо рівняння 0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
yY

yY
dx

xX

xX
, яке є 

рівнянням з відокремленими змінними. При цьому важливо не втратити 

розв’язки рівняння (1.13), які одночасно є розв’язками рівняння ,0),( yxw  

тобто рівняння .0)()( 21  xXyY  
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Приклад 1.3. Розв’язати рівняння 

0)( 2  yy
dx

dy
x .                                           (1.14) 

Розв’язання. Перепишемо рівняння (1.14) у вигляді (1.13): 

                                                   0)( 2  dxyyxdy .                                           (1.15) 

Поділимо обидві частини рівняння (1.15) на функцію  )(),( 2 yyxyxw  . 

Одержимо: 

0
)1(


 x

dx

yy

dy
або   0

1





x

dx

y

dy

y

dy
. 

Інтегруємо і одержуємо cxyy lnlnln1ln  , або  

cx
y

y


1
   або 


 c

cx
y ,

1

1
ℝ\{0}.                                    (1.16) 

При розв’язуванні рівняння (1.14) можливо втратити розв’язки, які одночасно  є 

розв’язками рівняння 0),( yxw , тобто рівняння .0)1( yxy  Після перевірки  

встановлюємо, що 0x  не є розв’язком рівняння (1.14), а 1,0  yy  – його 

розв’язки. Розв’язок 1y  – це розв’язок (1.14), який можливо включити у 

сім’ю розв’язків (1.16), доповнивши множину  припустимих значень параметра 

с значенням 0c . У підсумку 




 c
cx

y ,
1

1
ℝ, 

– загальний розв’язок рівняння (1.14). Рівняння (1.14) також має розв’язок .0y  

Зауваження. Слід відмітити, що 0x  не є розв’язком рівняння (1.14). Але 

якщо заданим рівнянням було б рівняння (1.15), то 0x   – його розв’язок. 

Отже, перехід від однієї форми запису рівняння 1-го порядку до іншої не є 

рівносильним перетворенням. 

Приклад 1.4. Розв’язати рівняння 
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                                                       3

1

2

3
y

dx

dy
  

Розв’язання. Перепишемо рівняння у диференціальній формі (1.13):     

                                                      dxydy 3

1

2

3
                                                     (1.17) 

 (1.17) – рівняння з відокремлюваними змінними. Поділимо обидві частини 

рівняння на функцію 3

1

2

3
),( yyxw  . Отримаємо рівняння 

dx
y

dy


313

2
, та cxy 3

2

 – загальний інтеграл рівняння (1.17). Його загальний 

розв’язок має вигляд 

 ccxy ,)( 2

3

ℝ . 

Рівняння 0),( yxw , тобто 0
2

3
3

1

y , має розв’язок 0y , причому 0y  –

 розв’язок рівняння (1.17), якого не містить загальний розв’язок ні при якому 

значенні параметру c . Помітимо, що 0y  – це особливий розв’язок рівняння 

(1.17). Через кожну точку )0,( 0x  інтегральної кривої 0y  проходить ще хоч 

одна інтегральна крива рівняння (1.17), наприклад, інтегральна крива 

2

3

0 )( xxy  . 

Зауваження. Для того, щоб розв’язати задачу Коші спочатку треба знайти 

загальний розв’язок або загальний інтеграл рівняння. Далі знайти значення 

параметру, який задовольняє початкову умову. 

Приклад  1.5. Розв’язати задачу Коші 

                                        










.1)0(

,1)1( 22

y

xyxyyx
                                      

)19.1(

)18.1(
 

Розв’язання. Перепишемо рівняння (1.18) у диференціальній формі (1.13): 

0)1()1( 22  dxxxydyx                                         (1.20) 
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(1.20) – рівняння з відокремлюваними змінними. Розділимо змінні, одержуємо 

рівняння вигляду (1.9): 

                                                .0
)1(

11
2

2





 dx

x

xx
dy

y
 

Проінтегруємо його: ,0
)1(1

1
22







 dx
x

x

x

dx
dy

y
 

cxxxy ln1ln
2

1
1lnln 22  , 

звідки 
2

2

1

1

xx

xc
y




  – загальний розв’язок рівняння (1.20), c ℝ\{0}. 

При перетворенні рівняння (1.18) до рівняння (1.20) можливо втратити 

розв’язок 0y , але цей розв’язок можна додати до загального, доповнивши 

множину  припустимих значень параметра с значенням 0c . Таким чином, всі 

розв’язки даного рівняння подаємо у вигляді: 





 c

xx

xc
y ,

1

1

2

2

ℝ. 

Щоб знайти розв’язок, який відповідає початковій умові (1.19), 

покладемо у загальному розв’язку 1,0  yx ; одержимо, що 1c . Остаточно, 

розв’язком задачі Коші (1.18)  - (1.19) буде функція .
1

1

2

2

xx

x
y




  

Приклад 1.6. Розв'язати рівняння 

                                          2)1(  yxy .                                             (1.21) 

Розв’язання. Введемо нову невідому функцію 1)(  yxxz . Тоді 1 zy  та 

одержимо рівняння: 

                                                         dx
z

dz


12
,                                                 (1.22)                            

де 01),( 2  zyx . Загальний інтеграл рівняння (1.22) має вигляд: cxarctgz  , 

c ℝ,   і, як наслідок, загальний розв'язок рівняння (1.22):  )( cxtgz  . 
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Вернемося до невідомої функції  )(xyy  .  загальний розв’язок рівняння (1.21) 

має вигляд 1)(  xcxtgy , c ℝ.  

 

§ 1.4. Однорідні рівняння 

Означення. Функція ),( yxM  називається однорідною степені однорідності m , 

якщо 0t  виконано: 

),(),( yxMttytxM m . 

Означення. Рівняння (1.4) називається однорідним, якщо функції ),( yxM та 

),( yxN  є однорідні функції однакової степені однорідності. 

Зауваження. Однорідне рівняння зводиться до рівняння з відокремлюваними 

змінними за допомогою заміни 
x

xy
xz

)(
)(  . 

Приклад 1.7.  Розв’язати рівняння 

                                               0)( 22  xdydxyyx .                                     (1.23) 

Розв’язання. (1.23) – однорідне рівняння першої степені однорідності, оскільки 

функції yyxyxM  22),( та xyxN ),(  є однорідними функціями 1-ї степені 

однорідності. Дійсно, за означенням 0t : 

),()()()(),( 2222 yxtMyyxttytytxtytxM  ; ),(),( yxtNtxtytxN  . 

 Розв’яжемо рівняння (1.23) щодо похідної:  

                                                 
x

y

x

y

dx

dy











2

1 .                                            (1.24) 

В рівнянні (1.24) зробимо заміну (введемо нову невідому функцію)

x

xy
xz

)(
)(  . Так як xzy  , zxzy  , то одержимо рівняння 

                                                    21 z
dx

dz
x  .                                                (1.25) 

(1.25) – рівняння з відокремлюваними змінними. Розв’яжемо його: 
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x

dx

z

dz


 21
, якщо .01),( 2  zxzx  

Загальний інтеграл рівняння (1.25): ccxz ,lnarcsin  ∈ ℝ\{0}.  

Отже, загальний інтеграл однорідного рівняння (1.23):  

ccx
x

y
,lnarcsin  ∈ ℝ\{0}.  

Розв’яжемо рівняння 

0),( zx :  








.

,0

xy

x
 

Рівняння (1.23) має розв’язок x= 0. Функції xy   – також є розв’язками 

однорідного рівняння (1.23), яких не має у загальному розв’язку ні при якому 

значенні c ∈ ℝ\{0}.  

Остаточно, всі розв’язки рівняння (1.23) надаємо у сукупності: 

[
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑦

𝑥
= 𝑙𝑛𝑐𝑥, 𝑐 ∈ ℝ\{0},

𝑥 = 0,
𝑦 = ±𝑥.

 

Приклад 1.8. Розв’язати задачу Коші:  

                                         {
,

2

2

yx

yx

dx

dy






1)1( y .

                                                
(1.26)
(1.27)

 

Розв’язання. Рівняння (1.26) – однорідне рівняння. Отже,  

x

y
x

y

dx

dy







2

21

. 

Введемо нову невідому функцію 
x

y
xz )(  . Тоді zxzy  . Після заміни 

одержуємо рівняння: 
z

z
zxz






2

21
, або рівняння 

x

dx
dz

z

z






1

2
2

, яке є рівнянням з 

відокремленими змінними. Його загальний інтеграл: cxzarctgz  ln1ln5.02 2 . 

Повернемося до змінних x  та y ,  отримуємо 
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cx
x

y

x

y
arctg 








 ln1ln5.02

2

.                                (1.28) 

(1.28) – загальний інтеграл рівняння (1.26). 

Для того, щоб знайти розв’язок, який задовольняє початковій умові, 

покладемо у (1.28) 1,1  yx , одержимо 2ln5.0
2



c . Остаточно, розв’язок 

задачі Коші  (1.26) – (1.27) – функція, яка неявно задана у вигляді інтеграла: 

2ln5.0
2

ln1ln5.02

2












x

x

y

x

y
arctg . 

§ 1.5. Лінійні рівняння першого порядку 

Означення. Звичайне диференціальне рівняння 1-го порядку (1.2) називається 

лінійним, якщо функція F є лінійною стосовно невідомої функції та її похідної. 

     Лінійне диференціальне рівняння 1-го порядку можна представити у вигляді 

)()()( xCyxByxA  , де  IICCBA ),(,, ℝ. 

Якщо при 0)(  xAIx , то поділивши обидві частини рівняння на )(xA , 

отримаємо канонічну форму лінійного рівняння 

)()( xqyxpy  .                                                          (1.29) 

Означення. Якщо 𝑞(𝑥) ≢ 0 при Ix , то рівняння (1.29) називається лінійним 

неоднорідним диференціальним рівнянням (ЛНР). 

Означення. Якщо 𝑞(𝑥) ≡ 0 при Ix , то рівняння (1.29) називається лінійним 

однорідним диференціальним рівнянням (ЛОР).   

     Звичайне лінійне однорідне диференціальне рівняння 1-го порядку має 

вигляд   

0)(  yxpy  .                                                    (1.30) 

Про рівняння (1.30) будемо казати, що воно відповідає лінійному 

неоднорідному рівнянню (1.29). 

     Рівняння (1.30) є рівнянням з відокремлюваними змінними, його загальний 

розв’язок має вигляд 
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                                                 
 dxxp

cey
)(

                                                  (1.31)                                            

де  c  – довільна стала, c ℝ.  

      Існує декілька методів розв’язання лінійних неоднорідних рівнянь. 

Основними з них вважаються метод варіації сталої Лагранжа та u-v метод 

Бернуллі. Розглянемо ці методи. 

Метод варіації сталої Лагранжа. Відповідно до методу Лагранжа розв’язання 

ЛНР (1.29), у загальному розв’язку (1.31) відповідного ЛОР (1.30) введемо нову 

невідому диференційовану функцію )(xcc   за формулою 

                                                
 dxxp

excy
)(

)( .                                                   (1.32) 

З (1.32): 

                                       
 dxxpdxxp

expxcexcy
)()(

)()()( .                               (1.33) 

Підставимо (1.32) та (1.33) у рівняння (1.29) та отримаємо відносно )(xc  

рівняння з відокремлюваними змінними 


dxxp

exqxc
)(

)()( , звідки 

1

)(

)()( cdxexqxc
dxxp

  , 

де  1c  – довільна дійсна стала. Загальний розв’язок ЛНР (1.29) одержимо у 

вигляді 





dxxpdxxp

ecdxexqy
)(

1

)(

))(( , 1c  ℝ. 

Приклад 1.9.  Розв’язати рівняння  

xyyx cos)1(  . 

Розв’язання. Це – лінійне неоднорідне рівняння. При  1x  перепишемо його 

у канонічній формі (1.29): 

x

x
y
x

y






1

cos

1

1
                                              (1.34) 

Розв’яжемо відповідне лінійне однорідне рівняння 



 

 

17 

 

0
1

1



 y

x
y                                                   (1.35) 

Загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння (1.35) має вигляд (1.31): 




 c
x

c
y ,

1
ℝ. 

Відповідно до методу Лагранжа, введемо нову невідому диференційовану 

функцію )(xcc   за формулою (1.32): 

x

xc
y



1

)(
.      Тоді

2)1(

)()1)((

x

xcxxc
y




 . 

Підставимо y  та y  у рівняння (1.34), маємо xxc cos)(  , звідки 

 11,sin)( ccxxc ℝ. Загальний розв’язок заданого лінійного неоднорідного 

рівняння: 

x

cx
y






1

sin 1 , де  1c  – довільна дійсна стала. 

Метод Бернуллі (u-v метод).  Розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

(1.29) будемо шукати у вигляді: 

)()( xvxuy                                                       (1.36) 

де u(x)та v(x) – нові невідомі диференційовані функції. Підставимо (1.36) у 

(1.29), дістанемо: 

)()( xquvxp
dx

dv
uv

dx

du
  або )()( xq

dx

dv
uuxp

dx

du
v 








 . 

Нехай  0,0)(  uuxp
dx

du
. Один з розв’язків останнього рівняння 

 dxxP

exu
)(

)( . 

Тоді функцію )(xv  дістанемо з рівняння: 

)(
)(

xq
dx

dv
e

dxxp

 , 

тобто : 

  cdxexqcxv
dxxp

,)()(
)(

ℝ. 
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Підставимо знайдені )(xu  та )(xv  у (1.36), дістаємо загальний розв’язок ЛНР 

(1.29): 

y  dxxp

e
)(

( ))(
)(

dxexqc
dxxp  , де  c  – довільна дійсна стала. 

Зауваження. Розглянемо рівняння  

23 yx

y

dx

dy


 . 

Воно не є лінійним відносно y  та y  . Перепишемо його у вигляді 

yx
ydy

dx


3
.                                                    (1.37) 

(1.37) – лінійне неоднорідне рівняння відносно невідомої функції )(yx .  

Таким чином, рівняння, нелінійне відносно )(xy  та )(xy , може бути 

лінійним відносно )(yx  та )(yx .  

Приклад 1.10.  Розв’язати рівняння (1.37) методом Бернуллі. 

Розв’язання. Нехай )()( yvyux  . Одержуємо: 

yuv
ydy

dv
uv

dy

du


3
, або: y

dy

dv
uu

ydy

du
v  )

3
( . 

Якщо 0u , то 0
3

 u
ydy

du
 – рівняння з відокремлюваними змінними. Його 

загальний розв’язок 3cyu  . Тоді )(xv  дістанемо із рівняння 

y
dy

dv
y 3 , 

де 3yu  один із розв’язків сім’ї 3cyu  , отже  

c
y

v 
1

  . 

Загальний розв’язок рівняння (1.37) має вигляд: 









 c

y
yx

13 , де  c  – довільна дійсна стала. 
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§ 1.6. Рівняння, які зводяться до лінійних рівнянь першого порядку. 

Рівняння Бернуллі 

Існує багато рівнянь першого порядку, які за допомогою деяких 

перетворень зводяться до лінійних рівнянь першого порядку. Розглянемо одно з 

таких рівнянь – рівняння Бернуллі. 

Означення.  Диференціальне рівняння вигляду 

nyxqyxpy )()(    ,                                             (1.38) 

 де  nICqp ),(, ℝ 1,0,  nn , називається рівнянням Бернуллі. 

Примітка. Якщо 0n  або 1n , то (1.38) – лінійне рівняння. 

Рівняння Бернуллі (1.38) можна звести до лінійного неоднорідного 

рівняння за допомогою заміни невідомої функції. Попередньо поділимо обидві 

частини рівняння (1.38) на )0( nn yy : 

)()( 1 xqyxpyy nn   .                                          (1.39) 

В рівнянні (1.39) зробимо заміну nyxz  1)(  . Врахуємо, що yynxz n  )1()( , 

рівняння (1.39) зводиться до лінійного неоднорідного рівняння відносно 

невідомої функції )(xz вигляду: 

)()1()()()1()( xqnxzxpnxz  . 

Зауважимо, що , якщо 0n , то 0y  є розв’язком рівняння Бернуллі (1.38). 

Приклад 1.11. Розв'язати рівняння 

                                              
3

32

x

y
y
x

y  .                                                    (1.40) 

Розв’язання.  (1.40)  – рівняння Бернуллі, де  3n . Поділимо обидві частини 

рівняння (1.40) на 3y  ( )0y : 

3

23 12

x
y
x

yy   . 

Зробимо заміну 2)(  yxz , отже, yyz  32 , звідси одержуємо відносно 

невідомої функції )(xz  лінійне неоднорідне рівняння 
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3

24

x
z
xdx

dz
 . 

Його загальний розв’язок:  ccx
x

z ,
3

1 4

2
ℝ. Вернемося до невідомої функції y , 

одержимо загальний інтеграл рівняння (1.40): 

 ccx
xy

,
3

11 4

22
ℝ. 

Так як  03 n , то 0y  -  також розв’язок рівняння (1.40).  

§ 1.7. Рівняння у повних диференціалах 

Означення.  Диференціальне рівняння вигляду (1.4) називається рівнянням 

у повних диференціалах, якщо існує функція ),( yxuu   така, що ліва частина 

рівняння (1.4) є її повним диференціалом функції ),( yxu , тобто  

                                ),(),(),( yxdudyyxNdxyxM  .                                            (1.41) 

Рівняння (1.4) приводиться до вигляду 0),( yxdu . Звідки, інтегруючи 

обидві частини, одержимо cyxu ),(  – загальний інтеграл рівняння у повних 

диференціалах. 

Критерій рівняння у повних диференціалах. Припустимо, що функції 

),(),,( yxNNyxMM   – неперервні та мають неперервні частинні похідні 

відповідно по x  та по y  в однозв’язній області D ℝ2 . Крім того, 022  NM  

в області .D  Для того, щоб в D  рівняння (1.4) було рівнянням у повних 

диференціалах, необхідно і достатньо, щоб всюди в D  було виконано 

x

N

y

M









 .                                                          (1.42) 

Приклад 1.12.  Розв’язати рівняння  

                                           0)3()32( 232  dyyxdxyxx .                                     (1.43) 

Розв’язання. Перевіримо, чи є рівняння (1.43) рівнянням у повних 

диференціалах. Функції yxxM 232   та 23 3yxN   разом в нуль не 

обертаються. Частинні похідні  
y

M




 та  

x

N




 існують у ℝ2 та .3 2

x

N
x

y

M









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Умови  критерія рівняння у повних диференціалах виконані всюди в ℝ2, 

зокрема, умова (1.42) виконується всюди в ℝ2. Таким чином, (1.43) – 

диференціальне рівняння у повних диференціалах.  

На прикладі рівняння (1.43) покажемо один із методів знаходження 

функції ),( yxu . Будемо шукати функцію ),( yxu  із того, що, з одного боку, 

NdyMdxdu  , а з другого, за означенням, dy
y

u
dx
x

u
du









 . Оскільки dx  та dy  – 

незалежні, то 

                                          
.3

,32

23

2

yx
y

u

yxx
x

u











                                                   
)45.1(

)44.1(
 

Інтегруючи обидві частини (1.44) по змінної x, одержимо: 

  ),()32(),( 2 ydxyxxyxu   

),(),( 32 yyxxyxu   

де )(y  – довільна неперервно-диференційована функція від y . Будемо шукати 

)(y  так, щоб функція  ),( yxu  задовольняла умові (1.42). Із урахуванням (1.45) 

маємо 

,3)(

),(

233

3

yxyx

yx
y

u











       або  ccyyyy ,)(,3)( 32  ℝ. 

Отже,  ccyyxxyxu ,),( 332 ℝ. Остаточно, загальний інтеграл рівняння 

(1.43) у повних диференціалах має вигляд:     cyyxx  332 . 

Припустимо, що рівняння (1.4) не є рівнянням у повних диференціалах. 

Виникає питання: можна лі за допомогою деяких перетворень перейти від 

рівняння (1.4) до рівняння у повних диференціалах? Цю задачу вирішує 

інтегрувальний множник. 

Означення. Функція ,),(),,( 2RDDCyx    яка не перетворюється в 

нуль в жодній точці області D, називається інтегрувальним множником 

рівняння (1.4), якщо після помноження обох частин рівняння (1.4) на функцію 

),,( yx   рівняння (1.4) перетворюється на  рівняння  у повних диференціалах. 
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Зауваження. Область D є невласною підмножиною множини існування 

функцій M та N, які  входять у рівняння (1.4). 

Якщо ),( yx   - інтегрувальний множник рівняння (1.4), то існує така 

функція ),( yxuu  ,   що                                                    

                                 ),(),(),(),(),( yxdudyyxNyxdxyxMyx   .                       (1.46) 

Згідно з критерієм  рівняння у повних диференціалах для рівняння (1.46) в 

області 𝐷 виконується тотожність: 

                               )),(),(()),(),(( yxNyx
x

yxMyx
y










.  

Функція ),( yx , яка є інтегрувальним множником рівняння (1.4),  є розв’язком 

рівняння:  

                                   
y

M
x

N
x

N

y

M
yx


























 
 ),(  .                                       (1.47) 

Розглянемо деякі  випадки відшукування інтегрувального множника 

рівняння (1.4). 

1. Нехай інтегрувальний множник рівняння (1.4) залежить тільки від змінної 

x, тобто )(),( xyx   . Тоді з (1.47)  маємо: 

                               
N

x

N

y

M

dx

d 













1
.                                                                  (1.48) 

     2. Нехай інтегрувальний множник рівняння (1.4) залежить тільки від змінної 

y, тобто )(),( yyx   . Тоді з (1.47)  маємо: 

                               
M

x

N

y

M

dy

d

















1
.                                                                  (1.49) 

Приклад 1.13. Розв’язати рівняння  

                                     021
2

2


















 dy

y

x

y

x
xydx

y

x
.                                    (1.50) 
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Розв’язання.  Перевіримо, чи є рівняння (1.50) рівнянням у повних 

диференціалах. Функції 
y

x
M 1  та 

2

2

2
y

x

y

x
xyN   разом в нуль не 

обертаються. Обчислимо частинні похідні: 
2y

x

y

M





 та 

2

21
2

y

x

y
y

x

N





. 

Частинні похідні  
y

M




 та  

x

N




 існують у ℝ2\{(𝑎: 0), 𝑎𝜖ℝ}.  . 

Умови критерію рівняння у повних диференціалах не виконані. 

Перевіримо, чи має рівняння (1.50) інтегрувальний множник як функцію однієї 

змінної, тобто розглянемо можливість розв’язку або рівняння (1.48), або 

рівняння (1.49). 

Обчислимо:              )
1

2(
21

2
222 y

x

y
y

y

x

y
y

y

x

x

N

y

M










. 

Т.я.  
x

y

x

y
yx

y

x

y
y

N

x

N

y

M

1

1
2

1
2

2

2

































. 

то інтегрувальний множник рівняння (1.50)  𝜇 = 𝜇(𝑥) та знаходиться з рівняння 

вигляду (1.48): 
xdx

d 11





,  0

x

dxd




. Один з розв’язків отриманого  рівняння     

x
x

1
)(   -  інтегрувальний множник рівняння (1.50). 

Помножимо обидві частини диференціального рівняння (1.50) на функцію 

x
x

1
)(  , одержимо рівняння: 0

1
2

11
2


















 dy

y

x

y
ydx

yx
. 

Т.я. умова (1.42) виконана (перевірте це та вкажіть, на якій множині), то 

отримано диференціальне рівняння у повних диференціалах. Будемо шукати 

функцію ),( yxu : 

                               

.
1

2

,
11

2y

x

y
y

y

u

yxx

u











                                            
)52.1(

)51.1(
 

Інтегруючи обидві частини (1.51) по змінній x, одержимо: 
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 







 ),(

11
),( ydx

yx
yxu   

),(ln),( y
y

x
xyxu   

де )(y  – довільна неперервно-диференційована функція від y . Будемо шукати 

функцію )(y  так, щоб функція  ),( yxu  задовольняла умові (1.42). Із 

урахуванням (1.52) маємо 

,
1

2)(

),(

22

2

y

x

y
yy

y

x

y
y

x

y

u












       або cyyy
y

yy  ln)(,
1

2)( 2 . 

Отже, cyy
y

x
xyxu  lnln),( 2 . Таким чином, загальний інтеграл рівняння 

(1.50) має вигляд:     cyy
y

x
x  lnln 2

, де 𝑐 – довільна дійсна стала. 

Приклад 1.14.  Розв’язати рівняння  

                               0cossincos3 2  xdyydxyyx .                                           (1.53) 

Розв’язання. Функції yyyxM cossincos3 22   та xN   разом в нуль не 

обертаються. Частинні похідні  
y

M




 та  

x

N




 існують у ℝ2 . Обчислимо частинні 

похідні: yyyx
y

M
2cossincos6 2 




 та 1





x

N
. Умови критерію рівняння у 

повних диференціалах не виконані. Перевіримо, чи має рівняння (1.53) 

інтегрувальний множник як функцію однієї змінної, тобто розглянемо 

можливість розв’язку або рівняння (1.48), або рівняння (1.49). 

Обчислимо:     yyyxyyyx
x

N

y

M
sin)sincos3(212cossincos23 22 









 

Так як 
 
 

tgy
yyyx

yyyx

M

x

N

y

M

2
cossincos3

sinsincos32
2

2


















. 

то інтегрувальний множник знаходимо з рівняння вигляду (1.49): tgy
dy

d
2

1





, 
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y

ydyd

cos

sin
2




. Один з розв’язків отриманого рівняння: 

y
y

2cos

1
)(   - 

інтегрувальний множник рівняння (1.53). 

Помножимо обидві частини рівняння (1.53) на функцію  
y2cos

1
 , одержимо 

рівняння у повних диференціалах:   0
cos

3
2

2  dy
y

x
dxtgyx . 

Будемо шукати функцію ),( yxu : 

                              
.

cos

,3

2

2

y

x

y

u

tgyx
x

u











                                                 
)55.1(

)54.1(
 

Інтегруючи обидві частини (1.54) по змінній x, одержимо: 

   ),(3),( 2 ydxtgyxyxu   

),(),( 3 yxtgyxyxu   

де )(y  – довільна неперервно-диференційована функція від y . Будемо шукати 

функцію )(y  так, щоб функція  ),( yxu  задовольняла умові (1.42). З 

урахуванням (1.55) маємо 

,
cos

)(
cos

),(
cos

22

2

y

x
y

y

x

y
y

x

y

u












       або cyy  )(,0)(  . 

Отже, cxtgyxyxu  3),( . Таким чином, загальний інтеграл рівняння (1.53) має 

вигляд:     cxtgyx 3  де 𝑐 – довільна дійсна стала. 

 

 

Контрольні запитання до тем розділу 1 

1. Яке рівняння називається диференціальним рівнянням? 

2. Яке диференціальне рівняння називається звичайним диференціальним 

рівнянням?  

3. Що таке порядок диференціального рівняння? 

4. Що  називається розв’язком звичайного диференціального рівняння? 

5. Що  називається інтегральною кривою? 



 

 

26 

 

6. Форми запису звичайних диференціальних рівнянь першого порядку, які 

розв’язані відносно похідної. 

7. Постановка задачі Коші для звичайного диференціального рівняння 

першого порядку, яке розв’язане відносно похідної. 

8. Сформулюйте теорему Пікара-Коші.  

9. Означення частинного та особливого розв’язків диференціального 

рівняння. 

10. Що  називається загальним розв’язком диференціального рівняння 

першого порядку? 

11. Що  називається загальним інтегралом диференціального рівняння 

першого порядку? 

12. Яке рівняння називається рівнянням з відокремленими змінними? 

13. Метод розв’язування рівняння з відокремленими змінними. 

14. Яке рівняння називається рівнянням з відокремлюваними змінними? 

15. Метод розв’язування рівняння з відокремлюваними змінними. 

16. Яке рівняння називається однорідним рівнянням? 

17. Методи розв’язування однорідних рівнянь та рівнянь, які зводяться до 

однорідних рівнянь. 

18. Яке рівняння називається лінійним рівнянням першого порядку? 

19. Метод варіації сталих Лагранжа розв’язування лінійних рівнянь першого 

порядку. 

20. Метод Бернуллі розв’язування лінійних рівнянь першого порядку. 

21. Яке рівняння називається рівнянням Бернуллі? 

22. Метод розв’язування рівняння Бернуллі. 

23. Яке рівняння називається рівнянням у повних диференціалах? 

24. Який вигляд має загальний розв’язок рівнянням у повних диференціалах? 

25. Сформулюйте критерій рівнянням у повних диференціалах. 

26. Яка функція називається інтегрувальним множником диференціального 

рівняння першого порядку? 

27. Як знайти інтегрувальний множник диференціального рівняння першого 

порядку, який залежить тільки від однієї змінної? 
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Розділ 2. Звичайні диференціальні рівняння першого порядку, 

які не розв’язані відносно похідної 

§ 2.1. Основні поняття та означення 

Розглянемо звичайне диференціальне рівняння першого порядку (1.2), яке 

не розв’язане відносно похідної: 

0),,( yyxF .                                                       (2.1) 

Задачу Коші для рівняння (2.1) ставимо так: із усіх розв’язків рівняння 

(2.1) знайти ті, які задовольняють початковій умові 

00 )( yxy  ,                                                          (2.2) 

тобто задача Коші для рівняння (2.1) має вигляд 





.)(

,0),,(

00 yxy

yyxF




                                                       (2.3) 

Загальним розв’язком рівняння (2.1) є однопараметрична сім’я функцій 

),( cxy  , де  IEIC cx ),(0,1

, ℝ , 𝐸 ⊆ ℝ – область припустимих значень 

параметра  с. 

Означення. Загальний розв’язок рівняння (2.1), який записано у неявній 

формі 0),,(  cyx , називається загальним інтегралом рівняння (2.1). 

Існують різні методи розв’язання рівнянь 1-го порядку, які не розв’язані 

відносно похідної. Розглянемо перший з них. Це метод, коли рівняння (2.1) 

розв'язується відносно похідної. В цьому випадку диференціальне рівняння 

(2.1) відносно y  рівносильне сукупності (не системі!) диференціальних 

рівнянь, які розв’язані відносно похідної. 

Приклад 2.1. Розв’язати рівняння 

                                                     0)( 22  xy .                                                   (2.4) 

Розв’язання. Рівняння (2.4) рівносильне сукупності диференціальних рівнянь, 

які розв’язані відносно похідної: 










.

,

xy

xy
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Маємо загальні розв'язки кожного з них: 














.
2

1

,
2

1

2

2

cxy

cxy

 

Остаточно, 0)
2

1
)(

2

1
( 22  cxycxy  – загальний інтеграл рівняння (2.4), де 𝑐 – 

довільна дійсна стала. 

Примітка. Не у всіх випадках можна знайти розв’язок рівняння (2.1) у явній чи 

неявній формі, іноді знаходять розв’язок рівняння у параметричній формі. 

§ 2.2. Функції та криві у параметричній формі  

     Із означення рівняння (2.1) відомо, що його розв’язок є скалярна функція 

однієї змінної. Її графік – крива на площині. Одним з аналітичних способів 

завдання такої кривої у декартових координатах є параметричний:  

{
𝑥 = 𝑥(𝑝),

𝑦 = 𝑦(𝑝),
    𝑝 ∈< 𝑎; 𝑏 >⊆ 𝑅. 

Примітка. Під означенням < 𝑎; 𝑏 > розуміють один з проміжків:  

(𝑎; 𝑏), [𝑎; 𝑏], (𝑎;𝑏], [𝑎;𝑏). 

Від параметричної форми завдання кривої на площині у деяких випадках 

можна перейти до явної форми завдання цієї же кривої: 

- якщо 0)( 0 p
dp

dx
, то рівняння )(pxx   можна розв’язати відносно p  у 

деякому малому околі точки 0p : )(xpp  . Тоді одержимо рівняння 

кривої у явному вигляді: ))(( xpyy  ;  

- якщо 0)( 0 p
dp

dx
, але 0)( 0 p

dp

dy
, то рівняння )(pyy   можливо розв’язати 

відносно p  у деякому малому околі точки 0p : )(ypp  . Тоді  неявно 

задана функція має вигляд: ))(( ypxx  .

 Означення. Якщо 0)()( 00  p
dp

dy
p

dp

dx
, то точка кривої, яка відповідає 

значенню параметра 0pp  , називається особливою точкою кривої. В 

противному випадку точка кривої називається звичайною. 
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     Геометрично особливі точки кривої у параметричній формі – це точки 

звертання. 

Приклад 2.2.  Описати рівняння кривих  

).2,0[
,sin

,cos
;1;1 222 







 p

py

px
xyxy  

Розв’язання. Кожне з цих трьох співвідношень – рівняння одиничного кола на 

площині з центром у початку координат відповідно у явній, неявній та 

параметричній формах. Всі точки кривої звичайні. 

Приклад 2.3.  Задати пряму 32  xy  у параметричній формі. 

Розв’язання. Задачу будемо розв’язувати так: покладемо x  параметром 

),(,  ppx , таким чином, 32  py  вираз y  через цій параметр. 

Остаточно, рівняння прямої у параметричній формі має вигляд:









).,(,32

,

ppy

px
 

Загальний розв’язок рівняння (2.1) у параметричній формі має вигляд: 

Ecbap
cpyy

cpxx









,,

),,(

),,(
⊆ ℝ, а загальний інтеграл: 

Ecbap
cpyx

cpyx









,,

,0),,,(

,0),,,(


⊆ ℝ. 

Розглянемо методи розв’язання рівнянь першого порядку, які не розв’язані 

відносно похідної, пов’язані з введенням параметрів. 

§ 2.3. Метод введення параметрів 

Загальний метод введення параметрів для рівняння (2.1) полягає в 

наступному: ввести в рівнянні (2.1) два параметри так, щоб за допомогою 

основного диференціального співвідношення 

                                                  𝑑𝑦 = 𝑦′𝑑𝑥                                                (2.5) 

перейти від звичайного диференціального рівняння першого порядку (2.1), яке 

не розв’язне відносно похідної, до звичайного диференціального рівняння 

першого порядку, яке розв’язане відносно похідної, у диференціальній формі 
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вигляду (1.4) відносно двох нових змінних. Всі розв’язки здобутого рівняння 

дадуть відповідні розв’язки рівняння (2.1). 

Примітка. Існують випадки, коли в якості одного з двох параметрів зручно 

використовувати змінну 𝑥 або 𝑦 з рівняння (2.1). Ці випадки докладно 

розглянемо далі. 

а) Розглянемо випадок, коли рівняння (2.1) не розв’язне відносно y , але 

його можна розв'язати відносно y : 

).,( yxfy                                                        (2.6) 

В рівнянні (2.6) введемо параметр 𝑝 так: 𝑦′ = 𝑝. Введення параметрів у рівнянні 

(2.6) має вигляд: 

                                                   {

𝑥 = 𝑥,
𝑦 = 𝑓(𝑥; 𝑝),

𝑦′ = 𝑝.
                                                    (2.7) 

У припущенні, що функція ),( pxf  має неперервні частинні похідні, за 

допомогою основного диференціального співвідношення (2.5) з (2.7) 

одержуємо: 

pdxdp
p

pxf
dx

x

pxf









 ),(),(
.                                     (2.8) 

(2.8) - звичайне диференціальне рівняння першого порядку, яке розв’язане 

відносно похідної, у диференціальній формі вигляду (1.4). 

Розглянемо три випадки. 

а.1) Якщо можливо знайти загальний розв’язок рівняння (2.8) у вигляді 

),( cpxx  , то з урахуванням (2.7) загальний розв’язок рівняння (2.6) з у 

параметричній формі має вигляд: 








).),,((

),,(

pcpxfy

cpxx
 

а.2) Якщо можливо знайти загальний розв’язок рівняння (2.8) у вигляді 

),( cxpp  .то з урахуванням (2.7) загальний розв’язок рівняння (2.6) у явній 

формі має вигляд 

)),(,( cxpxfy  . 

а.3) Якщо знайдено загальний інтеграл рівняння (2.8): 
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0),,(  cpx , 

то з урахуванням (2.7) загальний інтеграл рівняння (2.6) у параметричній формі 

має вигляд: 









).,(

,0),,(

pxfy

cpx
 

б) Розглянемо випадок, коли рівняння (2.1) не розв’язне відносно y , але 

воно може бути розв’язано відносно x: 

),( yyfx                                                             (2.9) 

В рівнянні (2.9) введемо параметр 𝑝 так: 𝑦′ = 𝑝. Введення параметрів у 

рівнянні (2.9) має вигляд: 

                                                   {
𝑥 = 𝑓(𝑦, 𝑝),
𝑦 = 𝑦,

𝑦′ = 𝑝.
                                                  (2.10) 

У припущенні, що функція ),( pyf  має неперервні частинні похідні, за 

допомогою основного диференціального співвідношення (2.5) з (2.10) 

одержуємо: 

)
),(),(

( dp
p

pyf
dy

y

pyf
pdy









 .                                  (2.11) 

(2.11) - звичайне диференціальне рівняння першого порядку, яке розв’язане 

відносно похідної, у диференціальній формі вигляду (1.4). 

Розглянемо три випадки. 

б.1) Якщо можна знайти загальний розв’язок рівняння (2.11) у вигляді 

),( cpyy  , то з урахуванням (2.10) загальний розв’язок рівняння (2.9) у 

параметричній формі має вигляд: 








).,(

),),,((

cpyy

pcpyfx
 

б.2) Якщо можливо знайти загальний розв’язок рівняння (2.11) у вигляді 

),( cypp  , то з урахуванням (2.10) загальний інтеграл рівняння (2.9)  має 

вигляд: 

)).,(,( cypyfx  . 
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б.3) Якщо знайдено загальний інтеграл рівняння (2.11): 

0),,(  cpx , 

то з урахуванням (2.10) загальний інтеграл рівняння (2.9) у параметричній 

формі має вигляд: 









).,(

,0),,(

pyfx

cpx
 

Зауваження. Слід відмітити, що рівняння (2.8) та (2.11) не завжди інтегруються 

у квадратурах, а звідки і рівняння (2.1) у випадках а) і б) не завжди інтегрується 

методом введення параметра. Далі розглянемо ті частинні випадки, у яких 

рівняння (2.8) та (2.11) інтегруються у квадратурах.  

§ 2.4. Рівняння, які не містять явно однієї зі змінних 

Означення. Диференціальне рівняння (2.1) називається рівнянням, яке не 

містить явно одного із змінних, якщо в ньому не має однієї зі змінних x  або y . 

Рівняння, які не містить явно одного із змінних, мають вигляд: 

а) 0),( yyF ;                     б) 0),( yxF ;                   в) 0)( yF . 

Розглянемо кожне з вказаних рівнянь у випадках, коли їх можна 

проінтегрувати у квадратурах.   

а) Розглянемо рівняння 0),( yyF  у припущенні, що воно розв’язне 

відносно y : 

)(yfy  .                                                       (2.12) 

Тобто отримаємо частинний випадок рівняння (2.6). В рівнянні (2.12) введемо 

параметр 𝑝 так: 𝑦′ = 𝑝. Введення параметрів у рівнянні (2.12) має вигляд: 

                                                   {

𝑥 = 𝑥,
𝑦 = 𝑓(𝑝),

𝑦′ = 𝑝.
                                                    (2.13) 

У припущенні, що функція )( pf  є диференційованою, за допомогою 

основного диференціального співвідношення (2.5) з (2.13) одержуємо рівняння 

вигляду (2.8): 

                                                    pdxdppf )(' .                                            (2.14) 
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(2.14) - рівняння з відокремлюваними змінними. Його загальний розв’язок має 

вигляд: 

cdp
p

pf
x  

)('
, 

де c – довільна дійсна стала. 

З урахуванням (2.13) загальний розв’язок рівняння (2.12) у параметричній 

формі має вигляд: 









),(

)('

pfy

cdp
p

pf
x



   

де c – довільна дійсна стала. 

б) Розглянемо рівняння 0),( yxF у припущенні, що воно розв’язне 

відносно x : 

)(yfx  .                                                          (2.15) 

Тобто отримаємо частинний випадок рівняння (2.9). В рівнянні (2.15) введемо 

параметр 𝑝 так: 𝑦′ = 𝑝. Введення параметрів у рівнянні (2.15) має вигляд: 

                                                   {
𝑥 = 𝑓(𝑝),
𝑦 = 𝑦,

𝑦′ = 𝑝.
                                                    (2.16) 

У припущенні, що функція )( pf  є диференційованою, за допомогою основного 

диференціального співвідношення (2.5) з (2.16) одержуємо рівняння вигляду 

(2.11): 

                                                    dpppfdy )(' .                                                (2.17) 

(2.17) - рівняння з відокремлюваними змінними. Його загальний розв’язок має 

вигляд: 

cdpppfy   )(' , 

де c – довільна дійсна стала. 
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З урахуванням (2.16) загальний розв’язок рівняння (2.15) у параметричній 

формі має вигляд: 









,)('

),(

cdpppfy

pfx






 

де c – довільна дійсна стала. 

Приклад 2.4. Розв’язати рівняння: 

                                             0cossin  yyyy .                                       (2.18) 

Розв’язання. (2.18) – рівняння, яке не містить явно змінної x та не розв’язне 

щодо похідної. Розв’яжемо його відносно змінної y, тобто отримаємо рівняння 

вигляду (2.12) : 

yyyy  cossin . 

Введемо параметр py  . Тоді dppppppdxpppy )sincos(sin,cossin  . 

Таким чином,  

  cpdppx sin)(cos , 

Остаточно, загальний розв’язок рівняння (2.18) у параметричній формі має 

вигляд: 









.sin

,cossin

cpx

pppy
 

де c – довільна дійсна стала. 

Приклад 2.5. Розв’язати рівняння : 

                                                       yeyy
 2)( .                                             (2.19) 

Розв’язання. (2.19) – рівняння, яке не містить явно змінної x та не розв’язне 

щодо похідної, але воно розв’язне відносно змінної  y, тобто рівняння вигляду 

(2.12). 

Введемо параметр py  . Тоді dpeppepdxepy ppp )2(, 22  . Таким чином,  

  cpedppeex ppp )1()2( . 
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Остаточно, загальний розв’язок рівняння (2.19) у параметричній формі має 

вигляд: 











.)1(

2

cpex

epy

p

p

 

де c – довільна дійсна стала. 

Приклад 2.6. Розв’язати рівняння : 

                                                      0

xey y .                                           (2.20) 

Розв’язання. (2.20) – рівняння, яке не містить явно y  та не розв’язне відносно 

похідної. Розв’яжемо його відносно x, тобто отримаємо рівняння вигляду (2.15): 

yeyx


 . 

Введемо параметр py  . Тоді dpepdypex pp )1(,  . Таким чином,  

  cepepdppepy ppp 2

2

1
)( . 

Остаточно, загальний розв’язок рівняння (2.20) у параметричній формі має 

вигляд: 













,

,
2

1 2

p

pp

epx

cepepy
 

де c – довільна дійсна стала. 

 

Контрольні запитання до тем розділу 2 

1. Яке рівняння називається звичайним диференціальним рівнянням першого 

порядку, яке не розв’язане відносно похідної? 

2. Постановка задачі Коші для звичайного диференціального рівняння 

першого порядку, яке не розв’язане відносно похідної. 

3. Що  називається загальним розв’язком диференціального рівняння 

першого порядку, яке не розв’язане відносно похідної? 

4. Що  називається загальним інтегралом диференціального рівняння 

першого порядку, яке не розв’язане відносно похідної? 

5. Різні форми запису функцій та кривих: аналітична явна форма запису,  

аналітична неявна форма запису, параметрична форма запису.  



 

 

36 

 

6. Яка точка називається звичайною точкою кривої? 

7. Яка точка називається особливою точкою кривої? 

8. В чому полягає загальний метод введення параметру для звичайного 

диференціального рівняння першого порядку, яке не розв’язане відносно 

похідної? 

9. Як застосовується загальний метод введення параметру для звичайного 

диференціального рівняння першого порядку, яке не розв’язне відносно 

похідної, але яке можна розв'язати відносно невідомої функції? 

10. Як застосовується загальний метод введення параметру для звичайного 

диференціального рівняння першого порядку, яке не розв’язне відносно 

похідної, але яке можна розв'язати відносно незалежної змінної? 

11. Назвіть три вигляду звичайних диференціальних рівняння першого 

порядку, які не розв’язані відносно похідної, які явно не містять однієї зі 

змінних. 

12. Як розв’язати звичайне диференціальне рівняння першого порядку, яке 

явно містить тільки незалежну змінну та похідну невідомої функції? 

13. Як розв’язати звичайне диференціальне рівняння першого порядку, яке 

явно містить тільки невідому функцію та її похідну? 

14. Як розв’язати звичайне диференціальне рівняння першого порядку, яке 

явно містить тільки похідну невідомої функції? 
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Розділ 3. Звичайні диференціальні рівняння вищих порядків 

§  3.1.  Основні поняття та означення 

Розглянемо звичайне диференціальне рівняння n-го порядку 

F(x, y, y, … , y(n)) = 0,                                                        (3.1) 

де F — відома функція своїх аргументів. 

Рівняння n-го порядку, розв'язане відносно старшої похідної, має вигляд 

y(n) = f(x, y, y, … , y(n–1)).                                            (3.2) 

Означення. Нехай функція f визначена в області D  ℝ𝑛+1.Функція 

y = (x),  C (n)(I), 𝐼 ⊆ ℝ, називається розв'язком рівняння (3.2) на  I, якщо: 

1) x  I :(x,  (x), (x), … ,  (n–1)(x))  D ; 

2) виконується тотожність (n) ≡ f(x, (x), (x), … , (n–1)(x)) при   

x  I . 

Задача Коші для рівняння (3.2) ставиться так: серед усіх розв’язків 

рівняння (3.2) знайти ті, які задовольняють початковим умовам: при х = х0: 

y = y00 , y = y01 , …,  y
(n–1) = y0n-1, де х0 , y0 , y01 ,…, y0n-1  — задані числа з ℝ. Задача 

Коші записується так: 

 






 

.1,0,)(

,...,,,

00

)(

)1()(

nkyxy

yyyxfy

k

k

nn

     (3.3) 

Загальний розв’язок рівняння (3.2) має вигляд:  

              y =  (x, c1,…,cn)    y = (x,c), c E ℝ𝑛,                                             (3.4) 

де (3.4) –  n - параметрична сім’я функцій, яка має такі властивості:  

1.   0,

,

n

cxC (D1E); D1  ℝ,  Е — множина припустимих значень параметрів; 

2. при будь-якому фіксованому значенні c E функція (3.4) є розв’язком 

диференціального рівняння (3.2); 

3. (х0 , y00 , y01 ,…, y0n-1)  D існують такі значення параметрів 

(𝑐01, … , 𝑐0𝑛) = 𝑐0
   Е, що функція 𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝑐0) є розв’язком задачі Коші 

(3.3). 
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Означення. Якщо загальний розв’язок рівняння (3.2) знайдено неявно у вигляді 

                                   Φ(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0,                                   (3.5) 

то його називають загальним інтегралом цього рівняння. 

Означення. Функція 𝐹 = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) називається однорідною 

відносно змінної y та всіх її похідних зі степенем  однорідності m, якщо k > 0: 

F(x, ky, ky, … , ky(n)) = kmF(x, y, y, … , y(n)). 

Означення. Рівняння (3.1) називається однорідним відносно змінної y та всіх її 

похідних зі степенем  однорідності m, якщо функція F є однорідною відносно 

змінної y та всіх її похідних зі степенем однорідності m. 

 

§  3.2.  Неповні рівняння вищого порядку 

До неповних рівнянь  n-го порядку відносять рівняння вигляду: 

а) 𝐹(𝑥, 𝑦(𝑛)) = 0;       б) 𝐹( 𝑦(𝑛−1), 𝑦(𝑛)) = 0;  в) 𝐹( 𝑦(𝑛−2), 𝑦(𝑛)) = 0. 

Зупинимося на питанні інтегрування неповних рівнянь у випадку, коли їх 

можна представити у вигляді (3.2), тобто коли вони розв'язані відносно старшої 

похідної. 

У випадку а) рівняння набуває вигляду: 

                                            y(n) = f(x).                                                       (3.6) 

Тоді загальний розв’язок рівняння (3. 6) має вигляд 

y = ∫ ∫ …  ∫ f(x) dx dx… dx + c1x
n–1+ … + cn–1x + cn. 

                                n разів 

У випадку б) рівняння набуває вигляду: 

                               𝑦(𝑛) = f(𝑦(𝑛−1)).                                                         (3.7) 

Виконаємо заміну 𝑦(𝑛−1) = z(x), тоді 𝑦(𝑛)= z(x) і рівняння (3.7) зводиться до 

рівняння: 

z= f(z). 
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Це — рівняння 1-го порядку з відокремлюваними змінними.  Нехай його 

загальний розв’язок має вигляд:   

z = (x, с1). 

Повернемося до невідомої функції 𝑦 = 𝑦(𝑥) завдяки тому, що  z(x) =  𝑦(𝑛−1), 

отримаємо рівняння  𝑦(𝑛−1)= (x, c1), тобто рівняння вигляду (3.6). 

У випадку в) рівняння набуває вигляду: 

                              𝑦(𝑛) = f(𝑦(𝑛−2)).                                                         (3.8) 

Виконаємо заміну 𝑦(𝑛−2) = z(x),  тоді 𝑦(𝑛−1)= z(x), a 𝑦(𝑛) = z(x). Після заміни 

рівняння (3.8) зводиться до рівняння: 

                               z(x) = f(z).                                               (3.9) 

Один з методів інтегрування рівняння (3.9) такий: домножимо обидві 

частини рівняння (3.9) на 2z(x)dx , тоді одержимо рівняння 

d(z)2 = 2f(z)dz, 

звідки (z)2 = 2 ∫ f(z)dz + c1. Розв'яжемо останнє рівняння відносно похідної і 

розділимо змінні: 

.
)(2 1

dx
cdzzf

dz



 

Тоді загальний інтеграл рівняння (3.9) має вигляд: 

                                            .
)(2

2

1

cx
cdzzf

dz






                                        (3.10) 

Загальний інтеграл (3.10) при заміні z на y (n–2) приймає вигляд: 

                                                  Ф(x, y(n–2), c1, c2)= 0.                                       (3.11) 

Припустимо, що рівняння (3.11) вдалося розв’язати відносно похідної,  тоді 

отримуємо рівняння y(n–2) = (x, c1, c2), тобто рівняння виду (3.6). 

Приклад 3.1. Розв’язати рівняння y= .)(1 2y   
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Розв’язання. Задане рівняння — рівняння вигляду (3.7). Виконаємо заміну: 

y = z(x), тоді z = 
2)(1 z  – рівняння 1-го порядку з відокремлюваними 

змінними. Після відокремлення змінних (при z  1): 

dx
z

dz


 2)(1
 

і інтегрування одержуємо: arcsin z = x + c1, звідки z = sin (x + c1 ). Повернемося 

до невідомої функції 𝑦 = 𝑦(𝑥) та отримаємо рівняння вигляду (3.6):   

y = sin (x + c1 ). Послідовно інтегруючи його обидві частини два рази по x, 

одержуємо: 

y = – cos(x + c1) + c2 , 

                            y = – sin(x + c1) + c2 x + c3 ,                                                  (3.12) 

(3.12) – загальний розв’язок заданого в умові рівняння. 

Перевіримо, чи не втратили ми розв’язки, наклавши умову  z  1. 

Нехай z = 1, тобто y  = 1.Тоді, після дворазового інтегрування його обох 

частин по x одержуємо: 

54

2

2
cxc

x
y   . 

Отримані сім’ї функцій — теж розв’язки заданого рівняння. Остаточно, 

відповіддю є сукупність функцій: 












.
2

,)sin(

54

2
321

cxc
x

y

cxccxy

 

Приклад 3.2. Розв’язати рівняння y(4) = y . 

Розв’язання. Задане рівняння – рівняння вигляду (3.8). Зробимо заміну 

y = z(x), тоді  задане рівняння зведеться до рівняння: z  =  z. Домножимо 

обидві частини отриманого рівняння на 2z(x)dx, одержимо  d(z)2 = 2zdz, звідки 

(z)2 = z2 + c1 , тобто z =  1

2 cz   .Розділимо змінні: 

,

1

2
dx

cz

dz



 тоді 21

2ln cxczz  , 

або, розв’язуючи відносно z, одержуємо: 
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Повернемося до невідомої функції 𝑦 = 𝑦(𝑥) та отримаємо рівняння     

xxxx e
c

c
e

c
ye

c

c
e

c
y

2

12

2

12
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,

22
 

. В результаті загальний розв’язок 

заданого рівняння буде мати вигляд: [
𝑦 = 𝐴1𝑒

𝑥 + 𝐵1𝑒
−𝑥+𝐶1𝑥 + 𝐷1,

𝑦 = 𝐴2𝑒
𝑥 + 𝐵2𝑒

−𝑥+𝐶2𝑥 + 𝐷2.
 

де A1,A2 ,B1, B2, C1 ,C2 ,D1 ,D2 – довільні  дійсні сталі.  

§  3.3.   Рівняння 𝑛-го порядку, що допускають зниження порядку 

Деякі рівняння вдається розв’язати, якщо попередньо знизити їхній 

порядок. Розглянемо кілька випадків, коли порядок рівняння можна знизити: 

а) рівняння явно не містить шуканої функції  y і декілька її похідних, 

починаючи з першої, тобто рівняння вигляду 

F(x, y(k), … , y(n))= 0,                                                          (3.13) 

де 1 ≤ 𝑘 < 𝑛, k  ℕ; 

б) рівняння не містить явно незалежної змінної  x, тобто має вигляд 

F( y, y, … , y(n)) = 0;                                                          (3.14) 

в) рівняння (3.1) — однорідне щодо невідомої функції y та всіх її     

похідних  степені  однорідності m (див. означення на ст. 38.); 

г) ліва частина рівняння (3.1) є повною похідною по x від деякої функції. 

Таке рівняння називається рівнянням у повних (або точних) похідних. 

У кожному із зазначених випадків вивчимо способи зниження порядку 

рівнянь. 

а) Порядок рівняння (3.13) може бути знижений на k одиниць. Покладемо 

в (3.13) y(k) = z(x),  тоді, відповідно y(k+1) = z(x), … y(n) = z(n–k)(x). Одержимо 

рівняння порядку n – k , тобто рівняння 

F(x, z, z, … , z(n–k)) = 0,                                            (3.15) 

Припустимо, що вдалося знайти загальний розв’язок рівняння (3.15): 

z(x) =  (x, c1, … , cn – k).  Оскільки y(k) = z(x), одержуємо рівняння 
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y(k) =  (x, c1, … , cn – k) 

– вигляду (3.6). 

б) Порядок рівняння (3.14) можна знизити на одиницю. Для цього 

покладемо в (3.14) y = z(y), де y – нова незалежна змінна, z – нова невідома 

функція. Тоді 

y = 
𝑑𝑦′

𝑑𝑥
= 

𝑑𝑧(𝑦)

𝑑𝑥
=

𝑑𝑧(𝑦)

𝑑𝑦
∙
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑧′(𝑦)𝑧(𝑦) ,   

y =
𝑑𝑦′′

𝑑𝑥
= 

𝑑(𝑧′(𝑦)𝑧(𝑦))

𝑑𝑥
=

𝑑(𝑧′(𝑦)𝑧(𝑦))

𝑑𝑦
∙
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (𝑧′′(𝑦)𝑧(𝑦) + 𝑧′(𝑦)𝑧′(𝑦))𝑧(𝑦) = 

=  𝑧"𝑧2 + (𝑧′)2𝑧   та тощо.  

Якщо підставити вирази для y, y , ... , y(n) у нових змінних у рівняння 

(3.14), одержуємо диференціальне рівняння порядку n – 1: 

0),...,,,(
1

)1(






n

n

dy

zd

dy

dz
zy .                                                (3.16) 

Припустимо, що вдалося знайти загальний розв’язок рівняння (3.16) 

z(y) =  (y, c1, … , cn–1). Тоді одержимо диференціальне рівняння першого 

порядку з відокремлюваними змінними (тому що z(y) = y):  

y  =  (y, c1, … , cn–1). 

Помітимо, що при розв’язанні рівняння (3.14) таким методом, можна 

втратити розв’язок вигляду y = c, де c = const. 

в) Порядок однорідного рівняння може бути знижений на одиницю. 

Зробимо в однорідному рівнянні n-го порядку заміну 𝑦 =  𝑦 𝑧(𝑥), 𝑦 ≠

0, де 𝑧 = 𝑧(𝑥) – нова невідома функція. Тоді 

𝑦 =  𝑦′ 𝑧 +  𝑦 ∙ 𝑧′ = 𝑦 𝑧2 +  𝑦 ∙ 𝑧′ = 𝑦(𝑧′ + 𝑧2);   

𝑦′′′ = (𝑦′′)′ = ( 𝑦(𝑧′ + 𝑧2))
′
= ⋯ =  𝑦(𝑧′′ + 3𝑧𝑧′ + 𝑧3). 

Аналогічно маємо, що 

𝑦(𝑛) = 𝑦 ∙ 𝜔(𝑧, 𝑧′, … , 𝑧(𝑛−1)), 

де 𝜔 – відома функція своїх аргументів. 

Однорідне рівняння прийме вигляд 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦𝑧, 𝑦(𝑧 +  𝑧2),   … , 𝑦 ∙ 𝜔(𝑧, 𝑧′, … , 𝑧(𝑛−1)))  =  0, 
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або, з урахуванням однорідності функції F зі степенем однорідності m: 

𝑦𝑚𝐹( 𝑥, 1, 𝑧, 𝑧 +  𝑧2,   … , 𝜔(𝑧, 𝑧′, … , 𝑧(𝑛−1)))  =  0. 

Отже, однорідне рівняння рівносильне сукупності двох рівнянь:  

        [
𝑦𝑚 = 0,

𝐹 ( 𝑥, 1, 𝑧, 𝑧 +  𝑧2,   … , 𝜔(𝑧, 𝑧′, … , 𝑧(𝑛−1))) = 0.
                       (3.17) 

Друге з рівнянь (3.17) – звичайне диференціальне рівняння (n –1)-го порядку 

відносно невідомої функції z = z(x). 

Подальші міркування є такими ж, як у випадках а) і б). 

г) Порядок рівняння у повних (або точних) похідних може бути знижений 

на одиницю. 

Дійсно, нехай ліва частина рівняння (3.1)  

F(x, y, y, … , y (n)) = ),,...,,,( )1(  nyyyx
dx

d
 

тоді рівняння (3.1) зводиться до рівняння 

),...,,,( )1(  nyyyx
dx

d
= 0,  

тобто до рівняння (n–1)-го порядку вигляду: 

1

)1( ),...,,,( cyyyx n  
.  

Зауваження. Рівняння (3.1) може не бути рівнянням у повних похідних, але 

після деяких перетворень зводитися до нього. 

Приклад 3.3. Розв’язати задачу Коші  

                                                

{
 
 

 
 2𝑦

′′ =
𝑦′

𝑥
+
𝑥2

𝑦′
,

𝑦(1) =
√2

5
,

𝑦′(1) =
√2

2
.

                                                (3.18) 

Розв’язання. Для того, щоб розв’язати задачу Коші, спочатку знайдемо 

загальний розв’язок рівняння із задачі Коші (3.18). У рівнянні явно відсутня 
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невідома функція y. Отже, воно є рівнянням вигляду (3.13), де 𝑘 = 1. Зробимо 

заміну y = z(x), y = z(x). Тоді одержимо рівняння 

                                                  2z= .
2

z

x

x

z
                                                    (3.19) 

Рівняння (3.19) є рівнянням Бернуллі, де n = –1. Помножимо обидві частини 

рівняння (3.19) на z: 

2𝑧𝑧 =  ,2
2

x
x

z
  

Та введемо нову невідому функцію 𝑡 = 𝑡(𝑥) так:   𝑧 2 =  𝑡(𝑥), 2𝑧𝑧′ =  𝑡′(𝑥).  

Відносно нової  невідомої функції маємо лінійне неоднорідне диференціальне 

рівняння першого порядку:  𝑡′ –  
x

t
 =  𝑥2.  

Розв’яжемо відповідне йому лінійне однорідне рівняння: 𝑡′ –  
x

t
 = 0, 

x

dx

t

dt
 , 

звідки 𝑙𝑛𝑡 =  𝑙𝑛𝑥 +  𝑙𝑛𝑐, чи 𝑡 =  𝑐𝑥 — загальний розв’язок лінійного 

однорідного рівняння. Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

шукаємо методом варіації сталої Лагранжа у вигляді 𝑡 =  𝑐(𝑥)𝑥,  тоді 𝑡 =

 𝑐(𝑥)𝑥 +  𝑐(𝑥) і після підстановки  t і t  у лінійне неоднорідне рівняння, 

одержуємо c(x) = x,  або  c(x) = 
2

2x
 +c1 ,  тобто 

t =(
2

2x
 +c1)x — загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння.  

Повернемося до невідомої функції 𝑧 = 𝑧(𝑥) (𝑡 = 𝑧2) та отримаємо маємо z = ±

xc
x









 1

2

2
. Повернемося до невідомої функції 𝑦 = 𝑦(𝑥) та отримаємо 

рівняння y = ± xc
x









 1

2

2
. Для зручності інтегрування отриманих рівнянь 

першого порядку визначимо c1. Використаємо другу початкову умову задачі 

Коші (3.18): 
2

2
 =± 1

2

1
c . Тоді залишається тільки рівняння 

y = xc
x









 1

2

2
 та 

2

1
 = 

2

1
 + c1, звідки c1 = 0.  Тоді з урахуванням значення c1 

рівняння перепишеться у вигляді:  
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,
2

2
3

x
y   звідки одержуємо 2

2
5

5

2
cxy  . 

Для знаходження значення параметру 𝑐2 використаємо першу початкову 

умову задачі Коші (3.18): ,
5

2

5

2
2c c2 = 0. Остаточно, розв’язком задачі 

Коші (3.18) є функція 
2

5

5

2
xy  . 

Приклад 3.4. Розв’язати рівняння x2yy – (y – xy)2= 0. 

Розв’язання. Задане рівняння — повне. Перевіримо, чи не є воно однорідним? 

За умовою F(x, y, y, y ) = x2yy – (y – xy)2. Тоді 

F(x, ky, ky, ky ) = k2[x2yy – (y – xy)2]= 𝑘2𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦, 𝑦 ). 

Отже, задане рівняння є однорідним зі ступенем однорідності 2. Введемо в 

заданому рівнянні нову невідому функцію z = z(x): y = z(x) ∙ y, 𝑦 ≠ 0, 

y = (z + z2) y. Тоді одержимо рівняння    

x2y2(z + z2) – (y – xzy)2=0, 

яке рівносильно сукупності  

                                                [
𝑦 = 0,

𝑥2𝑧′ + 2𝑥𝑧 = 1.
                                                 (3.20) 

𝑦 = 0 – розв’язок заданого рівняння. Друге рівняння сукупності (3.20) –   

лінійне неоднорідне звичайне диференціальне рівняння першого порядку, яке 

можна розв’язати, наприклад, методом варіації сталої Лагранжа. Його 

загальним розв’язком є функція z = 2

11

x

c

x
 . Вертаємося до невідомої функції 

𝑦 = 𝑦(𝑥) при 𝑦 ≠ 0,  маємо рівняння з відокремлюваними змінними 
y

y
 = 2

11

x

c

x


, або dx
x

c

xy

dy










2

11
. Інтегруємо обидві частини отриманого рівняння, 

знаходимо .0,lnlnln 22
1  cc
x

c
xy  В результаті x

c

xcy e
1

2



 , c1  ℝ, а с2 ∈
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ℝ\{0}. Розв’язок y = 0 відповідає значенню сталої  c2 = 0. Остаточно  x
c

xcy e
1

2



 , 

c1  ℝ, с2 ∈ ℝ, — загальний розв’язок заданого рівняння.  

Приклад 3.5. Розв’язати рівняння   1 + (y)2 + yy  = 0. 

Розв’язання.  Задане рівняння — рівняння вигляду (3.14), тому що в ньому 

явно відсутня незалежна змінна x. Таким чином, варто покласти: y — нова 

незалежна змінна (y  const), z = z(y) – нова невідома функція. Зробимо заміну 

y = z(y), y = zz ,  тоді одержуємо рівняння  

1 + z2 + yzz  = 0, 

яке рівносильно сукупності 

                                                        [

𝑦 = 0,
𝑧 = 0,

𝑧′ = −
𝑧

𝑦
−

1

𝑦𝑧
.
                                         (3.21) 

𝑦 = 0 не є розв’язком  заданого рівняння. 𝑧 = 0, тобто 𝑦′ = 0 відповідає сім’ї 

функцій 𝑦 = 𝑐, які не є розв’язками  заданого рівняння. Трете рівняння 

сукупності (3.21) є рівнянням Бернуллі при 𝑛 = −1. Його загальний інтеграл: 

𝑧2 =
𝑐1

𝑦2
− 1. Вертаємося до невідомої функції 𝑦 = 𝑦(𝑥): (𝑦′)2 =

𝑐1

𝑦2
− 1. Тоді 

𝑦′ = ±√
𝑐1

𝑦2
− 1 – рівняння з відокремлюваними змінними. Розділяючи змінні, 

одержуємо: dx
yc

ydy


 2

1

, 2

2

1 cxyc  .  

Остаточно,  (𝑥 + 𝑐2)
2 = 𝑐1 − 𝑦

2 — загальний інтеграл заданого рівняння. 

Приклад 3.6. Розв’язати рівняння yy = 2(y)2. 

Розв’язання. Дане рівняння одночасно є однорідним зі степеню однорідності 2 

та в ньому явно відсутня незалежна змінна x, тобто два способи розв’язку  вже 

відомі. Але простіше всього це рівняння інтегрується шляхом виділення точної 

похідної. Для цього розділимо обидві його частини на  yy  0 , одержимо 

y

y

y

y 




 2
— в обох частинах точні похідні: 

(lny) = 2(lny). 

Проінтегруємо отримане рівняння: 
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lny = 2lny + lnc1,  
2

1yc
dx

dy
 ,  dxc

y

dy
12

  . 

Тоді 
21

1

cxc
y


 — загальний розв’язок заданого рівняння.  

З рівняння yy = 0 , одержуємо, крім того, розв’язок заданого рівняння y = 0 . 

 

§  3.4.  Звичайні лінійні рівняння 𝑛-го порядку 

Означення. Звичайним лінійним диференціальним рівнянням n-го порядку 

називається рівняння вигляду   

 

 yxpyxpyxpy nn

nn )()(...)( 1

)1(

1

)(  f(x),                      (3.22) 

де y – невідома функція незалежної змінної x,  pi(x), 𝑖 = 1; 𝑛,̅̅ ̅̅ ̅̅  та f(x) – відомі 

скалярні функції. 

Означення. Якщо у рівнянні (3.22) f(x)  0 при x  I⊆ ℝ, то на проміжку I 

рівняння (3.22) називається лінійним однорідним рівнянням (ЛОР), у 

протилежному випадку (3.22) називається лінійним неоднорідним рівнянням 

(ЛНР). 

Лінійне однорідне диференціальне рівняння n-го порядку має вигляд: 

 

 yxpyxpyxpy nn

nn )()(...)( 1

)1(

1

)( 0.                              (3.23)                 

Означення. Лінійне однорідне рівняння (3.23) називається рівнянням, що 

відповідає лінійному неоднорідному рівнянню (3.22). 

Означення. n функцій 1(x), … , n(x) називаються лінійно незалежними 

(ЛНЗ) на проміжку I, якщо тотожність 

1 1(x) + … + n n(x)  0 на I 

зі сталими числами i, ni ,1 , виконується тільки тоді, коли всі i = 0, .,1 ni   

Означення. Фундаментальною системою розв’язків (ФСР) чи базисом 

лінійного однорідного рівняння (3.23) на I називаються n ЛНЗ на I розв’язків 

цього рівняння. 

Теорема (про загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння). Нехай 

y1(x), … ,yn(x) — ФСР лінійного однорідного рівняння (3.23) на I. Тоді загальний 
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розв’язок рівняння (3.23) дорівнює лінійної комбінації із довільними сталими 

всіх елементів ФСР: 

𝑦(𝑥)  = 𝑐1 𝑦1(𝑥) + … + 𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑥), 

де 𝑐𝑖 ∈ ℝ — довільні сталі, .,1 ni   

Одним із класів лінійних рівнянь, що можливо розв’язати і які часто 

зустрічаються у прикладних задачах, є лінійні диференціальні рівняння n-го 

порядку зі сталими коефіцієнтами. 

§  3.5.  Лінійні однорідні рівняння зі сталими коефіцієнтами 

Розглянемо лінійне однорідне диференціальне рівняння n-го порядку з 

невідомою функцією 𝑦 = 𝑦(𝑥) вигляду 

0... 1

)1(

1

)(  

 yayayay nn

nn
                                               (3.24) 

де ai , ni ,1 ,— сталі дійсні числа.  

Означення. Рівняння (3.24)  називається ЛОР зі сталими коефіцієнтами. 

Рівнянню (3.24) поставимо у відповідність алгебраїчне рівняння вигляду 

0... 1

1

1  



nn

nn aaa   ,                                           (3.25) 

яке називається характеристичним рівнянням, а його корені – характерис-

тичними числами рівняння (3.24). 

Структура ФСР (а, виходить, і загального розв’язку) рівняння (3.24) 

залежить від значень коренів характеристичного рівняння (3.25). Розрізняють 

чотири випадки. 

1) Число 1 — простий дійсний корінь характеристичного рівняння (3.25). 

Йому у ФСР рівняння (3.24) відповідає розв’язок 

x
y e 1

1


  . 

2) Число 1 = a + ib — простий комплексний корінь характеристичного 

рівняння (3.25). Тоді 2 = a – ib — також простий корінь характеристичного 

рівняння (3.25). Парі простих комплексно сполучених коренів a  ib харак-
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теристичного рівняння (3.25) відповідають два дійсних лінійно незалежних роз-

в’язки рівняння (3.24) вигляду 

bxaxy e cos1   ,  bxaxy e sin2  . 

3) Число 1  — дійсний корінь кратності k характеристичного рівняння 

(3.25). Йому відповідають k дійсних лінійно незалежних розв’язків рівняння 

(3.24): 

x
y e 1

1


  , 

x
xy e 1

2


 , … , 

x
xy ek

k
11  . 

4) Кожне з чисел  a  ib є коренем кратності k характеристичного 

рівняння (3.25). Їм відповідають 2k ЛНЗ розв’язків рівняння (3.24) вигляду 

bxaxy e cos1   , bxaxxy e cos3   , … , bxaxxy ek

k cos1

12



  , 

bxaxy e sin2  , bxaxxy e sin4  , … , bxaxxy ek

k sin1

2

 . 

Доведено, що розв’язки рівняння (3.24), що відповідають різним кореням 

характеристичного рівняння (3.25), є лінійно незалежними. Тоді, після 

знаходження всіх розв’язків, що відповідають усім кореням характеристичного 

рівняння (3.25), для знаходження загального розв’язку рівняння (3.24) 

залишилося скористатися теоремою про його загальний розв’язок. 

Приклад 3.7. Розв’язати рівняння  

y+ y– 6y = 0 .                                                    (3.26) 

Розв’язання. Рівняння (3.26) — лінійне однорідне рівняння 3-го порядку зі 

сталими коефіцієнтами. Його характеристичне рівняння  

3+ 2 – 6= 0 

має корені: 1 = 0, 2 = 2, 3 = –3. ФСР рівняння (3.26) складається з розв’язків 

y1= 1, xy e2
2  , xy e 3

3

 . 

Остаточно, загальний розв’язок рівняння (3.26) має вигляд: 

y = c1 + c2
xe2  + c3

xe 3 , 
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де c1, c2, c3 – довільні дійсні сталі. 

Приклад 3.8. Розв’язати рівняння 

y + 5y + 33y + 29y = 0 .                                      (3.27) 

Розв’язання. Характеристичне рівняння 

3+ 52 + 33 + 29 = 0 

має корені 1= –1, 2= –2+5i, 3= –2–5i. ФСР така: 

xy e1
 , xxy e 5cos2

2

 , xxy e 5sin2
3

 . 

Остаточно, загальний розв’язок рівняння (3.27) має вигляд: 

y = c1
xe  + c2 xxe 5cos2  + c3 xxe 5sin2 , 

де c1, c2, c3 – довільні дійсні сталі. 

Приклад 3.9. Розв’язати рівняння 

y(4)+ 8y + 16y = 0 . 

Розв’язання. Маємо  4+82 +16 = 0, або (2+ 4)2 = 0, звідки 1=2=2i, 3=4= –

2i. 

ФСР: xy 2cos1  , xy 2sin2  , xxy 2cos3  , xxy 2sin4  . 

Остаточно, загальний розв’язок рівняння (3.27) – 

𝑦 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐3𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐4𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥, 

де c1, c2, c3, c4 – довільні дійсні сталі. 

Приклад 3.10. Розв’язати рівняння 

y + 3y – 4y = 0 . 

Розв’язання. Характеристичне рівняння 3+ 32 – 4 = 0 має простий корінь 1 = 

1  та корінь 2-ї кратності 2= 3 = –2.  Тому ФСР має вигляд 

xy e1  , xy e 2
2

 , xxy e 2
3

 . 

Остаточно, загальний розв’язок заданого рівняння: 

y = c1
xe  + c2

xe 2   + c3
xxe 2  , 
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де c1, c2, c3 – довільні дійсні сталі. 

Приклад 3.11. Розв’язати задачу Коші 
















.1)0(

0)0(

0)0(

065

y

y

y

yyy

 

Розв’язання.  Загальний розв’язок  заданого лінійного однорідного рівняння 

має вигляд: 

y = c1 + c2
xe2   + c3

xe3  . 

Знайдемо розв’язок, що задовольняє початковим умовам задачі Коші. 

Оскільки y(0) = 0, то підставляючи значення x = 0 та y = 0 у формулу загального 

розв’язку, одержуємо 0 = c1 + c2 + c3. Знайдемо першу і другу похідні 

загального розв’язку. Аналогічно попередньому, враховуючи інші початкові 

умови задачі Коші маємо 

;3200)0(,32 32

3

3

2

2 ccyececy xx   

.9411)0(,94 32

3

3

2

2 ccyececy xx   

Таким чином, ми одержали лінійну систему алгебраїчних рівнянь відносно 

ci , 3;1i : 















.194

032

0

32

32

321

cc

cc

ccc

 

Алгебраїчна система має розв’язок: c1 =
6

1
, c2 =

2

1
 , c3 =

3

1
 .  

Остаточно, розв’язок заданої задачі Коші має вигляд 

y = 
6

1

2

1
 xe2  + 

3

1 xe3 . 

§  3.6.  Лінійні неоднорідні рівняння. Лінійні неоднорідні рівняння зі сталими 

коефіцієнтами 

Теорема (про загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння). 

Нехай y1(x), … , yn(x) — ФСР лінійного однорідного рівняння (3.23), z(x)—
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розв’язок лінійного неоднорідного рівняння (3.22). Тоді загальний розв’язок 

лінійного неоднорідного рівняння (3.22) дорівнює сумі загального розв’язку (𝑦0)  

лінійного однорідного рівняння (3.23), що відповідає рівнянню (3.22), та 

розв’язку лінійного неоднорідного рівняння (3.22), тобто 

y(x) = 𝑦0 + 𝑧(𝑥), 

або 

𝑦 = 𝑐1𝑦1(𝑥) + ⋯+ 𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑥) + 𝑧(𝑥). 

Теорема (про суму розв’язків). Якщо функції  𝑦 = 𝑧𝑘(𝑥), 𝑘 ∈ {1; 2;… ; 𝑙}, — 

розв’язки відповідно рівнянь 

 ),()()(...)( 1

)1(

1

)( xfyxpyxpyxpy knn

nn  


 𝑘 ∈ {1; 2;… ; 𝑙}, 

то функція 𝑧(𝑥) = 𝑧1(𝑥) + ⋯+ 𝑧𝑙(𝑥) є розв’язком рівняння 

).(...)()()(...)( 11

)1(

1

)( xfxfyxpyxpyxpy lnn

nn  


  

Згідно з  методом варіації сталих Лагранжа загальний розв’язок ЛНР 

(3.22) ошукається у вигляді 

              𝑦(𝑥)  = 𝑐1(𝑥) ∙  𝑦1(𝑥) + … + 𝑐𝑛(𝑥) ∙ 𝑦𝑛(𝑥),                                        (3.28)   

  де с1(𝑥),… , с𝑛(𝑥) — поки невідомі диференційовані функції на деякому 

проміжку. Для знаходження функцій с𝑘(𝑥), 𝑘 = 1; 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, (3.28) підставляють до 

рівняння (3.22). Доведено, що (3.28) дає загальний розв’язок ЛНР (3.22), якщо 

функції с𝑘(𝑥), 𝑘 = 1; 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, задовольняють системі рівнянь 

{
 
 

 
 𝑐1

′(𝑥) ∙  𝑦1(𝑥) + … + 𝑐𝑛
′ (𝑥) ∙ 𝑦𝑛(𝑥) = 0,

…

𝑐1
′(𝑥) ∙  𝑦1

(𝑛−2)(𝑥) + … + 𝑐𝑛
′ (𝑥) ∙ 𝑦𝑛

(𝑛−2)(𝑥) = 0,

𝑐1
′(𝑥) ∙  𝑦1

(𝑛−1)(𝑥) + … + 𝑐𝑛
′ (𝑥) ∙ 𝑦𝑛

(𝑛−1)(𝑥) = 𝑓(𝑥).

                                   (3.29) 

Розглянемо лінійне неоднорідне рівняння n-го порядку зі сталими 

дійсними коефіцієнтами 

)(... 1

)1(

1

)( xfyayayay nn

nn  



,                                (3.30) 

де 𝑓 = 𝑓(𝑥) – відома функція на деякому проміжку. 
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Якщо 𝑓 = 𝑓(𝑥) — елементарна функція, то рівняння (3.30) інтегрується 

за допомогою методу варіації сталих Лагранжа, тому що ЛОР зі сталими 

коефіцієнтами (3.24) має ФСР, що складається з елементарних функцій. 

Розглянемо випадок лінійних неоднорідних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами і спеціальним виглядом правої частини. Якщо права частина 

рівняння (3.30) має так званий спеціальний вигляд, то воно може бути 

розв’язане (крім методу варіації сталих Лагранжа) також методом невизначених 

коефіцієнтів. Зупинимося на цьому питанні.  

Розглянемо спеціальні вигляди правих частин ЛНР (3.30) і відповідні їм 

розв’язки : 

1. Нехай права частина рівняння (3.30) має вигляд: 

                                     )()( xPexf m

x ,                                                 (3.31) 

де ∝∈ ℝ, Pm(x) — поліном від 𝑥 степені m. Тоді розв’язок y = z(x) рівняння 

(3.30) із правою частиною (3.31) має вигляд 

),()( xQexxz m

xs   

де число  є коренем кратності s характеристичного рівняння (3.25), )(xQm  — 

поліном від x степені m. 

2. Нехай права частина рівняння (3.30) має вигляд:  

                            )sin)(cos)(()( xxQxxPexf lm

x                                (3.32) 

де ∝, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛽 ≠ 0, )(xPm  і )(xQl  — поліноми від x степенів m і l відповідно. 

Тоді розв’язок рівняння (3.30) ошукується в такому вигляді: 

),sin)(cos)(()( xxTxxRexxz qq

xs    

де  + i — корінь характеристичного рівняння кратності s, )(xRq  і )(xTq  — 

поліноми від 𝑥 степені q = max{m, l}. 

Зауваження. Коефіцієнти поліномів  )(xQm , )(xRq  і )(xTq   зручно шукати 

методом невизначених коефіцієнтів. 

Приклад 3.12. Розв’язати рівняння 
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                                          y y y e x ex x12 7 8 73 4( )                                 (3.33) 

Розв’язання. Спочатку розв’яжемо відповідне лінійне однорідне рівняння 

    y y y12 0 . 

Його характеристичне рівняння  2 12 0    має два корені  1 23 4  , . 

Загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння має вигляд: 

y c e c ex x

0 1

3

2

4 
. 

Знайдемо розв’язок рівняння (3.33). Для цього згідно з теоремою про 

суму  розв’язків будемо шукати  розв’язок кожного з двох рівнянь 

     y y y e x12 7 3
                                                         (3.34) 

та 

      y y y x e x12 8 7 4( )                                               (3.35) 

Рівняння (3.34) має спеціальний вигляд (3.31), де     3 1 0, ,s m . Таким 

чином, його розв’язок 

                                        𝑧1(𝑥) = 𝐴𝑥𝑒
−3𝑥, 𝐴 ∈ ℝ.                                            (3.36) 

Для знаходження невизначеного коефіцієнта А, підставимо розв’язок (3.36) у 

рівняння (3.34). Для цього будемо користуватись схемою: 

          «+» 

1

1

12





xx

xx

x

AxeAexz

AxeAexz

Axexz

33

1

33

1

3

1

96)(

3)(

)(













 

−6𝐴𝑒−3𝑥 + 9𝐴𝑥𝑒−3𝑥 − 𝐴𝑒−3𝑥 + 3𝐴𝑥𝑒−3𝑥 − 12𝐴𝑥𝑒−3𝑥 = 7𝑒−3𝑥 , 

−7𝐴𝑒−3𝑥 = 7𝑒−3𝑥, ⇒ 𝐴 =  −1. 

Таким чином, 𝑧1(𝑥) = −𝑥𝑒−3𝑥. 

Рівняння (3.35) має спеціальний вигляд (3.31), де    4 0 1, ,s m . 

Таким чином, воно має розв’язок 

  BAeBAxxz x ,,)()( 4

2 ℝ.                                                   (3.37) 

Для знаходження невизначених коефіцієнтів 𝐴 та 𝐵 підставимо  (3.37) у (3.35): 
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         «+» 

1

1

12





,)(168)(

,)(4)(

,)()(

44

2

44

2

4

2

xx

xx

x

eBAxAexz

eBAxAexz

eBAxxz













 

                                     
.789)(8

,)78(9)(8 444



 

xABAx

exAeeBAx xxx

 

Зрівняємо коефіцієнти при однакових ступенях x : 

x

x

1

0
2798

188





BAB

AA
 , 

звідки z x x e x

2

42( ) ( ) .  
 

Згідно з теоремами про загальний розв’язок лінійного неоднорідного 

рівняння та про суму  розв’язків загальний  розв’язок рівняння (3.33) має 

вигляд: 

y c e c e x e xex x x x      

1

3

2

4 4 32( ) . 

Приклад 3.13. Розв’язати рівняння 

                                    xxyy 2sin4cos64  .                                        (3.38) 

Розв’язання. Спочатку розв’яжемо відповідне лінійне однорідне рівняння 

04  yy . 

Його характеристичне рівняння 042   має два корені ii 2,2 21   . 

Загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння має вигляд:  

y c x c x0 1 22 2 cos sin . 

Знайдемо розв’язок рівняння (3.38). Для цього згідно з теоремою про 

суму  розв’язків будемо шукати  розв’язок кожного з двох рівнянь 

xyy cos64                                                           (3.39) 

та 

                                                       xyy 2sin44  .                                                       (3.40) 

Рівняння (3.39) має спеціальний вигляд (3.32), де 0,0,1,0  qlms . 

Таким чином, його розв’язок треба шукати у вигляді  

                                   z x A x B x1( ) cos sin  .                                                 (3.41) 
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Для знаходження невизначених коефіцієнтів А та 𝐵, підставимо розв’язок (3.41) 

у рівняння (3.39): 

                           «+»                   

1

0

4

xBxAxz

xBxAxz

xBxAxz

sincos)(

cossin)(

sincos)(

1

1

1







 

 

           xxBxA cos6sin3cos3   

Зрівняємо коефіцієнти при cos x та sin x, одержуємо:  A = 2, B = 0. Отже, 

z x x1 2( ) cos . 

Рівняння (3.40) має спеціальний вигляд (3.32), де .0,1,2,0  qlms

Таким чином, його розв’язок треба шукати у вигляді  

                                 z x x A x B x2 2 2( ) ( cos sin )  .                                           (3.42) 

Для знаходження невизначених коефіцієнтів А та 𝐵, підставимо розв’язок (3.42) 

у рівняння (3.40): 

           «+»        

1

0

4

)2sin424()22sin(4)(

)2222(2sin2cos)(

)2sin2cos()(

2

2

2

xBxACosxxBCosxAxz

xBCosxASinxxBxAxz

xBxAxxz







 

 

.2cos)(,0,12sin42cos42sin4 2 xxxzBAxxBxA   

Загальний  розв’язок рівняння (3.38) є 

,2coscos22sin2cos 21 xxxxcxcy   

де 21,cc довільні дійсні сталі. 

 

Контрольні запитання до тем розділу 3 

1. Яке рівняння називається звичайним диференціальним рівнянням 𝑛–го 

порядку? 

2. Який вигляд має звичайне диференціальне рівняння 𝑛–го порядку, яке 

розв’язане відносно старшої похідної? 

3. Що  називається розв’язком звичайного диференціального рівняння 𝑛–го 

порядку? 

4. Постановка задачі Коші для звичайного диференціального рівняння 𝑛–го 

порядку, яке розв’язане відносно старшої похідної. 

5. Який вигляд має загальний розв’язок звичайного диференціального 
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рівняння 𝑛–го порядку? 

6. Що  називається загальним інтегралом звичайного диференціального 

рівняння 𝑛–го порядку? 

7. Яка функція, залежна від (𝑛 + 2)-х змінних називається однорідною по 

(𝑛 + 1) змінних зі степеню однорідності 𝑚? 

8. Яке звичайне диференціальне рівняння 𝑛–го порядку називається 

однорідним відносно невідомої функції та всіх її похідних? 

9. Назвіть три вигляди неповних звичайних диференціальних рівнянь 𝑛–го 

порядку. 

10. Метод розв’язування неповного звичайного диференціального рівняння 𝑛–

го порядку, яке явно містить тільки незалежну змінну та старшу похідну 

невідомої функції. 

11. Метод розв’язування неповного звичайного диференціального рівняння 𝑛–

го порядку, яке явно містить дві послідовні похідні невідомої функції, 

включно зі старшою похідною невідомої функції. 

12. Метод розв’язування неповного звичайного диференціального рівняння 𝑛–

го порядку, яке явно містить дві похідні невідомої функції, порядок яких 

відрізняється на 2, включно зі старшою похідною невідомої функції. 

13. Яке звичайне диференціальне рівняння 𝑛–го порядку допускає зниження 

порядку? 

14. Метод зниження порядку звичайного диференціального рівняння 𝑛–го 

порядку, яке явно не містить невідомої функції та декілька її похідних, 

починаючи з першої. 

15. Метод зниження порядку звичайного диференціального рівняння 𝑛–го 

порядку, яке явно не містить незалежної змінної. 

16. Метод зниження порядку звичайного диференціального рівняння 𝑛–го 

порядку, яке є однорідним рівнянням відносно невідомої функції та всіх її  

похідних  степені  однорідності m. 

17. Яке звичайне диференціальне рівняння 𝑛–го порядку називається 

рівнянням у повних (або точних) похідних? 

18. Метод зниження порядку звичайного диференціального рівняння 𝑛–го 

порядку у повних (або точних) похідних. 

19. Яке звичайне диференціальне рівняння 𝑛–го порядку називається 

лінійним диференціального рівняння n-го порядку? 

20. Яке звичайне лінійне диференціальне рівняння 𝑛–го порядку називається 

лінійним однорідним диференціального рівняння n-го порядку? 

21. Яке звичайне лінійне диференціальне рівняння 𝑛–го порядку називається 

лінійним неоднорідним диференціального рівняння n-го порядку? 
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22. Які функції називаються лінійно незалежними на даному проміжку? 

23. Що називається фундаментальною системою розв’язків або базисом на 

даному проміжку  лінійного однорідного диференціального рівняння n-го 

порядку? 

24. Сформулювати теорему про загальний розв’язок лінійного однорідного 

диференціального рівняння n-го порядку.  

25. Яке звичайне лінійне диференціальне рівняння 𝑛–го порядку називається 

лінійним однорідним рівняння зі сталими коефіцієнтами? 

26. Яке алгебраїчне рівняння називається характеристичним рівнянням для 

лінійного однорідного рівняння 𝑛–го порядку зі сталими коефіцієнтами? 

27. Дати означення характеристичних чисел для лінійного однорідного 

рівняння 𝑛–го порядку зі сталими коефіцієнтами. 

28. Побудова елементів фундаментальної системи розв’язків лінійного 

однорідного диференціального рівняння 𝑛–го порядку зі сталими 

коефіцієнтами у випадку простих дійсних коренів характеристичного 

рівняння.  

29. Побудова елементів фундаментальної системи розв’язків лінійного 

однорідного диференціального рівняння 𝑛–го порядку зі сталими 

коефіцієнтами у випадку простих комплексних коренів 

характеристичного рівняння.  

30. Побудова елементів фундаментальної системи розв’язків лінійного 

однорідного диференціального рівняння 𝑛–го порядку зі сталими 

коефіцієнтами у випадку кратних дійсних коренів характеристичного 

рівняння.  

31. Побудова елементів фундаментальної системи розв’язків лінійного 

однорідного диференціального рівняння 𝑛–го порядку зі сталими 

коефіцієнтами у випадку кратних комплексних коренів 

характеристичного рівняння.  

32. Сформулювати теорему про загальний розв’язок лінійного 

неоднорідного диференціального рівняння n-го порядку. 

33. Метод варіації довільних сталих Лагранжа знаходження загального 

розв’язку лінійного неоднорідного диференціального рівняння n-го 

порядку. 

34. Сформулювати теорему про суму розв’язків лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння n-го порядку. 

35. Дати означення двох спеціальних виглядів правої частини лінійного 

неоднорідного диференціального рівняння n-го порядку зі сталими 

коефіцієнтами. 
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36. Метод побудови розв’язку  лінійного неоднорідного диференціального 

рівняння n-го порядку зі сталими коефіцієнтами та спеціальним виглядом 

правої частини першого типу. 

37. Метод побудови розв’язку лінійного неоднорідного диференціального 

рівняння n-го порядку зі сталими коефіцієнтами та спеціальним виглядом 

правої частини другого типу. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

 

60 

 

Розділ 4. Системи звичайних диференціальних рівнянь 

§  4.1.  Метод виключення (зведення системи у нормальній формі Коші до 

рівняння 𝑛-го порядку) 

 Розглянемо систему звичайних диференціальних рівнянь, яка задана в 

нормальній формі Коші: 

 









ni

yyxfy nii

,1

,...,, 1

                                              (4.1) 

або у векторній формі 

 yxfy , ,    nn RRRf : .                                (4.2) 

 Нехай функції if  , 𝑖 = 1; 𝑛,̅̅ ̅̅ ̅̅  визначені в області 1 nRD . 

Означення. Сукупність n функцій    xyxy nn  ,...,11 ,  ICi

1 , Ii : ℝ, 

I ℝ   𝑖 = 1; 𝑛,̅̅ ̅̅ ̅̅  називається розв’язком системи (4.1) на 𝐼, якщо  

Ix :      Dxxx n  ,...,, 1 , 

при Ix : 
      









.,1

,,...,, 1

ni

xxxfx nii 
 

Або у векторній формі: 

Означення. Функція  xy  ,  IC1 , I: ℝ𝑛, називається розв’язком 

системи (4.2) на 𝐼, якщо 

1) Ix :    Dxx , , 

2) при Ix :     xxfx  , . 

 Одним з методів розв’язання системи (4.1) є зведення системи до 

рівняння n-го порядку. Цей метод називається методом виключення. 

 Припустимо, що функції if , 𝑖 = 1; 𝑛,̅̅ ̅̅ ̅̅   — диференційовані n–1 разів. 

Диференціюємо по x перше (взагалі кажучи, можна будь-яке) рівняння системи 

(4.1) n–1 разів, при цьому заміняв після кожного диференціювання похідні iy   їх 

значеннями з системи (4.1). Тобто 
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 

 nn

n

n

n

yyxf
y

f
f

y

f

x

f
y

y

f
y

y

f

x

f
y ,...,,...... 12

1
1

1

11
1.4

1
1

1

11
1 





























 ; 

 

 nn

n

n

n

yyxf
y

f
yx

y
y

y
yx

y

,...,,...

...

13
2

1

1

22

1.4
2

1

1

22
1

































 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

По аналогії                             nn

n yyxy ,...,, 11

1

1 

   

та                                             

   n1n
n
1 yyxy ,...,, .                                            (4.3) 

Складемо допоміжну систему 

 
   








n1k
k
1

n111

yyxy

yyxfy

,...,,

,...,,
,   1n2k  ,                                 (4.4) 

Припустимо, що якобіан 
 
 

0
yyyD

fD

n32

1n21 
 

,...,,

,...,,
. Тоді, згідно з теоремою про 

існування неявних функцій система рівнянь (4.4) може бути розв’язана 

відносно n2 yy ,...,  (в околі кожної точці, де якобіан відмінний від нуля). При 

цьому n2 yy ,...,  будуть функціями від  
 1
111 ,...,,,  nyyyx , тобто 

  








 

.,2

,...,,, 1
111

ni

yyyxy n
ii

                                      (4.5) 

З урахуванням рівняння (4.3) та системи (4.5) дістанемо рівняння n-го порядку 

відносно невідомої функції 𝑦1 = 𝑦1(𝑥): 

           1
111

1
111

1
111211 ,...,,,,...,,,,...,,...,,,,,   nn

n
n

n
n yyyxfyyyxyyyxyxy ,  

тобто 

    1
1111 ,...,,,  nn yyyxfy .                                        (4.6) 

 В теорії звичайних диференціальних рівнянь доведено, що розв’язок 

 xy 1  рівняння (4.6) і функції n2 yy ,..., , знайдені при  xy 1  з (4.5), 
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складають розв’язок системи (4.1). Та навпаки, якщо )(),...,(11 xyyxyy nn  — 

розв’язок системи (4.1), то )(11 xyy   - розв’язок рівняння (4.6).  

 Рівняння (4.6) називається рівнянням n-го порядку, рівносильним до 

системи (4.1) у тому сенсі, що задача інтегрування системи (4.1) рівносильна до 

задачі інтегрування рівняння (4.6). 

Приклад 4.1. Розв’язати систему рівнянь 

                                                  













.
1

,1'

2

y

z
z

zy

                                                  (4.7) 

Розв’язання. Одержимо диференціальне рівняння другого порядку з 

невідомою функцією y=  xy . Продиференціюємо по x перше рівняння системи 

(4.7): zy  . З урахуванням другого рівняння системи (4.7) маємо 
 2

1

y

z
y


 . 

Це означає, що з рівняння 
 2

1

y

z
y


 треба виключити змінну z. З першого 

рівняння системи (4.7) знайдемо значення z як функції від x, y, y :  

1 yz .                                                             (4.8) 

Дістанемо рівняння другого порядку відносно  xy : 

 2

y

y
y


 .                                                          (4.9) 

Розв’яжемо рівняння (4.9). Зведемо рівняння (4.9) до рівняння в точних 

похідних: 

      ycyyy0y
y

y

y

y
1













lnln, . 

звідки     .,ln,ln,0 1

22111

xcecycxcycyyc
y

y






 

xcecy 1

2  - загальний розв’язок рівняння (4.9). 
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Повернемося до системи (4.7). З (4.8)   1ecz
xc

2
1 


 , або 1eccz
xc

21
1  . 

Остаточно, 











11

1

21

2

xc

xc

eccz

ecy
— загальний розв’язок системи (4.7). 

 При розв’язуванні рівняння (4.9) ми могли загубити розв’язки, для яких 

y  = 0, тобто y = c. Для системи (4.7) це рівнозначно утраті сукупності 

розв’язків y = c, z = –1. Ці розв’язки містяться у загальному розв’язку при 

,01 c cc2  . 

Зауваження. Іноді зручніше виключати з системи не невідомі функції, а деякі 

вирази від них. Наприклад, у прикладі 4.1 зручніше виключити не z, а z + 1, 

тоді рівність (4.8) набирає вигляду z + 1 = y . 

Зауваження. При застосуванні теорії диференціальних рівнянь у різних галузях 

знань, як правило, в якості незалежної змінної вибирають 𝑡 (час). При цьому 

для невідомої функції 𝑥 = 𝑥(𝑡) використовують означення: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥.̇  

Приклад 4.2. Розв’язати методом виключення систему рівнянь 















.32

,3

,2

zyxz

zyxy

yxx







.                                                      ( 4.10) 

Розв’язання. Продиференціюємо 2 рази перше рівняння системи (4.10) по 

незалежній змінній t, враховуючи кожного разу значення zyx  ,,  з системи 

(4.10). Після першого диференціювання маємо: yx2x   , або 

   zy3xyx22x  , або zy5x5x  . Після другого диференціювання 

zy5x5x    або 

z8y18x16x  .                                                 (4.11)  

Складемо систему вигляду (4.4): 









zy5x5x

yx2x




.                                                   (4.12) 
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Оскільки якобіан 
 
 

01
15

01

zyD

fD 21 





,

,
, то система розв’язна відносно 

змінних y та z. З першого рівняння системи (4.12) 

x2xy   .                                                         (4.13) 

З урахуванням і другого рівняння  

x5x5xz   .                                                  (4.14) 

Співвідношення (4.13) та (4.14) складають систему (4.5). 

 Підставимо (4.13) та (4.14) в (4.11), дістанемо рівняння 3-го порядку 

відносно  tx :  

                                        0x20x22x8x   .                                         (4.15) 

(4.15) – ЛОР третього порядку зі сталими коефіцієнтами. Відповідне його 

характеристичне рівняння  

   01062020228 223    

має корені i3i32 321   ,, . Звідки 

tectececx t3
3

t3
2

t2
1 sincos   

– загальний розв’язок рівняння (4.15). З формул (4.13) та (4.14) знайдемо 

функції  tz  і  ty : 

   
    tcctcce

tectecectectececy

t

tttttt

sincos

sincos2sincos

2332

3

3

3

3

2

2

1

3

3

3

2

2

1







 

   
 

    .sincos

sincos

sincossincos

tec2ctecc2ec

tectecec5

tectecec5tectececz

t3
32

t3
32

t2
1

t3
3

t3
2

t2
1

t3
3

t3
2

t2
1

t3
3

t3
2

t2
1













 

Отже,  

    

   













teccteccecz

tcctccey

tectececx

ttt

t

ttt

sin2cos2

sincos

sincos

3

32

3

32

2

1

2332

3

3

3

3

2

2

1
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– загальний розв’язок системи (4.10). 

 

§  4.2.   Системи звичайних лінійних диференціальних рівнянь. Загальна теорія 

Система лінійних неоднорідних звичайних диференціальних рівнянь 

(ЛНС) у нормальній формі Коші має вигляд: 

   














,,1

,
1

nk

xfyxp
dx

dy n

l

klkl
k

                                              (4.16)                    

або у векторній формі: 

   xfyxP
dx

dy
 ,                                                      (4.17) 

де  nyycoly ,...,1 ,     nkl xpxP
1

 ,       xfxfcolxf n,...,1 . 

Якщо в системі (4.17)   0xf , то система 

 yxP
dx

dy
                                                          (4.18) 

називається лінійною однорідною системою (ЛОС). 

Припустимо, що функції   .,,1,,, RInlkICfp kkl  . 

Означення. Фундаментальною системою розв'язків (ФСР)  системи (4.18) 

на проміжку I називається n ЛНЗ на I її розв'язків 


















)(

)(

)(

1

11

1

xy

xy

xY

n

 , …, 



















)(

)(

)(

1

xy

xy

xY

nn

n

n  , тобто таких розв'язків, для яких тотожності  

0)(
1




n

i

kii xy , nk ,1 ,𝑥 ∈ 𝐼. 

( i - сталі числа), виконуються тільки при 0i , ni ,1 . 

Теорема (про загальний розв'язок ЛОС). Якщо )(),...,(1 xYxY n — ФСР 

лінійної однорідної системи (4.18), то її загальний розв'язок має вигляд: 

)(...)(11 xYcxYcy nn , 

де ic — довільні дійсні сталі, або у скалярному вигляді  
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)(
1

xycy
n

i

ikik 


 , nk ,1 . 

Теорема (про загальний розв'язок ЛНС). Загальний розв'язок лінійної 

неоднорідної системи рівнянь (4.16) ((4.17)) дорівнює сумі загального розв'язку 

відповідної лінійної однорідної системи (4.18) 

)(...)()( 110 xYcxYcxY nn  

та деякого розв'язку       xzxzcolxz n,...,1  лінійної неоднорідної системи (4.16), 

тобто 

   xzxYcxYcxzxYy nn  )(...)()( 110
, 

або у скалярному вигляді  

 



n

i

kikik xzxycy
1

)( , n1k , . 

Одним з класів лінійних однорідних систем, які можливо розв'язати, є системи 

зі сталими коефіцієнтами. 

§  4.3. Лінійні  однорідні системи звичайних диференціальних рівнянь 

зі сталими коефіцієнтами  

 Лінійна однорідна система звичайних диференціальних рівнянь зі 

сталими коефіцієнтами має вигляд  

Ay
dx

dy
 ,                                                          (4.19) 

де  n
11kklaA



,

— стала дійсна матриця.  

Одним з методів побудови ФСР системи (4.19) є метод Ейлера. 

 Згідно з методом Ейлера лінійній однорідній системі (4.19) ставиться у 

відповідність характеристичне рівняння 

  0EA  det ,          





























0

aaa

aaa

aaa

nn2n1n

n22221

n11211















                      (4.20) 

Його корені називаються характеристичними числами системи (4.19).      
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Структура ФСР системи (4.19) залежить від значінь її характеристичних 

чисел. Розрізняють такі випадки: 

1. 1  — простий дійсний корінь характеристичного рівняння (4.20). Йому 

відповідає розв'язок системи (4.19) вигляду 

x1ey
 ,                                                       (4.21) 

де  — властивий вектор матриці А, що відповідає власному значенню 1  цієї 

матриці. Вектор  n1col  ,...,  знаходиться з системи лінійних однорідних 

алгебраїчних рівнянь 

  01   EA .                                                       (4.22) 

Очевидно, що  — дійсний ненульовий вектор. 

2. iba1  , 0b   - простий комплексний корінь характеристичного рівняння 

(4.20). Тоді iba2   також простий комплексний корінь рівняння (4.20). 

Аналогічним чином, як у п.1, побудуємо розв'язок системи (4.19) у вигляді 

(4.21), який відповідає кореню iba1   (або iba2  ). Власний вектор   

також визначається з системи (4.22).  Відокремлюючи у розв'язку (4.21) дійсну 

та умовну частини, дістаємо два дійсних лінійно незалежних розв'язка системи 

(4.19). Дійсні розв'язки, відповідні кореневі iba2   (або відповідно 

iba1  ) будуть лінійно залежними зі знайденими. 

 Отже, двом простим комплексно спряженим кореням iba21 ,

рівняння (4.20) відповідають два дійсних лінійно незалежних розв’язки системи 

(4.19). 

3. Якщо 1   - дійсний корінь характеристичного рівняння кратності 1k  , то 

розглянемо матрицю EA 1 . Знайдемо її  порядок n, ранг r та дефект 

rnmdef  . Можливі два випадки: 

3а) якщо   kEAdef 1  , то k ЛНЗ розв’язки системи (4.19), які відповідають 

кореню 1   характеристичного рівняння (4.20), мають вигляд 

x

kk

x
eYeY 11 ,...,11

   , 

де i , 𝑖 = 1, 𝑘,̅̅ ̅̅ ̅ — ЛНЗ власні вектори матриці А, які відповідають власному 

значенню 1  та визначаються з системи (4.22). 
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3б) якщо   kEAdef 1  , то при знаходженні k відповідних ЛНЗ розв’язків 

системи (4.19) використовують метод невизначених коефіцієнтів. Суть його 

застосування у даному випадку полягає в наступному. 

k ЛНЗ розв’язків ошукаються не явно, а знаходиться k-параметрична сім’я 

функцій, яка потім і входить до загального  розв’язку як блок, що відповідає 

кореню кратності k. Цей блок ошукується у вигляді  

                                            x

k exPY 1

1



 ,                                                       (4.23) 

де      ,,1,1,1 nixPcolxP kik   ,  xP ki 1,   - поліноми степені 𝑘 − 1 з невизначеними 

коефіцієнтами. Для знаходження невизначених коефіцієнтів розв’язок (4.23) 

підставляють у систему (4.19), при цьому k коефіцієнтів покладають 

довільними параметрами, а решту виражають через них. 

Примітка. Якщо iba1  , то iba2   - також буде коренем 

характеристичного рівняння, притому тієї ж кратності k. Знайшовши 

зазначеним у п.3 методом k ЛНЗ комплексних розв’язків, що відповідають 

кореневі iba  та відокремлюючи в них дійсні та умовні частини, дістаємо 2k 

ЛНЗ дійсних розв’язки. Розв’язки, відповідні до кореня iba  , будуть ЛЗ з 

розв’язками, що відповідають кореневі iba .  

Відомо, що різним кореням характеристичного рівняння відповідають 

ЛНЗ розв’язки системи (4.19). Отже, знайшовши розв’язки, відповідні до всіх 

коренів характеристичного рівняння (4.20) з урахуванням кратності, дістаємо 

ФСР системи (4.19). Загальний розв’язок знаходимо за допомогою теореми про 

загальний розв’язок ЛОС. 

Зауваження. У випадку комплексних коренів характеристичного рівняння не 

має значення, для якого з двох комплексно спряжених коренів проводити дії п. 

2) або п.  3). 

Лінійні неоднорідні системи зі сталими коефіцієнтами завжди 

інтегруються, якщо вільні члени  xf i , ni ,1 , є елементарними функціями. Для 

цього можна використовувати метод варіації сталих Лагранжа. 

Приклад 4.3. Розв’язати систему рівнянь. 

                                            








.

,

212

211

y2yy

y4yy
.                                                 (4.24) 
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Розв’язання. (4.24) — ЛОС зі сталими коефіцієнтами, яка відповідає матриці 

𝐴 = (
−1 4
1 2

). Розв'яжемо характеристичне рівняння вигляду (4.20): 

0
21

41









,     062  . 

Його корені 21  , 32   - прості дійсні числа. 

а) Знайдемо власний вектор 𝛾 = (
𝛾1
𝛾2
) матриці 𝐴, який відповідає власному 

значенню 21  , тобто розв’яжемо систему (4.22): 

  









41

41
EA 1 ,      0

41

41









 ,      04 21   . 

Власний вектор 









2

24




 .  Обираємо 12  , тоді 










1

4
 . Отже, знайдено 

розв’язок xeY 2

1
1

4










  або в скалярній формі  















.

,4

2

21

2

11

x

x

ey

ey
 

б) Аналогічно для 32  : 

0
11

44













,   21   ,     










1

1
  та  xeY 3

2
1

1








 . 

або в скалярній формі 










x

x

ey

ey

3

22

3

12
. 

Згідно з теоремою про загальний розв’язок ЛОС загальний розв’язок системи 

(4.24) має вигляд  

xx ececy 3

2

2

1
1

1

1

4

















   або в скалярній формі 















,

,4

3

2

2
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2

2
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де 𝑐1, 𝑐2 – довільні дійсні сталі. 

Приклад 4.4. Розв’язати систему рівнянь 

                                                








.212

211

yy4y

y8y7y
                                             (4.25) 

Розв’язання. (4.25) — ЛОС зі сталими коефіцієнтами, яка відповідає матриці 

𝐴 = (
−7 −8
4 1

). Розв'яжемо характеристичне рівняння вигляду (4.20): 

                        0
14

87









, 02562   .  

Характеристичне рівняння має прості комплексні корені i431   та 

i432  . Знайдемо власний вектор матриці А, якій відповідає власному 

значенню i432  , тобто розв’яжемо систему (4.22):  

0
i444

8i44

2

1

























,    21 21i   ,  звідки 












i1

2
 . 

Дістали комплексно визначний розв’язок  

 

   













,1

,2

43

2

43

1

xi

xi

eiy

ey
          

або у скалярній формі 

                                    
 

  













.4sin4cos1

,4sin4cos2

3

2

3

1

xixiey

xixey

x

x

                                 (4.26) 

Виділимо у розв’язку (4.26) дійсну (Re) та умовну (Im) частини: 

 













,4sin4cos

4cos2

:Re

3

21

3

11

xxey

xey

x

x

        
 













.4sin4cos

4sin2

:Im

3

22

3

12

xxey

xey

x

x

                (4.27)  

(4.27) – два дійсних ЛНЗ розв’язки, відповідні кореням i431   та 

i432  . Отже, загальний розв’язок системи (4.25) має вигляд: 
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 

    













,4sin4cos

,4sin4cos2

2112

3

2

21

3

1

xссxссey

xсxсey

x

x

 

де 𝑐1, 𝑐2 – довільні дійсні сталі. 

Приклад 4.5. Розв’язати систему рівнянь 

                                  














z2yxz

zy2xy

zyx4x







 ,    
























211

121

114

A .                          (4.28) 

Розв’язання. (4.28) - ЛОС 3-го порядку. Характеристичне рівняння має корені 

21  , 332   .  

а) 21  — простий дійсний корінь. Відповідний до нього власний вектор 

𝛾 = (

𝛾1
𝛾2
𝛾3
) знайдемо з системи (4.22):  

0

011

101

112

3

2

1














































, тобто 








21

31




, звідки 



















1

1

1

 . 

Знайдено розв’язок 

1

2

1

1

1

1

1

   
   


   
   
   

t

x

y e

z

 або 














.

,

,

2

2

2

t

t

t

ez

ey

ex

 

б) 32   - корінь характеристичного рівняння кратності k = 2. Укладемо 

матрицю  
























111

111

111

EA 2 , її порядок n=3, ранг r=1 та дефект 

k2rndef  . Отже, має місце випадок 3а). Система (4.22) приймає вигляд 

0
321
  , або  

321
  .                                                           (4.29) 
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З урахуванням (4.29) побудуємо два ЛНЗ власних вектори 


















0

1

1

1  і  


















1

0

1

2 . 

Два ЛНЗ розв’язки системи (4.28): (

𝑥2
𝑦2
𝑧2
) = (

1
1
0
)𝑒3𝑡 ,  (

𝑥3
𝑦3
𝑧3
) = (

1
0
1
)𝑒3𝑡. Загальний 

розв’язок системи (4.28) має вигляд: 

ttt ececec

z

y

x
3

3

3

2

2

1

1

0

1

0

1

1

1

1

1




































































, 

або у скалярній формі  

 















,

,

,

3

3

2

1

3

2

2

1

3

32

2

1

tt

tt

tt

ececz

ececy

eccecx

 

де 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 – довільні дійсні сталі. 

Приклад 4.6. Розв’язати систему рівнянь 

                                                  








.

,

212

211

y4yy

yy2y
                                            (4.30) 

Розв’язання. (4.30) — ЛОС зі сталими коефіцієнтами, яка відповідає матриці 

𝐴 = (
−2 −1
1 −4

). Розв'яжемо характеристичне рівняння вигляду (4.20): 

0
41

12









,     0962   . 

Характеристичне рівняння має корінь 31   кратності k = 2. Матриця 

  













11

11
EA 1  має порядок n = 2, ранг r = 1 та дефект def = 1 < 2 = k 

(випадок 3б)). Для знаходження загального розв’язку системи (4.30) скористує-

мося методом невизначених коефіцієнтів. Знайдемо блок (в данному випадку – 

загальний розв’язок системи), відповідний до кореня 31   кратності 2 у 

вигляді (4.23): 
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 

 













,

,

3

2

3

1

x

x

eDCxy

eBAxy
.                                                   (4.31) 

де 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 – невизначені коефіцієнти. 

Підставимо розв’язок (4.31) в систему (4.30): 

   

   
0:

4433

2233
3

33

33















x

xx

xx

e
eDCxBxAeDxCC

eDCxBxAeBxAA
. 

Прирівнюємо коефіцієнти при однакових степенях х у кожному рівнянні 

отриманої системи: 
















D4BD3C

DB2B3A

C4AC3

CA2A3

x

x

0

1

CDB

CA




 

Два коефіцієнти укладемо довільними параметрами: C = с1, D = с2. Інші 

виразимо через них: A = с1, B = с1 + с2. Отже, з урахуванням (4.31) загальний 

розв’язок системи (4.30) має вигляд: 

 

 













,

,

3

212

3

2111

x

x

ecxcy

eccxcy
 

де 𝑐1, 𝑐2 – довільні дійсні сталі. 

§  4.4 Лінійні неоднорідні системи звичайних диференціальних рівнянь зі 

сталими коефіцієнтами 

Лінійна неоднорідна система рівнянь зі сталими коефіцієнтами у векторній 

формі має вигляд  

)(xfAy
dx

dy
 ,                                                          (4.32) 

де  n
11kklaA



,

— стала дійсна матриця, 𝑓 = 𝑓(𝑥) – відома  𝑛-мірна функція, 

задана на деякому проміжку. 

Лінійна неоднорідна система рівнянь (4.32) зі сталими коефіцієнтами у 

скалярній формі має вигляд  
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 














,,1

,
1

nk

xfya
dx

dy n

l
klkl

k

                                             (4.33) 

Згідно з теоремою про загальний розв’язок ЛНС спочатку знаходимо  

загальний розв’язок відповідної ЛОС. Якщо f(x) — елементарна функція, то 

система (4.32) інтегрується за допомогою методу варіації сталих Лагранжа, 

тому що відповідна ЛОС (4.19) має ФСР, що складається з елементарних 

функцій. 

Згідно з  методом варіації сталих Лагранжа загальний розв’язок ЛНС 

(4.32) ошукається у векторній формі у вигляді 

                                𝑦(𝑥)  = 𝑐1(𝑥) ∙  𝑦1(𝑥) + … + 𝑐𝑛(𝑥) ∙ 𝑦𝑛(𝑥),                  (4.34) 

де 𝑦1(𝑥),… , 𝑦𝑛(𝑥)  — ФСР відповідної лінійної однорідної системи (4.19),  

с1(𝑥), … , с𝑛(𝑥)  — поки невідомі диференційовані функції на деякому 

проміжку.  

(4.34) у скалярній формі має вигляд  

                          



n

i
ikik

xyxcy
1

)()( , nk ,1 .                           (4.35)     

Для знаходження функцій с𝑘(𝑥), 𝑘 = 1; 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, (4.34) підставляють до системи (4.32) 

(або (4.35) підставляють до системи (4.33)). Доведено, що (4.34) дає загальний 

розв’язок ЛНС (4.32), якщо функції с𝑘(𝑥), 𝑘 = 1; 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, задовольняють системі 

рівнянь 

                {

𝑐1
′(𝑥) ∙  𝑦11(𝑥) + … + 𝑐𝑛

′ (𝑥) ∙ 𝑦1𝑛(𝑥) = 𝑓1(𝑥),

𝑐1
′(𝑥) ∙  𝑦21(𝑥) + … + 𝑐𝑛

′ (𝑥) ∙ 𝑦2𝑛(𝑥) = 𝑓2(𝑥),
…

𝑐1
′(𝑥) ∙  𝑦𝑛1(𝑥) + … + 𝑐𝑛

′ (𝑥) ∙ 𝑦𝑛𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑥).

                           (4.36) 

Приклад 4.7. Розв’язати систему рівнянь  

                                                   











.25

sin

2
2

yxy

t
yxx




                                          (4.37) 
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Розв’язання. (4.37) — ЛНС 2-го порядку зі сталими коефіцієнтами. Розв’яжемо 

її методом Лагранжа. Для цього спочатку розв’яжемо відповідну ЛОС: 









.25

2

yxy

yxx




          𝐴 = (

2 −1
5 −2

)                                                         (4.38) 

Характеристичне рівняння системи (4.38) 0
25

12









, 012   має 

корені i
1
 , i

2
 . 

Знайдемо власний вектор матриці А, якій відповідає власному значенню i1 : 













0

25

12


i

i












i2

1
 . 

Комплексно визначний розв’язок ЛОС (4.38) має вигляд 

tie
iy

x




















2

1
,     

  







titiy

titx

sincos2

sincos
 

Виділимо у цьому розв’язку дійсну (Re) та умовну (Im) частини: 









,sincos2

cos
:Re

1

1

tty

tx









.cossin2

sin
:Im

2

2

tty

tx  

Загальний розв’язок ЛОС (4.38) має вигляд: 

   







,cossin2sincos2

,sincos

210

210

ttcttcy

tctcx
 

де 𝑐1, 𝑐2 – довільні дійсні сталі. 

Загальний розв’язок ЛНС (4.37), згідно до методу Лагранжа (формули (4.34) -

(4.35)), будемо шукати у вигляді: 

   

     







.cossin2sincos2

,sincos

21

21

tttctttcy

ttcttcx
. 

При цьому функції  tci , 𝑖 = 1; 2, повинні задовольняти системі вигляду (4.36): 
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   

     











,0cossin2sincos2

sin

2
sincos

21

21

tttctttc

t
ttcttc

                         (4.39) 

Система (4.39) – лінійна неоднорідна алгебраїчна система відносно невідомих 

функцій  tci , 𝑖 = 1; 2. Розв’яжемо її, користуючись правилом Крамера: 

1
cossin2sincos2

sincos





tttt

tt
, 

t

t

tt

t
t

sin

cos
24

cossin20

sin
sin

2

1




 , 

2
sin

cos
4

0sincos2
sin

2
cos

2





t

t

tt
t

t
. 

  1
1

cos
2 4

sin


   



t
c t

t
       

t

t
tc

sin

cos
422

2 



 , 

 
11

4sinln2 ctttc  ,   22 sinln42 ctttc  . 

Остаточно, загальний розв’язок системи (4.37) має вигляд: 



    1 2

1 2

cos sin 2 cos 2sin ln sin 2 sin 2cos ,

(2cos sin ) (2sin cos ) 10sin ln sin 10 cos ,

       

     

x c t c t t t t t t t

y c t t c t t t t t t
 

де 𝑐1, 𝑐2 – довільні дійсні сталі. 

 

Контрольні запитання до тем розділу 4 

1. Який вигляд має система звичайних диференціальних рівнянь у 

нормальній формі Коші у скалярній формі? 

2. Який вигляд має система звичайних диференціальних рівнянь у 

нормальній формі Коші у векторній формі? 

3. Що  називається розв’язком системи звичайних диференціальних рівнянь 

у нормальній формі Коші у скалярній формі? 

4. Що  називається розв’язком системи звичайних диференціальних рівнянь 

у нормальній формі Коші у векторній формі? 
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5. Метод виключення розв’язування систем звичайних диференціальних 

рівнянь у нормальній формі Коші. 

6. У якому сенсі рівносильні система звичайних диференціальних рівнянь у 

нормальній формі Коші та відповідне до неї звичайне диференціальне 

рівняння 𝑛–го порядку? 

7. Який вигляд має система звичайних лінійних диференціальних рівнянь у 

нормальній формі Коші у скалярній формі? 

8. Який вигляд має система звичайних лінійних диференціальних рівнянь у 

нормальній формі Коші у векторній формі? 

9. Яка система звичайних лінійних диференціальних рівнянь називається 

лінійною однорідною системою? 

10. Яка система звичайних лінійних диференціальних рівнянь називається 

лінійною неоднорідною системою? 

11. Які вектор-функції називаються лінійно незалежними на даному 

проміжку? 

12. Що називається фундаментальною системою розв’язків або базисом на 

даному проміжку системи звичайних лінійних однорідних 

диференціальних рівнянь? 

13. Сформулювати теорему про загальний розв’язок системи звичайних 

лінійних однорідних диференціальних рівнянь.  

14. Сформулювати теорему про загальний розв’язок системи звичайних 

лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь.  

15. Яка система звичайних лінійних однорідних диференціальних рівнянь 

називається лінійною однорідною системою зі сталими коефіцієнтами? 

16. Метод Ейлера розв’язування систем звичайних лінійних однорідних 

диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. 

17.  Яке алгебраїчне рівняння називається характеристичним рівнянням для 

системи звичайних лінійних однорідних диференціальних рівнянь зі 

сталими коефіцієнтами? 

18. Дати означення характеристичних чисел для системи звичайних 

лінійних однорідних диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. 

19. Побудова елементів фундаментальної системи розв’язків системи 

звичайних лінійних однорідних диференціальних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами у випадку простих дійсних коренів характеристичного 

рівняння.  

20. Побудова елементів фундаментальної системи розв’язків системи 

звичайних лінійних однорідних диференціальних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами у випадку простих комплексних коренів 

характеристичного рівняння.  
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21. Побудова елементів фундаментальної системи розв’язків системи 

звичайних лінійних однорідних диференціальних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами у випадку кратних дійсних коренів характеристичного 

рівняння, коли дефект відповідної матриці дорівнює кратності 

характеристичного числа.  

22. Побудова елементів фундаментальної системи розв’язків системи 

звичайних лінійних однорідних диференціальних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами у випадку кратних дійсних коренів характеристичного 

рівняння, коли дефект відповідної матриці менше, ніж кратність 

характеристичного числа.  

23. Побудова елементів фундаментальної системи розв’язків системи 

звичайних лінійних однорідних диференціальних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами у випадку кратних комплексних коренів 

характеристичного рівняння.  

24. Який вигляд має система звичайних лінійних неоднорідних 

диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами у нормальній формі 

Коші у скалярній формі? 

25. Який вигляд має система звичайних лінійних неоднорідних 

диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами у нормальній формі 

Коші у векторній формі? 

26. Метод варіації довільних сталих Лагранжа знаходження загального 

розв’язку системи звичайних лінійних неоднорідних диференціальних 

рівнянь. 

 

      

 

 

 

 

 

  



 

 

79 

 

Завдання для підсумкового контролю 

Варіант 1 

 

1. Розв’язати рівняння:       3 x ye dy xdx . 

2. Розв’язати рівняння:       23 1 yyyxxy  . 

3. Розв’язати рівняння:   

x

y

x
yxy

cos

 . 

4. Розв’язати задачу Коші:  {
 2 1 4 3,x y xy  

(0) 0.y 
 

5. Розв’язати рівняння:    yxyy  . 

6. Знайти рівняння кривих, які мають наступну властивість: площа 

трикутника, утвореного дотичною до кривої та перпендикуляром, 

проведеним з точки  дотику на вісь абсцис, і віссю абсцис, є величиною 

сталою, що дорівнює 
2

b . 

7. Розв’язати рівняння:    0
1

2
 dx

x

y
dy

x
. 

8. Розв’язати задачу Коші:   {

sin ,

(0) 1, (0) 0, (0) 0.

y x

y y y

 

     

9. Розв’язати рівняння:    2'"1 2  xyyx . 

10. Розв’язати задачу Коші:  {
,yy y e 

(0) 0, (0) 1.y y 
 

11.  Розв’язати рівняння:     04  yy . 

12.  Розв’язати рівняння:    02510  yyy . 

13.  Розв’язати рівняння:    023)4(  yyy . 

14.  Розв’язати задачу Коші:     {
7 6 0,y y y    

(0) 0, (0) 0, (0) 30.y y y   
 

15.  Розв’язати рівняння:   12  xyy . 

16.  Розв’язати рівняння: xeyyy 210178  . 

17.  Розв’язати задачу Коші:    {
2 12cos2 9sin 2 ,y y y x x     

(0) 2, (0) 0.y y  
 

18.  Розв’язати рівняння:   
1


x

x

e

e
yy . 

19.  Розв’язати систему рівнянь:   














.43

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 2 

 

1.  Розв’язати рівняння:    yyxy lnsin  . 

2.  Розв’язати рівняння:    3
7



 xy

y
. 

3.  Розв’язати рівняння:      023 22  xydxdyxy . 

4.  Розв’язати задачу Коші:   {

1
tg ,

cos
y y x

x
  

(0) 0.y 

 

5.  Розв’язати рівняння:  dy
y

xy
xdyydx

2cos

2
2  . 

6.  Записати рівняння кривої, якщо відомо, що точка перетину будь-якої    

дотичної до кривої з віссю абсцис однаково віддалена від точки дотику та 

від початку координат. 

7. Розв’язати рівняння:    dx
yx

y
dy

yx

x
2222 




. 

8. Розв’язати задачу Коші:     

{
 

 
1

,y
x

 

1
(1) , (1) 0, (1) 0.

4
y y y   

 

9. Розв’язати рівняння:    1'"'2
2
 yyxy . 

10. Розв’язати задачу Коші:         {
  ,02

2
 yyy

(0) 1, (0) 1.y y 
  

11.  Розв’язати рівняння:   02  yyy . 

12.  Розв’язати рівняння:   09  yy . 

13.  Розв’язати рівняння:    044)4(  yyy . 

14.  Розв’язати задачу Коші: {
(5) 9 0,y y 

(4)(0) 1, (0) 1, (0) 0, (0) 0, (0) 0.y y y y y       
 

15.  Розв’язати рівняння:   xeyyy x 2cos1052  . 

16.  Розв’язати рівняння:     xexyyy 3166  . 

17.  Розв’язати задачу Коші     {
26 9 9 39 65,y y y x x     

(0) 1, (0) 1.y y  
 

18.  Розв’язати рівняння:  
x

yy
2cos

1
4  . 

19.  Розв’язати систему рівнянь: 














.4

,

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 3 

 

1. Розв’язати рівняння:    yxy ctg12  . 

2. Розв’язати рівняння:   yxyxy  212 . 

3. Розв’язати рівняння:    02  xdydxyx . 

4. Розв’язати задачу Коші   {
  1 ,xx y y e  

0)0( y .
        

5. Розв’язати рівняння:   xeyyy 22  . 

6. Знайти рівняння кривих, що мають наступну властивість: площа трапеції, 

обмеженої вісями координат, дотичною до кривої та перпендикуляром, 

проведеним із точки дотику на вісь абсцис, є величиною сталою, що 

дорівнює 23a . 

7. Розв’язати рівняння:    dyxydxyx 1212   = 0. 

8. Розв’язати задачу Коші:   

{
 

 2

1
,

cos
y

x
 

3
(0) 1, (0) .

5
y y 

    

9. Розв’язати рівняння:    123  yxyx . 

10. Розв’язати задачу Коші:    {
 

2
0,y y y  

(0) 1, (0) 1.y y 
     

11. Розв’язати рівняння:  04  yy . 

12. Розв’язати рівняння:  0134  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:  023)4(  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші       {
0,y y  

(0) 0, (0) 0, (0) 1.y y y    
            

15. Розв’язати рівняння:  xxyyy 2cos362sin1282  . 

16. Розв’язати рівняння:  xeyyy 43127  . 

17. Розв’язати задачу Коші:   {
22 2 2 8 6,y y y x x     

(0) 1, (0) 4.y y 
    

18. Розв’язати рівняння:  
x

e
yyy

x

cos
54

2

 . 

19. Розв’язати систему рівнянь:   














.

,8

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 4 

 

1. Розв’язати рівняння:  0
cos

tg

cos

tg
22

 dx
y

x
dy

x

y
. 

2. Розв’язати рівняння:   yxyxy  21 . 

3. Розв’язати рівняння:       0 dyyxdxyx . 

4. Розв’язати задачу Коші:  {
42 2 ,xy y x 

(1) 0.y 
  

5. Розв’язати рівняння:  ytgxxyy  cos4 . 

6. Знайти рівняння кривої, коли відомо, що відстань від будь-якої дотичної 

до початку координат дорівнює абсцисі точки дотику.  

7. Розв’язати рівняння:  dy
yx

x
ydx

yx

y
x 























2222
 = 0. 

8. Розв’язати задачу Коші:  {
3

1
,y

x
 

(1) 0, (1) 5, (1) 1.y y y   

  

9. Розв’язати рівняння:   xtgxyy 2sin . 

10. Розв’язати задачу Коші:  {
 

3
2 0,y y y  

1
(0) 2, (0) .

3
y y 

 

11. Розв’язати рівняння:  065  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:  03  yy . 

13. Розв’язати рівняння:  052)4(  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші:  {
04  yy ,

4)0(,2)0(,0)0(  yyy .
  

15. Розв’язати рівняння:   xeyyy 6143612  . 

16. Розв’язати рівняння:  2241262 xxyy  . 

17. Розв’язати задачу Коші:   {
6 25 9sin4 24cos4 ,y y y x x    

2)0(,2)0(  yy .
   

18. Розв’язати рівняння:   
x

x
yy

2cos

sin
 . 

19. Розв’язати систему рівнянь:    














.

,32

x
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 5 

 

1. Розв’язати рівняння:    01  dxeydye yx . 

2. Розв’язати рівняння:    04  xydxdyx . 

3. Розв’язати рівняння:    02 22  dyxdxxyy , 

4. Розв’язати задачу Коші:    {
 22 ,y x x y  

0)0( y .
 

5. Розв’язати рівняння:    dxxyxydy  2 . 

6. Знайти рівняння кривих, для яких сума катетів трикутника, утвореного 

дотичною та перпендикуляром, проведеним із точки  дотику на вісь 

абсцис, і віссю абсцис, є величиною сталою, що дорівнює а. 

7. Розв’язати рівняння:    01
2222





















dy

yx

y
dx

yx

x
. 

8. Розв’язати задачу Коші:  {
4cos2 ,y x 

(0) 1, (0) 3.y y 
 

9. Розв’язати рівняння:   yxxy  ln . 

10. Розв’язати задачу Коші:   {
 

2
tg 2 ,y y y 

(1) , (1) 2.
2

y y


 
 

11.   Розв’язати рівняння:     0102  yyy . 

12.   Розв’язати рівняння:     02  yyy . 

13.   Розв’язати рівняння:     02)4(  yy . 

14.   Розв’язати задачу Коші :   {
0,y y  

(0) 0, (0) 1, (0) 1.y y y   
 

15.   Розв’язати рівняння:         xexyyy  123423 . 

16.   Розв’язати рівняння:       xxyyy 5sin605cos18346  . 

17.   Розв’язати задачу Коші:    {
3 214 53 53 42 59 14,y y y x x x      

(0) 0, (0) 7.y y 
    

18.   Розв’язати рівняння:  
x

yy
3sin

1
9  . 

19. Розв’язати систему рівнянь:   














.44

,

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 6 

 

1. Розв’язати рівняння:    23 
xe

y dx ydy
x

. 

2. Розв’язати рівняння:   02  yyy . 

3. Розв’язати рівняння:   yxyyxy  22 . 

4. Розв’язати задачу Коші:   {
,xy y e 

(0) 1.y 
 

5. Розв’язати рівняння:    02 35  xeyxyyx . 

6. Знайти рівняння кривих, коли відомо, що точка перетину будь-якої 

дотичної до кривої з віссю абсцис має абсцису, яка дорівнює 2/3 абсциси 

точки дотику. 

7. Розв’язати рівняння:    
 

 
0

11

12
222








dy

x

e
dx

x

ex yy

. 

8. Розв’язати задачу Коші:   { 2

1
,

1
y

x
 



(0) 0, (0) 0.y y 

  

9. Розв’язати рівняння:   xexyyx 2 . 

10. Розв’язати задачу Коші:    {
 

2
2 ,y y y 

(0) 1, (0) 1y y  .
 

11. Розв’язати рівняння:   04  yy . 

12. Розв’язати рівняння:   0172  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:   012)4(  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші:   {
0,y y  

(0) 0, (0) 2, (0) 4.y y y   
 

15. Розв’язати рівняння:   xeyyy  51106 . 

16. Розв’язати рівняння:     xexyy 2442  . 

17. Розв’язати задачу Коші:      {
 6 cos4 8sin 4 ,xy y e x x   

(0) 0, (0) 5y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:    
x

x

xe
xeyyy

1
2  . 

19. Розв’язати систему рівнянь:   














.23

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 7 

 

1. Розв’язати рівняння:   ydxxxdyy cossincossin  . 

2. Розв’язати рівняння:     01ln2  xdyyxdxy . 

3. Розв’язати рівняння:   
x

y
yxy tg´  . 

4. Розв’язати задачу Коші:   {

2

0,xxy y xe   

1
(1)

2
y

e
 .

 

5. Розв’язати рівняння:   yyxyxy 2sin3  . 

6. Знайти рівняння кривих, які мають наступну властивість: довжина 

відрізка осі абсцис між дотичною та нормаллю, проведеними із будь-якої 

точки кривої, дорівнює l2 .   

7. Розв’язати рівняння:    0
32
4

22

3



 dy

y

xy
dx

y

x
. 

8. Розв’язати задачу Коші:   {

2xy  ,

1
(1) , (1) 0, (1) 0.

2
y y y   

 

9. Розв’язати рівняння:    yxxy  2ln . 

10. Розв’язати задачу Коші:     {
 

2 4 ,y y y y  

(0) 1, (0) 1.y y 
 

11. Розв’язати рівняння:    06  yyy . 

12.  Розв’язати рівняння:    09  yy . 

13.  Розв’язати рівняння:    0204)4(  yyy . 

14.  Розв’язати задачу Коші:     {
(4) 2 2 0y y y y     ,

(0) 0, (0) 0, (0) 0, (0) 8.y y y y     
 

15.  Розв’язати рівняння:     xxxyy sin44cos2  . 

16.  Розв’язати рівняння:   4222442 23  xxxyyy . 

17.  Розв’язати задачу Коші:  {
24 20 16 ,xy y y xe   

(0) 1, (0) 2.y y 
 

18.  Розв’язати рівняння: 
x

e
yyy

x

cos
22



 . 

19.  Розв’язати систему рівнянь: 














.23

,6

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 8 

 

1.  Розв’язати рівняння:     xyy tg21 . 

2.  Розв’язати рівняння:     022  dxyydxdyxyx . 

3.  Розв’язати рівняння:   
y

x

xy y xe  . 

4.  Розв’язати задачу Коші:    {

 cos( ) 2cos sin( ) ,y dx x y y dy 

(0)
4

y


 .
 

5.  Розв’язати рівняння:      yyxyyx ln2 2 . 

6. Знайти рівняння кривої, що проходить через точку )4,2(A  і має наступну 

властивість: довжина відрізка, який дотична відсікає на осі абсцис, 

проведеної в будь-якій точці кривої, дорівнює кубу абсциси точки 

дотику. 

7.  Розв’язати рівняння:   011 






















 dy

y

x
edxe y

x

y

x

. 

8. Розв’язати задачу Коші:   {

2 ,xy e 

9 1 1
(0) , (0) , (0) .

8 4 2
y y y    

 

9.  Розв’язати рівняння:  12  yxyx . 

10.  Розв’язати задачу Коші:   {
32 1 0y y   ,

(0) 0,5 , (0) 2.y y 
 

11.  Розв’язати рівняння:   049  yy . 

12.  Розв’язати рівняння:   054  yyy . 

13.  Розв’язати рівняння:   032)4(  yyy . 

14.  Розв’язати задачу Коші:   {
5 3 0,y y y y     

(0) 0, (0) 0, (0) 14.y y y    
 

15.  Розв’язати рівняння:    xeyyy 374106  . 

16.  Розв’язати рівняння:    xyy 1684  . 

17.  Розв’язати задачу Коші: {
12 36 32cos2 24sin2 ,y y y x x    

(0) 2, (0) 4.y y 
  

18.  Розв’язати рівняння:     
x

e
yyy

x

2sin
22



 . 

19.  Розв’язати систему рівнянь: 














.36

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 9 

 

1.  Розв’язати рівняння:         0
cos

sinsin 
y

dy
dxyxyx . 

2.  Розв’язати рівняння:    02 2  yyy . 

3.  Розв’язати рівняння:     
x

yx
yxyxy


 ln´ . 

4.  Розв’язати задачу Коші: {
2 1 0,x y xy  

(1) 0y  .
 

5.  Розв’язати рівняння:     
1

2
2 


x

xy

y

x
y . 

6. Знайти рівняння кривої, що проходить через точку )5,1(A  і має наступну 

властивість: довжина відрізка, який відсікає будь-яка дотична на осі 

ординат, дорівнює потроєній абсцисі точки дотику. 

7.  Розв’язати рівняння:         022 3222  dyyyxdxyxx . 

8. Розв’язати задачу Коші:  {

2cosy x  ,

1
(0) 1, (0) , (0) 0.

8
y y y    

 

9.  Розв’язати рівняння:    
y

x
y  . 

10.  Розв’язати задачу Коші:  {
 

2
1 ,y y  

(0) 0, (0) 0y y  .
 

11.  Розв’язати рівняння:     xxyyy sin19cos323  . 

12.  Розв’язати рівняння:     07  yy . 

13.  Розв’язати рівняння:    045  yyy . 

14.  Розв’язати задачу Коші:  {
0y y   ,

(0) 0, (0) 1, (0) 1.y y y    
 

15.  Розв’язати рівняння:     016)5(  yy . 

16.  Розв’язати рівняння:     xeyyy 42  . 

17.  Розв’язати задачу Коші: {
3 24 7 10,y y x x x    

(0) 2, (0) 3.y y 
 

18.  Розв’язати рівняння:     xeyyy x ctg22  . 

19.  Розв’язати систему рівнянь: 














.

,

x
dt

dy

y
dt

dx

 

 



 

 

88 

 

Варіант 10 

 

1.  Розв’язати рівняння:      xx eyye 1 . 

2.  Розв’язати рівняння:        0122  dyyydxxx . 

3.  Розв’язати рівняння:    









x

y
yxy lncos´ . 

4.  Розв’язати задачу Коші: {
3 24 3 ,xy y x x  

(1) 2y  .
 

5.  Розв’язати рівняння:     yyxyx 42 2  . 

6. Знайти рівняння кривої, що проходить через точку  )2,1(A  і має наступну 

властивість: відношення ординати будь-якої її точки до  абсциси цієї 

точки пропорційне кутовому коефіцієнту дотичної до кривої у тій же 

точці. Коефіцієнт пропорційності дорівнює 3. 

7. Розв’язати рівняння:         04663 3222  dyyyxdxxyx . 

8. Розв’язати задачу Коші: { 2

1
,

1
y

x
 



(0) 2, (0) 3.y y 

 

9.  Розв’язати рівняння:    yyx  . 

10.  Розв’язати задачу Коші: {
 

2
,y y 

2
(0) , (0) 1.

3
y y 

 

11.  Розв’язати рівняння:     086  yyy . 

12.  Розв’язати рівняння:     054  yyy . 

13.  Розв’язати рівняння:     05 )4()5(  yy . 

14.  Розв’язати задачу Коші:   {
5 8 4 0y y y y      ,

(0) 1, (0) 1, (0) 0.y y y    
  

15.  Розв’язати рівняння:       xexyyy 84896  . 

16.  Розв’язати рівняння:      xxyyy 2cos2sin16208  . 

17.  Розв’язати задачу Коші: {
 14 6 ,xy y x e   

(0) 0, (0) 1y y   .
 

18.  Розв’язати рівняння:     
x

e
yyy

x

sin
22  . 

19.  Розв’язати систему рівнянь: 














.43

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

. 
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Варіант 11 

 

1.  Розв’язати рівняння:     0
sin

tgsin 
x

dy
ydxx . 

2.  Розв’язати рівняння:        02223  dyyyxdxxxy . 

3.  Розв’язати рівняння:      xdydxxyy  . 

4.  Розв’язати задачу Коші: {
 2 4ln( ) ,x y dy ydx y dy  

(0) 1.y 
,  

5.  Розв’язати рівняння:     322 yxyxy  . 

6. Знайти рівняння кривої, що проходить через точку  )1,2( A , якщо 

кутовий коефіцієнт дотичної у будь-якій її точці є пропорційним до 

квадрату ординати точки дотику. Коефіцієнт пропорційності дорівнює  6. 

7.  Розв’язати рівняння:        dy
y

x

yx

y
dx

yyx

x



































22222

1
= 0. 

8. Розв’язати задачу Коші: 

{
 

 2

1
,

sin 2
y

x
 

( ) , ( ) 1.
4 4 4

y y
  

 

 

9.  Розв’язати рівняння:       xyy  . 

10.  Розв’язати задачу Коші: {
 

2
2 1y y y   ,

(0) 2, (0) 1.y y 
 

11.  Розв’язати рівняння:       0384  yyy . 

12.  Розв’язати рівняння:       03  yy . 

13.  Розв’язати рівняння:       0102 )4()5(  yyy . 

14.  Розв’язати задачу Коші: {
3 2 0,y y y    

(0) 0, (0) 0, (0) 2.y y y   
 

15.  Розв’язати рівняння:       xeyy 2725  . 

16.  Розв’язати рівняння:       xeyyy x 2sin34136 3 . 

17.  Розв’язати задачу Коші: {
28 16 16 16 66,y y y x x     

(0) 3, (0) 0.y y 
 

18.  Розв’язати рівняння:       
2

2
x

e
yyy

x

 . 

19.  Розв’язати систему рівнянь: 














.

,2

y
dt

dy

x
dt

dx
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Варіант 12 

 

1.  Розв’язати рівняння:       0cos1sin3  ydyeydxe xx . 

2.  Розв’язати рівняння:         01 22  dyyxydxy . 

3.  Розв’язати рівняння:     yyxxy  22´ . 

4.  Розв’язати задачу Коші: {
2

,
3

y
y

x y
 



(0) 1.y 

 

5.  Розв’язати рівняння:      322 yxyxy  . 

6. Знайти рівняння кривої, що проходить через точку )2,1(A , якщо добуток 

кутового коефіцієнту дотичної у будь-якій її точці і суми координат точки 

дотику  удвічі більше, ніж ордината цієї точки.  

7.  Розв’язати рівняння:   dy
x

y

y

x
dx

x

y
tgyx 



















2

2

2

3

3

3
2 3

cos

2
3 = 0. 

8. Розв’язати задачу Коші:   {
siny x x   ,

(0) 3, (0) 0.y y  
 

9.  Розв’язати рівняння:      2xyyx  . 

10.  Розв’язати задачу Коші:   {
2y y  

(0) 2, (0) 2y y 
  

11.  Розв’язати рівняння:       0204  yyy . 

12.  Розв’язати рівняння:       0103  yyy . 

13.  Розв’язати рівняння:       016)5(  yy . 

14.  Розв’язати задачу Коші: {
3 3 0,y y y y     

(0) 1, (0) 0, (0) 1.y y y    
  

15.  Розв’язати рівняння:       xxyyy sin19cos365  . 

16.  Розв’язати рівняння:         xexxyyy 461232 2  . 

17.  Розв’язати задачу Коші:  {
510 34 9 ,xy y y e    

(0) 0, (0) 6.y y 
 

18.  Розв’язати рівняння:        xyy tg . 

19.  Розв’язати систему рівнянь: 














.64

,24

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 13 

 

1. Розв’язати рівняння:    
y

e
y

x

ln

2

 . 

2. Розв’язати рівняння:    xxyy  2 . 

3. Розв’язати рівняння:    












 x

y

eyxy . 

4. Розв’язати задачу Коші: {
   1 2 1 ,xy y y y  

(0) 1y  .
 

5. Розв’язати рівняння:      2xyyxy  . 

6. Знайти рівняння кривої, що проходить через точку )2,0( A , якщо 

кутовий коефіцієнт дотичної у будь-якій її точці утричі більше, ніж 

ордината цієї точки. 

7. Розв’язати рівняння:       dy
xy

yx
dx

yx

yx
x

2

22

2

22

2














 . 

8. Розв’язати задачу Коші: {
arctgy x  ,

(0) 0y  , (0) 0.y 
 

9. Розв’язати рівняння:       
x

y
yyx


 ln . 

10. Розв’язати задачу Коші: {
3

1
y

y
  ,

 0 1, (0) 0.y y 

 

11. Розв’язати рівняння:       069  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:       . 

13. Розв’язати рівняння:       0 yy . 

14. Розв’язати задачу Коші: {
2 9 18 0y y y y      ,

(0) 2,5, (0) 0, (0) 0.y y y    
 

15. Розв’язати рівняння:        216249636128 234  xxxxyyy . 

16. Розв’язати рівняння:        xeyyy 2644  . 

17. Розв’язати задачу Коші: {
 6 25 32 12 sin3 36 cos3 ,y y y x x x x     

(0) 4, (0) 0y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:       xyy 2ctg4   

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.2

,38

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

  

0214  yyy
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Варіант 14 

 

1. Розв’язати рівняння:     03
2

 xdxdyyx . 

2. Розв’язати рівняння:      yxyxy  213 . 

3. Розв’язати рівняння:     1
x

y
y . 

4. Розв’язати задачу Коші:       0)1(,  yeyyx x . 

5. Розв’язати рівняння:     
23 xeyxyy  . 

6. Знайти рівняння кривої, яка має наступну властивість: довжина 

перпендикуляру, проведеного з початку координат до дотичної, дорівнює 

абсцисі точки дотику. 

7. Розв’язати рівняння:       0
sin2sin

2

2


















 dy

y

x
ydx

y

x
x . 

8. Розв’язати задачу Коші: 

{
 

 2

1
,

cos
y tgx

x
 

1
(0) , (0) 0

2
y y  .

 

9. Розв’язати рівняння:     xyyx ln . 

10. Розв’язати задачу Коші: {
 

2
2 0yy y   ,

 0 1, (0) 2y y  .

 

11. Розв’язати рівняння:       032  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:       084  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:       096  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші: {
9 0y y   ,

(0) 0, (0) 9, (0) 18.y y y    
 

15. Розв’язати рівняння:       xeyyy 518258  . 

16. Розв’язати рівняння:       xyy 6103  . 

17. Розв’язати задачу Коші:    {
 25 cos5 10sin5 ,xy y e x x   

(0) 3 (0) 4y y   .
  

18. Розв’язати рівняння:      xyy ctg . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.3

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 15 

1. Розв’язати рівняння:        
x

yyxyx
cos

1
2cos2cos  . 

2. Розв’язати рівняння:    212 xyxy  . 

3. Розв’язати рівняння:    0 yxxy . 

4. Розв’язати задачу Коші:   {

 cos ,y x y x x 

( ) 0
2

y


 .
 

5. Розв’язати рівняння:     yyxyx  32 . 

6. Знайти рівняння кривої, якщо кутовий коефіцієнт дотичної у будь-якої її 

точці  в п разів більше, ніж  кутовий коефіцієнт  прямої, яка з’єднує цю 

точку з початком координат.  

7. Розв’язати рівняння:         03223 22  dyyxydxyxx . 

8. Розв’язати задачу Коші:   {
2 1,
x

y e  

(0) 8, (0) 5, (0) 2.y y y   

 

9. Розв’язати рівняння:      1tg  yxy . 

10. Розв’язати задачу Коші:{
 

2
,y y y   

 0 0, (0) 1.y y 
 

11. Розв’язати рівняння:      02110  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:      022  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:      . 

14. Розв’язати задачу Коші:{
13 12 0,y y y    

(0) 0, (0) 1, (0) 133.y y y   
 

15. Розв’язати рівняння:      xeyyy 2126209  . 

16. Розв’язати рівняння:      32 20024052402510 xxxyyy  . 

17. Розв’язати задачу Коші:{
2 5 8 sin2 ,xy y y e x    

(0) 2, (0) 6y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:      
x

e
yyy

x

 2 . 

19. Розв’язати систему рівнянь:
2 3 ,

5 4 .


 


  


dx
x y

dt

dy
x y

dt

 

  

04  yy
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Варіант 16 

1. Розв’язати рівняння:    21
2

yxey x  . 

2. Розв’язати рівняння:     012  xyyx . 

3. Розв’язати рівняння:     02  dyxxyydx . 

4. Розв’язати задачу Коші:      0)(,2ln1  eyyxyx . 

5. Розв’язати рівняння:    33xyxyy  . 

6. Знайти рівняння кривої, яка має наступну властивість: відрізок дотичної 

до  кривої, обмежений осями координат, ділиться в точці дотику навпіл. 

7. Розв’язати рівняння:    0
222









x

ydxxdy

yx

ydyxdx
. 

8. Розв’язати задачу Коші:    

{
 

 2
,

x

x
y

e
 

1 1
(0) , (0) .

4 4
y y  

  

9. Розв’язати рівняння:   02
2
 yxy  

10. Розв’язати задачу Коші:     

{
 
 

 
  

22
0,

1
  


y y

y

 0 0, (0) 1.y y 

 

11. Розв’язати рівняння:    06  yy . 

12. Розв’язати рівняння:    02910  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:    . 

14. Розв’язати задачу Коші:    {
(4) 5 4 0,y y y  

(0) 2, (0) 1, (0) 2, (0) 0.y y y y      
 

15. Розв’язати рівняння:     xxyy 66363636 3  . 

16. Розв’язати рівняння:     xxyyy 4sin524cos4204  . 

17. Розв’язати задачу Коші:    {
510 25 sin2 ,xy y y e x   

(0) 1, (0) 0y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:     
x

e
yyy

x

 2 . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.63

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

  

078  yyy
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Варіант 17 

1. Розв’язати рівняння:    0tgsincosctg 22  ydyxydxx . 

2. Розв’язати рівняння:      022  xdxdyyxy . 

3. Розв’язати рівняння:    dxyxydxxdy 22  . 

4. Розв’язати задачу Коші:  {
 2 1,ye x y 

(0) 0.y 
  

5. Розв’язати рівняння:    ye
y

x
y x  2 . 

6. Знайти рівняння кривої, якщо довжина відрізка, що відсікається на осі 

ординат нормаллю, яка проведена у будь-якій точці кривої, дорівнює 

відстані від цієї  точки до початку координат. 

7. Розв’язати рівняння:         033 2332  dyxyxdxyyx . 

8. Розв’язати задачу Коші: 

{
 
 

 
 

2sin 3y x  ,

2

(0) , (0) 0
16

y y


   .

 

 

9. Розв’язати рівняння:      12
2
 yyyx . 

10. Розв’язати задачу Коші:   {
   

2
1 5 ,y y y  

 0 0, (0) 1y y  .

  

11. Розв’язати рівняння:     025  yy . 

12. Розв’язати рівняння:     096  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     . 

14. Розв’язати задачу Коші: {
(4) 10 9 0y y y   ,

(0) 0, (0) 0, (0) 8, (0) 24.y y y y     
 

15. Розв’язати рівняння:     xxyy sin2cos4  . 

16. Розв’язати рівняння:     xxyyy 325554 2  . 

17. Розв’язати задачу Коші: {
  412 16 22 ,xy y y x e    

(0) 3, (0) 5y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:     
x

yy
cos

1
 . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.54

,45

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

  

022  yyy
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Варіант 18 

1. Розв’язати рівняння:     xxyyx cos2cossin  . 

2. Розв’язати рівняння:         011 3233  dyxydxyx . 

3. Розв’язати рівняння:         03434 2222  dyxxyydxyxyx . 

4. Розв’язати задачу Коші: {
  21 3 ,xxy y x x e   

(1) 0y  .
 

5. Розв’язати рівняння:     xyyyx 2 . 

6. Знайти рівняння кривої, для якої добуток абсциси якої-небудь її точки і 

довжини відрізка, що відсікається нормаллю у цій точці на осі ординат, 

удвічі більший, ніж  квадрат відстані від цієї  точки до початку 

координат. 

7. Розв’язати рівняння:         011 2222  dxyxxdyyxy . 

8. Розв’язати задачу Коші:  {
siny x x  ,

(0) 0, (0) 0, (0) 0y y y    .
 

9. Розв’язати рівняння:      1
1





 xx

x

y
y . 

10. Розв’язати задачу Коші: {
   

2
2 3 5 0y y y    ,

 0 0, (0) 3y y  .

 

11. Розв’язати рівняння:     03  yy . 

12. Розв’язати рівняння:     087  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     . 

14. Розв’язати задачу Коші:  {
0y y y y      ,

(0) 0, (0) 1, (0) 0y y y    .
 

15. Розв’язати рівняння:     xxyyy 3sin333cos6242  . 

16. Розв’язати рівняння:       xexyyy  10122 . 

17. Розв’язати задачу Коші: {
22 5 5 6 12y y y x x      ,

(0) 0, (0) 2y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:     
x

yy
sin

1
 . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.34

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

  

0134  yyy
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Варіант 19 

1. Розв’язати рівняння:       011  yey . 

2. Розв’язати рівняння:     2yyyx  . 

3. Розв’язати рівняння:       02  dyxydxyx . 

4. Розв’язати задачу Коші: {
 2 ,x y dy ydx 

(0) 1.y 
 

5. Розв’язати рівняння:       xyyyxx  31 . 

6. Знайти рівняння кривої, для якої трикутник, утворений віссю ординат, 

дотичною і  радіусом-вектором точки дотику, є  рівнобедрений. 

7. Розв’язати рівняння:     0
1

coscos
1

sinsin 
















 dy

y
xyxdx

x
xyy . 

8. Розв’язати задачу Коші:  

{
 
 

 
 4sin sin2y x x  ,

( ) , ( ) 1, ( ) 1
2 2 2 2

y y y
   

     .
 

9. Розв’язати рівняння:     
x

xyy
cos

1
tg  . 

10. Розв’язати задачу Коші:    {
 

2
2 1 ,y y  

 0 1, (0) 0y y  .

 

11. Розв’язати рівняння:     043  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:     0136  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     . 

14. Розв’язати задачу Коші  : {
3 3 0y y y y      ,

(0) 0, (0) 0, (0) 4y y y    .
 

15. Розв’язати рівняння:     xyyy 2sin75136  . 

16. Розв’язати рівняння:     . 

17. Розв’язати задачу Коші: {
3 28 16 16 24 10 8y y y x x x       ,

(0) 1, (0) 3y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:     
x

yy
2sin

1
4  . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.

,4

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

  

02  yy

  xexyy 210244 
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Варіант 20 

1. Розв’язати рівняння:     2ctg  yxy . 

2. Розв’язати рівняння:     xydydxy 12 . 

3. Розв’язати рівняння:      yxyxyxy  22 2 , 

4. Розв’язати задачу Коші: 

{
 
 

 
  2sin ctg 1y x y y  ,

(0)
2

y


 .

 

5. Розв’язати рівняння:     0132 223  yxyyx . 

6. Знайти рівняння кривої, що проходить через точку )0,2(A  і має наступну 

властивість: відрізок дотичної між точкою дотику і віссю ординат має 

сталу довжину, яка дорівнює 2. 

7. Розв’язати рівняння:     
2

2 2

sin cos
sin 0

cos cos

 
   
 

y x yx x
dx y dy

yx yx
. 

8. Розв’язати задачу Коші:   {
cos xy x e   ,

(0) , (0) 1y e y   .

 

9. Розв’язати рівняння:     xxyy 3sinctg2  . 

10. Розв’язати задачу Коші:  {
   

2
2 1y y y   ,

 0 2, (0) 2y y  .

 

11. Розв’язати рівняння:     025  yy . 

12. Розв’язати рівняння:     01610  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     0168  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші:   {
4 4 0y y y y      ,

(0) 1, (0) 0, (0) 6y y y      .
  

15. Розв’язати рівняння:     xxyy 3sin1053cos395  . 

16. Розв’язати рівняння:     xeyyy 37296  . 

17. Розв’язати задачу Коші:  {
2 37 36 cos6xy y y e x    ,

(0) 0, (0) 6y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:     xyy 2tg4  . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.82

,23

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 21 

1. Розв’язати рівняння:     0
cos2

2




y

dx

x

dye x

. 

2. Розв’язати рівняння:     xyxyy 22  . 

3. Розв’язати рівняння:       22 2 yxyyxyx  . 

4. Розв’язати задачу Коші: {
  3 21 x y y x x    ,

(0) 0y  .
 

5. Розв’язати рівняння:     dyx
yx

dx








 2

1
. 

6. Знайти рівняння кривої, для якої всі дотичні проходять через початок 

координат. 

7. Розв’язати рівняння:           0coscos3 2  dyxyxxdxyxyyx . 

8. Розв’язати задачу Коші: 

{
 
 

 
 3siny x  ,

7
( ) , ( ) 0
2 9 2

y y
 

   .
 

9. Розв’язати рівняння: 224 xyy   

10. Розв’язати задачу Коші:  {
 

2
1 y yy   ,

 0 1, (0) 0y y  .

 

11. Розв’язати рівняння:     0183  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:     06  yy . 

13. Розв’язати рівняння:     052  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші:   {
(4) 2 0y y y    ,

(0) 0, (0) 0, (0) 1, (0) 2.y y y y     
 

15. Розв’язати рівняння:     xyyy 5sin104294  . 

16. Розв’язати рівняння:     xeyy 28016  . 

17. Розв’язати задачу Коші: {
2 38 16 48 128y y x x     ,

(0) 1, (0) 14y y   .
 

18. Розв’язати рівняння:     
3

2

44
x

e
yyy

x

 . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.32

,4

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 22 

 

1. Розв’язати рівняння:     0tgsin  ydyydxex . 

2. Розв’язати рівняння:     22 22  yyyx . 

3. Розв’язати рівняння:       02  xdydxyxy . 

4. Розв’язати задачу Коші:  {
22 0xy y x   ,

(1) 0y  .
 

5. Розв’язати рівняння:     yyxy 33  . 

6. Знайти рівняння кривої, яка має наступну властивість:  площа трикутника, 

утвореного дотичною, віссю абсцис і відрізком від початку координат до 

точки дотику, є  величиною сталою, яка дорівнює 2a . 

7. Розв’язати рівняння:     016
1

12
2

3 




























 dye

y

x
ydx

y
ex y

x

y

x

. 

8. Розв’язати задачу Коші:   

{
 
 

 
 sin 2y x x   ,

1 1
(0) , (0) cos 2, (0) 1

8 8
y y y     .

 

9. Розв’язати рівняння:     xexyyx 22 . 

10. Розв’язати задачу Коші:{
 

3
0,y y y  

 0 1, (0) 2y y 
 

11. Розв’язати рівняння:     0136  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:     0152  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     08  yy . 

14. Розв’язати задачу Коші:   {
(4) 0,y y 

(0) 0, (0) 0, (0) 0, (0) 4.y y y y      
  

15. Розв’язати рівняння:       xexxyyy 2cos8sin2454  . 

16. Розв’язати рівняння:     xeyy 154  . 

17. Розв’язати задачу Коші: {
312 36 72 18y y y x     ,

(0) 1, (0) 0y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:     
3

2

44
x

e
yyy

x

 . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.5

,37

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 23 

 

1. Розв’язати рівняння:       dyexdxe yy 331  . 

2. Розв’язати рівняння:     
2

2

1

1

x

y
y




 . 

3. Розв’язати рівняння:     01ln 









x

y
yyx . 

4. Розв’язати задачу Коші: 

{
 
 

 
 sin ,xy y x  

2

2
y





 
 

 
.

 

5. Розв’язати рівняння:     xyyyx ln2 . 
6. Знайти рівняння кривої, яка має наступну властивість: точка перетину 

будь-якої дотичної з віссю абсцис має абсцису, удвічі меншу, ніж абсциса 

точки дотику. 

7. Розв’язати рівняння:     0sin
2

4sin2
2

222 




























 dyyxx

xy

x
dxyxxy

xy

y
. 

8. Розв’язати задачу Коші: 

{
 
 

 
 

2

1
,

cos
2

y
x

 

(0) 0, (0) 1.y y 

 

9. Розв’язати рівняння:       01  yyx . 

10. Розв’язати задачу Коші:   {
 

2
0yy y   ,

 0 1, (0) 2y y  .
 

11. Розв’язати рівняння:     02  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:     0256  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     04  yy . 

14. Розв’язати задачу Коші:   {
(4) 16 0,y y 

(0) 0, (0) 0, (0) 0, (0) 8.y y y y      
  

15. Розв’язати рівняння:     xyy 4cos816  . 

16. Розв’язати рівняння:     xxyyy sin7cos92  . 

17. Розв’язати задачу Коші:   {
  23 40 58 ,xy y x e   

(0) 0, (0) 2y y  .
  

18. Розв’язати рівняння:     132   xeyyy x . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.4

,4

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 24 

 

1. Розв’язати рівняння:         
y

dy
dxyxyx

sin
2sin2sin  . 

2. Розв’язати рівняння:     
y

x
yy

2
21  . 

3. Розв’язати рівняння:    2 2 2 0x y dx xydy   . 

4. Розв’язати задачу Коші:   {
 2 31x y xy x x    ,

( 2) 1y  .

 

5. Розв’язати рівняння:     dyy
y

x
xdx 








 3

2

. 

6. Знайти рівняння кривої, кожна дотична до якої перетинає пряму у =1 у 

точці з абсцисою, яка  удвічі більша, ніж абсциса точки дотику.  

7. Розв’язати рівняння:       033ln33ln3  dyxdxy xyxy . 

8. Розв’язати задачу Коші:   {

22sin cos ,y x x 

5 2
(0) , (0)

9 3
y y    .

  

9. Розв’язати рівняння:     xyy 2cos4  . 

10. Розв’язати задачу Коші:    {
 

2 2 ln ,yy y y y  

 0 1, (0) 1y y  .

 

11. Розв’язати рівняння:     010  yy . 

12. Розв’язати рівняння:     086  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     044  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші: {
4 4 0y y y y      ,

(0) 0, (0) 0, (0) 12y y y    .
 

15. Розв’язати рівняння:     271299 24  xxyy . 

16. Розв’язати рівняння:       xexyyy  8182 . 

17. Розв’язати задачу Коші: {
9 18 26cos 8siny y y x x     ,

(0) 0, (0) 2y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:     xyy 2ctg . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.4

,82

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 25 

 

1. Розв’язати рівняння:     dyxydyxydx 22 1cos12cos  . 

2. Розв’язати рівняння:       xy
x

y
yy 




21
1 . 

3. Розв’язати рівняння:       02 22  dyxdxxyy . 

4. Розв’язати задачу Коші:   {
 21 1x y xy   ,

(0) 1y  .

  

5. Розв’язати рівняння:     3322 xyxyy  . 

6. Знайти рівняння кривої, яка має наступну властивість: якщо через будь-

яку її точку провести прямі, які паралельні осям координат, до перетину з 

цими осями, то площа утвореного прямокутника ділиться кривою на дві 

частини, причому площа однієї з них удвічі більша площі другої.  

7. Розв’язати рівняння:     0
1

73
1 6372 






















dy

yx
yxdxyx

yx
. 

8. Розв’язати задачу Коші:   {

22cos siny x x  ,

1
(0) , (0) 1

9
y y  .

  

9. Розв’язати рівняння:     xyy sin . 

10. Розв’язати задачу Коші:    {
     

2
1 ln 1 ln 0y y y y y     ,

 0 1, (0) 1y y  .

 

11. Розв’язати рівняння:     05  yy . 

12. Розв’язати рівняння:     069  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     086  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші: {
2 9 18 0y y y y      ,

(0) 1, (0) 3, (0) 9y y y      .
 

15. Розв’язати рівняння:     xeyyy 624012  . 

16. Розв’язати рівняння:     xyyy 7sin1444914  . 

17. Розв’язати задачу Коші: {
2 38 18 60 32y y x x x     ,

(0) 5, (0) 2y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:     xx eeyy cos2 . 

19. Розв’язати систему рівнянь: 














.33

,85

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 26 

 

1. Розв’язати рівняння:     0cos1 22  yxy . 

2. Розв’язати рівняння:       xyxyyx  22 11 . 

3. Розв’язати рівняння:       02  xdydxyx . 

4. Розв’язати задачу Коші:   {
2ctg( ) 2cos ( )ctg( )y x y x x   ,

(0) 0y  .
 

5. Розв’язати рівняння:     
2y

x
yy  . 

6. Знайти рівняння кривої, якщо дотична до неї відсікає на осі ординат  

відрізок, довжина якого дорівнює  
n

1
-й  суми координат точки дотику. 

7. Розв’язати рівняння:         0cos
1

cos
2

23


















 dyxyx

x
dxxyy

x

y
. 

8. Розв’язати задачу Коші:   {
2 32sin( )cos ( ) sin ( )y x x x   ,

(0) 0, (0) 1y y  .
  

9. Розв’язати рівняння:      22 yyx  . 

10. Розв’язати задачу Коші: {
   

2
1 ,y y y y    

 0 2, (0) 2.y y 
 

11. Розв’язати рівняння:     0106  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:     044  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     045  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші:  {
(5) (4)6 9 0,y y y  

(4)(0) 0, (0) 0, (0) 0, (0) 0, (0) 27.y y y y y      
  

15. Розв’язати рівняння:       xexxyy 2cos242sin24  . 

16. Розв’язати рівняння:     xeyy 3109  . 

17. Розв’язати задачу Коші:   {
3 2 7cos sin ,y y y x x     

(0) 2, (0) 7.y y 
  

18. Розв’язати рівняння:     xx eeyy sin2 . 

19.  Розв’язати систему рівнянь:  














.8

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 27 

1. Розв’язати рівняння:     
 

y

dye
ydxe

x
x

2cos

1
tg


 . 

2. Розв’язати рівняння:     
2

2

1

1

y

x
yxy




 . 

3. Розв’язати рівняння:         02  dyyxdxyx . 

4. Розв’язати задачу Коші:   {
2 2 3,x y xy  

 1 1.y  
 

5. Розв’язати рівняння:     0cos2  xyytgxy . 

6. Знайти рівняння кривих, для яких довжина відрізка, що відсікається 

нормаллю у  точці М(х, у) на осі абсцис, дорівнює  у2/х. 

7. Розв’язати рівняння:     0
1

2
1 2222





















dy

yx

xdy
dxx

yx

y
. 

8. Розв’язати задачу Коші:{

2 32cos( )sin ( ) cos ( ),y x x x  

2
(0) , (0) 2.

3
y y 

 

9. Розв’язати рівняння:       42
2
 yyyx . 

10. Розв’язати задачу Коші:   {
,

y
y

y


 

 0 1, (0) 2y y  .

 

11. Розв’язати рівняння:     0 yy . 

12. Розв’язати рівняння:     0584  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     0106  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші:   {
2 0y y y     ,

(0) 0, (0) 2, (0) 3y y y     .
 

15. Розв’язати рівняння:     xeyyy  62 . 

16. Розв’язати рівняння:     xyyy cos2544  . 

17. Розв’язати задачу Коші:   {
22 6 2 1y y x x     ,

(0) 2, (0) 2y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:     xyy 2tg . 

19. Розв’язати систему рівнянь:














.3

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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Варіант 28 

 

1. Розв’язати рівняння:        yxyxy  sinsin . 

2. Розв’язати рівняння:         01
2

 dxxydyxxy . 

3. Розв’язати рівняння:      223 22 yxyyx  . 

4. Розв’язати задачу Коші:   {

2

2 xy xy xe   ,

 0 0y  .
 

5. Розв’язати рівняння:     
x

y

x

y
y

2cos

22
 . 

6. Знайти рівняння кривих, для яких довжина відрізка, що відсікається 

дотичною на осі ординат, дорівнює квадрату абсциси точки дотику. 

7. Розв’язати рівняння:         034285 235644  dyyyxdxxyx . 

8. Розв’язати задачу Коші:{

lny x x   ,

5 3
(1) , (1)

12 2
y y   .

 

9. Розв’язати рівняння:     yxxy  ln . 

10. Розв’язати задачу Коші:{
 

2
1 y y   ,

 0 0, (0) 0y y  .
 

11. Розв’язати рівняння:     0258  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:     09  yy . 

13. Розв’язати рівняння:     0239  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші:{
0y y y y      ,

(0) 1, (0) 0, (0) 1y y y     .
 

15. Розв’язати рівняння:     743337372 2  xxyyy . 

16. Розв’язати рівняння:     xxyyy 2sin382cos6253  . 

17. Розв’язати задачу Коші:   {
22 6 2 1y y x x     ,

(0) 2, (0) 2y y  .
 

18. Розв’язати рівняння:     
x

yy
2sin

2
 . 

19. Розв’язати систему рівнянь:    














.6

,25

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

  



 

 

107 

 

Варіант 29 

 

1. Розв’язати рівняння:        yxyxyy  2cos2coscos3 . 

2. Розв’язати рівняння:       12222  xyyxyyyx . 

3. Розв’язати рівняння:      yxyyx 2 . 

4. Розв’язати задачу Коші:  {

32 23 ,xy x y x e  

 0 0.y 
 

5. Розв’язати рівняння:     0cos2  xyyy . 

6. Знайти рівняння кривих, для яких довжина відрізка, що відсікається 

нормаллю у  точці М(х, у) на осі ординат, дорівнює x2/y. 

7. Розв’язати рівняння:         03222
2222

  dyyedxxe yxyx . 

8. Розв’язати задачу Коші:   {
2

1
,y

x
 

(1) 3, (1) 1.y y 

 

9. Розв’язати рівняння:     2 yctgxy . 

10. Розв’язати задачу Коші:   {
 

2
2 ln ,yy yy y y   

 0 1, (0) 1.y y 
 

11. Розв’язати рівняння:     0376  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:     016  yy . 

13. Розв’язати рівняння:     044  yyy . 

14. Розв’язати задачу Коші: {
(4) 5 4 0,y y y  

(0) 1, (0) 4, (0) 1, (0) 16.y y y y       
 

15. Розв’язати рівняння:     xeyyy 236  . 

16. Розв’язати рівняння:     xeyyy  26294 . 

17. Розв’язати задачу Коші:{
5 6 52sin 2y y y x    ,

(0) 2, (0) 2y y    .
 

18. Розв’язати рівняння:     
x

e
yyy

x

2sin
52



 . 

19. Розв’язати систему рівнянь:    














.58

,36

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

.  
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Варіант 30 

1. Розв’язати рівняння:      
x

yyxy 
 22

3 . 

2. Розв’язати рівняння:     011 22  dyxydxy . 

3. Розв’язати рівняння:     
y

x

x

y
y  . 

4. Розв’язати задачу Коші:  {
ln 1xy y x    ,

 1 0y  .
 

5. Розв’язати рівняння:     
12 


x

xy
yxy . 

6. Крива у точці з ординатою 2 утворює з віссю ординат кут 45°. Будь-яка її 

дотична відсікає на осі абсцис відрізок, довжина якого дорівнює квадрату 

ординати точки дотику. Знайти рівняння даної кривої.  

7. Розв’язати рівняння:         023sin373cos3 23  dyyxydxxy . 

8. Розв’язати задачу Коші:   {

cos4y x  ,

15
(0) 2, (0) , (0) 0

16
y y y    .

 

9. Розв’язати рівняння:       xyyx 21 2  . 

10. Розв’язати задачу Коші:   {

1
y

y
  ,

 0 0, (0) 0y y  .

 

11. Розв’язати рівняння:     069  yyy . 

12. Розв’язати рівняння:     03712  yyy . 

13. Розв’язати рівняння:     02  yy . 

14. Розв’язати задачу Коші:{
(4) 10 9 0,y y y  

(0) 1, (0) 3, (0) 9, (0) 27.y y y y       
 

15. Розв’язати рівняння:     xyyy 3sin222372  . 

16. Розв’язати рівняння:     xxyyy sin7cos1134  . 

17. Розв’язати задачу Коші:   {
24 8 xy y e  ,

(0) 1, (0) 8y y   .
 

18. Розв’язати рівняння:     
x

yy
3cos

1
9  . 

19. Розв’язати систему рівнянь:   














.48

,84

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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