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ВСТУП

Необхiднiсть методiв, що дозволяють явно контролювати похибку
наближених розв’язкiв крайових задач елiптичного типу, була усвiдомлена
давно, коли стало очевидно, що якiсть наближеного рiшення може сильно за-
лежати вiд обраного типу дискретизацiї i отримання "добрих"аппроксимацiй
вимагає адаптацiї сiтки до структури точного рiшення. Тому в сучаснiй обчи-
слювальнiй практицi для розв’язання крайових задач широко використовую-
ться так званi адаптивнi алгоритми, в яких сiтка послiдовно полiпшується[11–
15, 19, 20]. При цьому нова дискретизацiя будується на основi iнформацiї,
отриманої пiсля рiшення крайової задачi на попереднiй (зазвичай бiльш
грубiй) сiтцi. Використання таких алгоритмiв стимулювало дослiдження,
спрямованi на побудову апостерiорних оцiнювачiв похибки, вiдмiнних вiд
вже вiдомих апрiорних оцiнок швидкостi збiжностi, якi, як правило, вка-
зують тiльки асимптотический порядок збiжностi. Необхiднiсть в таких
оцiнках виникла i при проведеннi так званих "доказових обчислень". Часто
застосовуваний пiдхiд заснований на порiвняннi градiєнта наближеного
розв’язку i його осереднення (останнє може будуватися рiзними способа-
ми). Виявляється, якщо точний розв’язок має пiдвищену гладкiсть, то така
рiзниця може використовуватися в якостi iндикатора похибки. Спочатку
цей факт був виявлений експериментальним шляхом. Пiзнiше з’явилися
формальнi обґрунтування методу усереднення градiєнта, заснованi на ефе-
ктi суперсходiмостi. Важливою перевагою цього методу є його простота.
Однак область застосування пiдходiв такого типу обмежена: це дуже хо-
рошi апроксимацiї досить регулярних точних розв’язкiв. Крiм того, метод
усереднення градiєнта зазвичай забезпечує тiльки iндикацiю помилки, але
не дає гарантованої оцiнки її абсолютної величини зверху.

З основами методу скiнченних елементiв та сучасним станом дослi-
джень щодо побудови адаптивних схем методу можна ознайомитись в робо-
тах [11–15, 19, 20].

Об’єктом дослiдження роботи є скiнченно-елементнi апроксимацiї
крайових задач для рiвнянь елiптичного типу.

Предметом дослiдження є адаптивнi схеми методу скiнченних елемен-
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тiв розв’язання крайових задач елiптичного типу.

Мета роботи: отримання нових знань i практичного досвiду для створе-
ння ефективних адаптивних схем методу скiнченних елементiв розв’язання
крайових задач елiптичного типу.

Задля досягнення мети роботи треба побудувати скiнченно-елементну
апроксимацiю для конкретної задачi з використанням лiнiйних безперервних
сплайнiв на нерiвномiрнiй сiтцi. Побудувати апостерiорний оцiнювач похиб-
ки cкiнченно-елементного розв’язку крайової задачi. Написати програмний
додаток на мовi пакету MATLAB, який знаходить наближений розв’язок
поставленої задачi, адаптуючи сiтки до структури точного розв’язку.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Дана крайова задача:

−𝑢(𝑥)′′ + 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏)

𝑢(𝑎) = 0, 𝑢(𝑏) = 0

де 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶0[𝑎,𝑏], 𝑞(𝑥) ≥ 0.

Для цiєї задачi треба побудувати скiнченно-елементну апроксимацiю
з використанням лiнiйних безперервних сплайнiв на нерiвномiрнiй сiтцi. По-
будувати апостерiорний оцiнювач похибки cкiнченно-елементного розв’язку
крайової задачi. Написати програмний додаток на мовi пакету MATLAB,
який знаходить наближений розв’язок поставленої задачi, адаптуючи сiтки
до структури точного розв’язку.
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РОЗДIЛ 2

МЕТОД СКIНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТIВ

РОЗВ’ЯЗАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОДУ

2.1. Лiнiйнi безперервнi базиснi сплайни

На промiжку [𝑎, 𝑏] визначимо сiтку

𝜔ℎ = {𝑎 = 𝑥0,𝑥1, . . . 𝑥𝑛 = 𝑏},

в загальному випадку нерiвномiрну. Покладемо

ℎ = max
1≤𝑖≤𝑛

ℎ𝑖.

де ℎ𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1. Для визначення лiнiйного сплайна, що визначається
сiткою 𝜔ℎ необхiдно 2𝑛 параметрiв. Позначимо 𝑆1,0

𝜔ℎ
[𝑎,𝑏] простiр лiнiйних без-

перервних на [𝑎, 𝑏] сплайнiв, що визначаються сiткою 𝜔ℎ.Оскiльки лiнiйний
безперервний сплайн 𝑠(𝑥) ∈ 𝑆1,0

𝜔ℎ
[𝑎,𝑏] повинен бути безперервний у внутрi-

шнiх вузлах 𝑥𝑖 (𝑖 = 1,𝑛− 1) сiтки 𝜔ℎ, тобто повинен задовольняти 𝑛 − 1

умовi, то для його визначення необхiдний 𝑛 + 1 параметр. Значить простiр
лiнiйних безперервних сплайнiв 𝑆1,0

𝜔ℎ
[𝑎,𝑏] має розмiрнiсть 𝑛 + 1. Очевидно,

що функцiї

𝜙𝑖(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑥− 𝑥𝑖−1)/ℎ𝑖, 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖],

−(𝑥− 𝑥𝑖+1)/ℎ𝑖+1, 𝑥 ∈ [𝑥𝑖,𝑥𝑖+1],

0, 𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]∖[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖+1],

𝑖 = 1,𝑛− 1

(2.1)

𝜙0(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩ −(𝑥− 𝑥1)/ℎ1, 𝑥 ∈ [𝑥0,𝑥1],

0, 𝑥 ∈ [𝑥1,𝑏],

(2.2)
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𝜙𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩ (𝑥− 𝑥𝑛−1)ℎ𝑛, 𝑥 ∈ [𝑥𝑛−1,𝑥𝑛],

0, 𝑥 ∈ [𝑎,𝑥𝑛−1],

(2.3)

лiнiйно незалежнi i є лiнiйними безперервними сплайнами.
Значить {𝜙𝑖(𝑥)}𝑛𝑖=0 — базис простору 𝑆1,0

𝜔ℎ
[𝑎,𝑏]. Очевидно, що

𝜙𝑖(𝑥𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 = 0,𝑛.

Тому, якщо вiдомi значення функцiї у вузлах сiтки 𝑓(𝑥𝑖) (𝑖 = 0,𝑛.), То
лiнiйний безперервний сплайн

𝑠(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑓(𝑥𝑖)𝜙𝑖(𝑥)

є iнтерполяцiйним сплайном, бо

𝑠(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 = 0,𝑛,

i називається лiнiйним сплайном Лагранжа.

Вiдомо, що в гiльбертовому просторi 𝑉 має мiсце наступна нерiвнiсть
Кошi-Буняковського

(𝑢,𝑣)𝑉 ≤ ||𝑢||𝑉 ||𝑣||𝑉 ∀𝑢,𝑣 ∈ 𝑉, (2.4)

де (𝑢,𝑣)𝑉 — скалярний добуток, ||𝑢||𝑉 =
√︀

(𝑢,𝑢)𝑉 — норма гiльбертовому
просторi 𝑉 .
Розглянемо деякi приклади.
Якщо 𝑉 є скiнченномiрним простором 𝑛 х векторiв з 𝑅𝑛, то

(𝑢,𝑣)𝑉 = 𝑢𝑇𝑣

i нерiвнiсть Кошi-Буняковського набуває вигляду

𝑢𝑇𝑣 ≤ ||𝑢||2||𝑣||2 ∀𝑢,𝑣 ∈ 𝑅𝑛, (2.5)

де ||𝑢||2 — Евклiдова норма вектора. Простiр Лебега 𝐿2(𝑎,𝑏), що складається
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з функцiй суммовних з квадратом, тобто

𝐿2(𝑎,𝑏) = {𝑢(𝑥) :

𝑏∫︁
𝑎

𝑢2(𝑥)𝑑𝑥 < ∞},

є Гiльбертовим простором зi скалярним добутком

(𝑢(𝑥),𝑣(𝑥))𝐿2(𝑎,𝑏) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

Для цього простору нерiвнiсть Кошi-Буняковського приймає наступний
вигляд:

𝑏∫︁
𝑎

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 ≤

⎧⎨⎩
𝑏∫︁

𝑎

𝑢2(𝑥)𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2
⎧⎨⎩

𝑏∫︁
𝑎

𝑣2(𝑥)𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2

∀𝑢(𝑥),𝑣(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑎,𝑏).

(2.6)

Простори Соболєва 𝐻𝑘(𝑎,𝑏), (𝑘 = 1,2, . . . ) складаються з функцiй
сумуємих з квадратом разом з похiдними до 𝑘-го порядку включно, тобто

𝐻𝑘(𝑎,𝑏) = {𝑢(𝑥) :

𝑏∫︁
𝑎

𝑘∑︁
𝑖=0

(𝑢(𝑖)(𝑥))2𝑑𝑥 < ∞},

є гiльбертовими просторами зi скалярним добутком

(𝑢(𝑥),𝑣(𝑥))𝐻𝑘(𝑎,𝑏) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑢(𝑖)(𝑥)𝑣(𝑖)(𝑥)𝑑𝑥.

Для цих просторiв нерiвнiсть Кошi-Буняковського набуває вигляду:

𝑏∫︁
𝑎

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑢(𝑖)(𝑥)𝑣(𝑖)(𝑥)𝑑𝑥 ≤

⎧⎨⎩
𝑏∫︁

𝑎

𝑘∑︁
𝑖=0

(𝑢(𝑖)(𝑥))2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2

×
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×

⎧⎨⎩
𝑏∫︁

𝑎

𝑘∑︁
𝑖=0

(𝑣(𝑖)(𝑥))2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2

∀𝑢(𝑥),𝑣(𝑥) ∈ 𝐻𝑘(𝑎,𝑏). (2.7)

Доведемо тепер теорему про апроксимацiю функцiї лiнiйними безпе-
рервними сплайнами.

Теорема 2.1. Якщо 𝑢(𝑥) ∈ 𝐻2(𝑎,𝑏), то iснує такий сплайн𝑢ℎ(𝑥) ∈ 𝑆1,0
𝜔ℎ

[𝑎,𝑏],
що

||𝑢(𝑥) − 𝑢ℎ(𝑥)||𝐿2(𝑎,𝑏) ≤ 𝐶ℎ2|𝑢(𝑥)|𝐻2(𝑎,𝑏), (2.8)

||𝑢(𝑥) − 𝑢ℎ(𝑥)||𝐻1(𝑎,𝑏) ≤ 𝐶ℎ|𝑢(𝑥)|𝐻2(𝑎,𝑏), (2.9)

де

|𝑢(𝑥)|𝐻2(𝑎,𝑏) =

⎧⎨⎩
𝑏∫︁

𝑎

(𝑢′′(𝑥))2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2

— напiвнорма простору 𝐻2(𝑎,𝑏), 𝐶 > 0 — константа не залежна вiд ℎ.

2.2. Варiацiйне формулювання крайової задачi

Теорема 2.2 (Лемма Лакса–Мiльграма). [9, стр. 19] Нехай 𝑉 — гiльбер-
товому просторi зi скалярним твором (·, ·)𝑉 i нормою || · ||𝑉 . Бiлiнiйна
форма 𝑎(·,·) : 𝑉 × 𝑉 → 𝑅 неперервна i 𝑉 - елiптична, тобто

|𝑎(𝑢,𝑣)| ≤ 𝑐1||𝑢||𝑉 ||𝑣||𝑉 , ∀𝑢,𝑣 ∈ 𝑉, (2.10)

𝑎(𝑢,𝑢) ≥ 𝑐2||𝑢||2𝑉 , ∀𝑢 ∈ 𝑉, (2.11)

де 𝑐1 > 0, 𝑐2 > 0 — константи якi не залежать вiд 𝑢 i 𝑣. Лiнiйна форма
𝑓(𝑣) : 𝑉 → 𝑅 неперервна, тобто

𝑓(𝑣) ≤ 𝑐3||𝑣||𝑉 , ∀𝑣 ∈ 𝑉, (2.12)

де 𝑐3 > 0 — константа незалежна вiд 𝑣.

Тодi абстрактна варiацiйна задача: знайти такий елемент 𝑢 ∈ 𝑉 ,
що

𝑎(𝑢,𝑣) = 𝑓(𝑣), ∀𝑣 ∈ 𝑉, (2.13)
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має єдиний розв’язок.

Розглянемо крайову задачу

− 𝑢′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏), (2.14)

𝑢(𝑎) = 𝛼, 𝑢′(𝑏) = 𝛽, (2.15)

де 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶0[𝑎,𝑏] i 𝑞(𝑥) ≥ 0. Якщо функцiї 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶0[𝑎,𝑏], то розв’язок кра-
йової задачi (2.14)–(2.15) 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶2[𝑎,𝑏] називається класичним розв’язком
крайової задачi. Якщо 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑎,𝑏), то класичного розв’язку крайової
задачi може не iснувати.

Визначимо простiр

𝐻1
𝑎(𝑎,𝑏) = {𝑣 ∈ 𝐻1(𝑎,𝑏) : 𝑣(𝑎) = 0}.

Домножемо рiвняння (2.14) на довiльну функцiю 𝑣 ∈ 𝐻1
𝑎(𝑎,𝑏), а потiм

iнтегруємо вiд 𝑎 до 𝑏. До першого iнтеграла в лiвiй частинi отриманого
рiвностi,

−
𝑏∫︁

𝑎

𝑢′′𝑣𝑑𝑥 +

𝑏∫︁
𝑎

𝑞(𝑥)𝑢𝑣𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑣𝑑𝑥,

застосуємо формулу iнтегрування частинами, тодi

𝑏∫︁
𝑎

𝑢′𝑣′𝑑𝑥− 𝑢′𝑣|𝑏𝑎 +

𝑏∫︁
𝑎

𝑞(𝑥)𝑢𝑣𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑣𝑑𝑥.

Оскiльки 𝑣 — довiльна функцiя з 𝐻1
𝑎(𝑎,𝑏) и 𝑢′(𝑏) = 𝛽, то

𝑏∫︁
𝑎

{𝑢′𝑣′ + 𝑞(𝑥)𝑢𝑣}𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑣𝑑𝑥 + 𝛽𝑣(𝑏). (2.16)

Позначимо

𝑎(𝑢,𝑣) =

𝑏∫︁
𝑎

{𝑢′𝑣′ + 𝑞(𝑥)𝑢𝑣}𝑑𝑥, (2.17)
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𝑓(𝑣) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑣𝑑𝑥 + 𝛽𝑣(𝑏). (2.18)

Очевидно, що ця iнтегральна рiвнiсть (2.16) має сенс, якщо функцiя 𝑢

належить тiльки простору 𝐻1(𝑎,𝑏). Розглянемо тепер таку варiацiйну задачу.
Нехай 𝑤 ∈ 𝐻1(𝑎,𝑏) и 𝑤(𝑎) = 𝛼. Необхiдно знайти таку функцiю 𝑢 ∈ 𝐻1(𝑎,𝑏),
що 𝑢− 𝑤 ∈ 𝐻1

𝑎(𝑎,𝑏) i

𝑎(𝑢− 𝑤,𝑣) = 𝑓(𝑣) − 𝑎(𝑤,𝑣),∀𝑣 ∈ 𝐻1
𝑎(𝑎,𝑏). (2.19)

Покажемо, що для варiацiйної задачi (2.19) виконуються умови леми
Лакса–Мiльграма, а значить варiацiйна задача (2.19) має єдиний розв’язок.

Покладемо 𝑉 = 𝐻1
𝑎(𝑎,𝑏) и

||𝑣||𝑉 ≡ ||𝑣||1 =

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

(𝑣′)2 + 𝑣2𝑑𝑥

⎞⎠1/2

.

Покажемо, що бiлiнiйна форма 𝑎(·,·) завдання (2.19) неперервна i 𝑉 - елi-
птична. Використовуючи iнтегральну нерiвнiсть Кошi–Буняковського, а
потiм нерiвнiсть Кошi–Буняковського для сум, отримуємо

|𝑎(𝑢,𝑣)| ≤
𝑏∫︁

𝑎

|𝑢′| |𝑣′|𝑑𝑥 + max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑞(𝑥)

𝑏∫︁
𝑎

|𝑢| |𝑣|𝑑𝑥 ≤

≤

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

(𝑢′)2𝑑𝑥

⎞⎠1/2⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

(𝑣′)2𝑑𝑥

⎞⎠1/2

+ max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑞(𝑥)

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

𝑢2𝑑𝑥

⎞⎠1/2⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

𝑣2𝑑𝑥

⎞⎠1/2

≤ 𝑐4

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

(𝑢′)2 + 𝑢2𝑑𝑥

⎞⎠1/2⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

(𝑣′)2 + 𝑣2𝑑𝑥

⎞⎠1/2

= 𝑐4||𝑢||1||𝑣||1,
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де 𝑐4 = max{1, max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑞(𝑥)}. З iншого боку

𝑎(𝑢,𝑣) =

𝑏∫︁
𝑎

(𝑣′)2 + 𝑞(𝑥)𝑣2𝑑𝑥 ≥
𝑏∫︁

𝑎

(𝑣′)2𝑑𝑥 ≥ 𝑐5||𝑣||21.

Тут ми скористалися нерiвнiстю

|𝑣|21 =

𝑏∫︁
𝑎

(𝑣′)2𝑑𝑥 ≥ 𝑐5||𝑣||21,

яка справедлива для будь-якої функцiї з 𝐻1
𝑎(𝑎,𝑏), але може не виконуватися

для функцiй з 𝐻1(𝑎,𝑏) (наприклад, для функцiї 𝑢 = 𝐶 > 0).

Доведемо тепер безперервнiсть лiнiйної форми 𝑓(𝑣)−𝑎(𝑤,𝑣). Оскiльки
𝑣 ∈ 𝐻1

𝑎(𝑎,𝑏) ⊂ 𝐶0[𝑎,𝑏] (по теорем вкладення [9, стр. 118]), то

|𝛽𝑣(𝑏)| ≤ |𝛽|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑏∫︁
𝑎

𝑣′𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ |𝛽|

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

(𝑣′)2𝑑𝑥

⎞⎠1/2⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

12𝑑𝑥

⎞⎠1/2

=

=
√
𝑏− 𝑎|𝛽|

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

(𝑣′)2𝑑𝑥

⎞⎠1/2

≤
√
𝑏− 𝑎| 𝛽| ||𝑣||1.

далi ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑣𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

(𝑓(𝑥))2𝑑𝑥

⎞⎠1/2⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

𝑣2𝑑𝑥

⎞⎠1/2

≤ ||𝑓(𝑥)||0||𝑣||1.

Тому
|𝑓(𝑣)| ≤ {

√
𝑏− 𝑎 |𝛽| + ||𝑓(𝑥)||0}||𝑣||1. (2.20)

Тепер безперервнiсть лiнiйної форми 𝑓(𝑣) − 𝑎(𝑤,𝑣) випливає з (2.20) i
безперервностi билинейной форми 𝑎(·,·)

Значить варiацiйна задача (2.19) має єдине рiшення 𝑢 = 𝑧 − 𝑤 ∈
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𝐻1
𝑎(𝑎,𝑏). далi

𝑎(𝑢− 𝑤,𝑢− 𝑤) = 𝑓(𝑢− 𝑤) − 𝑎(𝑤,𝑢− 𝑤).

Використовуючи позитивну визначенiсть билинейної форми i безперервнiсть
лiнiйної форми, з цiєї рiвностi отримуємо

𝑐5||𝑢− 𝑤||21 ≤ {
√
𝑏− 𝑎 |𝛽| + ||𝑓(𝑥)||0 + 𝑐4||𝑤||1}||𝑢− 𝑤||1,

або
||𝑢− 𝑤||1 ≤

1

𝑐5
{
√
𝑏− 𝑎 |𝛽| + ||𝑓(𝑥)||0},

нарештi

||𝑢||1 ≤
1

𝑐5
{
√
𝑏− 𝑎 |𝛽| + ||𝑓(𝑥)||0} + {𝑐4 + 𝑐5

𝑐5
}||𝑤||1. (2.21)

Ця оцiнка означає, що рiшення 𝑢 варiацiйної задачi (2.19) безперервно
залежать вiд вхiдних даних.

2.3. Метод Бубнова–Гальоркiна

Нехай для абстрактної варiацiйної задачi, знайти таке 𝑢 ∈ 𝑉 , що

𝑎(𝑢,𝑣) = 𝑓(𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝑉, (2.22)

виконуються умови леми Лакса–Мiльграма. Метод Бубнова - Гальоркiна
побудови наближеного розв’язку варiацiйної задачi (2.22) полягає в насту-
пному. Розглянемо деякий скiнченномiрний пiдпростiр 𝑉ℎ простору 𝑉 , де
ℎ — деякий параметр вiд якого залежить розмiрнiсть 𝑁ℎ пiдпростору 𝑉ℎ.
Задачi (2.22) поставимо у вiдповiднiсть скiнченно-вимiрну задачу, знайти
таке 𝑢ℎ ∈ 𝑉ℎ, що

𝑎(𝑢ℎ,𝑣ℎ) = 𝑓(𝑣ℎ) ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ. (2.23)

Очевидно, що в силу леми Лакса - Мiльграма завдання (2.23) має єдиний
розв’язок. Нехай {𝜙𝑖}𝑁ℎ

𝑖=1 — базис пiдпростору 𝑉ℎ. Тодi шуканий розв’язок
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𝑢ℎ завдання (2.23) можна представити у виглядi

𝑢ℎ =

𝑁ℎ∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜙𝑖, (2.24)

де коефiцiєнти 𝛼𝑖 пiдлягають визначенню. Пiдставляючи (2.24) в (2.23) i
враховуючи, що варiацiйне рiвнiсть в (2.23) буде виконуватися ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ,
якщо воно буде виконуватися для всiх базисних функцiй пiдпростору 𝑉ℎ,
отримуємо СЛАР

𝑁ℎ∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑎(𝜙𝑖,𝜙𝑗) = 𝑓(𝜙𝑗), 𝑗 = 1,𝑁ℎ, (2.25)

або
𝐴𝑦 = 𝑏, (2.26)

де 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎(𝜙𝑗,𝜙𝑖), 𝑏𝑖 = 𝑓(𝜙𝑖), 𝑖,𝑗 = 1,𝑁ℎ, 𝑦 = [𝛼1, . . . , 𝛼𝑁ℎ
]𝑇 .

Теорема 2.3 (Лемма Сеа). [9, стр. 109] Нехай 𝑢 — розв’язок варiацiйної
задачi (2.22) для якої виконуються умови леми Лакса–Мiльграмма, 𝑢ℎ —
розв’язок задачi (2.23), тодi iснує така яка не залежить вiд пiдпростору
𝑉ℎ константа 𝐶 > 0, що

||𝑢− 𝑢ℎ||𝑉 ≤ 𝐶 inf
𝑣𝑣∈𝑉ℎ

||𝑢− 𝑣ℎ||𝑉 . (2.27)

Доведення. З (2.22) и (2.23) слiд, що

𝑎(𝑢− 𝑢ℎ,𝑤ℎ) = 0 ∀𝑤ℎ ∈ 𝑉ℎ.

Тому, використовуючи позитивну визначенiсть i безперервнiсть билинейной
форми 𝑎(·,·), отримуємо

𝑐2||𝑢− 𝑢ℎ||2𝑉 ≤ 𝑎(𝑢− 𝑢ℎ,𝑢− 𝑢ℎ) = 𝑎(𝑢− 𝑢ℎ,𝑢− (𝑢ℎ + 𝑤ℎ)) =

= 𝑎(𝑢− 𝑢ℎ,𝑢− 𝑣ℎ) ≤ 𝑐1||𝑢− 𝑢ℎ||𝑉 ||𝑢− 𝑣ℎ||𝑉 .

Значить
||𝑢− 𝑢ℎ||𝑉 ≤ 𝑐1

𝑐2
||𝑢− 𝑣ℎ||𝑉 ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ.
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Звiдси випливає оцiнка (2.27).

Лемма Сеа фактично стверджує наступне. Для того, щоб наближене
рiшення 𝑢ℎ, отримане методом Бубнова–Гальоркiна, сходилося до разв’язку
𝑢 варiацiйної задачi (2.22), достатньо iснування такого сiмейства скiнченно-
вимiрних пiдпросторiв {𝑉ℎ} простору 𝑉 , що для будь-якого 𝑢 ∈ 𝑉

lim
𝑁ℎ→∞

inf
𝑣𝑣∈𝑉ℎ

||𝑢− 𝑣ℎ||𝑉 = 0. (2.28)

2.4. Метод скiнченних елементiв

Розглянемо тепер метод скiнченних елементiв рiшення крайової задачi
(2.14)–(2.15). Роздiлимо промiжок [𝑎, 𝑏] на 𝑛 рiвних частин. Покладемо
ℎ = (𝑏− 𝑎)/𝑛. використовуючи сiтку

𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝑖ℎ, 𝑖 = 0,𝑛},

визначимо простiр лiнiйних безперервних сплайнiв 𝑆1,0
ℎ [𝑎,𝑏]

c базисом {𝜙𝑖(𝑥)}𝑛𝑖=0, де

𝜙𝑖(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜙−
𝑖 (𝑥) = 1

ℎ(𝑥− 𝑥𝑖−1), если 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖],

𝜙+
𝑖 (𝑥) = 1

ℎ(𝑥𝑖+1 − 𝑥), если 𝑥 ∈ [𝑥𝑖,𝑥𝑖+1],

0, если 𝑥 ∈ [𝑎,𝑏] ∖ [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖+1].

Зауважимо, що 𝜙𝑖(𝑥𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 (𝑖,𝑗 = 0,𝑛).

Як вже зазначалося, слабке рiшення крайової задачi (2.14)–(2.15)
є рiшенням наступної варiацiйної задачi. Знайти таке 𝑢 ∈ 𝐻1(𝑎,𝑏), що
𝑢− 𝑤ℎ ∈ 𝐻1

𝑎(𝑎,𝑏) i

𝑎(𝑢− 𝑤ℎ,𝑣) = 𝑓(𝑣) − 𝑎(𝑤ℎ,𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝐻1
𝑎(𝑎,𝑏), (2.29)

де

𝑎(𝑢,𝑣) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑢′𝑣′ + 𝑞(𝑥)𝑢𝑣𝑑𝑥,
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𝑓(𝑣) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑣𝑑𝑥 + 𝛽𝑣(𝑏),

и 𝑤ℎ ∈ 𝑆1,0
ℎ (𝑎,𝑏) ∈ 𝐻1(𝑎,𝑏) вибрано таким чином 𝑤ℎ = 𝛼𝜙0(𝑥).

Визначимо скiнченномiрний пiдпростiр

𝑉ℎ = {𝑣ℎ ∈ 𝑆1,0
ℎ [𝑎,𝑏] : 𝑣ℎ(𝑎) = 0}

простору 𝐻1
𝑎(𝑎,𝑏). Задачi (2.29) поставимо у вiдповiднiсть наступну скiнчен-

номiрну задачу. Знайти таке 𝑢ℎ ∈ 𝑆1,0
ℎ [𝑎,𝑏], що 𝑢ℎ − 𝑤ℎ ∈ 𝑉ℎ i

𝑎(𝑢ℎ − 𝑤ℎ,𝑣ℎ) = 𝑓(𝑣ℎ) − 𝑎(𝑤ℎ,𝑣ℎ) ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ. (2.30)

Ця задача має єдиний розв’язок в силу леми Лакса–Мiльграма. Доведемо
тепер теорему про збiжнiсть скiнченно - елементного розв’язку 𝑢ℎ.

Теорема 2.4. Нехай 𝑢 ∈ 𝐻2(𝑎,𝑏) — слабкий розв’язок крайової задачi
(2.14)–(2.15), 𝑢ℎ — розв’язок задачi (2.30), тодi iснує така яка незалежна
вiд ℎ константа 𝐶 > 0, що

||𝑢− 𝑢ℎ||1 ≤ 𝐶ℎ|𝑢|2. (2.31)

Доведення. Використовуючи лему Сеа, отримуємо

||𝑢− 𝑢ℎ||1 = ||(𝑢− 𝑤ℎ) − (𝑢ℎ − 𝑤ℎ)||1 ≤ 𝐶 inf
𝑣𝑣∈𝑉ℎ

||𝑢− 𝑣ℎ||1.

Для функцiї 𝑢 побудуємо iнтерполяцiйний сплайн Лагранжа

Πℎ𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑢(𝑥𝑖)𝜙𝑖(𝑥).

По теоремi про апроксимацiю функцiй лiнiйними сплайнами має мiсце
оцiнка

||𝑢− Πℎ𝑢||1 ≤ ℎ|𝑢|2.
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Значить

||𝑢− 𝑢ℎ||1 ≤ 𝐶 inf
𝑣𝑣∈𝑉ℎ

||𝑢− 𝑣ℎ||1 ≤ 𝐶||𝑢− Πℎ𝑢||1 ≤ 𝐶ℎ|𝑢|2.

Покажемо, що задача (2.30) являє собою систему лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь. Рiшення 𝑢ℎ задачi (2.30) будемо шукати у наступному виглядi

𝑢ℎ =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝛼𝑖𝜙𝑖(𝑥), (2.32)

де коефiцiєнти 𝛼𝑖 необхiдно визначити. Оскiльки 𝑤ℎ = 𝛼𝜙0(𝑥), то з умови
𝑢ℎ − 𝑤ℎ ∈ 𝑉ℎ отримуємо рiвняння 𝑢ℎ(𝑥0) = 𝛼𝜙0(𝑥0) або

𝛼0 = 𝛼. (2.33)

Пiдставляючи (2.32) в (2.30) i враховуючи, що варiацiйна рiвнiсть в (2.30)
буде виконуватися ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ, якщо вона буде виконуватися для всiх базисних
функцiй пiдпростору 𝑉ℎ, отримуємо

𝑛∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖𝑎(𝜙𝑖(𝑥),𝜙𝑗(𝑥)) = 𝑓(𝜙𝑗(𝑥)), 𝑗 = 1,𝑛. (2.34)

Оскiльки функцiя 𝜙𝑖(𝑥) вiдмiнна вiд нуля тiльки на промiжку [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖+1],
то 𝑎(𝜙𝑖(𝑥),𝜙𝑗(𝑥)) = 0 якщо |𝑖− 𝑗| > 1. Зауважимо також, що

𝑎(𝜙𝑖(𝑥),𝜙𝑗(𝑥)) = 𝑎(𝜙𝑗(𝑥),𝜙𝑖(𝑥)).

Далее

𝑎(𝜙𝑖(𝑥),𝜙𝑖(𝑥)) =

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

((𝜙−
𝑖 (𝑥))′)2+

+𝑞(𝑥)(𝜙−
𝑖 (𝑥))2𝑑𝑥 +

𝑥𝑖+1∫︁
𝑥𝑖

((𝜙+
𝑖 (𝑥))′)2+

+𝑞(𝑥)(𝜙+
𝑖 (𝑥))2𝑑𝑥 =
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=
2

ℎ
+

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

𝑞(𝑥)(𝜙−
𝑖 (𝑥))2𝑑𝑥 +

𝑥𝑖+1∫︁
𝑥𝑖

𝑞(𝑥)(𝜙+
𝑖 (𝑥))2𝑑𝑥.

Використовуючи квадратурну формулу трапецiй для наближеного обчисле-
ння двох останнiх iнтегралiв, отримуємо

𝑎(𝜙𝑖(𝑥),𝜙𝑖(𝑥)) ≈ 2

ℎ
+ 𝑞(𝑥𝑖)ℎ, 𝑖 = 1,𝑛− 1. (2.35)

Аналогiчно

𝑎(𝜙𝑖(𝑥),𝜙𝑖+1(𝑥)) =

𝑥𝑖+1∫︁
𝑥𝑖

(𝜙+
𝑖 (𝑥))′(𝜙−

𝑖+1(𝑥))′ + 𝑞(𝑥)𝜙+
𝑖 (𝑥)𝜙−

𝑖+1(𝑥)𝑑𝑥 =

≈ −1

ℎ
, 𝑖 = 0,𝑛− 1, (2.36)

i

𝑎(𝜙𝑛(𝑥),𝜙𝑛(𝑥)) =

𝑥𝑛∫︁
𝑥𝑛−1

((𝜙−
𝑛 (𝑥))′)2 + 𝑞(𝑥)(𝜙−

𝑛 (𝑥))2𝑑𝑥 =

=
1

ℎ
+

𝑥𝑛∫︁
𝑥𝑛−1

𝑞(𝑥)(𝜙−
𝑛 (𝑥))2𝑑𝑥 ≈ 1

ℎ
+

𝑞(𝑥𝑛)ℎ

2
. (2.37)

Для 𝑖 = 1,𝑛− 1 обчислимо

𝑓(𝜙𝑖(𝑥)) =

𝑥𝑖+1∫︁
𝑥𝑖−1

𝑓(𝑥)𝜙𝑖(𝑥)𝑑𝑥 =

=

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

𝑓(𝑥)𝜙−
𝑖 (𝑥)𝑑𝑥 +

𝑥𝑖+1∫︁
𝑥𝑖

𝑓(𝑥)𝜙+
𝑖 (𝑥)𝑑𝑥.

Приблизно обчислюючи для останнiх iнтеграла за формулою трапецiй,
отримуємо

𝑓(𝜙𝑖(𝑥)) ≈ ℎ𝑓(𝑥𝑖). (2.38)
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Аналогiчно

𝑓(𝜙𝑛(𝑥)) =

𝑥𝑛∫︁
𝑥𝑛−1

𝑓(𝑥)𝜙−
𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 + 𝛽𝜙−

𝑛 (𝑥𝑛) ≈ ℎ

2
𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽. (2.39)

З огляду на (2.35)-(2.39), систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (2.34)
запишемо так

𝐴𝑦 = 𝑏, (2.40)

де

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2/ℎ + ℎ𝑞(𝑥1) −1/ℎ

−1/ℎ 2/ℎ + 𝑞(𝑥2) −1/ℎ

. . . . . . . . .

−1/ℎ 2/ℎ + 𝑞(𝑥𝑛−1) −1/ℎ

−1/ℎ 2/ℎ + ℎ𝑞(𝑥𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

𝑦 = [𝛼1,𝛼2, . . . ,𝛼𝑛]𝑇 ,

𝑏 = [ℎ𝑓(𝑥1) + 𝛼/ℎ,ℎ𝑓(𝑥2), . . . ,𝑓(𝑥𝑛−1),𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽]𝑇 .

Зауважимо, що матриця 𝐴 симетрична i трехдiагональна. Вирiшивши си-
стему (2.40) i врахувавши (2.33), за формулою (2.32) знайдемо скiнченно -
елементний розв’язок 𝑢ℎ вхiдної крайової задачi (2.14)-(2.15).
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РОЗДIЛ 3

ОГЛЯД АПОСТЕРIОРНИХ ОЦIНЮВАЧIВ

3.1. Апостерiорнi оцiнювачi похибок та їхнi характеристики

Теорема 3.1 (Про апроксимативнiсть просторiв кусково- полiномiальних
функцiй високих порядкiв). Нехай простiр апроксимацiй МСЕ 𝑉ℎ𝑝 побудо-
вано на рiвномiрнiй сiтцi з кроком ℎ i однаковим степенем полiномiв 𝑝 на
кожному зi скiнченних елементiв, тодi для кожного 𝑣 ∈ 𝑉 iснує 𝑣ℎ𝑝 ∈ 𝑉ℎ𝑝

такий, що:

‖𝑣 − 𝑣ℎ𝑝‖𝐻1(Ω) ≤ 𝐶
ℎ𝑥

𝑝𝑚−1
‖𝑣‖𝐻𝑚+1(Ω), 𝑚 ≥ 1 (3.1)

де 𝐶 = 𝐶(𝑚) > 0, 𝜒 = 𝑚𝑖𝑛{𝑝,𝑚−1}. Наведена оцiнка є оптимальною.
Якщо ж сiтка вузлiв неравномiрна i степенi полiномiв на елементах
змiннi, то, при деяких додаткових припущеннях (щодо розташування
примежового шару), для кожного 𝑣 ∈ 𝑉 можна побудувати таку сiтку
i вибрати степенi полiномiв у такий спосiб, що знайдеться елемент
𝑣ℎ𝑝 ∈ 𝑉ℎ𝑝, для якого виконується оцiнка:

‖𝑣 − 𝑣ℎ𝑝‖𝐻1(Ω) ≤ 𝐶1 exp
[︁
−𝐶2

3
√︀

𝑁𝑑𝑜𝑓

]︁
(3.2)

де 𝐶1, 𝐶2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,𝑁𝑑𝑜𝑓 = 𝑑𝑖𝑚𝑣ℎ𝑝.

Суттєвий недолiк апрiорних оцiнок похибок, прикладами яких є оцiн-
ки (3.1) та (3.2) — наявнiсть констант, значення яких практично завжди
невiдомi. Незважаючи на цей факт, апрiорнi оцiнки дуже важливi з точки
зору i теорiї, i практики, оскiльки дають змогу провести якiсний аналiз ха-
рактеристик збiжностi методу, встановити швидкiсть та порядок збiжностi,
проаналiзувати можливостi щодо точностi наближення невiдомої функцiї
елементами того чи iншого простору апроксимацiй. Для реалiзацiї ж кон-
кретних алгоритмiв методу скiнченних елементiв нам потрiбно мати певний
рецепт точної оцiнки похибки. Ключем до вiднайдення такого рецепту є
використання при оцiнцi похибок вже знайденого наближення. Така iдея
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закономiрна, оскiльки, оцiнюючи якiсть апроксимацiї, певна рiч, можна
припускати, що сама апроксимацiя мiстить в собi практично всю iнфор-
мацiю, яка потрiбна для оцiнки похибки. Вперше серйозне дослiдження
апостерiорних оцiнювачiв похибок (АОП) було висвiтлено у працях таких
вчених, як [11].

Для найбiльш загального спiвставлення й аналiзу АОП, у них бу-
ло введено такi важливi характеристики, як ефективнiсть та надiйнiсть.
Розглянемо їх детальнiше.

Нехай знайдено наближення МСЕ 𝑢ℎ. Позначаючи точний розв’язок як
𝑢, похибка знайденого наближення становить 𝑒 = 𝑢−𝑢ℎ. Нехай задано деяку
норму ‖ · ‖, в якiй ми хочемо оцiнити похибку 𝑒. Розглянемо апостерiорний
оцiнювач похибки 𝜂 = 𝜂 (𝑢ℎ) ≥ 0.

Оцiнювач 𝜂 називають надiйним, якщо iснує (вiдома) константа 𝑘𝑅 > 0

така, що:

‖𝑒‖ ≤ 𝑘𝑅𝜂 (3.3)

Оцiнювач 𝜂 називають ефективним, якщо iснує константа 𝑘𝐸 > 0 така,
що:

‖𝑒‖ ≥ 𝑘𝐸𝜂 (3.4)

Змiст умови (3.3) очевидний: якщо задано допустимий рiвень похибки
𝑇𝑂𝐿, то величину 𝑘𝑅𝜂 можна використовувати для контролю точностi
апроксимацiї МСЕ, оскiльки виконання умови 𝑘𝑅𝜂 < 𝑇𝑂𝐿 гарантуватиме,
що точна похибка апроксимацiї не бiльша, нiж 𝑇𝑂𝐿: ‖𝑒‖ < 𝑇𝑂𝐿.

Бачимо, що з (3.3) та (3.4) отримуємо

𝑘𝐸 ≤ ‖𝑒‖
𝜂

≤ 𝑘𝑅. (3.5)

Щодо умови (3.4), то важливим є близькiсть константи 𝑘𝑒 до 𝑘𝑅,

оскiльки останнiй факт визначає «оперативнiсть» зупинки алгоритму МСЕ
при досягненнi вiдповiдної точностi в процесi, наприклад, рiвномiрного
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згущення сiтки. Отож, що коли сталi 𝑘𝑒 та 𝑘𝑅 «сильно» вiдрiзняються за
величиною, то це може призводити до великого значення рiзницi 𝑘𝑅𝜂−‖𝑒‖, i
навiть пiсля фактичного досягнення заданої точностi ‖𝑒‖ < 𝑇𝑂𝐿 алгоритм
буде робити ще додатковi кроки згущення сiтки доти, доки не буде виконана
умова 𝑘𝑅𝜂 ≤ 𝑇𝑂𝐿. Саме тому згадану властивiсть i називають ефективнiстю
оцiнювача.

Побудова схем МСЕ на рiвномiрних сiтках iз використання АОП як
iндикатора повної похибки апроксимацiї для багатьох реальних задач не має
практичної цiнностi, оскiльки у тому випадку, коли розв’язок задачi матиме
складну структуру (наприклад, у разi сингулярно збурених задач ДКР),
густина вузлiв рiвномiрної сiтки, на якiй апроксимацiя могла б з гаранто-
ваною точнiстю вiдтворити цю складну структуру, має бути надто велика.
Величина обчислювальних затрат, внаслiдок великої розмiрностi СЛАР,
отримуваних в процесi роботи алгоритму, робить такi схеми практично
повнiстю незастосовними.

Природним вирiшенням проблеми вiдтворення складної структури
розв’язку є використання нерiвномiрних сiток, густiших у зонах областi
задачi, де локальна похибка апроксимацiї є бiльшою. Як наслiдок, виникла
проблема побудови АОП, що мiг би давати оцiнку похибки не на всiй областi
Ω а, наприклад, на окремих скiнченних елементах або ж взагалi на певних
пiдобластях областi Ω.

Часто розглядають поелементнi оцiнювачi (iндикатори) 𝜂𝐾 та вiдпо-
вiдний глобальний оцiнювач 𝜂, якi пов’язанi спiввiдношенням:

𝜂2 =
∑︁
𝐾

𝜂2𝐾 (3.6)

Для локальних оцiнювачiв розглядають аналогiчнi характеристики:
надiйнiсть та ефективнiсть. В одновимiрному випадку найпростiший алго-
ритм адаптування сiтки полягає у тому, щоб на кожнiй iтерацiї алгоритму
дiлити навпiл скiнченнi елементи 𝐾̃, iндикатор похибки для яких є макси-
мальним серед усiх елементiв сiтки:

𝜂𝐾̃ = max
𝐾

𝜂𝑘 (3.7)
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Для зупинки використовується iндикатор 𝜂 у спосiб, який описано
вище. До цього часу було описано певнi абстрактнi характеристики i поняття,
що застосовнi до АОП. На завершення цього пункту розглянемо задачу про
похибку наближення до розв’язку варiацiйної задачi:

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти функцiю 𝑢 ∈ 𝑣 := 𝐻1 (Ω) таку, що

𝑐Ω (𝑢, 𝑣) = ⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑉,

(3.8)

де

𝑐Ω (𝑢, 𝑣) :=
(︁
𝜇𝑢

′
, 𝑣

′
)︁
Ω

+ 𝑃𝑒 ·
[︁(︁

𝛽𝑢
′
, 𝑣
)︁
Ω

+ 𝑆𝑡 · (𝜎𝑢, 𝑣)Ω

]︁
+𝛼𝑢𝑣|𝑡=0 + 𝛾𝑢𝑣|𝑡=1 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉,

⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ := (𝑓, 𝑣)Ω + 𝛼𝑔0𝑣 (0) + 𝛾𝑔1𝑣 (1) ∀𝑣 ∈ 𝑉

Тут (𝑢, 𝑣)Ω =
∫︀
Ω 𝑢𝑣𝑑𝑥 - скалярний добуток в прсторi 𝐿2 (Ω) .

та покажемо, що цю задачу про похибку можна використовувати як
основу для побудови АОП.

Нехай задано деяку апроксимацiю 𝑢ℎ ∈ 𝑣ℎ до розв’язку 𝑢 задачi (3.8).
Якщо розглянути похибку 𝑒 = 𝑢− 𝑢ℎ, то, враховуючи лiнiйнiсть форми 𝑐Ω

по кожному з аргументiв та (3.8), можна записати

𝑐Ω (𝑒, 𝑣) = 𝑐Ω (𝑢− 𝑢ℎ, 𝑣) = 𝑐Ω (𝑢, 𝑣) − 𝑐Ω (𝑢ℎ, 𝑣) = ⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ − 𝑐Ω (𝑢ℎ, 𝑣) (3.9)

Враховуючи останнє спiввiдношення та ортогональнiсть Гальоркiна,
позначимо 𝑣⊥ℎ := {𝑣 ∈ 𝑣|𝑐Ω (𝑣, 𝑤) = 0 ∀𝑤 ∈ 𝑉ℎ}. . Сформулюємо варiацiйну
задачу про похибку:

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти функцiю похибки 𝑒 ∈ 𝑉 ⊥
ℎ таку, що

𝑐Ω (𝑒, 𝑣) = ⟨𝜌Ω (𝑢ℎ) , 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑉 ⊥
ℎ

(3.10)
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де

⟨𝜌Ω (𝑢ℎ) , 𝑣⟩ := ⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ − 𝑐Ω (𝑢ℎ, 𝑣) (3.11)

Функцiонал 𝜌Ω (𝑢ℎ) називають функцiоналом джерел похибки i вiн,
по сутi, є репрезентацiєю нев’язки вихiдного диференцiального рiвняння.

Очевидно, якщо данi задачi (3.8) задовольняють умови теореми Лакса-
Мiльграма-Вишика, то задача (3.10) також буде коректно поставленою,
причому виконуватиметься оцiнка:

‖𝑒‖𝑣 ≤
1

𝑐0
‖𝜌Ω (𝑢ℎ) ‖ (3.12)

З (3.12) випливає, що величину ‖𝜌Ω (𝑢ℎ) ‖ можна трактувати як АОП
з константою надiйностi 𝑘𝑅 = 1

𝑐0
.

Варто зауважити, що для побудови локальних iндикаторiв задачу про
похибку (3.10) розглядають також на окремому скiнченному елементi, але
iз врахуванням певних додаткових крайових умов.

3.2. Типи АОП

Приклад глобального АОП було подано формулою (3.12). Оцiнювачi
такого типу називають явними. Причина використання такого термiну по-
лягає у тому, що правою частиною нерiвностi (3.12) задається конкретний
вираз для обчислення оцiнки похибки у певнiй нормi. Такого виду оцiнювачi
системно розглянуто у Babuska. Основна перевага їх у вiдноснiй простотi
програмної iмплементацiї. Недолiком може бути те, що немає загального
пiдходу до гнучкої змiни точностi оцiнювача. Щодо оцiнювача (3.12) варто
також зауважити, що безпосереднє наближене обчислення норми функцiо-
нала зводиться до розв’язування певної СЛАР, i ця операцiя, залежно вiд
розмiрностi СЛАР, може бути також доволi затратною. Враховуючи це,
можна спробувати провести додаткову оцiнку зверху у (3.12) до норми фун-
кцiонала джерел похибки ‖𝜌Ω (𝑢ℎ) ‖. Це типовий пiдхiд i пiд час такої оцiнки
додатково виконують також певну декомпозицiю глобального оцiнювача на
поелементнi.
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Iдея побудови неявних оцiнювачiв дає змогу уникнути описаних ви-
ще недолiкiв. Центральним елементом виступає тут варiацiйна задача про
похибку (3.10). Зауважимо, що ця задача є за структурою та складнiстю
аналогiчна до вихiдної i вiдповiдно для її наближеного розв’язування також
можна застосувати МСЕ. Маючи наближення до точної функцiї похибки,
можна легко знайти числове значення потрiбних норм чи iнших величин на
його основi. Враховуючи вiдносну обчислювальну складнiсть обчислення
похибки описаним способом доцiльно задекларувати наступнi критерiї, до-
тримуватись яких потрiбно для того, щоб побудувати простий в обчисленнi
неявний оцiнювач:

1) АОП має бути локальним, тобто обчислюватись на окремому скiн-
ченному елементi. Для досягнення цiєї мети задачу (3.10) подають
у виглядi аналогiчного типу локальних пiдзадач. Варто зазначити,
що iснують також АОП, якi будуються специфiчно для обчислення
оцiнювача на певнiй областi, що складається з декiлькох сумiжних
елементiв.

2) Якщо похибку вiдшукуємо у виглядi функцiї у певному просторi
кусково-полiномiальних функцiй, то простiр для знаходження похибки
має мiстити в собi простiр апроксимацiй основної задачi.

3) Також зазвичай вимагають, щоб обчислювальна складнiсть знахо-
дження всiх локальних оцiнок похибки не перевищувала складнiсть
побудови глобальної СЛАР МСЕ для вихiдної задачi.

Наведенi вимоги природнi i стосуються загалом всiх типiв оцiнювачiв.

Iєрархiчнi оцiнювачi отримують оцiнку похибки, використовуючи
апроксимацiї, знайденi на вкладених просторах. Для зменшення обчислю-
вальних затрат, простiр, в якому шукають наступну апроксимацiю, подають
у виглядi суми двох пiдпросторiв: початкового, на якому знайдена вихiдна
апроксимацiя, та вiдповiдного ортогонального доповнення. Враховуючи
таку декомпозицiю, потрiбно знайти лише компоненту шуканої покращеної
апроксимацiї з цього ортогонального доповнення. Також у цьому випадку
використовують, як i в вищеописаних неявних оцiнювачах, декомпозицiю
оцiнювача на локальнi складовi.

Оцiнювачi на основi усереднення градiєнту дають змогу знайти оцiн-
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ку до похибки, використовуючи градiєнт вiд знайденої апроксимацiї. До
прикладу, формула для обчислення глобального оцiнювача може мати такий
вигляд:

𝜂2 =

∫︁
Ω

|𝐺 [𝑢ℎ] −∇𝑢ℎ|2𝑑𝑥 (3.13)

де 𝐺 [𝑢ℎ] – неперервна iнтерполяцiйна функцiя, що побудована по
вузлах сiтки скiнченних елементiв, значеннями в яких виступають середнi
значення градiєнту на сусiднiх елементах (∇𝑢ℎ є розривною функцiєю).

На завершення цього пункту зазначимо, що часто виникає потреба
знаходження не розв’язку задачi, а лише певних величин, що обчислюються
на його основi. Для задачi про мiграцiю домiшок це може бути, наприклад,
потiк домiшки через границю певної заданої областi. Вiдповiдно, немає
потреби шукати похибку всiєї апроксимацiї МСЕ, а доцiльно будувати
оцiнки лише для похибки величини, яку шукають.

3.3. Явний оцiнювач для hp-адаптивних апроксимацiй

У цьому пунктi для початку розглянуто побудову типового явного
АОП для задачi:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Задано коефiцiєнт дифузiї 𝜇̄ = 𝜇̄ (𝑥) ,

вектор конвективного перенесення 𝛽 = 𝛽 (𝑥) ,

коефiцiєнт бiохiмiчного розпаду 𝜎̄ = 𝜎̄ (𝑥) ,

iнтенсивнiсть джерел домiшки 𝑓 = 𝑓 (𝑥) та

сталi 𝛼̄, 𝛾, 𝑔0, 𝑔𝐿 ∈ R.

Знайти функцiю 𝑢 = 𝑢 (𝑥) таку що

− 𝑑
𝑑𝑥

(︀
𝜇̄𝑑𝑢
𝑑𝑥

)︀
+ 𝜎̄𝑢 = 𝑓 на 𝐺 = (0, 𝐿) ,

𝜇̄𝑑𝑢
𝑑𝑥 |𝑥=0 = 𝛼̄ [𝑢 (0) − 𝑔0] ,

−𝜇̄𝑑𝑢
𝑑𝑥 |𝑥=𝐿 = 𝛾 [𝑢 (𝐿) − 𝑔𝐿] .

(3.14)

Далi побудовано новий АОП, що безпосередньо враховує iнформацiю
про порядок використовуваного скiнченного елемента. Останнiй в наступно-
му роздiлi буде використано для побудови адаптивної схеми МСЕ.

Для зручностi розглянемо задачу (3.14), проте з перепозначеними
коефiцiєнтами:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Знайти функцiю 𝑢 = 𝑢 (𝑥) таку, що

−
(︀
𝜇𝑢

′)︀′
+ 𝜎𝑢 = 𝑓 в Ω = (0, 𝐿)(︀

𝜇𝑢
′)︀ |𝑥=0 = 𝛼 [𝑢 (0) − 𝑢̄0]

−
(︀
𝜇𝑢

′)︀ |𝑥=𝐿 = 𝛾 [𝑢 (𝐿) − 𝑢̄𝐿]

(3.15)

Стандартним способом отримуємо варiацiйне формулювання задачi
(3.15):

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти функцiю 𝑢 ∈ 𝑉 := 𝐻1 (Ω) таку, що

𝑎 (𝑢, 𝑣) = ⟨𝑙, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑉

(3.16)
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де

𝑎 (𝑢, 𝑣) :=

∫︁ 𝐿

0

[︁
𝜇𝑢

′
𝑣

′
+ 𝜎𝑢𝑣

]︁
𝑑𝑥

+𝛼𝑢 (0) 𝑣 (0) + 𝛾𝑢 (𝐿) 𝑣 (𝐿) 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉

(3.17)

⟨𝑙, 𝑣⟩ :=

∫︁ 𝐿

0

𝑓𝑣𝑑𝑥 + 𝛼𝑢̄0𝑣 (0) + 𝛾𝑢̄𝐿𝑣 (𝐿) ∀𝑣 ∈ 𝑉 (3.18)

Вiдповiдна дискретизована задача МСЕ має вигляд:

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти елемент 𝑢ℎ ∈ 𝑉ℎ ⊂ 𝑉, 𝑑𝑖𝑚𝑉ℎ < +∞ такий, що

𝑎 (𝑢ℎ, 𝑣ℎ) = ⟨𝑙, 𝑣ℎ⟩ ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ

(3.19)

де 𝑉ℎ є простором кусково-полiномiальних функцiй, що побудований
на сiтцi скiнченних елементiв Υℎ = {𝐾𝑖}𝑁𝑖=1, 𝐾̄𝑖 := [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] , ℎ𝑖 = ℎ𝑘 :=

𝑑𝑖𝑎𝑚𝐾𝑖, ℎ := 𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑁ℎ𝑖, з вузлами 0 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑁 = 𝐿.

При побудовi явних оцiнювачiв часто основою виступає також, як i в
неявних, задача про похибку (3.10). Нехай 𝑉 ⊥

ℎ := {𝑣 ∈ 𝑉 |𝑎 (𝑣, 𝑤) = 0 ∀𝑤 ∈
𝑉ℎ} . У термiнах задачi (3.16) отримаємо таку задачу про похибку:

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти функцiю похибки 𝑒 ∈ 𝑉 ⊥
ℎ таку що

𝑎 (𝑒, 𝑣) = ⟨𝜌 (𝑢ℎ) , 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑉 ⊥
ℎ

(3.20)

де 𝑒 = 𝑢 − 𝑢ℎ, а функцiонал джерел похибки визначається в такий
спосiб:

⟨𝜌 (𝑢ℎ) , 𝑣⟩ := ⟨𝑙, 𝑣⟩ − 𝑎 (𝑢ℎ, 𝑣) (3.21)

Запишемо рiвняння для похибки iз (3.20) в розгорнутому виглядi:
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𝑎 (𝑒, 𝑣) = ⟨𝑙, 𝑣⟩ − 𝑎 (𝑢ℎ, 𝑣) =

∫︁ 𝐿

0

[︁
𝑓𝑣 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑣
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑣

]︁
𝑑𝑥+

+𝑣 (0)𝛼 [𝑢̄0 − 𝑢ℎ (0)] + 𝑣 (𝐿) 𝛾 [𝑢̄𝐿 − 𝑢ℎ (𝐿)]

(3.22)

Виконуючи декомпозицiю iнтегралу у (3.22) на поелементнi складовi
та iнтегрування частинами, прийдемо до наступної рiвностi:

𝑎 (𝑒, 𝑣) =
∑︁
𝐾∈ϒ

∫︁
𝐾

[︂
𝑓 +

(︁
𝜇𝑢

′

ℎ

)︁′

− 𝜎𝑢ℎ

]︂
𝑣𝑑𝑥−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑣𝜇𝑢
′

ℎ|
𝑥=𝑥𝑘−0
𝑥=𝑥𝑘−1+0

+𝑣𝛼 [𝑢̄0 − 𝑢ℎ] |𝑥=𝑥0
+ 𝑣𝛾 [𝑢̄𝐿 − 𝑢ℎ] |𝑥=𝑥𝑁

(3.23)

Перегрупувавши в останнiй рiвностi доданки у другiй сумi, отримаємо:

𝑎 (𝑒, 𝑣) =
∑︁
𝐾∈ϒ

∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ] 𝑣𝑑𝑥 +
𝑁−1∑︁
𝑘=1

[︁
𝑢

′

ℎ (𝑥 + 0) − 𝑢
′

ℎ (𝑥− 0)
]︁
𝑣𝜇|𝑥=𝑥𝑘

+𝑣𝛼 [𝑢̄0 − 𝑢ℎ] |𝑥=𝑥0
+ 𝑣𝛾 [𝑢̄𝑙 − 𝑢ℎ] |𝑥=𝑥𝑁

(3.24)

де

𝑅 [𝑢ℎ] := 𝑓 +
(︁
𝜇𝑢

′

ℎ

)︁′

− 𝜎𝑢ℎ (3.25)

Використовуючи властивiсть ортогональностi

𝑐Ω (𝑢− 𝑢ℎ, 𝑣ℎ) = 0 ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ (3.26)

маємо

𝑎 (𝑒, 𝑣ℎ) = 0 ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ (3.27)

Нехай 𝑣ℎ := 𝐼ℎ𝑣 ∈ 𝑉ℎ є деяким iнтерполянтом для 𝑣, побудованим на
визначенiй ранiше системi вузлiв {𝑥𝑖}𝑁𝑖=0.



30

Враховуючи (3.27), отримуємо таке рiвняння:

𝑎 (𝑒, 𝑣) = 𝑎 (𝑒, 𝑣 − 𝐼ℎ𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝑉 (3.28)

Тепер, беручи до уваги те, що (𝑣 − 𝐼ℎ𝑣) (𝑥𝑖) = 0, вибираючи 𝑣 у
рiвностi (3.24) як 𝑣 − 𝐼ℎ𝑣, приходимо до наступного фундаментального
спiввiдношення:

𝑎 (𝑒, 𝑣) =
∑︁
𝐾∈ϒ

∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ] (𝑣 − 𝐼ℎ𝑣) 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈ 𝑉 (3.29)

Зокрема, у випадку 𝑣 := 𝑒 з останнього спiввiдношення отримаємо

𝑎 (𝑒, 𝑒) =

∫︁ 𝐿

0

𝑅 [𝑢ℎ] (𝑒− 𝐼ℎ𝑒) 𝑑𝑥 =
∑︁
𝐾∈ϒ

∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ] (𝑒− 𝐼ℎ𝑒) 𝑑𝑥 (3.30)

Використовуючи тепер рiзного роду оцiнки зверху до правої частини
нерiвностей (3.29) та (3.30), можемо отримувати певнi АОП. Припустимо,
що бiлiнiйна форма 𝑎 ∈ 𝑉 -елiптичною з константою 𝑎 > 0 :

𝑎 (𝑣, 𝑣) ≥ 𝛼‖𝑣‖2𝑉 ∀𝑣 ∈ 𝑉 (3.31)

Добре вiдомо, що оператор iнтерполювання 𝐼ℎ можна вибрати в такий
спосiб, що на кожному скiнченному елементi виконуватиметься така оцiнка:

‖𝑣 − 𝐼ℎ𝑣‖𝐿2(𝐾) ≤ 𝐶ℎ𝑘‖𝑣‖𝐻1(𝐾) ∀𝑣 ∈ 𝐻1 (𝐾) (3.32)

де 𝐶 > 0 – деяка константа, ℎ𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐾) .

Використовуючи нерiвнiсть (3.31) та нерiвнiсть Кошi-Буняковського-
Шварца (КБШ) для простору 𝐿2 (𝐾) до (3.30), можемо записати:
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‖𝑒‖2𝑉 ≤ 1

𝛼
𝑎 (𝑒, 𝑒)

≤ 1

𝛼

∑︁
𝐾∈ϒ

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ] (𝑒− 𝐼ℎ𝑒) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

𝛼

∑︁
𝐾∈ϒ

‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖𝐿2(𝑘)‖𝑒− 𝐼ℎ𝑒‖𝐿2(𝐾)

≤ 𝐶

𝛼

∑︁
𝐾∈ϒ

ℎ𝐾‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖𝐿2(𝐾)‖𝑒‖𝐻1(𝐾)

≤

⎧⎪⎨⎪⎩ нерiвнiсть КБШ

для R𝑑𝑖𝑚(𝑉ℎ)

⎫⎪⎬⎪⎭ ≤ 𝐶

𝛼

(︃∑︁
𝐾∈ϒ

ℎ2
𝐾‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖2𝐿2(𝐾)

)︃ 1
2

‖𝑒‖𝑉

(3.33)

Звiдси отримуємо остаточну нерiвнiсть

‖𝑒‖𝑉 ≤ 𝐶

𝛼

(︃∑︁
𝐾∈ϒ

ℎ2
𝐾‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖2𝐿2(𝐿)

)︃ 1
2

(3.34)

Отож, використовуючи стандартну технiку, ми отримали глобальний
явний АОП

𝜂 :=
𝐶

𝛼

(︃∑︁
𝐾∈ϒ

ℎ2
𝐾‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖2𝐿2(𝐾)

)︃ 1
2

=

(︃∑︁
𝐾∈ϒ

𝐶2

𝛼2
ℎ2
𝐾‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖2𝐿2(𝐾)

)︃ 1
2

(3.35)

В останньому виразi природно видiлити локальнi складовi 𝜂𝐾 , якi
обчислюються лише на окремому скiнченному елементi (див. подання 3.6):

𝜂𝐾 :=
𝐶

𝛼
ℎ𝑘‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖𝐿2(𝐾) (3.36)

Отриману величину 𝜂𝐾 , що задається формулою (3.36), можна роз-
глядати як локальний АОП. Константу 𝛼 у формулi (3.36) можна також
оцiнити. Оцiнку для 𝐶 також можна провести, але у цiй роботi ми її не
розглядатимемо, оскiльки для потреб адаптування будемо використовува-



32

ти дещо iнший оцiнювач. Важливо зауважити, що отриманий локальний
оцiнювач загалом може не давати коректної оцiнки для локальної похибки
‖𝑒‖𝐻1(𝐾). Зокрема, це трапляється, коли задача сингулярно збурена i приме-
жевий шар не врахований достатньо добре завдяки локальному згущенню
сiтки. Незважаючи на це, типова практика полягає у використаннi 𝜂𝐾 у
алгоритмах адаптування як iндикатора локальної похибки наближення.
Оцiнювач (3.36) є типовим i загальна схема, на основi якої вiн був отрима-
ний, часто використовується також i для iнших типiв рiвнянь та для задач
бiльшої розмiрностi. Також така схема буде використана далi для побудови
iншого АОП.

Варто зауважити, що у формулу (3.36) явно входить величина кроку
сiтки – розмiр скiнченного елемента. Апрiорнi оцiнки вигляду (3.1) наводять
на думку про те, що при використаннi апроксимацiй високих порядкiв, для
досягнення кращих оцiнок, варто будувати АОП, якi явно враховують
порядок апроксимацiї. Далi буде розглянуто побудову такого оцiнювача.
Позначимо 𝜔𝐾 (𝑥) := (𝑥𝑘 − 𝑥) (𝑥− 𝑥𝑘−1) .

Теорема 3.2 (про локальний iнтерполянт). Iснує оператор iнтерполювання
𝐼ℎ : 𝑉 → 𝑉ℎ (побудований на сiтцi вузлiв {𝑥𝑖}𝑁𝑖=0) такий, що на кожному
скiнченному елементi 𝐾 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] виконуються такi нерiвностi ∀𝑣 ∈
𝐻1 (𝐾) :

⃦⃦⃦⃦
𝑣 − 𝐼ℎ𝑣√

𝜔𝐾

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(𝐾)

≤ 1√︀
𝑝 (𝑝 + 1)

‖ (𝑣 − 𝐼ℎ𝑣)
′
‖𝐿2(𝐾) (3.37)

‖ (𝐼ℎ𝑣)
′
‖𝐿2(𝐾) ≤ ‖𝑣′‖𝐿2(𝐾) (3.38)

де 𝑝 = 𝑑𝑒𝑔 (𝐼ℎ𝑣) .

Теорема 3.3. [3] На кожному скiнченному елементi 𝐾 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] ∀𝑣 ∈
𝐻1 (𝐾) виконується така нерiвнiсть:

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ] (𝑣 − 𝐼ℎ𝑣) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤ 2√︀

𝑝 (𝑝 + 1)
‖
√
𝜔𝐾𝑅 [𝑢ℎ]‖𝐿2(𝐾) ‖𝑣

′‖𝐿2(𝐾) (3.39)
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де 𝐼ℎ – оператор iнтерполювання з попередньої теореми, 𝑝 = 𝑑𝑒𝑔 (𝐼ℎ𝑣)

Доведення. [3]

Зауважимо, що явнi оцiнювачi дають фiксоване значення оцiнки для
похибки. В наступному пунктi розглянуто iнший тип оцiнювачiв – неявнi
АОП.

Вони дають змогу, через збiльшення кiлькостi обчислень, отримувати
наближення до похибки довiльної точностi. Навiть бiльше, вони дають змогу
знайти похибку у виглядi деякої функцiї, а не лише її числову оцiнку.

3.4. Неявнi оцiнювачi типу Дiрiхле

Розглянемо задачу про похибку (3.20). Цю задачу, як i основну (3.16)
можна розв’язувати за допомогою МСЕ. Вiдповiдна дискретизована за
Гальоркiним задача має такий вигляд:

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти наближення до похибки 𝑒ℎ ∈ 𝐸ℎ ⊂ 𝑉 ⊥
ℎ , 𝑑𝑖𝑚𝐸ℎ < +∞ таке, що

𝑎 (𝑒ℎ, 𝑤ℎ) = ⟨𝜌 (𝑢ℎ) , 𝑤ℎ⟩ ∀𝑤ℎ ∈ 𝐸ℎ

(3.40)

Як глобальний оцiнювач похибки можемо тепер використати величину
𝜂 = ‖𝑒ℎ‖𝑉 (або, наприклад, 𝜂 = ‖𝑒ℎ‖𝐸,Ω, де ‖𝑣‖𝐸,Ω =

√︀
𝑎 (𝑣, 𝑣) – енергетична

норма задачi). Очевидно, що локальний iндикатор похибки можна отримати
через знаходження поелементно-визначених норм: 𝜂𝐾 = ‖𝑒ℎ‖1𝐻 (𝐾) .

На практицi, знаходити локальнi iндикатори, розв’язуючи задачi
(3.40), надто затратно, оскiльки складнiсть розв’язування цiєї задачi не
є меншою, нiж складнiсть розв’язування основної варiацiйної задачi. Потрi-
бно знайти аналог задачi про похибку, який дасть змогу знайти похибку на
окремому скiнченному елементi.

Розглянемо елемент 𝐾 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] та простiр 𝐻1 (𝐾) . Припустимо,
що добутки 𝜇𝑒

′ та 𝜇𝑢
′

ℎ є неперервними в деякому околi границi скiнченного
елемента, тобто, очевидно, що:
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𝜇𝑒
′
⃒⃒⃒⃒
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘−1+𝛿]

∈ 𝐻1 ([𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 + 𝛿]) , 𝜇𝑒
′
⃒⃒⃒⃒
[𝑥𝑘−𝛿,𝑥𝑘]

∈ 𝐻1 ([𝑥𝑘 − 𝛿, 𝑥𝑘])

(3.41)

та

𝜇𝑢
′

ℎ

⃒⃒⃒⃒
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘−1+𝛿]

∈ 𝐻1 ([𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 + 𝛿]) , 𝜇𝑢
′

ℎ

⃒⃒⃒⃒
[𝑥𝑘−𝛿,𝑥𝑘]

∈ 𝐻1 ([𝑥𝑘 − 𝛿, 𝑥𝑘])

(3.42)

Для деякого 𝛿 > 0. Зафiксуємо довiльну функцiю 𝑤 ∈ 𝐻1 (Ω) (з

властивостей iнтеграла Лебега очевидно отримуємо, що 𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝐾

∈ 𝐻1 (𝐾)) та

визначимо послiдовнiсть функцiй 𝜑𝑛 ∈ 𝐻1 (Ω) , 𝑛 ∈ N, причому 𝜑𝑛|𝐾 ∈
𝐻1

0 (𝐾) =
{︀
𝑣 ∈ 𝐻1 (𝐾) |𝑣|𝛿𝐾 = 0

}︀
, у такий спосiб:

𝜑𝑛 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑛𝑤
(︀
𝑥𝑘−1 + 1

𝑛

)︀
(𝑥 = 𝑥𝑘−1) , 𝑥 ∈

[︀
𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 + 1

𝑛

]︀
,

𝑤 (𝑥) , 𝑥 ∈
(︀
𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 + 1

𝑛

)︀
,

𝑛𝑤
(︀
𝑥𝑘 − 1

𝑛

)︀
(𝑥𝑘 − 𝑥) , 𝑥 ∈

[︀
𝑥𝑘 − 1

𝑛 , 𝑥𝑘
]︀
,

0, 𝑥 ∈ Ω ∖𝐾

(3.43)

Запишемо тепер варiацiйне рiвняння для похибки (3.20) у розгорнутiй
формi:

∫︁ 𝐿

0

[︁
𝜇𝑒

′
𝑣

′
+ 𝜎𝑒𝑣

]︁
𝑑𝑥 + 𝛼𝑢 (0) 𝑣 (0) + 𝛾𝑢 (𝐿) 𝑣 (𝐿)

=

∫︁ 𝐿

0

[︁
𝑓𝑣 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑣
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑣

]︁
𝑑𝑥

+ 𝑣 (0)𝛼 [𝑢̄0 − 𝑢ℎ (0)] + 𝑣 (𝐿) 𝛾 [𝑢̄𝐿 − 𝑢ℎ (𝐿)] , ∀𝑣 ∈ 𝑉

(3.44)

Приймемо 𝑣 = 𝜑𝑛 (3.44). Отримаемо:
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∫︁
𝐾

[︁
𝜇𝑒

′
𝜑

′

𝑛 + 𝜎𝑒𝜑𝑛

]︁
𝑑𝑥 =

∫︁
𝐾

[︁
𝑓𝜑𝑛 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝜑
′

𝑛 − 𝜎𝑢ℎ𝜑𝑛

]︁
𝑑𝑥 (3.45)

Врахувавши тепер (3.43), останнє рiвняння можна переписати так:

𝑥𝑘−1/𝑛∫︁
𝑥𝑘−1+1/𝑛

[︁
𝜇𝑒′𝑤

′
+ 𝜎𝑒𝑤

]︁
𝑑𝑥 +

∫︁
[︀
𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 + 1/𝑛

]︀
∪ [𝑥𝑘 − 1/𝑛, 𝑥𝑘]

[𝜎𝑒]𝜑𝑛𝑑𝑥+

+ 𝑛𝑤 (𝑥𝑘−1 + 1/𝑛)

𝑥𝑘−1+1/𝑛∫︁
𝑥𝑘−1

𝜇𝑒
′
𝑑𝑥− 𝑛2 (𝑥𝑘 − 1/𝑛)

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1/𝑛

𝜇𝑒
′
𝑑𝑥

=

𝑥𝑘−1/𝑛∫︁
𝑥𝑘−1+1/𝑛

[︁
𝑓𝑤 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑤

]︁
𝑑𝑥 +

∫︁
[︀
𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 + 1/𝑛

]︀
∪ [𝑥𝑘 − 1/𝑛, 𝑥𝑘]

[𝑓 − 𝜎𝑢ℎ]𝜑𝑛𝑑𝑥+

+ 𝑛𝑤 (𝑥𝑘 − 1/𝑛)

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1/𝑛

𝜇𝑢
′

ℎ𝑑𝑥− 𝑛𝑤 (𝑥𝑘−1 + 1/𝑛)

𝑥𝑘−1+1/𝑛∫︁
𝑥𝑘−1

𝜇𝑢
′

ℎ𝑑𝑥

(3.46)

Беручи до уваги абсолютну неперервнiсть iнтеграла Лебега (у перших
двох iнтегралах з кожного боку рiвностi) та припущення (3.41 - 3.42) i
теорему про середнє у всiх iнших iнтегралах, перейдемо у (3.46) до границi
при 𝑛 → ∞.

Отримаємо:

∫︁
𝐾

[︁
𝜇𝑒

′
𝑤

′
+ 𝜎𝑒𝑤

]︁
𝑑𝑥− 𝜇𝑒

′
𝑤

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑥𝑘

𝑥=𝑥𝑘−1

=

∫︁
𝐾

[︁
𝑓𝑤 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑤

]︁
𝑑𝑥 + 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑥𝑘

𝑥=𝑥𝑘−1

(3.47)

Врахувавши тепер, що 𝑒 = 𝑢 − 𝑢ℎ, скоротимо однаковi доданки та
пiсля перегрупування отримаємо остаточне локальне рiвняння для похибки
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на скiнченному елементi 𝐾 :

∫︁
𝐾

[︁
𝜇𝑒

′
𝑤

′
+ 𝜎𝑒𝑤

]︁
𝑑𝑥 =

∫︁
𝐾

[︁
𝑓𝑤 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑤

]︁
𝑑𝑥 + 𝜇𝑢

′
𝑤

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑥𝑘

𝑥=𝑥𝑘−1

(3.48)

Зауважимо, що в правiй частинi отриманого рiвняння фiгурує невi-
дома величина 𝑢

′
. Припускаючи, що функцiя 𝑢 має поточково визначену

похiдну, природно за апроксимацiю останньої величини у вузлах сiтки взя-
ти усереднене значення похiдної вiд знайденого наближення МСЕ. Отже
приймемо

𝑢
′
(𝑥) ≈ ⟨𝑢′

ℎ⟩ (𝑥) :=
1

2

[︁
𝑢

′

ℎ (𝑥− 0) + 𝑢
′

ℎ (𝑥 + 0)
]︁

(3.49)

Враховуючи довiльнiсть вибору функцiї 𝑤 ∈ 𝐻1 (𝐾) , отримали таку
нескiнченновимiрну наближену локальну варiацiйну задачу про похибку
МСЕ на скiнченому елементi 𝐾 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

знайти наближення до похибки 𝑒 ∈ 𝐻1 (𝐾) таке, що∫︀
𝐾

[︀
𝜇𝑒

′
𝑤

′
+ 𝜎𝑒𝑤

]︀
𝑑𝑥

=
∫︀
𝐾

[︀
𝑓𝑤 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑤

]︀
𝑑𝑥 + 𝜇⟨𝑢′

ℎ⟩𝑤
⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑥𝑘

𝑥=𝑥𝑘−1

∀𝑤 ∈ 𝐻1 (𝐾)

(3.50)

Дискретизована за Гальоркiним локальна задача про похибку має
вигляд:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

знайти наближення до похибки 𝑒ℎ ∈ 𝐸𝐾
ℎ ⊂ 𝐻1 (𝐾) , 𝑑𝑖𝑚𝐸𝐾

ℎ < +∞ таке, що∫︀
𝐾

[︀
𝜇𝑒

′

ℎ𝑤
′

ℎ + 𝜎𝑒ℎ𝑤ℎ

]︀
𝑑𝑥

=
∫︀
𝐾

[︀
𝑓𝑤ℎ − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′

ℎ − 𝜎𝑢ℎ𝑤ℎ

]︀
𝑑𝑥 + 𝜇⟨𝑢′

ℎ⟩𝑤ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑥𝑘

𝑥=𝑥𝑘−1

∀𝑤ℎ ∈ 𝐸𝐾
ℎ

(3.51)
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Очевидно, що задачi про похибку (3.50) вiдповiдає певна крайова
задача Неймана. Загалом вона може не мати розв’зку. На практицi часто
розглядають задачу (3.50) (по сутi вiдповiдно i (3.51)) у якiй замiсть 𝐻1 (𝐾)

вибирають деякий вужчий пiдпростiр.

Далi всi неявнi оцiнювачi ми будемо будувати на основi локальної
задачi Дiрiхле, тобто, фактично, будемо припускати, що апроксимацiя є
точною у вузлах сiтки. В такому разi дискретизована задача про похибку
на окремому скiнченному елементi набуде вигляду:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
знайти наближення до похибки

𝑒ℎ ∈ 𝐸𝐾
ℎ ⊂ 𝐻1

0 (𝐾) , 𝑑𝑖𝑚𝐸𝐾
ℎ < +∞ такеб що

𝑎𝐾 (𝑒ℎ, 𝑤ℎ) = ⟨𝑙𝑘, 𝑤ℎ⟩ − 𝑎𝐾 (𝑢ℎ, 𝑤ℎ) ∀𝑤ℎ ∈ 𝐸𝐾
ℎ

(3.52)

де використано такi позначення:

𝑎𝐾 (𝑢, 𝑣) :=

∫︁
𝐾

[︁
𝜇𝑢

′
𝑣

′
+ 𝜎𝑢𝑣

]︁
𝑑𝑥 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻1

0 (𝐾) (3.53)

⟨𝑙𝑘, 𝑣⟩ :=

∫︁
𝐾

𝑓𝑣𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈ 𝐻1
0 (𝐾) (3.54)

Припустивши достатню гладкiсть вiдповiдних функцiй, виконаємо
iнтегрування частинами у правiй частинi рiвностi 3.52 в доданку з 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′

ℎ.

Отримаємо рiвняння в iншiй формi:

𝑎𝐾 (𝑒ℎ, 𝑤ℎ) =

∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ]𝑤ℎ𝑑𝑥 ∀𝑤ℎ ∈ 𝐸𝐾
ℎ (3.55)

де 𝑅 [𝑢ℎ] визначено згiдно (3.25). Зауважимо, що задачу Дiрiхле (3.52)
можна було б отримати безпосередньо з (3.40) за допомогою специфiчного
вибору скiнченновимiрного пiдпростору 𝐸ℎ :

𝐸ℎ = ⊕
𝐾∈ϒ

𝐸̃𝐾
ℎ (3.56)

де
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𝐸̃𝐾
ℎ =

{︀
𝑣 ∈ 𝐻1 (Ω) |𝑣|𝐾 ∈ 𝐸𝐾

ℎ ⊂ 𝐻1
0 (𝐾) , 𝑣|Ω∖𝐾 = 0, 𝑑𝑖𝑚𝐸𝐾

ℎ < +∞
}︀

(3.57)

Бачимо, що 𝑑𝑖𝑚𝐸ℎ =
∑︀
𝐾∈ϒ

𝑑𝑖𝑚𝐸𝐾
ℎ . При такому виборi задача (3.40)

очевидно розпадається на сукупнiсть задач (3.52) для кожного скiнченного
елемента. Також бачимо, що у випадку, коли 𝑑𝑖𝑚𝐸𝐾

ℎ = 1, безпосередньо
можна отримати явнi формули для обчислення АОП.
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РОЗДIЛ 4

АПОСТЕРIОРНIЙ ОЦIНЮВАЧ НА ОСНОВI

ЛОКАЛЬНОЇ ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ

4.1. Похибки скiнченно-елементного розв’язку 𝑢ℎ(𝑥)

Розглянемо побудову оцiнювача на пiдставi локальної задачi Дiрi-
хле. Оцiнювач будемо будувати для модельної задачi. Знайдемо методом
скiнченних елементiв наближений розв’язок наступної локальної задачi
Дiрiхле

− 𝑢
′′
(𝑥) = 𝑓(𝑥) на [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] (4.1)

𝑢(𝑥𝑖−1) = 𝑢ℎ(𝑥𝑖−1), 𝑢(𝑥𝑖) = 𝑢ℎ(𝑥𝑖) (4.2)

Тут 𝑢𝑖−1, и 𝑢𝑖 – значення скiнченноелементного розв’язку 𝑢ℎ(𝑥) в вузлах 𝑥𝑖−1

и 𝑥𝑖, соответственно. Наближенi розв’язки 𝑢
(𝑖)
ℎ локальної задачi (4.1)-(-4.2)

будемо шукати методом Бубнова - Гальоркiна з використанням скiнченно-
вимiрного базису (див 4.1):

Рис. 4.1. Базиснi функцiї для розв’язування локальної задачi Дiрiхле

𝜙𝑖−1(𝑥) = − 2

ℎ2
(𝑥− 𝑥𝑖− 1

2
)(𝑥− 𝑥𝑖),

𝜙𝑖− 1
2
(𝑥) = − 4

ℎ2
(𝑥− 𝑥𝑖−1)(𝑥− 𝑥𝑖),
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𝜙𝑖(𝑥) =
2

ℎ2
(𝑥− 𝑥𝑖− 1

2
)(𝑥− 𝑥𝑖−1),

тобто
𝑢
(𝑖)
ℎ = 𝑢𝑖−1𝜙𝑖−1(𝑥) + 𝑢𝑖− 1

2
𝜙𝑖− 1

2
(𝑥) + 𝑢𝑖𝜙𝑖(𝑥).

Значення 𝑢𝑖− 1
2

знайдемо з рiвняння:

𝑢𝑖− 1
2

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝜙
′

𝑖− 1
2
(𝑥)𝜙

′

𝑖− 1
2
(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑓(𝑥)𝜙𝑖− 1
2
(𝑥)𝑑𝑥−

𝑢𝑖−1

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝜙
′

𝑖− 1
2
(𝑥)𝜙

′

𝑖−1(𝑥)𝑑𝑥−

𝑢𝑖

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝜙
′

𝑖(𝑥)𝜙
′

𝑖− 1
2
(𝑥)𝑑𝑥

Тепер апостерiорний оцiнювач похибки СЕ рiшення 𝑢ℎ(𝑥) на CЕ [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖]

визначимо наступним чином

𝜂𝑖 = ||𝑢ℎ(𝑥)|[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] − 𝑢
(𝑖)
ℎ (𝑥)||𝐿2(𝑥𝑖−1,𝑥𝑖).

Зауважимо, що

𝑢ℎ(𝑥)|[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] = 𝑢𝑖−1
𝑥− 𝑥𝑖
−ℎ

+ 𝑢𝑖
𝑥− 𝑥𝑖−1

ℎ

Побудова такого оцiнювача має сенс, оскiльки для таких задач СЕ рiшення
в вузлах сiтки має властивiсть суперзбiжностi.
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РОЗДIЛ 5

ОБЧИСЛЮВАЛЬНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ

В якостi тестового прикладу розглядалася наступна задача Дiрiхле:

− 𝑢(𝑥)′′ = 𝑓(𝑥), (5.1)

𝑢(−2) = 0, 𝑢(0) = 1 − 1

101
, (5.2)

де

𝑓(𝑥) = − 5000𝑥2

(1 + 25𝑥2)3
− 50

(25𝑥2 + 1)2
.

Точний розв’язок цiєї задачi

𝑢(𝑥) =
1

(1 + 25𝑥2)
− 1

101
. (5.3)

Для задачi (5.1)-(5.2) побудована скiнченно-елементна апроксимацiя з ви-
користанням лiнiйних безперервних сплайнiв на нерiвномiрнiй сiтцi. По
знайденому скiнченно-елементному розв’язку побудований апостерiорний
оцiнювач на основi локальної задачi Дiрiхле. Оцiнювач дозволяє набли-
жено обчислювати похибку скiнченно-елементного рiшення на кожному
скiнченному елементi (вiдрiзку).

1) скiнченно-елементний розв’язок на нерiвномiрнiй сiтцi;
2) знайдемо розв’язки 𝑢

(𝑖)
ℎ методом Бубнова - Гальоркiна;

3) обчислюємо значення апостерiорного оцiнювача

Складено програму на мовi пакету MATLAB. Проведено обчислю-
вальний експеримент. Результати експерименту представленi на малюнках
(5.1), (5.2) i (5.3). На малюнках приведенi графiки точного рiшення 𝑢𝑡,
скiнченно-елементного рiшення 𝑢ℎ i апостерiорного оцiнювача. На мал. (5.1)
наведенi результати, отриманi для рiвномiрної сiтки промiжку [−2,0] з
кроком ℎ = 0.2. Мал. 5.2 — перше згущення сiтки, мал. (5.3) — друге
згущення сiтки. Мал. (5.3) демонструє, що вже пiсля другого згущення сi-
тки, скiнченно-елементний розв’язок практично збiгається з точним. Таким
чином, апостерiорний оцiнювач, отриманий на пiдставi нев’язки, дозволяє
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ефективно адаптувати сiтку для облiку поведiнки розв’язку крайової задачi.

Рис. 5.1. Рiвномiрна сiтка з кроком ℎ = 0.2.
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Рис. 5.2. Перше згущення сiтки
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Рис. 5.3. Друге згущення сiтки
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ВИСНОВКИ

В роботi описано побудову скiнченно-елементної апроксимацiї кра-
йової задачi для ЗДР. Для крайової задачi Дiрiхле для рiвняння другого
порядку побудовано скiнченно-елементну апроксимацiю з використанням
лiнiйних безперервних сплайнiв на нерiвномiрнiй сiтцi. Побудований апо-
стерiорний оцiнювач похибки скiнченно-елементного розв’язку крайової
задачi на основi локальної задачi Дiрiхле. Написано програмний додаток на
мовi пакету MATLAB, який знаходить наближений розв’язок поставленої
задачi, адаптуючи сiтки методу скiнченних елементiв до структури точного
розв’язку.
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Додаток А. Програма мовою пакету MATLAB
function apostn_av
param_frag=0.5;
a=-2; b=0;
n=5;
h=(b-a)/n;
h0=h/20;
wh=a:h:b;
wh0=a:h0:b;

u_t=yy(wh0);
ifig=0;
for i=1:3

ifig=1+ifig;
[u_h]=mke(wh);

% u_t=yy(wh);

[dwh,ee]=error_estimate(wh,u_h);
figure(ifig)
plot(wh,u_h,'bo:',wh0,u_t,'r:',dwh,ee,'ko');
legend('u_h','u_t','e_h');
grid on
hold on
y(1:length(wh))=0;
plot(wh,y,'k+');
[wh]=mesh_Fragmentation(ee,wh,param_frag);

end

end

function [wh]=mesh_Fragmentation(ee, wh,param_frag)
eemax=max(ee);
id=find(ee>eemax*param_frag);
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m=length(id);
for i=m:-1:1

ii=id(i);
x=(wh(ii)+wh(ii+1))*0.5;
n=length(wh);
wh=[wh(1:ii),x,wh(ii+1:n)];

end
end

function [dwh,du_h]=Gradient_of_u_h(wh,u_h)
for i=2:length(wh)

du_h(i-1)=(u_h(i)-u_h(i-1))/(wh(i)-wh(i-1));
dwh(i-1)=(wh(i)+wh(i-1))/2;

end
end

function [adu_h]=AvGradient(wh,du_h,dwh)
adu_h(1)=0;
n=length(wh);
for i=2:n-1

x0=dwh(i-1);x1=dwh(i);
y0=du_h(i-1);y1=du_h(i);
x=wh(i);
adu_h(i)=y0+(y1-y0)/(x1-x0)*(x-x0);

end
adu_h(n)=0;
end

function [dw_h,ee]=error_estimate(wh,u_h)

[dw_h,du_h]=Gradient_of_u_h(wh,u_h);
[adu_h]=AvGradient(wh,du_h,dw_h)
n=length(wh);
for i=2:n-2;
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h=wh(i+1)-wh(i);
ee(i)=sqrt(h/6*((adu_h(i)-du_h(i))^2+(adu_h(i+1)-du_h(i))^2));

end
ee(1)=sqrt(h/6*(2*(adu_h(2)-du_h(1))^2));
ee(n-1)=sqrt(h/6*(2*(adu_h(n-1)-du_h(n-1))^2));

end

function [u_h]=mke(wh)
n=length(wh)-2;
for i=2:n-1

i0=i+1;
hi0=wh(i0)-wh(i0-1);
hi=wh(i0+1)-wh(i0);
A(i,i)=1/hi0+1/hi;
A(i,i-1)=-1/hi0;
A(i,i+1)=-1/hi;

% b(i)=(hi0+hi)/2*f(wh(i0));
b(i)=(hi0)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0-1))/2));
b(i)=b(i)+(hi)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0+1))/2));

end
i0=2;
hi0=wh(i0)-wh(i0-1);
hi=wh(i0+1)-wh(i0);
A(1,1)=1/hi0+1/hi;
A(1,2)=-1/hi;
%b(1)=(hi0+hi)/2*f(wh(i0));
b(1)=(hi0)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0-1))/2));

b(1)=b(1)+(hi)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0+1))/2));
i0=n+1;
hi0=wh(i0)-wh(i0-1);
hi=wh(i0+1)-wh(i0);
A(n,n)=1/hi0+1/hi;
A(n,n-1)=-1/hi0;
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% b(n)=(hi0+hi)/2*f(wh(i0));
b(n)=(hi0)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0-1))/2));

b(n)=b(n)+(hi)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0+1))/2));
b(n)= b(n)+yy(0)/hi0;

u_h=A\b';
u_h=[0;u_h;yy(0)];
end

function y=f(x)
y=-((5000*x^2)/(25*x^2 + 1)^3 - 50/(25*x^2 + 1)^2);
%y=2;
end

function y=yy(x)
%
%
y=1./(1+25.*x.*x)-1./101;
end
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