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ЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА С БЫСТРЫМИ И МЕДЛЕННЫМИ 
ПЕРЕМЕННЫМИ И ИМПУЛЬСНЫМИ ВОЗДЕЙСТВИЯМИ

Рекомендовано до друку науковим семінаром 
“Диференціальні включення і оітпшальне керування” ОНУ 25.05.2000

Проведено декомпозицію лінійної системи узагальнених диференційних рівнянь з швид­
кими та повільними змінними, припускающими імпульсний вплив в довільні моменти часу. 
Встановлена близкість розв’язків вихідної та спрощених задач.

Проведена декомпозищи линейной системы обобщенных дифференциальных уравнений 
с быстрыми и медленными переменными, допускающих импульсные воздействия в произ­
вольные моменты времени. Установлена близость решений исходной и упрощенных задач.

The decomposition for а linear system of generalized differential equations with fast and slow 
variables admitting impulse actions at any moment is constructed. The proximity of solutions of the 
input and simplified problems is established.

Введение, в  работе [1] исследовались системы с импульсными воздействиями в 
заданные моменты времени. В данной работе проводится декомпозиция линейной 
системы с быстрыми и медленными переменными, допускающей импульсные воздей­
ствия в произвольные моменты времени. Для рассматриваемых систем устанавлива­
ется аналог теоремы о предельном переходе [2]. Данное исследование является обоб­
щением результатов [3] для линейных сингулярно возмущенных систем с импульс­
ными воздействиями и основывается на теории импульсных систем [4,5].

1. Постановка задачи. Рассмотрим следующую систему с импульсными воз­
действиями у((,г),

Dz = A i(t,et)z+A 2 it,et)y +N^(t,et)u+B^(t,st)Du, z(-0 ,s) = z ° , (1)

Dy = г (t, et)z + A4 (t, st)y + N2 (t, st)u + B2 {t, zt)Du  ̂+ E(st)Du,
yi-0,e) = y°,

где є > 0  -  малый параметр; ґє[0 ,7 ’]; Т = 1 1 е ‘, u ,z ,y  -  -мерные векгор-

функции ограниченной вариации; функцию и(і,г) e U  є compR'' будем для опреде­

ленности считать непрерывной справа, \D u\ ^ С ,С  -  const. Под решением [5] систе­

мы (1), (2) понимаем функции ограниченной вариации z(t,s), y(t,s), удовлетво­
ряющие интегральным уравнениям

г t
Z {t,E ) =  Z ° +  [v4] (5 ,є )7 (5 ,є )  + .4 2 (5 ,8 5 )X 'S ',є )  +  (5 ,Є5)м (5,є)]с/5 +  J S j  {S ,E S )D u ,

0 0 
t

y ( t , s )  =  +  s j  [ .4 з (5 ,є )7 (5 ,є )  +  ^ 4 ( 5 ,e 5 ) X 5 , s )  +  N 2 i s , e s ) u ( s , s ) ] d s  +
0

t t 

є|й2(5,є5)Ом + E(es)Du
0
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Здесь интегралы J  й ,  (s, e s )D u , |  E { e s )D u я в л я ю т с я  интегралами Римана-Стилтьеса.
о о

Обозначим через z(t,z,y,u) решение присоединенной системы

D z = A i{t ,z )I  + A2 (t,x)y + N^(t,z)u+B^(t,z)Du, z(-0,z,y,u) = z° (3)
Здесь z ,y  -  параметры, и -  некоторая функция ограниченной вариации.

Соответствующая упрощенная задача для медленных переменных имеет вид
D y = s  [А  ̂(t, st)z(t, St, у, її) + (ґ, st)y  + N 2  (t, et)u + B 2  {t, еІ)Оїї] +

(4)
+ E {z t)lX , y { ^ , z ) ^ y \  

где функция ограниченной вариации її(t, є) є  С/ непрерьшна справа.

Пусть существует обратная матрица v4f' (/, х ) , тогда можно записать, что 

z(t, z ,y ,u ) = -v4f' (/, х) [А2  (t, z)y + S] (Ґ, z)Du +N^(t, z)u -  Ш ]. Обозначим через

z(t,s) = 7 (t ,s t,y ,u ) , где M є U, |Z)m| < C , и подставим в систему (4), получим

Dy = s[A{t,et)y + N{t,et)li + B{t,et)Dli + AQ(t,Gt)Dz] +  E(et)Du, y{-0,e) = y ° (5)

Здесь A = A ^ -  AqA2  , B  = B 2  -  AqBj , N = N 2 -A(^N^, Aq = А̂ А{~ .̂
Введем следующие предположения:
1) Функции A j{t,z), Ni(t,z), Bj{t,z), E{z) (y = l ,4 ,  / = 1,2)

непрерывны и ограничены константой С > О при г > О, х є [0,L],

2) Фундаментальная матрица Z (t,s,z) ( 0 < s < t ) ,  удовлетворяющая системе

^  = A,(t,z)Z, - f -  = -Z 4,(s,x), Z {s,s,z) = E ^ ,  
ot 8s

экспоненциально устойчива равномерно по х є [0 ,І ] ,  т. е. существуют 
константы ад > О, и С > О такие, что для любых х є [0,1] справедливо

неравенство Z(t,s,z) < Сехр[-ао(ґ-5)], 0 < 5 < / .

3) Имеют место предельные равенства
l i m s | « - % ^ j o , L / s ]  і " ( - 0 , є ) - й ( - 0 , є ) |  =  0.

Следующая теорема устанавливает сходимость решений z{t,z), y{t,z) задачи (1),(2) 
к решению Ц і,е), y ( t , E )  задачи (3),(4) в норме пространства Ц .

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1)-3). Тогда

lim є х - х  , , = 0 .
є->0 il [0.1/8]

Здесь под вектором X понимаются векторы Z к у  в совокупности.
Замечание 1. Если в некоторый момент времени t имеет место равенство 

lim |м(г,є)-гГ(?,є )11 = 0 , то limll x(f,e)-x(^ ,e) = 0 .
є->0 " 6 ^ 0

2. Частный случай. На промежутке О < х < Z, рассмотрим сингулярно возму­
щенную систему

sDz = (x)z + А2  {z)y + {z)u + sB  ̂(z)Du, z(-0, є) = z ° ,

Dy =A 3 (z)z +  A  ̂iz)y + N 2  (z)u + B 2  {z)Du, y{-0, e ) = y ° .

Формально положив параметр є равным нулю, получим соответствующую 
вырожденную задачу
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(7)
0 = A^{x)z+A2{x)y + N^{x)u,

Dy = (х)г +  А  ̂{х)у + N j (х)м + S j  (х )№ , >?(-0) = у ° .

Рассмотрим следующие условия:
4) Функции Aj (х), Bj (х), Nj (х) ( J  = 1,4; і = 1,2) непрерьшны на сегаенте [О, І].

5) Собственные значения А,^(х) матрицы v4[(x) при х є [0 ,£ ]  удовлетворяют 
неравенству

Re (х) й -у < О, к = 1,М.
6) Имеют место предельные равенства

и - йlim и (-0, є) = м (-0), lim
Є->0 Е->0

= 0 .

Имеет место следующая теорема:
Теорема 2. Пусть выполняются условия 4)-6). Тогда справедливо равенство

=  0 .L,[0,I]
3. Вспомогательный результат.
Лемма. Пусть выполняются условия 1), 2). Тогда фундаментальная матрица 

Z(t,s,e) системы {V)удовлетворяет неравенству

I Z(^, 5, є) -  Z (/, s, zt) < Сє exp(-a(? -  s)),

где є є (О, Eq ], О < 5 < / ^ Z, /є, a  > 0.
Доказательство леммы.
Фундаментальная матрица Z (t, s, є) удовлетворяет системе уравненйй

dZ
8t

= А̂  {t,x)Z + [ 4  {t,Et) -  Â  (t,x)]Z, Z (s ,s ,г) = Em ,

откуда
t

Z {t, s ,s )  = Z {t, s ,x )+  Z (t, r, x)[v4, (r, єг) -  (r, x)]Z {s, s, e)dr.
S

Таким образом, можно записать, что
t

IZ  (ґ, 5, є) -  Z (t, s, t) I < j  IZ  (Ґ, r, t) 11 (r, zr)-A^ (r, x) | jj Z (r, 5, єг) |j t/r +

+ J I Z  (Ґ , r, X ) 11 Ai (r, er) -  Ai (r, X ) 1 1 Z  ( r ,  s , s ) - Z  (r, s, er) j| dr.
S

Введем гладкую по х є [0 ,і ]  функцию A-^(t,x,E) такую, что при єє(0,Є о] 
выполняются неравенства

5І,(ґ,х,є)
R(x) ^ 1^, {t, X ) -  A i  (/, X ,є)| < Сє, | | J ,  it, X , є)| < С,

dz
< C .

Здесь и в дальнешпем через С будем обозначать, вообще говоря, разные кон­
станты, не зависящие от є . Из условий 1), 2) следует, что

t
Z (t, s ,s )- Z (t ,s ,x )  < С [| є г -  XI +R(x) + )] ехр(-а g ( t-  s)) dr +

+ CJ [ |є г - х |  +7?(х)+ і?(єг)]ехр(-ао(/-г))| Z {r ,s ,z )-Z {r ,s ,z r ) \d r .
S

Полагая x = z t , получим
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I
Z {t ,s ,s )-Z (t ,s ,E t) II < С є |[ ( ґ - г )  +  2]ехр(-ао(ґ-5))й?г +

5

t

+ С є| [(f -  г) + 2] exp ( - a  0  (f -  r)) Z (r ,s ,s )- Z {r ,s ,E r ]  | dr.
S

Умножим левую и правую часть полученного равенства на ехр{а^((~5)/2 ) и

обозначим R (t)=  Z {t ,s ,s )-Z (t ,s ,e t)  

t
7 ?(0 < C sJ‘ [ ( /- r )  + 2]exp

S

t

+ Сє j  [(? -  r) + 2] exp

ех р (ао (/-5 )/2 ),то гд а 

dr +
f  a o (r - 5 ) 'j

:  2  h I 2 J

a .o {t~r)
(8)

'2
R{,r)dr.

В  силу неравенства (8) и того, что xexp(-agx/2) < 2/(а(,е) при х > 0 , п о  лемме
Гронуолла-Беллмана получаем для некоторого С > О оценку 

t

R{t) < Сє +  CeJ R{r)dr < Cz ехр(Сє(ґ -  s)).
S

Выберем Є о>0  таким, чтобы при єє (0 ,є (,]  выполнялось неравенство
O.Q / 2 - С е > а ^  1 2 - C sq > а ^ / А ,  тогда

Z {t,s, B )-Z (t ,s ,e t) <Сєехр
ao(/‘-5 )^

I  4 J

при єє(0 ,є (,] , 0 < s < t < L l B .  '
Доказательство теоремы 1.
Для решений z(t, є) и Z (Ґ, т, у, и) систем (1), (3), соответственно, имеют место 

представления
t t

z(t,z) = Z (r,0 ,s)z° + |г(ї,5,є)'р(5,є5,>^(5,є),м(5,є))с& + |г ( ґ ,5 ,є)л5(5,є5) 0 « ,  (9) 
о о

г t
7(t,x,y,u) =  Z(t,0,%)z° + Z (t,s,z)'V {s,z ,y ,u (s,s)ds + jZ{t,s,x)B^{s,x)Du, (10)

о о
где '¥ {t ,x ,y ,u )= A 2 it,x)y+N^{t,z)u.

в  силу существования обратной матрицы A [\t ,x ) из систем (1),(2) следует,
что
Dy = e\A (t,st)y  + N {t,st)u+B {t,B t)D u + AQ{t,Bt)Dz] +  E{et)Du, (11)

Из систем (5),(11) вытекают интегральные представления
(

y(t, є) = + є j [A{s, es) y(s, є 5) + N(s, є s)u(s, є 5)] ds + /, (z) + 12 (u) + /3 (u),

(12)

Ж є )  =  /  +  є j  [v4 { S ,  є s) y{s, s s )  + N(s, es) и (s, є 5)] cfe +  /] (z) +  / 2  (м ) +  / 3  { и ),

где
( t {

/, (z) = є (5 , Є5) Dz, l 2 (u) = s jB (s ,e s )D u , / 3  (m) = j  £(&y) Dm.
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Выберем гладкие по х функции ^о(5 ,х,є), B (s,x ,s), E(-c,s), ограниченные 
вместе со своими частными производными по т константой С > О такие, что при 
є < є о выполнялись неравенства

\Ао {S, X ) -  Ао (S, X , є)| < є, p i s ,  X ) -  B (s, x, є)| є, |£:(x) -  £(x, є)| йЕ, х е  [О, і] .

Тогда справедливо представление
t t t _

/]  (z )  =  є j  [v4q (5 , es') -  уїд (5, 85, є)] D z +  є A q (s , &s ) D z = z ^ [A q (s , e s) -  (s, es, є)] D z +
0  0 0

— — n r  dAn (s. es)
+ є v4q (Ґ, ЄҐ) z(^, є) -  є v4q (0 ,0 ) z -  є J ---- ;------ г(5 , є) ds.

ds

Аналогично

/2  (m) = є [S (5,85) - 5 ( 5 , es,є)] D u+ еВ (t,St,E)u(t,e)-s В (0,0,є)м (-0 ,є) -

- є
dB(s, es, є) 

ds
и (5, є) ds, /3 (м) = j  [ £ ( 85) -  Е (es, є)] Du + E(et, є) и {t, є) -

-е Е (0 ,е )и (-0 ,е )-е  f ^ ^ ^ ^ ~ u(s,є )ds,J ґі'гdxи
Интегрируя по частям в представлении (10), при z ~ ^ t , u  = u , y  = y  получаем

t
z(t,є) = Z (t,0,^t)z^ Л- Z{t,s,Gt)[A 2 (s ,Є/)y(t,є) + Ny( j , є /)u (s ,є)]ds +

0

t

+ Z (г, s, єг)[5і (і, et) -  5] {s, et, e)]Du + (13)
0

+ it, ЄГ, є) M (r, є) -  Z (r,0, єО (0,0, є) и (-0, є) - m h b ^ i m b ^ u { s , e ) d s
ds

Здесь (5 , x) -  Si (5 , X , є) < 8 , при ЄЄ(0,Є(,].

Из уравнений (12), (13) и условий 1), 2) следует, что

||3с(ґ,є) < С  при ґ є [ 0 , і / є ] . (14)

Введем обозначения Rx{t,e) = x{t,e)-x{t,e), Ru{t,e) = u(t,e)-u{t,e). Из пред­
ставления ( 1 2 ) запишем, что

t ^

Ry{t,e) -  є j[v4(5,85)7?>’(5,s) + Л/̂ (5,85)Т?м(5,є)]с/5 + /,(7?z) + /2(і?м) + /з(7?м),

где

Rz{t, є) = [Z (г,о, є) -  Z (ґ,0, єґ)] z° + j{Z (r, s, e) Aj (s, es) Ry(s, e) +  [Z (t, s, e) -
0

-  Z (t, S, єО ] A2  (S , es) y(t, e) +  Z (t, S, et) [A2  (s, 85) -  ̂ 2  ^Ґ)] y{t, є) +
S

+ Z (t, s, є) ̂ 2  (s, es) [ 8  j  ( ^ 3  (r, er)z(r, 8 ) + (г, єг) y(r, e) +  N 2  (r, sr) й(r, e)) dr +
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+ { в ^ В 2 Іг,вг)Ои E{zt) D u )]}d s+  {Z {t, 5 , є) {s, &y) Ru(s, є) + [ Z (f, s, є) -
■t t 0

-  Z(^,5,sO]jVi(5,e^')U { S ,S )  +  Z{t,S,St){N^ { S ,Z S )  -  //](5,S/)]M (5,S)}cfe +
t

Z {t, 5, є) [5j (5, Є5') -  S] (5, zs, z)]Du -  Z{t,s,Et) [5, (s, st) -  S , (5, Et, e)]Du + 
0 0

+ 5, (t, Et, e)Ru(t, Є) -  Z(?,0, s)Si (0,0, e)Ru(-0, s) -

-  [Z(t,0, є) -  Z (/,0, eO]fii (0,0, є)м (-0, є) +

A j (s , s s )B j (s ,£s , e)
dB,(s,ss,E)

ds
Ru(s,s)ds +

+ j Z (Ґ,s,et)[A^ {s,es)B^ {s,es,є) -  {s,et)B^ (s,st,s)]u (5 ,s)ds -

-  [ Z ( / , 5 , e O [ 5 , ( 5 , as-,є ) - S , ( 5 , e t ,є ) ]и (5 , e )c fe- E \ Z { t , s , e ) e ) d s  +
 ̂ J rhr

j [Z(t,s,e) -  Z{t,s,et)] Aj (s,Es)Bi(s,ss,e)

di

u {s ,E )d s.

Умножая левые и правые части последних двух представлений на є и оценивая 
по норме пространства Z,,[0,Z,/s], в силу леммы Гронуолла-Беллмана получаем 
утверждение теоремы 1.

Заключение. Таким образом, установлена близость в норме пространства Z,j 
решений исходной и упрощенных задач для систем линейных дифференциальных 
уравнений с быстрыми и медленными переменными, допускающих импульсные 
воздействия в произвольные моменты времени.
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