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ВСТУП

Актуальнiсть даної роботи обумовлена значною цiннiстю результатiв
для iнженерної галузi. Розрахунки, виконанi в рамках цього дослiдження, є
важливими для проектування нових механiчних компонентiв та будiвель-
них конструкцiй. Вони також сприяють дослiдженню нових матерiалiв та
вивченню впливу рiзних умов на деталi та компоненти.

Основна мета роботи полягає у знаходженнi аналiтичного розв’язання
задачi про напружений стан кругового диска, його чисельному моделюван-
нi та вiзуалiзацiї. Додатково дослiджується вплив рiзних параметрiв на
напружений стан диска.

Сучаснi дослiдження в галузi теорiї пружностi охоплюють аналiз
напруженого стану рiзних конструкцiйних елементiв. Зазвичай чисельнi
методи передбачають апроксимацiю на етапi крайової задачi. У цiй роботi
використано аналiтичний пiдхiд без апроксимацiй до моменту отримання
формул або нескiнченних систем рiвнянь, пiсля чого цi результати пiддаю-
ться чисельному моделюванню.

Об’єктом дослiдження є круглий диск пiд плоским навантаженням.
Задача полягає у встановленнi формул для обчислення перемiщень i на-
пружень. Перша частина роботи описує аналiтичне розв’язання, друга -
технiчну реалiзацiю моделювання, вiзуалiзацiю та дослiдження параметрiв.
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ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Дослiдження напруженого стану кругового диска є важливою складо-
вою теорiї пружностi та пластичностi, що має велике значення для iнженер-
ного проектування та аналiзу механiчних систем. У рамках цiєї тематики
розглядаються рiзнi аспекти, пов’язанi з розподiлом напружень i деформа-
цiй у дисках пiд дiєю рiзних навантажень i умов.

Механiка суцiльних середовищ i пластичнi де-
формацiї в обертових дисках

Одна з ключових робiт у цiй галузi стосується напружено-деформованого
стану швидко обертового диска постiйної товщини, розглянутого в рамках
механiки суцiльних середовищ. В роботi враховано, що матерiал диска є
однорiдним i має властивостi еластичної та iдеально-пластичної деформацiї.
У пластичнiй зонi напруження та пластичнi деформацiї пов’язанi законом,
аналогiчним до використаного в теорiї деформацiйної пластичностi. Запро-
понований загальний алгоритм розв’язання дозволяє отримувати аналiтичнi
вирази для рiзних функцiй пластичностi, зокрема для квадратичного кри-
терiю текучостi Мiзеса. Це дослiдження вводить поняття зовнiшнiх та
внутрiшнiх контрольних параметрiв i визначає допустимi межi зовнiшнiх
параметрiв, що дозволяє використовувати отриманi результати в попере-
дньому iнженерному проектуваннi та чисельних програмах .

Напруження в сплющеному бразильському ди-
ску

Iнше важливе дослiдження присвячено альтернативнiй математичнiй
моделi для визначення розподiлу напружень у сплющеному бразильському
диску. В цiй роботi використано технiку комплексного потенцiалу Мусхелi-
швiлi, яка забезпечує аналiтичне рiшення для напружень у диску з числен-
ними малими отворами, що дiлять його на три частини. Аналiз показує, що
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сплющений диск має переваги щодо зменшення концентрацiї напружень у
контактнiй областi мiж диском i навантажувальною плитою порiвняно з
класичним неушкодженим бразильським диском. Було також виявлено, що
для кращого наближення до експериментальної реальностi тиск на плоскi
краї сплющеного диска повинен бути нерiвномiрним. Розроблена чисель-
на модель вказує на правильний нерiвномiрний розподiл тиску, який слiд
застосувати, щоб плоскi краї залишалися плоскими пiсля деформацiї .

Пружнопластичнi перехiднi напруження в обер-
товому диску з навантаженням на краях

Ще одне значуще дослiдження розглядає пружнопластичнi перехiднi
напруження в тонкому обертовому диску з навантаженням на краях. Ви-
користовуючи теорiю переходу Сета, автори дослiджували вплив кутової
швидкостi на напружений стан диска. Виявлено, що для диска без наванта-
ження на краях потрiбна вища кутова швидкiсть для досягнення початкової
текучостi, тодi як пiд впливом навантаження на краях ця швидкiсть змен-
шується. Для непружних матерiалiв, таких як гума, потрiбна вища кутова
швидкiсть порiвняно з пружними матерiалами, такими як свинець, мiдь
i сталь. Це дослiдження також показало, що обертовий диск схильний до
руйнування шляхом розколу поблизу включення в отворi .

Усi розглянутi дослiдження пiдкреслюють складнiсть та багатогран-
нiсть проблеми визначення напруженого стану кругового диска. Вони демон-
струють рiзнi пiдходи до аналiзу та вирiшення цiєї проблеми, зокрема через
аналiтичнi методи та чисельне моделювання. Результати цих дослiджень
мають значний потенцiал для застосування в iнженернiй практицi, особливо
в галузях, де важливе значення мають механiчнi властивостi матерiалiв пiд
дiєю високих навантажень та швидкостей обертання.
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РОЗДIЛ 1

АНАЛIТИЧНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ

1.1 Постановка задачi

Розглянемо круговий диск з радiусом 𝑅 в цилiндричнiй системi ко-
ординат з центром в початку координат. Представимо його за допомогою
системи рiвнянь Ламе:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∆𝑈𝑟 −
𝑈𝑟

𝑟2
−

2𝑈 ∙
𝜙

𝑟2
+ 𝜇0𝜃

′

𝜇 +
𝑞𝑟
𝐺

= 0

∆𝑈𝜙 −
𝑈𝜙

𝑟2
+

2𝑈 ∙
𝑟

𝑟2
+
𝜇0
𝑟
𝜃∙𝜇 +

𝑞𝜙
𝐺

= 0

∆𝑈𝑧 + 𝜇0𝜃
,
𝜇 +

𝑞𝑟
𝐺

= 0

(1.1)

Де: 𝑈 ′ - похiдна по змiннiй 𝑟

𝑈 ∙ - похiдна по змiннiй 𝜙

𝑈 , - похiдна по змiннiй 𝑧

𝐺 - модуль зсуву

𝛾 - питома вага матерiалу

𝑞𝑟 = 𝛾𝑐𝑜𝑠𝜙, 𝑞𝜙 = 𝛾𝑠𝑖𝑛𝜙 - iнтенсивностi об’ємної сили вiдповiдно у
напрямках 𝑟 i 𝜙

𝜇 - коефiцiєнт Пуасона

𝜇0 =
1

1− 2𝜇
, 𝜇∙ = 𝜇0 + 1, 𝜇′

= 𝜇0 + 2

∆𝑈 =
(𝑟𝑈

′

𝑟)
′

𝑟
+
𝑈 ∙∙
𝑟

𝑟2
+ 𝑈 ,, - оператор Лапласа

𝜃𝜇 =
(𝑟𝑈𝑟)

′

𝑟
+
𝑈 ∙
𝜙

𝑟
+ 𝑈 ,

𝑧 - об’ємне розширення

За визначенням плоскої задачi, зазначимо: 𝑈𝑧 = 0, 𝑞𝑧 = 0.
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Для зручностi запису введемо такi позначення: 𝑈 = 𝑈𝑟, 𝑉 = 𝑇𝜙

Знайдемо похiднi об’ємного розширення:

𝜃
′

𝑚𝑢 =
(𝑟𝑈

′
)
′

𝑟
− 𝑈

𝑟2
+
𝑉 ∙′

𝑟
− 𝑉 ∙∙

𝑟
Пiдставимо знайденi вирази в систему та зведемо подiбнi. Отрмаємо:

⎧⎪⎨⎪⎩
∆𝑈 − 𝑈

𝑟2
− 2𝑉 ∙

𝑟2
+ 𝜇0𝜃

′

𝜇 +
𝑞𝑟
𝐺

= 0

∆𝑉 − 𝑉

𝑟2
+

2𝑈 ∙

𝑟2
+
𝜇0
𝑟
𝜃∙𝜇 +

𝑞𝜙
𝐺

= 0
(1.2)

Спочтаку розв’яжемо задачу з такими крайовими умовами:

𝑈(𝑟,𝜙)|𝑟=𝑅 = 0, 𝑉
′
(𝑟,𝜙])|𝑟=𝑅 − 𝑉 (𝑟,𝜙)|𝑟=𝑅 = 0 (1.3)

Потiм ускладнимо їх:

𝑈(𝑟,𝜙)|𝑟=𝑅 = 𝜒(𝑟), 𝑉
′
(𝑟,𝜙])|𝑟=𝑅 − 𝑉 (𝑟,𝜙)|𝑟=𝑅 = 0 (1.4)

Необхiдно знайти перемiщення i нормальнi напруження.

1.2 Аналiтичне розв’язання системи зi спро-
щеними крайовими умовами

1.2.1 Застосування перетворення Фур’є

Застосуємо перетворення Фур’є за змiнною 𝜙, щоб перейти до однови-
мiрної задачi. Скористаємось формулою:

𝑈𝑛(𝑟) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑛𝜙𝑈(𝑟,𝜙)𝑑𝜙 (1.5)

Всi компоненти рiвняння, не пов’язанi зi змiнною 𝜙 виносяться за знак
iнтеграла, для iнших застосовується iнтегрування по частинах. Застосуємо
дане перетворення до iнших компонентiв рiвнянь, якi мiстять змiннi.
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Для доданкiв, якi мiстять тiльки константи, перетворення Фур’є буде
вигядати наступним чином:

1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒−𝑖𝜙

(︂
− 𝑟𝑞𝑟
𝜇∙𝐺

)︂
𝑑𝜙 = − 𝑟𝛾

𝜇∙𝐺

1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒−𝑖𝜙 cos𝜙𝑑𝜙 =

=

[︂
cos𝜙 =

𝑒𝑖𝜙 + 𝑒−𝑖𝜙

2

]︂
= − 𝑟𝛾

𝜇∙𝐺

1

2

1

2𝜋

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

𝑒−𝑖𝜙𝑒𝑖𝜙𝑑𝜙+

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒−𝑖𝜙𝑒−𝑖𝜙𝑑𝜙

⎞⎠ =

𝑟𝛾

𝜇𝐺

1

2

⎛⎝ 1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒−𝑖𝜙𝑒𝑖𝜙𝑑𝜙+
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒−𝑖𝜙𝑒−𝑖𝜙𝑑𝜙

⎞⎠ =
𝑟𝛾

𝜇∙𝐺

𝛿𝑛,𝑖 + 𝛿𝑛,−𝑖

2
(1.6)

Використаємо символ Кронекера i формулу Ейлера:

𝛿𝑛,𝑚 =
1

2𝜋

∫︀ 𝜋

−𝜋 𝑒
𝑖𝑛𝜙𝑒−𝑖𝑚𝜙𝑑𝜙

Введемо такi позначення: 𝑎+𝑛 =
𝛿𝑛,1 + 𝛿𝑛,−1

2
, 𝑎−𝑛 =

𝛿𝑛,1 − 𝛿𝑛,−1

2
Зробимо замiну змiнних 𝑟 = 𝜌𝑅, i отримаємо такий вид системи:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑟𝑈 ′

𝑛)
′ +

𝜇0𝑖𝑛

𝜇∙
𝑉 ′
𝑛 −

𝑛2 + 𝜇∙
𝑟𝜇∙

𝑈𝑛 −
𝜇′𝑖𝑛

𝜇∙𝑟
𝑈𝑛 = − 𝑟𝛾

𝜇∙𝐺
𝑎+

(𝑟𝑉 ′
𝑛)

′ + 𝜇0𝑖𝑛𝑈
′
𝑛 −

1 + 𝑛2𝜇∙
𝑟

𝑉𝑛 +
𝜇′𝑖𝑛

𝑟
𝑈𝑛 = − 𝑟𝛾

𝜇∙𝐺
𝑎+

(1.7)

Крайовi умови будуть приймати такий вид:

𝑈𝑛(𝜌)|𝜌=1 = 0, 𝑉 ′
𝑛(𝜌)|𝜌=1 − 𝑉𝑛(𝜌)|𝜌=1 = 0

Розв’язком даної неоднорiзної системи буде сума загального розв’язку
вiдповiдної однорiдної i часного неоднорiдної.
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1.2.2 Розв’язання однорiдної системи

Знайдемо загальний розв’язок однорiдної системи:

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑟𝑈 ′

𝑛)
′ +

𝜇0𝑖𝑛

𝜇∙
𝑉 ′
𝑛 −

𝑛2 + 𝜇∙
𝑟𝜇∙

𝑈𝑛 −
𝜇′𝑖𝑛

𝜇∙𝑟
𝑈𝑛 = 0

(𝑟𝑉 ′
𝑛)

′ + 𝜇0𝑖𝑛𝑈
′
𝑛 −

1 + 𝑛2𝜇∙
𝑟

𝑉𝑛 +
𝜇′𝑖𝑛

𝑟
𝑈𝑛 = 0

(1.8)

Перейдемо до матричного рiвняння. Будемо шукати вектор

𝑦(𝜌) =

⎛⎜⎝𝑈𝑛(𝜌)

𝑉𝑛(𝜌)

⎞⎟⎠
. Представимо систему в наступному видi:

𝐿(𝑦) =

⎛⎜⎝1 0

0 1

⎞⎟⎠ 𝜌

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝𝑈 ′

𝑛

𝑉 ′
𝑛

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

′

+ 𝑖𝑛𝜇0

⎛⎜⎜⎝0
1

𝜇∙

1 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎝𝑈 ′

𝑛

𝑉 ′
𝑛

⎞⎟⎠ (1.9)

−1

𝜌

⎛⎜⎜⎝1 +
𝑛2

𝜇∙

𝑖𝑛𝜇′

𝜇∙

−𝑖𝑛𝜇′ 1 + 𝑛2𝜇∙

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎝𝑈𝑛

𝑉𝑛

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝0

0

⎞⎟⎠
Зробимо перехiд до матричного рiвняння:

𝑌 (𝜌) =

⎛⎜⎝𝑦11(𝜌) 𝑦12(𝜌)

𝑦21(𝜌) 𝑦22(𝜌)

⎞⎟⎠ (1.10)

Знайдемо невiдомi коефiцiєнти з граничних умов.

Будемо шукати матрицю за формулою: 𝑌 (𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∫︀
𝐶

𝜌2𝑀−1(𝑠)𝑑𝑠, де

𝐶 - певний замкнений контур

Побудуємо матрицю 𝑀−1(𝑠). З системи рiвнянь отримаємо матрицю
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𝑀(𝑠) =

⎛⎜⎝𝑠2 0

0 𝑠2

⎞⎟⎠+ 𝑖𝑛𝜇0

⎛⎜⎜⎝0
𝑠

𝜇∙

𝑠 0

⎞⎟⎟⎠−

⎛⎜⎜⎝1 +
𝑛2

𝜇∙
𝑖𝑛
𝜇′

𝜇∙

−𝜇′𝑖𝑛 1 + 𝑛2𝜇∙

⎞⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎝𝑠2 − 1− 𝑛2

𝜇∙

𝑖𝑛

𝜇∙(𝜇0𝑠− 𝜇′)

𝑖𝑛(𝜇0𝑠+ 𝜇′) 𝑠2 − 1− 𝑛2𝜇∙

⎞⎟⎟⎠ (1.11)

Знайдемо визначник даної матрицi:

𝑑𝑒𝑡𝑀(𝑠) = 1− 2𝑛2 − 2𝑠2 − 2𝑛2𝑠2 + 𝑠4 + 𝑛4 = 0

Коренi будуть мати вид: 𝑠1 = −𝑛+1, 𝑠2 = 𝑛−1, 𝑠3 = −𝑛−1, 𝑠4 = 𝑛+1

Обернена матриця буде мати вид:

𝑀−1(𝑠) =
𝑀̃𝑇𝑃

det𝑀(𝑠)
=

⎛⎜⎝𝑠2 − 1− 𝑛2𝜇∙ − 𝑖𝑛
𝜇∙
(𝜇0𝑠− 𝜇′)

−𝑖𝑛(𝜇0𝑠+ 𝜇′) 𝑠2 − 1− 𝑛2

𝜇∙

⎞⎟⎠
det𝑀(𝑠)

(1.12)

1.2.3 Пошук часних розв’язкiв

Через специфiчну частину правої частини рiвняння, часнi розв’язки
iснують тiльки при 𝑛 = 1, 𝑛 = −1.

Знайдемо їх у виглядi степеневих функцiй:

⎧⎨⎩𝑈𝑛(𝜌) = 𝐴0(𝜌
2 − 1)

𝑉𝑛(𝜌) = 𝐴1(𝜌
2 − 1)

(1.13)
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Пiдставимо їх в систему рiвнянь для трансформант, i отримаємо:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑈−1 = −1

4

𝑅2𝛾(𝜌2 − 1)

𝐺𝜇′

𝑉−1 =
1

4

𝑅2𝛾𝑖(𝜌2 − 1)

𝐺𝜇′

(1.14)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑈1 = −1

4

𝑅2𝛾(𝜌2 − 1)

𝐺𝜇′

𝑉1 = −1

4

𝑅2𝛾𝑖(𝜌2 − 1)

𝐺𝜇′

(1.15)

Для знаходження коефiцiєнтiв матрицi 𝑌 скористаємось теоремою

про лишки
∫︀
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑅𝑒𝑠 [𝑓(𝑧)] де 𝑁 - кiлькiсть полюсiв, 𝑅𝑒𝑠 [𝑓(𝑧)]

- лишок функцiї 𝑓(𝑧), полюса 𝑧.

Отримаємо матрицю 𝑌 ∙
−1наступного виду:

⎛⎜⎝ 3𝜌2

16 − 1
16𝜌

2𝜇∙ +
1
4𝑙𝑛(𝜌)𝜇∙ +

1
4𝑙𝑛(𝜌)

1
16

𝑖(−3𝜌2+𝜌2𝜇∙+4𝑙𝑛(𝜌)−4𝜇∙+4+4𝑙𝑛(𝜌)𝜇∙)
𝜇∙

1
16𝑖(3𝜌

2𝜇∙ − 𝜌2 − 4𝑙𝑛(𝜌)− 4𝜇∙ + 4− 4𝑙𝑛(𝜌)𝜇∙)
1
16

3𝜌2𝜇∙−𝜌2+4𝑙𝑛(𝜌)+4𝑙𝑛(𝜌)𝜇∙
𝜇∙

⎞⎟⎠
(1.16)

I матрицю 𝑌 ∙
1 :

⎛⎜⎝ 3𝜌2

16 − 1
16𝜌

2𝜇∙ +
1
4𝑙𝑛(𝜌)𝜇∙ +

1
4𝑙𝑛(𝜌)

1
16

𝑖(−3𝜌2+𝜌2𝜇∙+4𝑙𝑛(𝜌)−4𝜇∙+4+4𝑙𝑛(𝜌)𝜇∙)
𝜇∙

1
16𝑖(3𝜌

2𝜇∙ − 𝜌2 − 4𝑙𝑛(𝜌)− 4𝜇∙ + 4− 4𝑙𝑛(𝜌)𝜇∙)
1
16

3𝜌2𝜇∙−𝜌2+4𝑙𝑛(𝜌)+4𝑙𝑛(𝜌)𝜇∙
𝜇∙

⎞⎟⎠
(1.17)

Таким чином отримаємо загальнi розв’язки для трансформант:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈 ′
−1(𝜌) = 𝑦11𝐶1 + 𝑦12𝐶2 + 𝑈−1(𝜌)

𝑉 ′
−1(𝜌) = 𝑦21𝐶1 + 𝑦22𝐶2 + 𝑉−1(𝜌)

𝑈 ′
1(𝜌) = 𝑦11𝐶1 + 𝑦12𝐶2 + 𝑈1(𝜌)

𝑉 ′
1(𝜌) = 𝑦21𝐶1 + 𝑦22𝐶2 + 𝑉1(𝜌)
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Пiдставимо граничнi умови, i отримаємо:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑈 ′
−1(𝜌) = −1

8

𝑅2𝛾(𝜌2𝜇∙ + 2 ln(𝜌)𝜇∙ − 𝜇∙ + 2 ln(𝜌)− 3𝜌2 + 3)

𝐺𝜇(𝜇− 3)

𝑉 ′
−1(𝜌) = −1

8

𝑅2𝛾𝑖(−2 ln(𝜌)𝜇∙ + 𝜌2𝜇∙ − 𝜇∙ − 2 ln(𝜌) + 𝜌2 − 1)

𝐺𝜇(𝜇− 3)

(1.18)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑈 ′
1(𝜌) =

1

8

𝑅2(𝜌2𝜇∙ + 2𝑙𝑛(𝜌)𝜇∙ − 𝜇∙ + 2𝑙𝑛(𝜌)− 3𝜌2) + 3

𝐺𝜇(𝜇− 3)

𝑉 ′
1(𝜌) =

1

8

𝑅2𝛾𝑖(−2 ln(𝜌)𝜇∙ + 𝜌2𝜇∙ − 𝜇∙ − 2 ln(𝜌) + 𝜌2 − 1)

𝐺𝜇(𝜇− 3)

(1.19)

1.2.4 Пошук оригiналiв i нормального напруження

Для знаходження цiльових функцiй застосуємо обернене перетворення
Фур’є.

Враховуючи всi параметри, можемо представити функцiї перемiщень
у видi:⎧⎨⎩𝑈(𝜌, 𝜙) = 𝑒−𝑖𝜙𝑈 ′

−1(𝜌) + 𝑒𝑖𝜙𝑈 ′
1(𝜌)

𝑉 (𝜌, 𝜙) = 𝑒−𝑖𝜙𝑉 ′
−1(𝜌) + 𝑒𝑖𝜙𝑉 ′

1(𝜌)

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти, отримаємо:⎧⎨⎩𝑈(𝜌, 𝜙) = 2𝑈1(𝜌) cos𝜙

𝑉 (𝜌, 𝜙) = 2𝑖𝑉1(𝜌) sin𝜙

Для знаходження нормального напруження пiдставимо отриманi ре-
зультати у формули, враховуючи замiну: 𝜌 =

𝑟

𝑅
З врахуванням граничних умов отримєамо:

𝜎𝜌(𝜌, 𝜙)

⃒⃒⃒⃒
𝜌=1

=
−𝑅𝛾 cos𝜙
4𝜇− 1
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1.3 Аналiтичне розв’язання системи з ускла-
дненими крайовими умовами

В данiй задачi крайовi умови мають вид:

𝑈𝑟(𝑟,𝜙)|𝑟=𝑅 = 𝜒(𝑟), 𝑉 ′(𝑟,𝜙)|𝑟=𝑅 − 𝑉 (𝑟,𝜙)|𝑟=𝑅 = 0.

Система з трансформантами спiвпадає з отриманою для задачi зi спрощени-
ми крайовими умовами, але загальний розв’язок вiдрiзняється. Для рiзних
𝑛 рiзнi полюса можуть мати рiзнi знаки, таким чином загальний розв’язок
розбивається на 5 окремих доданкiв таким чином:

При 𝑛 є [−∞,− 2]⎧⎨⎩𝑈𝑛(𝜌) =
1
4
(𝜌−1−𝑛𝑛2(1−𝜇∙)+𝜌1−𝑛𝑛2(𝜇∙−1)+2𝜌−1−𝑛𝑛𝜇∙+2𝜌1−𝑛(𝑛𝜇∙+2))𝜒𝑛

𝑛𝜇∙+1

𝑉𝑛(𝜌) = −1
4𝑖

(−𝜌−1−𝑛𝑛2(𝜇∙−1)+𝜌1−𝑛𝑛2(𝜇∙−1)+2𝜌−1−𝑛𝑛𝜇∙−2𝜌1−𝑛(𝑛+2𝜇∙))𝜒𝑛
𝑛𝜇∙+1

При 𝑛 = −1⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈−1(𝜌) = −1
8 [−2𝜌2𝐺𝜒−1𝜇

2 + 20 ln 𝜌𝐺𝜒−1𝜇
2 − 6𝐺𝜒−1𝜇

2 −𝑅2𝛾𝜇+ 24𝐺𝜒−1𝜇+

+8 ln 𝜌𝐺𝜒−1𝜇+ 2 ln 𝜌𝜇𝑅2𝛾 + 𝜌2𝜇𝑅2𝛾 + 18𝜌2𝐺𝜒−1 − 18𝐺𝜒−1 + 3𝑅2𝛾−

−12 ln 𝜌𝐺𝜒−1 + 2 ln 𝜌𝑅2𝛾 − 3𝜌2𝑅2𝛾]/[𝐺𝜇(𝜇− 3)]

𝑉−1(𝜌) = −1
8𝑖[6𝜌

2𝐺𝜒−1𝜇
2 − 20 ln 𝜌𝐺𝜒−1𝜇

2 − 14𝐺𝜒−1𝜇
2 −𝑅2𝛾𝜇+ 8𝐺𝜒−1𝜇−

−8 ln 𝜌𝐺𝜒−1𝜇+ 16𝜌2𝐺𝜒−1𝜇− 2 ln 𝜌𝜇𝑅2𝛾 + 𝜌2𝜇𝑅2𝛾 − 6𝜌2𝐺𝜒−1 + 6𝐺𝜒−1−

−𝑅2𝛾 + 12 ln 𝜌𝐺𝜒−1 − 2 ln 𝜌𝑅2𝛾 + 𝜌2𝑅2𝛾]/[𝐺𝜇(𝜇− 3)]

При 𝑛 = 0

⎧⎨⎩𝑈0(𝜌) = 𝜌𝜒0

𝑉0(𝜌) = 0
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При 𝑛 = 1⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈1(𝜌) = −1
8

[︀
−2𝜌2𝐺𝜒1𝜇

2 + 20 ln 𝜌𝐺𝜒1𝜇
2 − 6𝐺𝜒1𝜇

2 −𝑅2𝛾𝜇+ 24𝐺𝜒1𝜇+

+8 ln 𝜌𝐺𝜒1𝜇+ 2 ln 𝜌𝜇𝑅2𝛾 + 𝜌2𝜇𝑅2𝛾 + 18𝜌2𝐺𝜒1 − 18𝐺𝜒1 + 3𝑅2𝛾−

−12 ln 𝜌𝐺𝜒1 + 2 ln 𝜌𝑅2𝛾 − 3𝜌2𝑅2𝛾
]︀
/[𝐺𝜇(𝜇− 3)]

𝑉1(𝜌) =
1
8𝑖
[︀
6𝜌2𝐺𝜒1𝜇

2 − 20 ln 𝜌𝐺𝜒1𝜇
2 − 14𝐺𝜒1𝜇

2 −𝑅2𝛾𝜇+ 8𝐺𝜒1𝜇−

−8 ln 𝜌𝐺𝜒1𝜇+ 16𝜌2𝐺𝜒1𝜇− 2 ln 𝜌𝜇𝑅2𝛾 + 𝜌2𝜇𝑅2𝛾 − 6𝜌2𝐺𝜒1 + 6𝐺𝜒1−

−𝑅2𝛾 + 12 ln 𝜌𝐺𝜒1 − 2 ln 𝜌𝑅2𝛾 + 𝜌2𝑅2𝛾
]︀
/[𝐺𝜇(𝜇− 3)]

При 𝑛 є [2,∞]⎧⎪⎨⎪⎩𝑈𝑛(𝜌 =
1
4

(︀
−𝜌2+𝑛𝑛2𝜇0+𝜌2+𝑛𝑛2+𝜌𝑛𝑛2𝜇0−𝜌𝑛𝑛2+2𝜌2+𝑛𝑛𝜇0+2𝜌𝑛𝑛𝜇0−4𝜌2+𝑛

)︀
𝜒𝑛

𝜌(𝑛𝜇0−1)

𝑉𝑛(𝜌 =
1
4𝑖

(︀
−𝜌2+𝑛𝑛2𝜇0+𝜌2+𝑛𝑛2+𝜌𝑛𝑛2𝜇0−𝜌𝑛𝑛2+2𝜌2+𝑛𝑛𝜇0+2𝜌𝑛𝑛𝜇0−4𝜌2+𝑛

)︀
𝜒𝑛

𝜌(𝑛𝜇0−1)

В свою чергу шуканi функцiї перемiщень будть виражатись таким
чином:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑈(𝜌, 𝜙) =

−2∑︀
𝑛=−∞

𝑈𝑛(𝜌)𝑒
𝑖𝑛𝜙 + 𝑈−1(𝜌)𝑒

−𝑖𝜙 + 𝑈0(𝜌) + 𝑈1(𝜌)𝑒
𝑖𝜙 +

∞∑︀
𝑛=2

𝑈𝑛(𝜌)𝑒
𝑖𝑛𝜙

𝑉 (𝜌, 𝜙) =
−2∑︀

𝑛=−∞
𝑉𝑛(𝜌)𝑒

𝑖𝑛𝜙 + 𝑉−1(𝜌)𝑒
−𝑖𝜙 + 𝑉0(𝜌) + 𝑉1(𝜌)𝑒

𝑖𝜙 +
∞∑︀
𝑛=2

𝑉𝑛(𝜌)𝑒
𝑖𝑛𝜙

Для знаходження аналiтичного розв’язку даної задачi необхiдно зна-
йти функцiю вiдставання 𝜒(𝜙), використовуючи умову 𝜎(1,𝜙) = 0.

Розв’яжемо рiвняння:

(1− 𝜇)[𝑈 ′(1, 𝜙)] + 𝜇[𝑈(1, 𝜙) + 𝑉 ∙(1, 𝜙)] = 0 (1.20)

Отримєамо такi умови:

𝑈 ′(1,𝜙) =
∞∑︁
𝑛=2

𝑛2 + 𝑛2𝜇∙ − 2− 2𝑛

𝑛𝜇∙−1
𝜒𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜙)− (1.21)
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−
[︂
4𝜇2∙ + 2𝜇∙ + 6

(𝜇∙ − 3)𝜇∙
𝜒1 +

𝑅2𝛾(𝜇∙ − 1)

𝐺𝜇∙(𝜇∙ − 3)

]︂
cos(𝜙) + 𝜒0

𝑈(1,𝜙) = 2
∞∑︁
𝑛=2

𝜒𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜙) + 2𝜒1𝑐𝑜𝑠(𝜙)𝜒0 (1.22)

𝑉 ∙(1,𝜙) = −
∞∑︁
𝑛=2

𝑛(2𝜇∙ + 𝑛𝜇∙ − 𝑛)

𝑛𝜇∙ − 1
𝜒𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜙) + 2𝜒1𝑐𝑜𝑠(𝜙) (1.23)

Пiдставимо знайденi параметри:

∞∑︁
𝑛=2

𝜒𝑛 cos(𝑛𝜙) =
2𝑛2𝜇∙ − 2𝜇∙ − 𝑛𝜇∙ + 2− 𝑛2

(𝜇∙ − 1)(𝑛𝜇∙ − 1)
− (1.24)

−𝜒1𝑐𝑜𝑠(𝜙)
11𝜇∙ − 9

(𝜇∙ − 3)(𝜇∙ − 1)
− 𝑅2𝛾

2(𝜇∙ − 3)𝐺
𝑐𝑜𝑠(𝜙) + 𝜒0 = 0

Розкладемо вираз
2𝑛2𝜇∙ − 2𝜇∙ − 𝑛𝜇∙ + 2− 𝑛2

(𝜇∙ − 1)(𝑛𝜇∙ − 1)
на доданки:

2𝑛2𝜇∙ − 2𝜇∙ − 𝑛𝜇∙ + 2− 𝑛2

(𝜇∙ − 1)(𝑛𝜇∙ − 1)
= 𝑛

2𝜇∙ − 1

𝜇∙(𝜇∙ − 1)
− 𝜇∙ − 1

𝜇2∙
− (1.25)

−1

𝑛

2𝜇2∙ + 𝜇∙ − 1

𝜇2∙
− 1

𝑛

2𝜇2∙ + 𝜇∙ − 1

𝑛𝜇2∙ − 𝜇3∙

Розглянемо кожен доданок, пiдставляючи в дане рiвняння:

∞∑︁
𝑛=2

𝜒𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜙)𝑛
2𝜇∙ − 1

𝜇∙(𝜇∙ − 1)
= − 2𝜇∙ − 1

𝜇∙(𝜇∙ − 1)

1

2𝜋

𝜕2

𝜕𝜙2
∙

∙

⎛⎜⎝ 𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜓) ln
1

|𝜙− 𝜓|
𝑑𝜓 +

𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜓) ln
1

sin |𝜙−𝜓|
2

|𝜙−𝜓|
2

𝑑𝜓 −
𝑎0∫︁

−𝑎0

𝜒𝑛 cos |𝜙− 𝜓|𝑑𝜓

⎞⎟⎠
(1.26)
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−
∞∑︁
𝑛=2

𝜒𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜙)
𝜇∙ − 1

𝜇2∙
= −𝜇∙ − 1

𝜇2∙

1

2𝜋

⎛⎝ 𝑎0∫︁
0

𝜒(𝜙)𝑑𝜓 +

𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜙) cos |𝜙− 𝜓|𝑑𝜓

⎞⎠
(1.27)

−
∞∑︁
𝑛=2

𝜒𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜙)
1

𝑛

2𝜇2∙ + 𝜇∙ − 1

𝜇2∙
= −2𝜇2∙ + 𝜇∙ − 1

𝜇2∙

1

2𝜋
∙

∙

⎛⎜⎝ 𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜓) ln
1

|𝜙− 𝜓|
𝑑𝜓 +

𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜓) ln
1

sin |𝜙−𝜓|
2

|𝜙−𝜓|
2

𝑑𝜓 −
𝑎0∫︁

−𝑎0

𝜒𝑛 cos |𝜙− 𝜓|𝑑𝜓

⎞⎟⎠
(1.28)

−
∞∑︁
𝑛=2

𝜒𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜙)
1

𝑛

2𝜇2∙ + 𝜇∙ − 1

𝑛𝜇4∙ − 𝜇3∙
=

= −2𝜇2∙ + 𝜇∙ − 1

𝜇3∙(𝜇∙ − 1)

1

2𝜋

𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜓)

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛

1

𝑛𝜇∙ − 1
𝑐𝑜𝑠(𝑛|𝜙− 𝜓|)

)︃
𝑑𝜓+

+
2𝜇2∙ + 𝜇∙ − 1

𝜇3∙(𝜇∙ − 1)

1

2𝜋

𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜓)𝑐𝑜𝑠(|𝜙− 𝜓|)𝑑𝜓 (1.29)

−𝜒1 cos(𝜙)
11𝜇∙ − 9

(𝜇∙ − 3)(𝜇∙ − 1)
=

11𝜇∙ − 9

(𝜇∙ − 3)(𝜇∙ − 1)

1

2𝜋

𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜓) cos(|𝜙− 𝜓|)𝑑𝜓

(1.30)

𝜒0 =
1

2𝜋

𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜓)𝑑𝜓 (1.31)

Виконавши деякi алгебраiчнi перетворення, отримаємо iнтегрально-
дифференцiйне рiвння такого виду:

𝜕2

𝜕𝜙2

𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜓)𝑙𝑛
1

|𝜙− 𝜓|
𝑑𝜓 +

𝑎0∫︁
−𝑎0

𝜒(𝜓)𝑅(𝜙− 𝜓)𝑑𝜓 = 𝐹 (𝜙) (1.32)
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Де функцiї 𝑅(𝜙− 𝜓) i 𝐹 (𝜙) обчислюються таким чином:

𝐹 (𝜙) =
𝑅2𝛾

2(𝜇∙ − 3)𝐺
𝑐𝑜𝑠(𝜙) (1.33)

𝑅(𝜙 − 𝜓) утворюється як сума доданкiв з попредньо розглянутого
розкладу, що не мiстять диференцiалiв.

Зробимо таку замiну 𝜙* = 𝑎0𝜙, 𝜓* = 𝑎0𝜓 для того щоб отримати межi
iнтегрування вiд -1 до 1.

Далi розв’яжемо отримане рiвняння

𝜕2

𝜕𝜙*2

1∫︁
−1

𝜒(𝜓*)𝑙𝑛
1

|𝜙* − 𝜓*|
𝑑𝜓* +

1∫︁
−1

𝜒(𝑎0𝜓
*)𝑅(𝜙* − 𝜓*)𝑑𝜓* = 𝐹 (𝜙*) (1.34)

методом ортогональних полiномiв.

1.3.1 Зведення до нескiнченної системи за допомгою

методу ортогональних полiномiв

Скористаємось полiномами Чебишева 2-го роду

∫︁ 1

−1

√︀
1− cos2 𝜃 𝜙(𝜃)𝑈𝑛(𝜃) 𝑑𝜃 =

𝜋

2
𝛿0,𝑛

Використаємо таке спектральне спiввiдношення:

𝑥(𝑎, 𝜙) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑥𝑛
√︀
1− cos2 𝜙𝑈𝑛(𝜙)

Представимо функцiю як ряд:

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛
√︀
1− cos2 𝜃 𝑈𝑛(𝜃) ln

(︂
1

𝜙− 𝜃

)︂
𝑑𝜃+

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛𝐾(𝜙−𝜃)
√︀
1− cos2 𝜃 𝑈𝑛(𝜃)𝑑𝜃 = 𝐹 (𝜙)

Застосуємо спектральне спiввiдношення:
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∫︁ 1

−1

√︀
1− cos2 𝜃 𝑈𝑛(𝜃) ln

(︂
1

𝜙− 𝜃

)︂
𝑑𝜙 = −𝜋(𝑛+1)𝑈𝑛(𝜙), |𝑛| ≤ 𝑆, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

−
∞∑︁
𝑛=0

[𝑥𝑛(𝑛+ 1)𝑈𝑛(𝜙)] +
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛𝐾(𝜙− 𝜃)𝑉1 − cos2 𝜙𝑈𝑛(𝜙)𝑑𝜙 = 𝐹 (𝜙)

Домножимо на *формула* i проiнтегруємо. Роздiлимо на *формула* i
перейдемо до нескiнченної системи рiвннянь

𝑥𝑛 +
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛
𝑅𝑛

𝐹
=

𝐹

𝐹𝑛

𝜋

2

𝑛

𝑛+ 1
− 𝜋

2

𝑛+ 1

𝑛
, 𝑚 = 0, 1, 2, . . .

Де

𝑅𝑛 =

∫︁ 1

−1

√︀
𝑉1 − cos2 𝜃 𝑈𝑛(𝜙)𝐾(𝜙− 𝜃)𝑈𝑛(𝜃)𝑑𝜙𝑑𝜃,

𝐹𝑛 =

∫︁ 1

−1

√︀
𝑉1 − cos2 𝜃 𝑈𝑛(𝜙)𝐹 (𝜙)𝑑𝜙

𝑈𝑛(cos 𝜃) =
sin((𝑛+1)𝜃)

sin 𝜃

𝑎0 - параметр вiдставання, визначається при чисельному моделюваннi.
Далi для розв’язання задачi необхiдно чисельно розв’язати нескiнченну
систему рiвнянь i пiдставити отриманi результати в цiльовi функцiї.
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РОЗДIЛ 2

ПРОГРАМНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

2.1 Моделювання i вiзуалiзацiя результатiв за-
дачi зi спрощеними крайовими умовами

Запрограмуємо обчислення знайдених в першiй главi функцiй перемi-
щень i напружень. Для цього скористаємось iнструментами програмування
Python. Для виконання обчислень i вiзуалiзацiї скористаємось такими бi-
блiотеками:

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3 from scipy.integrate import quad
4 from scipy.integrate import fixed_quad
5 from scipy.special import eval_chebyu
6 import scipy.misc
7 import numdifftools as nd

Запрограмуємо обчелення деяких допомiжних функцiй:

1 def mu0(mu):
2 return 1+1/(1 -2*mu)
3 def mu1(mu):
4 return 2+1/(1 -2*mu)
5

6 def U1(ro, mu, G, gama , R):
7 return -1/4*R**2* gama*(ro -1)/(G*mu1(mu))
8

9 def V1(rho , mu, G, gama , R):
10 return -1j / 4 * R**2 * gama * (rho - 1) / (G * mu1(mu))

2.1.1 Вiзуалiзацiя перемiщень

Запрограмуємо обчислення функцiй перемiщення:

1 def u(ro , phi ,mu,G,gama ,R):
2 return 2*U1(ro ,mu,G,gama ,R)*np.cos(phi)
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3

4 def v(rho , phi , mu, G, gama , R):
5 return 2j * V1(rho , mu, G, gama , R) * np.sin(phi)

Запрограмуємо побудову трьовимiрного графiку в цилiндрiчнiй си-
стемi координат. Пiдставимо параметри, що вiдповiдають значенням для
рiзних матерiалiв. *джерело*

1 material_parameters = {
2 "Aluminum": (0.34, 25.5e6, 2698.08) ,
3 "Steel": (0.28 , 80e6, 7800) ,
4 "Copper": (0.35 , 63.4e6 , 8930),
5 "Glass": (0.25 , 26.2e6 , 2600)
6 }
7

8 def visualize_U(mu, G, gama , R, material):
9 rho = np.linspace (0.0, 1, 100)

10 phi = np.linspace(0, 2 * np.pi, 100)
11

12 rho_grid , phi_grid = np.meshgrid(rho , phi)
13 v_grid = v(rho_grid , phi_grid , mu, G, gama , R) + u(rho_grid

, phi_grid , mu, G, gama , R)
14

15 v_abs = np.real(v_grid)
16 x_grid = rho_grid * np.cos(phi_grid)
17 y_grid = rho_grid * np.sin(phi_grid)
18

19 return x_grid , y_grid , v_abs , material , mu , G, gama , R
20

21 def visualize_multiple_U(material_parameters , R):
22 plt.ion()
23

24 fig , axs = plt.subplots(2, 2, subplot_kw ={'projection ': '3d
'}, figsize =(15, 10))

25 axs = axs.flatten ()
26

27 x_limits = (-1, 1)
28 y_limits = (-1, 1)
29 z_limits = (-1.5e-5, 1.5e-5)
30

31 for ax, (material_name , params) in zip(axs ,
material_parameters.items()):
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32 mu , G, gama = params
33 x_grid , y_grid , v_abs , material , mu, G, gama , R =

visualize_U(mu, G, gama , R, material_name)
34

35 surface = ax.plot_surface(x_grid , y_grid , v_abs , cmap='
viridis ')

36 fig.colorbar(surface , ax=ax, shrink =0.5, aspect=5,
label='|v( , )|')

37

38 ax.set_xlim(x_limits)
39 ax.set_ylim(y_limits)
40 ax.set_zlim(z_limits)
41

42 ax.set_xlabel('X')
43 ax.set_ylabel('Y')
44 ax.set_zlabel('|U(rho , phi)|')
45 ax.set_title(f'{material }: mu={mu}, G={G/1e6} ,

gama={gama} / ^3, R={R} ')
46

47 ax.view_init(elev=15, azim =-75)
48

49 plt.tight_layout ()
50 plt.show()
51

52 visualize_multiple_U(material_parameters ,1)

I отримаємо такi результати для функцiї перемiщення:
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Можна побачити, що характер результатiв схожий для рiзних ма-
терiалiв, але трохи вiдрiзняються пiковi значення, що свiдчить про рiзну
сприятливiсть до деформацiй рiзних матерiалiв.

2.1.2 Вiзуалiзацiя нормального напруження

Реалiзуємо обчислення потрiбних функцiй. I запрограмуємо трьовимiр-
ну вiзуалiзацiю нормального напруження у цилiндричнiй системi координат:

1 def dU1(rho , mu, G, gama , R):
2 return -1/2*R**2* gama*rho/G/mu1(mu)
3

4 def dU(rho , phi , mu, G, gama , R):
5 return 2*dU1(rho , mu, G, gama , R)*np.cos(rho)
6

7 def dV(rho , phi , mu, G, gama , R):
8 return 2j*V1(rho , mu, G, gama , R)*np.cos(rho)
9

10 def sigma(rho , phi , mu , G, gama , R):
11 return ( 2*G*mu0(mu)/R*((1-mu)*dU(rho , phi , mu , G, gama , R)
12 +mu/rho*(u(rho , phi , mu , G, gama , R)+dV(rho , phi , mu, G, gama

, R))) )
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Пiдставимо значення параметрiв для рiзних матерiалiв:

1 def visualize_sigma_3d(mu, G, gama , R, material):
2

3 rho = np.linspace (0.1, 1, 100)
4 phi = np.linspace(0, 2 * np.pi, 100)
5 rho , phi = np.meshgrid(rho , phi)
6

7 sigma_values = sigma(rho , phi , mu , G, gama , R)
8

9 X = rho * np.cos(phi)
10 Y = rho * np.sin(phi)
11

12 return X, Y, sigma_values , material , mu, G, gama , R
13

14 def visualize_multiple_sigma(material_parameters , R):
15 plt.ion()
16

17 fig , axs = plt.subplots(2, 2, subplot_kw ={'projection ': '3d
'}, figsize =(15, 10))

18 axs = axs.flatten ()
19

20 x_limits = (-1, 1)
21 y_limits = (-1, 1)
22 z_limits = (-40000, -1000)
23

24 for ax, (material_name , params) in zip(axs ,
material_parameters.items()):

25 mu , G, gama = params
26 X, Y, sigma_values , material , mu, G, gama , R =

visualize_sigma_3d(mu, G, gama , R, material_name)
27

28 surface = ax.plot_surface(X, Y, sigma_values , cmap='
viridis ')

29 fig.colorbar(surface , ax=ax, shrink =0.5, aspect=5,
label='| ( , )|')

30

31 ax.set_xlim(x_limits)
32 ax.set_ylim(y_limits)
33 ax.set_zlim(z_limits)
34

35 ax.set_xlabel('X')
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36 ax.set_ylabel('Y')
37 ax.set_zlabel('|sigma(rho , phi)|')
38 ax.set_title(f'{material }: mu={mu}, G={G/1e6} ,

gama={gama} / ^3, R={R} ')
39

40 ax.view_init(elev=15, azim =-75)
41

42 plt.tight_layout ()
43 plt.show()
44

45 visualize_multiple_sigma(material_parameters , 1)

Отримаємо такi резуьтати:

Можна спостерiгати схожiсть характеру функцiй, але значну рiзницю
пiкових значень для рiзних матерiалiв.

2.2 Моделювання i вiзуалiзацiя результатiв за-
дачi з ускладненими крайовими умовами

Для отримання формул для обчислення перемiщення i напруження
необiхдно застосувати метод ортогональних полiномiв, за допомогою якого
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можна звести задачу до нескiнченної системи рiвнянь. В першiй главi роботи
представлений опис даного зведення. Пiсля цього нескiнченна система
обчислюється чисельними методами.

Для обчислення даної системи необiхдно визначити функцiї 𝑅(𝜌,𝜙)
i 𝐹 (𝜙). Данi функцiї виражаються з рiвняння, описаного в першiй главi.
При технiчнiй реалiзацiї функцiя 𝑅(𝜌,𝜙) розбивається на частини для
оптимiзацiї обчислень. У функцiї пiдставляються параметри, пiсля чого
виконується обчислення iнтгралiв i пiдстановка їх значень в цикл обчислення
скiнченної системи, яка є апроксимацiєю нескiнченної. Кiлькiсть iтерацiй
циклу визначає параметр апроксимацiї.

Пiсля цього знайденi значення пiдставляються у ряд для обчислення
функцiї вiдствання. Треба зазначити, що 𝑎0 в даному випадку є параметром
функцiї вiдставання i може приймати значення, що вiдповiдають дiйсним
значенням для

√
1− 𝑎0𝜙 з урахуванням того, що 𝜙 має належати iнтервалу

[−1; 1].

У з’явзку зi схожiстю результатiв для рiзних матерiалiв, а також
тривалостi розрахункiв, необхiдних для розв’язання системи та виконаннi
iнших обчислень, в данiй роботi представленi результати тiльки для одного
матерiалу. Але було проведено дослiдження впливу за цiльовi функцiї та
функцiю вiдставання параметру 𝑎0.

Повна реалiзацiя опсаних обчислень представлена в додатку А.

2.2.1 Дослiдження функцiї вiдставання

Пiдставимо рiзнi значення параметру 𝑎0 i вiзуалiзуємо за допомгою
графiкiв функцiю 𝜒(𝜙).

Код для обчислення даної функцiї:

1 def chi_func(phi ,a0,chi_vect):
2 result = 0
3 iterator = 1
4 for chi_i in chi_vect:
5 result += chi_i*(1-a0*phi)**0.5*U(iterator ,a0*phi)
6 iterator +=1
7 result /=a0**2
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8 return result
9

10 def plot_multiple_chi_funcs(a0_list , chi_vect):
11 num_plots = len(a0_list)
12 num_rows = (num_plots + 3) // 4
13

14 fig , axes = plt.subplots(num_rows , 4, figsize =(20, 5 *
num_rows))

15 axes = axes.flatten ()
16

17 for idx , a0 in enumerate(a0_list):
18 phi_values = np.linspace(-a0, a0 , 400)
19 chi_values = [chi_func(phi , a0, chi_vect) for phi in

phi_values]
20

21 axes[idx].plot(phi_values , chi_values , label=f'a0={a0}'
)

22 axes[idx]. set_title(f' chi_func , a0={a0}')
23 axes[idx]. set_xlabel('phi')
24 axes[idx]. set_ylabel('chi_func(phi)')
25 axes[idx]. legend ()
26 axes[idx].grid(True)
27

28 for ax in axes[num_plots :]:
29 fig.delaxes(ax)
30

31 plt.tight_layout ()
32 plt.show()
33

34 a0_list = [-0.5, -1.0, -1.5, -2.0, -2.5, -3.0, -3.5, -4.0]
35 plot_multiple_chi_funcs(a0_list , chi)

Результат роботи програми:
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2.2.2 Вiзуалiзацiя перемiщення i нормального напру-

ження

На основi представлених в теоретичнiй частинi формул проведемо
обчилсення функцiй перемiщення i нормального напруження, пiсля чого по-
будуємо трьовимiрнi графiки для їх вiзуалiзацiї. Код розрахункiв i технiчної
реалiзацiї побудови представлено в додатку Б.

Дослiдимо вплив параметру 𝑎0 на форму отриманих поверхонь. Ре-
зультати для функцiї перемiщення можна побачити на зображеннях нижче:
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Можна спостерiгати певне викривлення поверхнi, яке буде бiльш явним
зi збiльшенням функцiї вiдставання.

Для нормального напруження отримаємо такi результати:
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Можна зробити висновок, що для рiзних значень параметрiв 𝑎0 ре-
зультати функцiй нормального напруження схожi, спостерiгаєма рiзниця в
межах похибки апроксимацiї.
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ВИСНОВКИ

У цiй роботi було проведено всебiчне дослiдження напруженого стану
кругового диска з використанням аналiтичних методiв та чисельного моде-
лювання для рiзних крайових умов i матерiалiв. Основнi висновки можна
пiдсумувати наступним чином.

Були отриманi аналiтичнi рiшення задачi про напружений стан круго-
вого диска для двох рiзних крайових умов. Це дозволило глибше зрозумiти
вплив рiзних граничних умов на розподiл напружень у диску. Аналiти-
чнi розв’язки виявилися ефективними для опису поведiнки диска в рiзних
сценарiях навантаження.

Проведене чисельне моделювання пiдтвердило аналiтичнi результати
та дозволило вiзуалiзувати напружено-деформований стан диска пiд дiєю
рiзних навантажень. Чисельне моделювання забезпечило точнiший аналiз
та врахування складних факторiв, що впливають на напружений стан диска.
Вiзуалiзацiя результатiв допомогла краще зрозумiти розподiл напружень i
деформацiй у диску, зокрема для рiзних матерiалiв, таких як сталь, мiдь,
свинець та гума.

Отриманi результати мають значний потенцiал для застосування в
iнженерiї та будiвництвi. Знання про напружено-деформований стан круго-
вих дискiв може бути використане для оптимiзацiї конструкцiй, пiдвищення
їхньої надiйностi та довговiчностi. Зокрема, це важливо для проектування
елементiв машин, роторiв, колiс та iнших компонентiв, що зазнають високих
навантажень та швидкостей обертання. Результати дослiдження можуть
бути також корисними для розробки нових матерiалiв та iнженерних рiшень,
спрямованих на полiпшення експлуатацiйних характеристик конструкцiй.
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ДОДАТОК А

1 def K1(x,y,mu):
2 return (mu -1)/mu **2*(1+ np.cos(abs(y-x)))
3

4 def K2(x,y,mu,epsilon =1e-10):
5 delta = abs(y - x)
6 if delta < epsilon:
7 delta = epsilon # Avoid division by zero
8 return (2 * mu**2 + mu - 1) / mu**3 * (
9 np.log (0.5 * delta / np.sin (0.5 * delta)) +

10 np.cos(delta) )
11

12 def K3(x,y,mu,n=5):
13 sum = 0
14 for i in range(1,n+1):
15 sum += 1/i*1/(i*mu -1)*np.cos(i*abs(y-x))
16 return (2*mu**2+mu -1)/(mu**3*(mu -1))*(sum + np.cos(abs(y-x)))
17

18 def U(n,x):
19 return eval_chebyu(n,x)
20 def F_func(x, mu, R, G, gama):
21 return -mu*(mu -1) /(2*mu -1)*R*gama*np.pi/(G*(mu -3))*np.cos(x)
22

23 def K4(x,y,mu):
24 return (11*mu -9)/((mu -3)*(mu -1))*np.cos(abs(y-x))
25

26 def K(x,y,mu):
27 return mu*(mu -1) /(2*mu -1)*(K1(x,y,mu)+K2(x,y,mu)+K3(x,y,mu)+

K4(x,y,mu)+1)
28

29

30 def inner_integrand_R(phi , psi , m, n, mu):
31 return np.sqrt(1-phi **2)*np.sqrt(1-psi **2)*U(n,phi)*U(m,psi)*

K(phi ,psi , mu)
32 def inner_integral_R(psi , m, n, mu):
33 result , _ = quad(inner_integrand_R , -1, 1, args=(psi ,m,n,mu))
34 return result
35 def R_nm(n,m, mu):
36 result , _ = quad(inner_integral_R , -1, 1, args=(m,n, mu))
37 return result
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38

39 def inner_integrand_F(phi ,n, mu , R, G, gama):
40 return (1-phi **2) **0.5*U(n,phi)*F_func(phi , mu , R, G, gama)
41 def F_n(n, mu, R, G, gama):
42 result , _ = quad(inner_integrand_F , -1, 1, args=(n, mu, R, G,

gama))
43 return result
44

45

46 poisson = 0.34
47 mu = 1 + 1/(1 -2* poisson)
48 R = 10
49 G = 25.5
50 gama = 2.69808
51 n = 5
52 m = 5
53 M = np.zeros((m, n))
54 for i in range(0, m):
55 for j in range(0, n):
56 if j == i:
57 M[i][j] = 1 + R_nm(j,i,mu)/(-np.pi **2/2*(i+1))
58 else:
59 M[i][j] = R_nm(j,i,mu)/(-np.pi **2/2*(i+1))
60 F = np.zeros(m)
61 for i in range(0, m):
62 F[i] = F_n(i, mu, R, G, gama)/(-np.pi **2/2*(i+1))
63

64

65 M_prev = M[:n-1, :m-1]
66 F_prev = F[:m-1]
67 M_prev
68

69

70 chi_prev = np.linalg.solve(M_prev , F_prev)
71 chi = np.linalg.solve(M, F)
72 print(chi_prev)
73 print(chi)
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ДОДАТОК Б

1 from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
2

3 def mu0(mu):
4 return 1+1/(1 -2*mu)
5 def mu1(mu):
6 return 2+1/(1 -2*mu)
7

8 def U1(ro, mu, G, gama , R):
9 return -1/4*R**2* gama*(ro -1)/(G*mu1(mu))

10

11 def V1(rho , mu, G, gama , R):
12 return -1j / 4 * R**2 * gama * (rho - 1) / (G * mu1(mu))
13

14 def u(ro , phi ,mu,G,gama ,R,a0,chi_vect):
15 return 2*U1(ro ,mu,G,gama ,R)*np.cos(chi_func(phi ,a0,chi_vect))
16

17 def v(rho , phi , mu, G, gama , R,a0,chi_vect):
18 return 2j * V1(rho , mu, G, gama , R) * np.sin(chi_func(phi ,

a0 ,chi_vect))
19

20 def visualize_U(mu, G, gama , R, material , a0, chi_vect , ax):
21 rho = np.linspace (0.0, 1, 100)
22 phi = np.linspace(0, 2 * np.pi, 100)
23

24 rho_grid , phi_grid = np.meshgrid(rho , phi)
25 v_grid = v(rho_grid , phi_grid , mu, G, gama , R, a0, chi_vect

) + u(rho_grid , phi_grid , mu, G, gama , R, a0 , chi_vect)
26

27 v_abs = np.real(v_grid)
28

29 x_grid = rho_grid * np.cos(phi_grid)
30 y_grid = rho_grid * np.sin(phi_grid)
31

32 surface = ax.plot_surface(x_grid , y_grid , v_abs , cmap='
viridis ')

33 ax.set_xlabel('X')
34 ax.set_ylabel('Y')
35 ax.set_zlabel('|U( , )|')
36 ax.set_title(f'a0={a0}')
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37 return surface
38

39 def plot_multiple_visualizations(poisson , G, gama , R, material ,
a0_list , chi_vect):

40 mu = 1 + 1 / (1 - 2 * poisson)
41 num_plots = len(a0_list)
42 num_rows = (num_plots + 3) // 4 #

43

44 fig , axes = plt.subplots(num_rows , 4, figsize =(20, 5 *
num_rows), subplot_kw ={'projection ': '3d'})

45 axes = axes.flatten ()
46

47 for idx , a0 in enumerate(a0_list):
48 surface = visualize_U(mu, G, gama , R, material , a0 ,

chi_vect , axes[idx])
49 fig.colorbar(surface , ax=axes[idx], shrink =0.5, aspect

=5)
50

51 for ax in axes[num_plots :]:
52 fig.delaxes(ax)
53

54 plt.tight_layout ()
55 plt.show()
56

57

58 a0_list = [-0.5, -1.0, -1.5, -2.0, -2.5, -3.0, -3.5, -4.0]
59 plot_multiple_visualizations(poisson , G, gama , R, "

", a0_list , chi)
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