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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

𝜔0

𝜔1

𝜙0

𝜙1

𝑎0

𝑎1

Рис. 1.1. зрiзаний конус

Нехай маємо зрiзаний, порожнiй усерединi конус з вирiзом (рис. 1.1).
У сферичнiй системi координат (𝑟, 𝜃, 𝜙) йому вiдповiдає наступна область
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простору:

𝑎0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑎1, 𝜔0 ⩽ 𝜃 ⩽ 𝜔1, 𝜙0 ⩽ 𝜙 ⩽ 𝜙1 (1.0.1)

Нехай справедливi наступнi умови:

1) На конiчних гранях вiдсутня деформацiя по полярному куту, також
справедливi умови ковзної обробки:

𝑢𝜃
⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 0, 𝜏𝜃𝑟
⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 0, 𝜏𝜃𝜙
⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 0. (1.0.2)

2) На плоских гранях вiдсутня деформацiя по азимутальному куту 𝜙,
також справедливi умови ковзної обробки:

𝑢𝜙
⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0, 𝜏𝜙𝑟
⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0, 𝜏𝜙𝜃
⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0. (1.0.3)

3) На однiй з сферичних граней (на рис. 1.1 на нижнiй гранi) прикладене
розподiлене навантаження iнтенсивнiстю 𝑝(𝜃, 𝜙), на iнший напруження
по 𝑟 вiдсутнє. Ковзна обробка також присутня:

𝜎𝑟
⃒⃒
𝑟=𝑎0

= 0, 𝜎𝑟
⃒⃒
𝑟=𝑎1

= −𝑝(𝜃, 𝜙),

𝜏𝑟𝜃
⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0, 𝜏𝑟𝜙
⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0.
(1.0.4)

У вiпадку неравномiрної температури конусу, у ньому виникатимуть
об’ємнi навантаження, позначимо їх iнтенсивнiсть як T(𝑟, 𝜃, 𝜙). Тодi можемо
записати рiвняння Ламе векторною формою [1]:

𝜇∆u+ (𝜆+ 𝜇)grad(divu) = −T, (1.0.5)

де 𝜇 i 𝜆 - параметри Ламе, ∆ - векторний оператор Лапласа у сферичних
координатах.

Разом з крайовими умовами (1.0.2) - (1.0.4) це рiвняння утворює
задачу, яку ми будемо дослiджувати.
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РОЗДIЛ 2

РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI

2.1. Зведення до трьох скалярних рiвнянь

Спочатку перетворимо рiвняння (1.0.5) наступним чином. Нехай 𝜇

означає коеффицент Пуасона, а 𝐺 - модуль ссуву матерiалу. Перетворив
рiвняння, маємо

𝐺∆u+𝐺
grad(divu)
1− 2𝜇

= −T. (2.1.1)

Позначимо
𝐺u = [𝑢, 𝑣, 𝑤]𝑇 .

Також введемо функцiї 𝑍 та 𝑍* наступним чином [1]:⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝑍(𝑟, 𝜃, 𝜙)
𝑍*(𝑟, 𝜃, 𝜙)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ =

1

sin 𝜃

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜕

𝜕𝜃

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝑣 sin 𝜃
𝑤 sin 𝜃

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦± 𝜕

𝜕𝜙

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝑤
𝑣

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎫⎪⎬⎪⎭ (2.1.2)

Застосував формули градiєнту та дивергенцiї у сферичних коорди-
натах до (2.1.1), можемо роздiлити векторне рiвняння на три скалярних
рiвняння вiдносно до 𝑢, 𝑣 та 𝑤:

∇𝑓 = (
𝜕𝑓

𝜕𝑟
;
1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
;

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜙
) (2.1.3)

divf =
1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝑓𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕(sin 𝜃𝑓𝜃)

𝜕𝜃
+

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑓𝜙
𝜕𝜙

(2.1.4)
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∆𝑢− 2𝑢

𝑟2
− 2

𝑟2 sin 𝜃

𝜕(𝑣 sin 𝜃)

𝜕𝜃
− 2

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
𝑤+

+
1

𝑟2(1− 2𝜇)

[︂
𝑟2
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+ 2𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 2𝑢+ 𝑟

𝜕2𝑣

𝜕𝑟𝜕𝜃
− 𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑟 ctg 𝜃

𝜕𝑣

𝜕𝑟
−

− ctg 𝜃𝑣 + 𝑟 csc 𝜃
𝜕2𝑤

𝜕𝑟𝜕𝜙
− csc 𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝜙

]︂
= −𝑇𝑟.

𝑟2∆𝑢− 2(𝑢+ 𝑍) +
1

1− 2𝜇

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
+ 𝑟2

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑍

𝑟

)︂]︂
= −𝑟2𝑇𝑟. (2.1.5)

Схожими перетвореннями, можемо отримати рiвняння для двух iнших
компонент:

𝑟2∆𝑣 + 2

[︂
𝜕𝑢

𝜕𝜃
− cos 𝜃

sin2 𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝜙

]︂
− 𝑣

sin2 𝜃
+

+
𝑟

1− 2𝜇

𝜕

𝜕𝜃

[︂
1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝑢)

𝜕𝑟
+

𝑍

𝑟

]︂
= −𝑟2𝑇𝜃,

(2.1.6)

𝑟2∆𝑤 +
2

sin 𝜃

[︂
𝜕𝑢

𝜕𝜙
+ ctg 𝜃

𝜕𝑣

𝜕𝜙

]︂
− 𝑤

sin2 𝜃
+

+
𝑟

sin 𝜃(1− 2𝜇)

𝜕

𝜕𝜙

[︂
1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝑢)

𝜕𝑟
+

𝑍

𝑟

]︂
= −𝑟2𝑇𝜙.

(2.1.7)

Нехай
𝑟2∆𝑢 =

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑢

𝜕𝑟

]︂
+∇𝜃𝜙𝑢, (2.1.8)

де

∇𝜃𝜙𝑢 =
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝜃

]︂
+

1

sin2 𝜃

𝜕2𝑢

𝜕𝜙2
.

Домножимо обидвi частини (2.1.6) на sin 𝜃, придиференцюємо по
𝜃, та роздiлимо на sin 𝜃, пiсля цього придиференцюємо (2.1.7) по 𝜙 та
роздiлимо на sin 𝜃. Просумував результати та спростив отримане рiвняння
за допомогою замiни (2.1.2), а потiм з’єднав з (2.1.5) можемо отримати
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систему з двох рiвнянь [1]⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟2∆𝑢− 2(𝑢+ 𝑍) +
1

1− 2𝜇

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
+ 𝑟2

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑍

𝑟

)︂]︂
= −𝑟2𝑇𝑟.

𝑟2∆𝑍 + 2∇𝜃𝜙𝑢+
1

1− 2𝜇
∇𝜃𝜙

[︂
1

𝑟

𝜕(𝑟2𝑢)

𝜕𝑟
+ 𝑍

]︂
=

= − 𝑟2

sin 𝜃

[︂
𝜕(sin 𝜃𝑇𝜃)

𝜕𝜃
+

𝜕𝑇𝜙

𝜕𝜙

]︂
(2.1.9)

Якщо в попереднiх спрощеннях замiсть додавання результатiв вiд
(2.1.6) та (2.1.7) вiдняти другий вiд першого, пiсля спрощення та замiня
маємо

∆𝑍* =
1

sin 𝜃

[︂
𝜕𝑇𝜃

𝜕𝜙
− 𝜕(sin 𝜃𝑇𝜙)

𝜕𝜃

]︂
. (2.1.10)

Таким чином, ми звели задачу до розв’язання системи диференцiаль-
них рiвнянь (2.1.9) вiдносно функцiй 𝑢(𝑟,𝜃,𝜙) та 𝑍(𝑟,𝜃,𝜙), та до розв’язання
незалежного диференцiального рiвняння (2.1.10) вiдносно функцiї 𝑍*(𝑟,𝜃,𝜙).

2.2. Розв’язання незалежного рiвняння

2.2.1. Перше iнтегральне перетворення

Нехай

𝑇 *(𝑟, 𝜃, 𝜙) :=
1

sin 𝜃

[︂
𝜕𝑇𝜃(𝑟, 𝜃, 𝜙)

𝜕𝜙
− 𝜕(sin 𝜃𝑇𝜙(𝑟, 𝜃, 𝜙))

𝜕𝜃

]︂
(2.2.1)

Таким чином рiвняння (2.1.10) можно записати так:

∆𝑍* = 𝑇 * (2.2.2)

Розкроємо оператор Лапласа в сферичних координатах:

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑍*

𝜕𝑟

]︂
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑍*

𝜕𝜃

]︂
+

1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2𝑍*

𝜕𝜙2
= 𝑇 *. (2.2.3)
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Розглянемо граничнi умови на плоских гранях (1.0.3):

𝑤
⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0, 𝜏𝜙𝑟
⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0, 𝜏𝜙𝜃
⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0.

Врахуючи, що 𝑍* = 1
sin 𝜃

[︁
𝜕(𝑤 sin 𝜃)

𝜕𝜃 − 𝜕𝑣
𝜕𝜙

]︁
, а також застосуючи вiдноше-

ння мiж дотичними напруженями та перемiщеннями в сферичних коорди-
натах

𝜏𝜃𝜙 =
1

𝑟

[︂
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑤 ctg 𝜃 +

1

sin 𝜃

𝜕𝑣

𝜕𝜙

]︂
, (2.2.4)

отримаємо

𝑍*⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= − 1

sin 𝜃

𝜕𝑣

𝜕𝜙

⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0 (2.2.5)

Хай 𝜙* := 𝜙−𝜙1, 𝑎 = 𝜙2−𝜙1. Застосуємо скiнчене сiнус-перетворення
Фурьє

𝑓𝛼 =

∫︁ 𝑎

0

𝑓(𝜙* + 𝜙1) sin𝛼𝜙
*𝑑𝜙* 𝛼 =

𝜋𝑛

𝑎
= 𝛼𝑛 (2.2.6)

вiдносно змiнної 𝜙*. Для цього помножимо наше рiвняння sin𝛼𝜙* та проiн-
тегруємо по 𝜙* вiд 0 до 𝑎. Отримаємо

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑍*

𝛼

𝜕𝑟

]︂
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑍*
𝛼

𝜕𝜃

]︂
+

+
1

𝑟2 sin2 𝜃

∫︁ 𝑎

0

𝜕2𝑍*(𝜙* + 𝜙1)

𝜕𝜙*2 sin𝛼𝜙*𝑑𝜙* = 𝑇 *
𝛼.

Проiнтегруємо по частинам двiчi останнiй iнтеграл та пiдставимо
граничнi умови на плоских гранях:∫︁ 𝑎

0

𝜕2𝑍*(𝜙)

𝜕𝜙*2 sin𝛼𝜙*𝑑𝜙* =

= sin𝛼𝜙*𝜕𝑍
*

𝜕𝜙

⃒⃒𝑎
0
− 𝛼

∫︁ 𝑎

0

𝜕𝑍*

𝜕𝜙* cos𝛼𝜙
*𝑑𝜙* =

= −𝛼 cos𝛼𝜙*𝑍*(𝜙* + 𝜙1)
⃒⃒𝜙2−𝜙1

0
− 𝛼2

∫︁ 𝑎

0

𝑍* sin𝛼𝜙*𝑑𝜙* =

= −𝛼2𝑍*
𝛼.
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Разом маємо

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑍*

𝛼

𝜕𝑟

]︂
+

1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑍*
𝛼

𝜕𝜃

]︂
− 𝛼2

sin2 𝜃
𝑍*
𝛼 = 𝑟2𝑇 *

𝛼. (2.2.7)

Також застосуємо це ж перетворення до граничних умов:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[︂
1

𝑟

𝜕𝑍*
𝛼

𝜕𝑟
− 1

𝑟2
𝑍*
𝛼

]︂ ⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0

𝜕𝑍*
𝛼

𝜕𝜃

⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

=

[︂
𝜕2𝑤𝛼

𝜕𝜃2
− 𝑤𝛼

]︂ ⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

(2.2.8)

Тут 𝑍*
𝛼 = 𝑍*

𝛼(𝑟, 𝜃), тобто мы звели задачу до двомiрного виду.

2.2.2. Друге iнтегральне перетворення

Розглянемо граничнi умови на конiчних гранях (1.0.2):

𝑣
⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 0, 𝜏𝜃𝑟
⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 0, 𝜏𝜃𝜙
⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 0.

Так як 𝜕𝑣
𝜕𝜙

⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 0, з 2.2.4 випливає, що[︂
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑤 ctg 𝜃

]︂ ⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 0.

𝑍*⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

=

[︂
𝜕𝑤

𝜕𝜃
+ 𝑤 ctg 𝜃

]︂ ⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 2
𝜕𝑤

𝜕𝜃

⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

. (2.2.9)

Розглянемо 𝑃𝑚
𝜈 (𝑧), 𝑄𝑚

𝜈 (𝑧) - функцiї Лежандра перщого та другого
роду. Як вiдомо, вони є розв’язками диференцiального рiвняння Лежандра
[2]

(1− 𝑧2)
𝑑2𝜙(𝑧)

𝑑𝑧2
− 2𝑧

𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧
+

[︂
𝜈(𝜈 + 1)−𝑚2 1

1− 𝑧2

]︂
𝜙(𝑧) = 0. (2.2.10)
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Зробимо замiну 𝑧 := cos 𝜃. Тодi рiвняння вище прийме вигляд

1

sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃

[︂
sin 𝜃

𝑑𝜙(cos 𝜃)

𝜃

]︂
+

[︂
𝜈(𝜈 + 1)− 𝑚2

sin2 𝜃

]︂
𝜙(cos 𝜃) = 0. (2.2.11)

Тепер знайдемо таку функцiю 𝜙, яка буде задовольняти граничним
умовам

𝜙(cos 𝜃)
⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 0. (2.2.12)

Так як вiдома фундаментальна система рiшень (2.2.11), а саме 𝜙1 =

𝑃𝑚
𝜈 (cos 𝜃), 𝜙2 = 𝑄𝑚

𝜈 (cos 𝜃), то розв’язок будемо шукати у виглядi

𝜙(cos 𝜃) = 𝐶1𝑃
𝑚
𝜈 (cos 𝜃) + 𝐶2𝑄

𝑚
𝜈 (cos 𝜃).

Пiдставив (2.2.12) сюди, маємо систему рiвнянь{︃
𝐶1𝑃

𝑚
𝜈 (cos𝜔0) + 𝐶2𝑄

𝑚
𝜈 (cos𝜔0) = 0

𝐶1𝑃
𝑚
𝜈 (cos𝜔1) + 𝐶2𝑄

𝑚
𝜈 (cos𝜔1) = 0

Звiдци

𝐶1 [𝑃
𝑚
𝜈 (cos𝜔0)𝑄

𝑚
𝜈 (cos𝜔1)− 𝑃𝑚

𝜈 (cos𝜔1)𝑄
𝑚
𝜈 (cos𝜔0)] = 0.

Так як при 𝐶1 = 0 маємо тривiальний розв’язок 𝜙 = 0, нехай 𝜈𝑚𝑘 (𝑘 = 0, 1, . . .)

будуть коренями рiвняння

Ω𝑚
𝜈 = 𝑃𝑚

𝜈 (cos𝜔0)𝑄
𝑚
𝜈 (cos𝜔1)− 𝑃𝑚

𝜈 (cos𝜔1)𝑄
𝑚
𝜈 (cos𝜔0) = 0. (2.2.13)

Неважно перевiрити, що при 𝐶1 = 𝑄𝑚
𝜈 (cos𝜔1), 𝐶2 = −𝑃𝑚

𝜈 (cos𝜔1) граничнi
умови задовольняються.

Таким чином шукана функцiя має вигляд

𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 ) = 𝜙(cos 𝜃) = 𝑃𝑚

𝜈 (cos 𝜃)𝑄𝑚
𝜈 (cos𝜔1)− 𝑃𝑚

𝜈 (cos𝜔1)𝑄
𝑚
𝜈 (cos 𝜃).

(2.2.14)
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Теперь можем сконструювати iнтегральне перетворення

𝑓𝛼𝑘(𝑟) =

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑓𝛼(𝑟, 𝜃) sin 𝜃𝜙
𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃. (2.2.15)

При цьому положимо 𝑚 = 𝛼.

Помножимо обидвi частини рiвняння (2.2.7) на sin 𝜃𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 ) и проiн-

тегруємо з 𝜔0 до 𝜔1 по 𝜃:∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑍*

𝛼

𝜕𝑟

]︂
sin 𝜃𝜙𝑚

𝑐 (𝜃, 𝜈
𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 =

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑍*

𝛼𝑘

𝜕𝑟

]︂
.

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑍*
𝛼

𝜕𝜃

]︂
𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 =

𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 ) sin 𝜃

𝜕𝑍*
𝛼

𝜕𝜃

⃒⃒𝜔1

𝜔0
−

∫︁ 𝜔1

𝜔0

sin 𝜃
𝜕𝑍*

𝛼

𝜕𝜃

𝜕𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃
𝑑𝜃 =

=
[︁
𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

⃒⃒
𝜃=𝜔0,𝜔1

= 0
]︁
= −

∫︁ 𝜔1

𝜔0

sin 𝜃
𝜕𝑍*

𝛼

𝜕𝜃

𝜕𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃
𝑑𝜃 =

= 𝑍*
𝛼 sin 𝜃

𝜕𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃

⃒⃒𝜔0

𝜔1
+

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑍*
𝛼

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃

]︂
𝑑𝜃 = (*)

Застосовуючи факт того, що 𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 ) задовольняють (2.2.11), маємо

(*) = 𝑍*
𝛼 sin 𝜃

𝜕𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃

⃒⃒𝜔0

𝜔1
+

+

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑍*
𝛼 sin 𝜃

[︂
−𝜈𝑚𝑘 (𝜈

𝑚
𝑘 + 1) +

𝑚2

sin2 𝜃

]︂
𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 =

= 𝑍*
𝛼 sin 𝜃

𝜕𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃

⃒⃒𝜔0

𝜔1
−

−𝜈𝑚𝑘 (𝜈
𝑚
𝑘 + 1)

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑍*
𝛼 sin 𝜃𝜙

𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 +𝑚2

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑍*
𝛼

1

sin 𝜃
𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 =

= [𝑚 = 𝛼] =

= 𝑍*
𝛼 sin 𝜃

𝜕𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃

⃒⃒𝜔0

𝜔1
− 𝜈𝑚𝑘 (𝜈

𝑚
𝑘 + 1)𝑍*

𝛼𝑘 + 𝛼2

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑍*
𝛼

1

sin 𝜃
𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃.
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∫︁ 𝜔1

𝜔0

[︂
− 𝛼2

sin2 𝜃
𝑍*
𝛼

]︂
sin 𝜃𝜙𝑚

𝑐 (𝜃, 𝜈
𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 = −𝛼2

∫︁ 𝜔1

𝜔0

1

sin 𝜃
𝑍*
𝛼𝜙

𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃.

Разом, сумуючи усi частини та замiнюючи неоднорiднiсть на її транс-
форманту отримуємо рiвняння

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑍*

𝛼𝑘

𝜕𝑟

]︂
+ 𝑍*

𝛼 sin 𝜃
𝜕𝜙𝑚

𝑐 (𝜃, 𝜈
𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃

⃒⃒𝜔0

𝜔1
− 𝜈𝑚𝑘 (𝜈

𝑚
𝑘 + 1)𝑍*

𝛼𝑘+

+𝛼2

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑍*
𝛼

1

sin 𝜃
𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 − 𝛼2

∫︁ 𝜔1

𝜔0

1

sin 𝜃
𝑍*
𝛼𝜙

𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 = 𝑟2𝑇 *

𝛼𝑘

Розглянемо граничнi умови для 𝑍𝛼𝑘. Нехай

𝜏 * =
1

sin 𝜃

[︂
𝜕(𝜏𝑟𝜙 sin 𝜃)

𝜕𝜃
+

𝜕𝜏𝑟𝜃
𝜕𝜙

]︂
. (2.2.16)

Тодi має мiсце

2𝜏 * = 𝑟
𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑍*

𝑟

]︂
. (2.2.17)

Враховуючи граничнi умови (1.0.4) для сферичних граней, умови
ковзної вiддiлки дають 𝜏𝑟𝜙

⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0 та 𝜏𝑟𝜃
⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0, звiдки маємо, що
𝜏 *
⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0, звiдци
𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑍*

𝑟

]︂ ⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0,

або, розкрив похiдну, [︂
1

𝑟

𝜕𝑍*

𝜕𝑟
− 1

𝑟2
𝑍*

]︂ ⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0. (2.2.18)

Пiсля сумування частин та видалення подiбнiх доданкiв маємо⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑍*

𝛼𝑘

𝜕𝑟

]︂
− 𝜈𝑚𝑘 (𝜈

𝑚
𝑘 + 1)𝑍*

𝛼𝑘 = 𝑟2𝑇 *
𝛼𝑘 − 𝑍*

𝛼 sin 𝜃
𝜕𝜙𝑚

𝑐 (𝜃, 𝜈
𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃

⃒⃒𝜔0

𝜔1[︂
1

𝑟

𝜕𝑍*
𝛼𝑘

𝜕𝑟
− 1

𝑟2
𝑍*
𝛼𝑘

]︂ ⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0

(2.2.19)
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Приведена задача є одномiрною вiдносно 𝑍*
𝛼𝑘(𝑟), отже ми звели не-

залежне рiвняння (2.1.10) до одновимiрної крайової задачi (2.2.28). При
цьому за рахунок неосесиметричних умов маємо також невiдому функцiю
в правiй частинi, що залежить вiд функцiї 𝑍*. В осесиметричних умовах
крайовi умови дозволяють позбутися цього доданка [3]. Таким чином пiсля
розв’язання однорiдного варiанту завдання (2.2.28)i введення функцiї Грiна,
необхiдним буде розв’язання сингулярного iнтегрального рiвняння вiдносно
𝑍*
𝛼.

2.2.3. Побудування функцiї Грiна

Введемо новi означення у рамках цього параграфу. Нехай

𝑢(𝑟) := 𝑍*
𝛼𝑘(𝑟)

𝑓(𝑟) = 𝑟2𝑇 *
𝛼𝑘 − 𝑍*

𝛼(𝑟, 𝜃) sin 𝜃
𝜕𝜙𝑚

𝑐 (𝜃, 𝜈
𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃

⃒⃒𝜔0

𝜔1

𝑐 := 𝜈𝑚𝑘 (𝜈
𝑚
𝑘 + 1)

Тодi перепишемо задачу (2.2.28) у виглядi⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿(𝑢) := 𝑟2𝑢′′ + 2𝑟𝑢′ − 𝑐𝑢 = 𝑓(𝑟)[︂
1

𝑟
𝑢′ − 1

𝑟2
𝑢

]︂ ⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0
(2.2.20)

Нехай 𝑔 =
√
4𝑐+ 1

Фундаментальну систему розв’язкiв однорiдного рiвняння 𝐿(𝑢) = 0

складають функцiї

𝜙0(𝑟) = 𝑟
1
2 (𝑔−1)

𝜙1(𝑟) = 𝑟−
1
2 (𝑔+1)

(2.2.21)

Нескладно переконатися, що цi функцiї є лiнiйно незалежними, отож
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дiйсно утворюють ФСР. Будемо шукати функцiю Грiна у виглядi

𝐺(𝑟,𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑏0,0(𝑡)𝜙0(𝑟) + 𝑏0,1(𝑡)𝜙1(𝑟), 𝑎0 ⩽ 𝑟 < 𝑡

𝑏1,0(𝑡)𝜙0(𝑟) + 𝑏1,1(𝑡)𝜙1(𝑟), 𝑡 < 𝑟 ⩽ 𝑎1

(2.2.22)

Врахуємо властивостi шуканої функцiї Грiна, а саме⎧⎨⎩𝐺(𝑟,𝑡)
⃒⃒
𝑟=𝑡+0

−𝐺(𝑟,𝑡)
⃒⃒
𝑟=𝑡−0

= 0

𝐺′
𝑟(𝑟,𝑡)

⃒⃒
𝑟=𝑡+0

−𝐺′
𝑟(𝑟,𝑡)

⃒⃒
𝑟=𝑡−0

=
1

𝑡2

(2.2.23)

Також задовольнимо граничним умовам:[︂
1

𝑟
𝐺′

𝑟(𝑟,𝑡)−
1

𝑟2
𝐺(𝑟,𝑡)

]︂ ⃒⃒
𝑟=𝑎0,𝑎1

= 0

Маємо систему з чотирьох рiвнянь вiдносно 𝑏𝑖,𝑗. Можемо розв’язати її
за допомогою додатка Wolfram Mathematica (Додаток А). Отримаємо

𝑏0,0(𝑡) =
𝑡
1
2 (−𝑔−1) ((𝑔 − 3)𝑎𝑔1 + (𝑔 + 3)𝑡𝑔)

(𝑔 − 3)𝑔 (𝑎𝑔0 − 𝑎𝑔1)
,

𝑏0,1(𝑡) =
𝑎𝑔0𝑡

1
2 (−𝑔−1) ((𝑔 − 3)𝑎𝑔1 + (𝑔 + 3)𝑡𝑔)

𝑔(𝑔 + 3) (𝑎𝑔0 − 𝑎𝑔1)
,

𝑏1,0(𝑡) =
𝑡
1
2 (−𝑔−1) ((𝑔 − 3)𝑎𝑔0 + (𝑔 + 3)𝑡𝑔)

(𝑔 − 3)𝑔 (𝑎𝑔0 − 𝑎𝑔1)
,

𝑏1,1(𝑡) =
𝑎𝑔1𝑡

1
2 (−𝑔−1) ((𝑔 − 3)𝑎𝑔0 + (𝑔 + 3)𝑡𝑔)

𝑔(𝑔 + 3) (𝑎𝑔0 − 𝑎𝑔1)
.

Звiдци маємо функцiю Грiна:

𝐺(𝑟,𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑟
1
2 (−𝑔−1)𝑡

1
2 (−𝑔−1)((𝑔−3)𝑎𝑔0+(𝑔+3)𝑟𝑔)((𝑔−3)𝑎𝑔1+(𝑔+3)𝑡𝑔)

𝑔(𝑔2−9)(𝑎𝑔0−𝑎𝑔1)
, 𝑎0 ⩽ 𝑟 < 𝑡

𝑟
1
2 (−𝑔−1)𝑡

1
2 (−𝑔−1)((𝑔−3)𝑎𝑔1+(𝑔+3)𝑟𝑔)((𝑔−3)𝑎𝑔0+(𝑔+3)𝑡𝑔)

𝑔(𝑔2−9)(𝑎𝑔0−𝑎𝑔1)
, 𝑡 < 𝑟 ⩽ 𝑎1
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Пiсля деяких спрощень можемо отримати

𝐺(𝑟,𝑡) =
1

𝑔3 − 9𝑔

1

𝑎𝑔0 − 𝑎𝑔1

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝐹 (𝑟,𝑎0) · 𝐹 (𝑡,𝑎1), 𝑎0 ⩽ 𝑟 < 𝑡

𝐹 (𝑡,𝑎0) · 𝐹 (𝑟,𝑎1), 𝑡 < 𝑟 ⩽ 𝑎1

, (2.2.24)

де
𝐹 (𝑥,𝑎) = 𝑥−

1
2 (𝑔+1) · ((𝑔 − 3)𝑎𝑔 + (𝑔 + 3)𝑥𝑔) (2.2.25)

Тодi неоднорiдна задача (2.2.20) має рiшення вигляду

𝑢(𝑟) =

∫︁ 𝑎1

𝑎0

𝐺(𝑟,𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (2.2.26)

Повернемося до основних позначень:

𝑍*
𝛼𝑘(𝑟) =

∫︁ 𝑎1

𝑎0

𝑡2𝐺(𝑟,𝑡)𝑇 *
𝛼𝑘(𝑡)𝑑𝑡−

∫︁ 𝑎1

𝑎0

𝐺(𝑟,𝑡)

[︂
𝑍*
𝛼(𝑡, 𝜃) sin 𝜃

𝜕𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃

]︂ ⃒⃒𝜔0

𝜔1
𝑑𝑡

(2.2.27)

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑍*
𝛼(𝑟, 𝜃) sin 𝜃𝜙

𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 =

∫︁ 𝑎1

𝑎0

𝑡2𝐺(𝑟,𝑡)𝑇 *
𝛼𝑘(𝑡)𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑎1

𝑎0

𝐺(𝑟,𝑡)

[︂
𝑍*
𝛼(𝑡, 𝜃) sin 𝜃

𝜕𝜙𝑚
𝑐 (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝜕𝜃

]︂ ⃒⃒𝜔0

𝜔1
𝑑𝑡

(2.2.28)
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2.3. Розв’язання системи рiвнянь

2.3.1. Перше iнтегральне перетворення

Розглянемо систему рiвнянь (2.1.9):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟2∆𝑢− 2(𝑢+ 𝑍) +
1

1− 2𝜇

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
+ 𝑟2

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑍

𝑟

)︂]︂
= −𝑟2𝑇𝑟.

𝑟2∆𝑍 + 2∇𝜃𝜙𝑢+
1

1− 2𝜇
∇𝜃𝜙

[︂
1

𝑟

𝜕(𝑟2𝑢)

𝜕𝑟
+ 𝑍

]︂
=

= − 𝑟2

sin 𝜃

[︂
𝜕(sin 𝜃𝑇𝜃)

𝜕𝜃
+

𝜕𝑇𝜙

𝜕𝜙

]︂

Позначимо

−𝑟2𝑇𝑟 = 𝑇1(𝑟, 𝜃, 𝜙) (2.3.1)

− 𝑟2

sin 𝜃

[︂
𝜕(sin 𝜃𝑇𝜃)

𝜕𝜃
+

𝜕𝑇𝜙

𝜕𝜙

]︂
= 𝑇2(𝑟, 𝜃, 𝜙). (2.3.2)

Також, згiдно с попереднiх позначень

𝑟2∆𝑢 =
𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑢

𝜕𝑟

]︂
+∇𝜃𝜙𝑢,

також нехай

𝒟𝑟(𝑢, 𝑍) =
𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑢

𝜕𝑟

]︂
+

1

1− 2𝜇

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
+ 𝑟2

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑍

𝑟

)︂]︂
. (2.3.3)

Пiсля замiни маємо⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∇𝜃𝜙𝑢− 2(𝑢+ 𝑍) +𝒟𝑟(𝑢, 𝑍) = 𝑇1

∇𝜃𝜙𝑍 + 2∇𝜃𝜙𝑢+
𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑍

𝜕𝑟

]︂
+

1

1− 2𝜇
∇𝜃𝜙

[︂
1

𝑟

𝜕(𝑟2𝑢)

𝜕𝑟
+ 𝑍

]︂
= 𝑇2

(2.3.4)

Розглянемо граничнi умови функцiй 𝑢(𝑟, 𝜃, 𝜙) та 𝑍(𝑟, 𝜃, 𝜙) стосовно
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до змiнної 𝜙. Використуючи умови на плоскiй гранi (1.0.3):

𝑤
⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0, 𝜏𝜙𝑟
⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0, 𝜏𝜙𝜃
⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0.

Використуючи (2.2.4)

𝜏𝑟𝜙 =
1

𝑟

[︂
𝑟2

𝜕

𝜕𝑟

(︁𝑤
𝑟

)︁
+

1

sin 𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝜙

]︂
=⇒ 𝜕𝑢

𝜕𝜙

⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0 (2.3.5)

𝜕𝑍

𝜕𝜙

⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

=
1

sin 𝜃

[︂
𝜕

𝜕𝜃

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝜙
sin 𝜃

)︂
+

𝜕2𝑤

𝜕𝜙2

]︂ ⃒⃒
𝜙=𝜙0,𝜙1

= 0 (2.3.6)

Хай тут i далi 𝜙0 = 0. Застосуємо скiнчене косинус-перетворення
Фурьє

𝑓𝛼 =

∫︁ 𝜙1

0

𝑓(𝜙) cos𝛼𝜙𝑑𝜙 𝛼 =
𝜋(𝑛− 1)

𝜙1
= 𝛼𝑛 (2.3.7)

Застосуємо перетворення до ∇𝜃𝜙𝑓 :

∇𝜃𝜙𝑓 =
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃

]︂
+

1

sin2 𝜃

𝜕2𝑓

𝜕𝜙2∫︁ 𝜙1

0

1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃

]︂
cos𝛼𝜙𝑑𝜙 =

1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑓𝛼
𝜕𝜃

]︂
∫︁ 𝜙1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝜙2
cos𝛼𝜙𝑑𝜙 =

𝜕𝑓

𝜕𝜙
cos𝛼𝜙

⃒⃒𝜙1

0
+ 𝛼

∫︁ 𝜙1

0

𝜕𝑓

𝜕𝜙
sin𝛼𝜙𝑑𝜙 =

= (−1)𝑛𝛼
𝜕𝑓

𝜕𝜙

⃒⃒
𝜙=𝜙1

+ 𝛼
𝜕𝑓

𝜕𝜙

⃒⃒
𝜙=0

+ 𝛼𝑓 sin𝛼𝜙
⃒⃒𝜙1

0
− 𝛼2

∫︁ 𝜙1

0

𝑓 cos𝛼𝜙𝑑𝜙 =

= (−1)𝑛𝛼
𝜕𝑓

𝜕𝜙

⃒⃒
𝜙=𝜙1

+ 𝛼
𝜕𝑓

𝜕𝜙

⃒⃒
𝜙=0

− 𝛼2𝑓𝛼

Позначимо

∇*
𝛼𝑓𝛼(𝑟, 𝜃) =

1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑓𝛼
𝜕𝜃

]︂
− 𝛼2

sin2 𝜃
𝑓𝛼. (2.3.8)

Застосуємо перетворення до першого з рiвнянь (2.3.4) та врахуємо,
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що з граничних умов 𝜕𝑢
𝜕𝜙

⃒⃒
𝜙=0,𝜙1

= 0:

∇*
𝛼𝑢𝛼 − 2(𝑢𝛼 + 𝑍𝛼) +𝒟𝑟(𝑢𝛼, 𝑍𝛼) = 𝑇1𝛼 (2.3.9)

Застосуємо перетворення до другого рiвняння системи, враховуючи,
що 𝜕𝑍

𝜕𝜙

⃒⃒
𝜙=0,𝜙1

= 0:

∇*
𝛼𝑍𝛼 + 2∇*

𝛼𝑢𝛼 +
𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟2
𝜕𝑍𝛼

𝜕𝑟

]︂
+

1

1− 2𝜇
∇*

𝛼

[︂
1

𝑟

𝜕(𝑟2𝑢𝛼)

𝜕𝑟
+ 𝑍𝛼

]︂
= 𝑇2𝛼

Позначимо
𝜇* =

2− 2𝜇

1− 2𝜇
;𝜇0 =

1

1− 2𝜇
(2.3.10)

Тодi можемо записати систему рiвнянь вiдносно трансформант 𝑍𝛼 та
𝑢𝛼:⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕
𝜕𝑟

[︀
𝑟2 𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑟

]︀
+ 𝜇−1

* ∇*
𝛼𝑢𝛼 − 𝜇−1

* (2 + 𝜇0)𝑍𝛼 − 2𝜇−1
* 𝑢𝛼 + 𝜇−1

* 𝜇0𝑟
𝜕𝑍𝛼

𝜕𝑟 = 𝜇−1
* 𝑇1𝛼

𝜕
𝜕𝑟

[︀
𝑟2 𝜕𝑍𝛼

𝜕𝑟

]︀
+ 2𝜇*∇*

𝛼𝑢𝛼 + 𝜇*∇*
𝛼𝑍𝛼 + 𝜇0∇*

𝛼

[︀
𝑟𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑟

]︀
= 𝑇2𝛼

(2.3.11)

2.3.2. Друге iнтегральне перетворення

Застосуємо iнтегральне перетворенняб схоже на (2.2.15) вiдносно 𝜃 до
системи рiвнянь. Щоб задовольнити крайовим умовам на конiчних гранях,
покладемо

𝜙𝑚
* (𝜃, 𝜈) = 𝑃𝑚

𝜈 (cos 𝜃)
𝑑

𝑑𝜔1
𝑄𝑚

𝜈 (cos𝜔1)−𝑄𝑚
𝜈 (cos 𝜃)

𝑑

𝑑𝜔1
𝑃𝑚
𝜈 (cos𝜔1). (2.3.12)

Також, нехай 𝜈𝑚𝑘 - коренi трансцендентного рiвняння

𝑑𝑃𝑚
𝜈 (cos𝜔0)

𝑑𝜔0

𝑑𝑄𝑚
𝜈 (cos𝜔1)

𝑑𝜔1
− 𝑑𝑄𝑚

𝜈 (cos𝜔0)

𝑑𝜔0

𝑑𝑃𝑚
𝜈 (cos𝜔1)

𝑑𝜔1
= 0 (2.3.13)
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𝑓𝛼𝑘(𝑟) =

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑓𝛼(𝑟, 𝜃)𝜙
𝑚
* (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 ) sin 𝜃𝑑𝜃. (2.3.14)

Розглянемо застосування цього перетворення до ∇*
𝛼𝑓(𝑟, 𝜃):

∫︁ 𝜔1

𝜔0

[∇*
𝛼𝑓(𝑟, 𝜃)]𝜙

𝑚
* (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 ) sin 𝜃𝑑𝜃 =∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃

]︂
𝜙𝑚
* (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 − 𝛼2

∫︁ 𝜔1

𝜔0

1

sin 𝜃
𝑓𝜙𝑚

* (𝜃, 𝜈
𝑚
𝑘 )𝑑𝜃;∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝜕

𝜕𝜃

[︂
sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃

]︂
𝜙𝑚
* (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )𝑑𝜃 =

sin 𝜃
𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝜙𝑚
* (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

⃒⃒𝜔1

𝜔0
−

∫︁ 𝜔1

𝜔0

sin 𝜃
𝜕𝑓

𝜕𝜃

𝑑𝜙𝑚
* (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝑑𝜃
𝑑𝜃 = (*)

За умови, що 𝑓(𝑟, 𝜃) задовольняє 𝜕𝑓
𝜕𝜃

⃒⃒
𝑤𝑖

= 0 маємо

(*) = −
∫︁ 𝜔1

𝜔0

sin 𝜃
𝜕𝑓

𝜕𝜃

𝑑𝜙𝑚
* (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝑑𝜃
𝑑𝜃 =

−𝑓 sin 𝜃
𝑑𝜙𝑚

* (𝜃, 𝜈
𝑚
𝑘 )

𝑑𝜃

⃒⃒𝜔1

𝜔0
+

∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑓
𝑑

𝑑𝜃

[︂
sin 𝜃

𝑑𝜙𝑚
* (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝑑𝜃

]︂
𝑑𝜃 = (*)

З (2.3.13) та (2.3.12) маємо 𝑑𝜙𝑚
* (𝜃,𝜈𝑚𝑘 )
𝑑𝜃

⃒⃒𝜔1

𝜔0
= 0, отож

(*) =
∫︁ 𝜔1

𝜔0

𝑓
𝑑

𝑑𝜃

[︂
sin 𝜃

𝑑𝜙𝑚
* (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 )

𝑑𝜃

]︂
𝑑𝜃.

Враховуючи властивостi функцiй Лежандра, при 𝑚 = 𝛼 отримаємо

∫︁ 𝜔1

𝜔0

[∇*
𝛼𝑓(𝑟, 𝜃)]𝜙

𝑚
* (𝜃, 𝜈

𝑚
𝑘 ) sin 𝜃𝑑𝜃 = −𝑁𝜈𝑓𝑘(𝑟), (2.3.15)

де 𝑁𝜈 = 𝜈(𝜈 + 1).

Отож, пiсля застосування перетворення до системи (2.3.11) маємо
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таку систему вiдносно одновимiрних трансформант 𝑢𝛼𝑘(𝑟) та 𝑍𝛼𝑘(𝑟):⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕
𝜕𝑟

[︀
𝑟2 𝜕𝑢𝛼𝑘

𝜕𝑟

]︀
− 𝜇−1

* (2 +𝑁𝜈)𝑢𝛼𝑘 − 𝜇−1
* (2 + 𝜇0)𝑍𝛼𝑘 − 𝜇−1

* 𝜇0𝑟
𝜕𝑍𝛼𝑘

𝜕𝑟 = 𝜇−1
* 𝑇1𝛼𝑘

𝜕
𝜕𝑟

[︀
𝑟2 𝜕𝑍𝛼𝑘

𝜕𝑟

]︀
− 2𝜇*𝑁𝜈𝑢𝛼𝑘 − 𝜇*𝑁𝜈𝑍𝛼𝑘 − 𝜇0𝑁𝜈

[︀
𝑟𝜕𝑢𝛼𝑘

𝜕𝑟

]︀
= 𝑇2𝛼𝑘

(2.3.16)

з крайовими умовами

𝑁𝜈𝑢𝛼𝑘(𝑎𝑖) + 𝑍𝛼𝑘(𝑎𝑖)− 𝑎𝑖𝑍
′
𝛼𝑘(𝑎𝑖) = 0

2𝜇𝑢𝛼𝑘(𝑎0)− (1− 𝜇)𝑎0𝑢
′
𝛼𝑘(𝑎0) + 𝜇𝑍𝛼𝑘(𝑎0) = −𝑇𝛼𝑘(𝑎0)

2𝜇𝑢𝛼𝑘(𝑎1)− (1− 𝜇)𝑎1𝑢
′
𝛼𝑘(𝑎1) + 𝜇𝑍𝛼𝑘(𝑎1) = (1− 2𝜇)𝑎1(𝑝𝛼𝑘 − 𝑇𝛼𝑘(𝑎1))

(2.3.17)

Таким чином, ми звели задачу до одновимiрного випадку.

2.3.3. Побудування матрицi Грiна

Для формулювання задачi у векторнiй формi положимо такi функцiї:

𝑦0(𝑟) = 𝑢𝛼𝑘(𝑟),

𝑦1(𝑟) = 𝑟𝑢′𝛼𝑘(𝑟),

𝑦2(𝑟) = 𝑍𝛼𝑘(𝑟),

𝑦3(𝑟) = 𝑟𝑍 ′
𝛼𝑘(𝑟),

𝑓1(𝑟) = 𝜇−1
* 𝑇1𝛼𝑘(𝑟),

𝑓2(𝑟) = 𝑇2𝛼𝑘(𝑟).

Тодi можемо записати рiвняння у формi

𝑟𝑦′(𝑟)− 𝑃𝑘𝑦(𝑟) = 𝑓(𝑟), (2.3.18)

де
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𝑦(𝑟) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

𝑦0(𝑟)

𝑦1(𝑟)

𝑦2(𝑟)

𝑦3(𝑟)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

𝑃𝑘 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

0 1 0 0

𝜇−1
* (2 +𝑁𝜈) −1 𝜇−1

* (2 + 𝜇0) 𝜇−1
* 𝜇0

0 0 0 1

2𝜇*𝑁𝜈 𝜇0𝑁𝜈 𝜇*𝑁𝜈 −1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

𝑓(𝑟) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

0

𝑓1(𝑟)

0

𝑓2(𝑟)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

Для побудови фундаментальної матрицi рiвняння (2.3.18) скористає-
мося iнтегральним перетворенням Меллiна:

𝑓𝑠 = ℳ𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

0

𝑥𝑠−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (2.3.19)

Зворотнє перетворення дається формулою

𝑓(𝑥) = ℳ−1𝑓𝑠 =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑥−𝑠𝑓𝑠𝑑𝑠. (2.3.20)

Застосуємо перетворення до рiвняння:

(−𝑠𝐼 − 𝑃𝑘)𝑦𝑠 = 𝑓𝑠 (2.3.21)

Звiдци
𝑦𝑠 = (−𝑠𝐼 − 𝑃𝑘)

−1𝑓𝑠 (2.3.22)

та

𝑦(𝑟) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑟−𝑠(−𝑠𝐼 − 𝑃𝑘)

−1𝑓𝑠𝑑𝑠 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑟−𝑠(−𝑠𝐼 − 𝑃𝑘)

−1

[︂∫︁ ∞

0

𝜉𝑠−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉

]︂
𝑑𝑠 =

=

∫︁ ∞

0

1

𝜉

[︃
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
(−𝑠𝐼 − 𝑃𝑘)

−1

(︂
𝑟

𝜉

)︂−𝑠

𝑑𝑠

]︃
𝑓(𝜉)𝑑𝜉
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Позначимо

𝐸(𝑥) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
(𝜉𝐼 − 𝑃𝑘)

−1𝑥𝜉𝑑𝜉 (2.3.23)

Тодi маємо

𝑦(𝑟) =

∫︁ ∞

0

1

𝜉
𝐸(

𝑟

𝜉
)𝑓(𝜉)𝑑𝜉, (2.3.24)

Отже шукана фундаментальна матриця має вигляд

Φ(𝑟, 𝜉) =
1

𝜉
𝐸(

𝑟

𝜉
) (2.3.25)

Отримати явний вираз для фундаментальної матрицi можна, скори-
ставшись розкладенням оберненої матрицi за допомогою характеристичного
полiному [4] та основною теоремою про лишки, позбувшись iнтегралу по
комплекснiй площинi.

Для побудови функцiї Грiна запишемо крайовi умови (2.3.17) у ма-
тричнiй формi:

𝑈 [𝑦(𝑟)] = 𝐴𝑦(𝑎0) +𝐵𝑦(𝑎1) = 𝑐, (2.3.26)

де 𝐴,𝐵 - квадратнi матрицi, якi нескладно отримати з крайових умов, а 𝑐 -
постiйний вектор, який теж можна отримати у явному виглядi.

Знайдемо базисну матрицю векторної крайової задачi, тобто таку Ψ(𝑟),
що

𝑟Ψ′(𝑟)− 𝑃𝑘Ψ(𝑟) = 0;𝑈 [Ψ(𝑟)] = 𝐼 (2.3.27)

Вiдомо, що якщо 𝑍(𝑟) - фундаментальний розв’язок рiвняння, то
базисна матриця дається формулою [5]

Ψ(𝑟) = 𝑍(𝑈 [𝑍])−1 (2.3.28)

Можна перевiрити, що матриця [5]

𝑍(𝑟) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

(𝜉𝐼 − 𝑃𝑘)
−1𝑟𝜉𝑑𝜉 (2.3.29)
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є фундаментальним розв’язком рiвняння (2.3.18). Тодi, аналогiчно фунда-
ментальнiй матрицi, можна скористатися властивостями матриць та тео-
ремою про лишки, щоб отримати явний вигляд 𝑍(𝑟) i Ψ(𝑟). Тодi матриця
Грiна дається формулою [5]

𝐺(𝑟, 𝜉) =
1

𝜉
𝐸(

𝑟

𝜉
)− 1

𝜉
Ψ(𝑟)𝐸(

𝑟

𝜉
), (2.3.30)

i розв’язок крайової задачi визначається формулою

𝑦(𝑟) =

∫︁ 𝑎1

𝑎0

𝐺(𝑟, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 −Ψ(𝑟) · 𝑐 (2.3.31)
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РОЗДIЛ 3

ВИСНОВКИ

У данiй роботi нам вдалося звести зазначену задачу до одновимiрного
iнтегрального рiвняння (2.2.28). Наступним кроком до отримання розв’язку
задачi є розв’язання iнтегрального рiвняння (2.3.16) та зазначення обернених
перетворень. Пiсля цього буде отримано точний розв’язок задачi у рядах.
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ДОДАТОК А

КОД ДЛЯ ПОШУКУ ФУНКЦIЇ ГРIНА

Повний вираз для лiвої та правої частин:

Перевiрка на властивостi функцiї Грiна:
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