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ВСТУП  

Актуальність дослідження. Додаток диференціальних рівнянь до 

економіки є великою і яскравою областю. Основні поняття і теореми, 

пов'язані з диференціальними рівняннями з'являються скрізь в наукових 

журналах і підручниках по економіці. Навряд чи можна підходити, не кажучи 

вже про засвоєння, до літератури про економічний аналіз без " достатніх" 

знань про диференціальні рівняння. Додатки диференціальних рівнянь нині 

використовуються в моделюванні руху і зміні в усіх галузях науки. Теорія 

диференціальних рівнянь стала важливим інструментом економічного 

аналізу, особливо після того, як комп'ютер став загальнодоступним. Було б 

важко вивчити сучасну економічну літературу, якби людина не володіла 

основними поняттями, такими як біфуркації і хаос, і не розумів результати 

сучасної теорії диференціальних рівнянь. 

Основи якісної теорії і теорії біфуркацій були закладені на початку XIX 

століття в працях французького вченого Анрі Пумнкаре. Він запропонував, 

що можна, не інтегруючи диференціальне рівняння, представити усі основні 

якісні особливості поведінки його рішень. Свій внесок у розвиток теорії 

біфуркацій вніс А.М. Ляпунов і його теорія стійкості, як якісний аналіз 

поведінки рішення диференціального рівняння. Потім ця теорія була 

розвинена А. А. Андроновим і учнями, можна виділити його книгу "Теорія 

біфуркацій динамічних систем на площині". 

На сучасному етапі виділяють два різні аспекти теорії біфуркацій: 

статичний і динамічний. Статична теорія біфуркацій пов'язана зі змінами, які 

відбуваються в структурі множини нулів функції, тоді як параметри функції 

міняють свої значення. Теорія динамічної біфуркації пов'язана зі змінами, які 

відбуваються в структурі рішення диференціальних рівнянь, тоді як 

параметри векторного поля різні. 
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Мета цього дослідження в узагальнення усіх даних по теорії 

біфуркацій і теорії хаосу динамічних систем, яка вивчає зміни якісної 

картини розбиття фазового простору залежно від зміни параметра або 

декількох параметрів, також застосування цього апарату у вивченні 

економічних моделей. Дослідження можливості прогнозування при розгляді 

моделей в такому ключі. 

Для досягнення поставлених цілей в дипломній роботі розглядаються 

завдання: 

 Складання допоміжної термінологічної бази яка складається з 

елементів теорії звичайних диференціальних рівнянь, елементів 

теорії стійкості по Ляпунову, елементів теорії динамічних систем, 

лінеаризація, елементи теорії граничних циклів. 

 Визначення біфуркацій і їх видів таких, як седлоузловая, 

траскритична, гистеризис, біфуркація типу вил, біфуркація 

Андронова-Хопфа. 

 Детальне вивчення біфуркації Андронова-Хопфа за допомогою 

біфуркаційних теорем. 

 Вивчення класичних моделей економіки, дослідження їх на наявність 

біфуркацій. Серед таких моделей: Динаміка економіки "високої 

інфляції", Інфляція в перехідній економіці, Неокласичне економічне 

зростання Модель Солоу, Одинсекторна модель зростання (ОМР), 

Динаміка ринку праці, Кейсианская модель економічних циклів, IS - 

LM модель. 

 Проведення комплексного дослідження економічного хаосу, 

побудова моделі. 

 Проведення аналізу стану економіки України по вивченим моделям. 

Об'єктом цієї роботи є вивчення якісної поведінки динамічної системи 

з комплексним використання математичного апарату. 
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Предметом дослідження додатка диференціальних рівнянь в економіці. 

Цей предмет часто розглядають як допоміжну частину математичної 

економіки. Ця робота дає можливість висунути додаток на перший план 

дослідження. 

Теоретичною і методологічною основою роботи були дослідження 

зробленими різними зарубіжними та вітчизняними вченими такі як:          

А.М. Ляпунов, А.А. Андронов, В.И. Арнольд, В.Б. Занг, А.В. Воронин,       

Дж. М. Кейнс, Р. Солоу, Н. Кальдор і багато інших. 

Наукова новизна полягає в тому, що проведено комплексне 

дослідження біфуркації і хаосу. Проведено узагальнення, систематизацію і 

аналіз досліджень з різних галузей математичних знань. 

Основний зміст роботи. Дана робота складається з п'яти розділів. 

Перший розділ присвячений основним поняттям і теоремам 

пов'язаними із звичайним диференціальними рівнянням, теорією стійкості по 

Ляпунову, і теорії динамічних систем. Серед елементів теорії звичайних 

диференціальних рівнянь в параграфі 1.1 виділили: поняття неявної функції і 

теорему про неявну функцію, умову Ліпшиця і Т. Пікара-Коши. Теорія 

стійкості по Ляпунову параграф 1.2 включає такі поняття як: стійкість і 

нестійкість в сенсі Ляпунова, а так само рівномірна, асимптотична, 

експоненціально асимптотична, рівномірно асимптотична, сильна і 

орбітальна стійкість. Ввели функцію Ляпунова і теореми про стійкість, 

асимптотичну стійкість і нестійкість в сенсі Ляпунова. Одним з основних 

об'єктів вивчення в цій роботі є динамічні системи. У параграфі 1.3 

визначаємо динамічну систему і її рішення, точки рівноваги. Формулюємо і 

доводимо теорему такою, що дозволяє описати поведінку системи поблизу 

точок рівноваги. У параграфі 1.4 введено поняття лінеаризації, майже 

лінійної системи, поняття простої нерухомої точки нелінійної системи, 

приведена теорема про лінеаризацію. Параграф 1.4 містить визначення 
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граничного циклу, асимптотичного граничного циклу, напівстійкого циклу, 

стійкого і нестійкого бокового циклу. 

У другому розділі цієї роботи вводяться поняття біфуркації і такі її 

види: седлоузловая, транскритична, гистеризис, біфуркація типу вил і 

біфуркація типу складання. Дослідимо диференціальні рівняння, розглянемо 

різні підходи визначення типу біфуркацій. 

Третій розділ присвячений біфуркаціям систем на площині: 

седлоузловая, біфуркація типу вил, біфуркація Пуанкаре-Андронова-Хопфа, 

вертикальні біфуркації, седлопетлевая або гомоклиническая біфуркація, 

приведені дві біфуркаційні теореми, а також теорема про топологічні 

нормальні форми для біфуркації Хопфа. 

Четвертий розділ присвячений побудові економічних моделей і 

дослідженню їх на наявність біфуркацій. Розглянемо такі моделі як: динаміка 

економіки "високої інфляції"; інфляція в перехідній економіці; неокласичне 

економічне зростання модель Солоу, застосування її в українських реаліях; 

одинсекторну модель зростання, де проводитися побудова моделі і 

доводиться існування і єдиність стійкої точки рівноваги; динаміка ринку 

праці і її застосування; кейсианская модель економічних циклів, де 

приведена і доведена про існування предельних циклів (біфуркації Хопфа) в 

цій моделі теорема; IS - LM модель і її застосування. 

П'ятий розділ містить основні поняття хаотичної динаміки, приведені 

теореми Ли і Йорка, Шарковского. Розглянута система Лоренца в ракурсі 

динаміки міської продукції, показаний хаос в моделі міжнародної економіки. 
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потрапляє в область хаосу. І може прийняти вид, який проілюстрований 

наступним малюнком. 

  

Мал.5.7. Дивний аттрактор для системи 5.10 

  

 

 

Висновок 

У даній роботі розглянуто застосування диференціальних рівнянь 

зокрема в теорії біфуркації динамічних систем і якісної теорії 

диференціальних рівнянь. Дослідження є актуальними, оскільки 

диференціальні рівняння, взагалі кажучи, проінтегрувати не можна. А, отже, 

виникає задача про вивчення властивостей рішень без їх знаходження. 

Визначена допоміжна понятійна база. Ілюструючи деякі з ключових 

ідей теорії біфуркації, було розглянуто такі приклади як седлоузловая 

біфуркація, транскрітичні біфуркації, гістерезис, біфуркація типу вил, 

біфуркація Андронова-Хопфа. Кожен приклад ілюструє різну якісну оцінку 

диференціального рівняння і систем, також ілюструє різні підходи розгляду і 

визначення типу біфуркацій. 
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Були побудовані економічні моделі, в яких системи біфурціруют, це 

такі моделі як: Динаміка економіки «високої інфляції»; Інфляція в перехідній 

економіці; Неокласичний економічний ріст Модель Солоу; Односекторная 

модель зростання (ОМР); Динаміка ринку праці; Кейсіанская модель 

економічних циклів, IS-LM модель. 

Послідовність біфуркацій може привести систему від рівноважного 

стану до хаотичного. Як наступний крок розвитку біфуркацій було 

розглянуто економічний хаос і його застосування в економічних моделях. 

Таких як динаміка міський продукції на прикладі системи Лоренца і хаос в 

міжнародній економіці. 

Був проведений аналіз стану економіки України з вивченими 

класичним моделями економічної теорії. Практичне застосування було 

показано на моделях неокласичний економічний ріст модель Солоу, динаміка 

ринку праці, IS-LM модель. 

Таким чином можна дати характеристику та оцінку економіці України, 

так само зробити рекомендаційні пропозиції щодо розвитку в позитивному 

руслі. 

Щодо моделі Солоу економіка України відповідає ситуації коли для 

збереження рівноваги і забезпечення повної зайнятості потрібно знизити 

капіталоозброєність праці. Іншими словами кількість інвестиції не достатньо 

для забезпечення роботи капіталу, що в Україні пов'язане з досить 

капіталомістким виробництвом. Слід переоснащувати виробництво для 

рівноваги системи. 

З точки зору моделі динаміки ринку праці економіка України за даними 

Держстату перебувє на позиції коли немає не однієї точки рівноваги. Це є 

наслідком великої різниці між попитом і пропозицією на працю. Такий 

розкид є наслідком великої інфляції, швидкого знецінення реальної 

заробітної плати при збільшенні номінальної. 
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У IS-LM моделі характеристика економіки України описується 

поведінкою прямих IS, LM. 

Відносно від прямої LM на ринку товарів висока ставка відсотка 

приведе до зростання незапланованих товарно-матеріальних запасів, в 

результаті того, що суб'єктам господарської діяльності вигідніше буде не 

купувати товари і послуги і не вкладати інвестиції у виробництво, а зберігати 

частину своїх доходів на рахунках комерційних банків і відповідно частина 

зробленої продукції буде не реалізовуватися. Це породжує дефляційний 

розрив. У цій ситуації підприємці почнуть скорочувати обсяг виробництва, 

що приведе до падіння об'єму інвестицій і обсягу виробництва. Впадуть 

доходи суб'єктів господарської діяльності, як наслідок, впаде попит на гроші, 

і це приведе до падіння ставки відсотка і формування нової рівноваги на 

ринку грошей при нижчій ставці відсотка. 

Щодо прямої IS на ринку товарів буде існувати рівновага між 

запланованими витратами суб'єктів і виробленим ВНП. А на ринку грошей 

ставка відсотка виявиться занадто низькою, що призводить до перевищення 

попиту на гроші над пропозицією грошей. Як наслідок, це призведе до 

перерозподілу грошей, що спрямовуються для угод і для спекуляцій, викличе 

підвищення ставки відсотка до такого рівня, що виникне рівновага на ринку 

грошей. Більш висока ставка відсотка на ринку грошей зробить інвестиції 

менш привабливими і, як наслідок, скоротиться рівноважний обсяг ВНП на 

ринку товарів. 

Дана робота охоплює всі основні ідеї та ключові моменти теорії 

біфуркацій і хаосу, дозволяє ознайомитися з таким поняттям як з 

математичним аспектом в економіки, і показує можливість використання 

застосування теорії диференціальних рівнянь, зокрема її якісної частини. 
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