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Доведена узагальнена версія добре відомої теореми Колмогорова -  Хінчина -  Меньшова.

Доказана обобщенная версия хорошо известной теоремы Колмогорова -  Хинчина -  Меньшова.

Generalized version of well-known Kolmogorov -  Khinchin -  Men'shov theorem is proved.

В 1961 г. Д. E. Меньшов опубликовал [1] пример кусочно-постоянной ОНС схо­
димости. Этот результат Д. Е. Меньшова есть, по существу, частный случай теоремы 
А. Н. Колмогорова и А. Я. Хинчина [2, с. 7-16] из теории вероятностей, изложенной 
на теоретико-функциональном языке. Ц е л ь ю  статьи является формулировка и 
доказательство обобщенной версии теоремы Колмогорова -  Хинчина -  Меньшова. 
При этом используется идея доказательства Д. Е. Меньшова [1].

Определение 1. Пусть (.V. /•’. ц) -  пространство с положительной, конечной, не­

атомической мерой, а /  -  измеримое подмножество X  с мерой |/| = а  > 0 . Пусть для 

каждого п = 1,2,... производится разбиение J n множества /  на р п > 2 непересе- 
кающихся измеримых подмножеств I  -п (l причем разбиение J n+l получа­

ется из разбиения J п делением каждого из множеств I  ]п на конечное число непере- 

секающихся подмножеств так, что 

lim max I /J  = 0 .
П—>co \ < j < p '  J I

Если ОНС функций {y„(x)}“=1 на /  такова, что:

1) функция у Д х )  постоянна на каждом множестве /  ■„ (п = 1,2,...; j  = 1,2,

2) (т > п ,п  =1,2,...;; = 1,2,
I  jn

то систему v|/„(x) будем называть М-системой.

Множества /  (п =1,2,...; ;  = 1 , 2 будем называть элементарными. Очевидно,

что система всех элементарных множеств образует полукольцо, которое мы будем 
обозначать через Р .
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Лемма. Полукольцо Р элементарных множ еств является вполне достаточной 
системой на I , т. е.

1) для каждого измеримого множества Е  с  /  и любого е > О найдется 
множество F , являющееся объединением конечного числа множеств полукольца Р  
и такое, что мера симметрической разности

| £ A F | = | ( £ \ F ) U ( F \ £ ) | < s ; (1)

2) для любого множества Е  с  /  меры О и любого е > О найдется множество В , 
являющееся объединением не более чем счетного числа элементарных множеств, 
покрывающее Е  и имеющее меру  |.8| < е .

Доказательство. 1) Пусть даны измеримое множество E d  и число е > 0 .  
Покажем, что из Р  можно выбрать конечную подсистему элементарных мно­
жеств такую, что объединение F  этих множеств удовлетворяет условию (1). При 
этом множества I  ]п из фиксированного разбиения J п будем называть множест­

вами ранга п .
Если |/ \ Е\ < 6 , то доказывать нечего, так что будем предполагать, что

|/ \ Е\ > 6 . (2)

Рассмотрим числовую последовательность

Ч = У 2к , (* = 1А...) (3)

и множество

Q* = { Q e P : Q f ] E ^ 0 , \ Q \ E \ < &l}, (4)

которое, очевидно, непусто, так как в Р  имеются элементарные множества сколь 
угодно малой меры, имеющие непустое пересечение с Е  .

Положим

a i = sup \Q\. (5)
e^ef

Очевидно, что aj < а  , так как равенство aj = а  противоречит (2), и что точная 
верхняя граница достигается на одном из множеств Q .

Возьмем любое из них и обозначим его через Ql .

Итак, |Qj | = а,] и

| e \ £ | < e i -  (6)

Если при этом окажется, что | £ \ 0 i |  <S!, то F  = QX и все доказано. В противном 

случае \Е \ Qx | >6j и тогда рассмотрим множество

02 = { Qe P\ Qi  :е П £ *0 ,|е \ £ |< е 2}, (7)

которое непусто, так как E\QX имеет положительную меру и в  Р \ 0Л имеются эле­
ментарные множества сколь угодно малой меры, пересекающиеся с E\QX. Положим

а 2 = sup \Q\ (8)

Поскольку в силу (3)-(5), (7) и (8) (X с  Q*, то a  2 < a ,. Возьмем любое из мно-
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жеств <2 с<2 2 с мерой а  2 и обозначим его через 0 2 ■ Тогда 102| = а 2 и |бг \ Щ < е 2 ■ 
Вместе с (6) это доказывает неравенство

|(б2 и б і ) \ £ | < Є і  + є 2 . (9)

Если при этом окажется, что | д ф і П Є 2)| < є2 , то тогда отсюда и из (3) и (9) по­

лучим |£Д (Є іи  Є2 )| < є и утверждение 1) леммы доказано. В противном случае

|^ Ф і и е 2) |^є2 •
Продолжая таким образом дальше, мы л и б о  после конечного числа шагов

т
получим множество і7 = \̂ <2і , являющееся объединением конечного числа непересе-

!= 1
кающихся элементарных множеств, и такое, что І'ЛІ' < є , и утверждение 1) доказано, 

л и б о  получим бесконечную последовательность чисел а; > а 2 > . . . > а и > . . .и  не- 

пересекающихся множеств мерами а 1, а 2 , . . . ,аи,... соответственно
таких, что

U Qi\E
2 =  1

£ е г = 8 ,  (10)

а множество Z = E \ \ ^ Q i имеет меру \z\ > 0 . Покажем, что |z| = 0 . Пусть х0 е Z .
г = 1

Так как для заданного р  точка х 0 не покрывается множествами О ,. 0 2.....О р . то в

полукольце Р  есть множество х0 е Q0 , не пересекающееся с множествами Ql ,...,Q p . 

Если Q0 не пересекается с множествами О р ].....(Л ,, то его можно выбрать из сис­

темы множеств

е ; =  | е < Е ^ \ у а  : Q U E * 0 , \ Q \ E \ < z r^ .  (11)

Следовательно, поскольку a r = sup \Q\, то  [б*,,] < . а поскольку сумма ряда
6 eg*

СО

^  а т < | / | , то а ,  —> 0.  Далее, имеет место включение
т=1

6*<=££>при 5 < г > (12)

в силу (3) и (11), причем структура полукольца Р и множеств (12) такова, что каждое 
элементарное множество из Q *, кроме множеств Os Os ] .....О. есть объединение

конечного числа непересекающихся множеств из Q * . Отсюда следует, что найдется 

такой первый номер г , что Qr с  Q0 . Тогда множество Q0 , представляющее собой 

элемент разбиения ранга более низкого, чем ранг Qr , и содержащее О, , обозначим

через Qr . Его мера Q,
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Рассмотрим множество В р = [J  О , .
Г= р

По построению, оно содержит при любом р  каждую точку х 0 множества Z . Но
СО

его мера |_6̂ | < Е а г ->■ 0, (р  ->■ оо).
Г=р

Следовательно, множество Z  имеет нулевую меру.

Заменив в (10) 6 на ^  и выбрав такой номер т = т(е) , что

Еа
i= m + 1

= ЕИ= Sа, < (13)
і = т + 1 і = т + 1

получим, что множество ^  = | я в л я е т с я  искомым. Действительно, замечая, что
2 =  1

т  (  со \  (  со \  (  со ^

E \ F  = E \ { j Q t Œ E \ { j Q t U Ua =ZU Ua
z= l V i =1 У v ’=w*+l y  v ’=w*+l y

и, следовательно, в силу (13),

\E \ F  < Ua
i= m + 1

получим(см. (10), где є заменено на )

|£AF| = | £ \ F |  + | F \ £ | < ^  +

что и требовалось доказать.

U a ^
г=1

2) Для доказательства второго утверждения леммы применим похожую конструк­
цию. Для заданных множества Е  нулевой меры и е > 0 рассмотрим числовую по­
следовательность

6
(£ = 1,2,...) (14)

и систему множеств

Т* = {т є Р : Т П Е Ф 0 ,  і і̂ < } .  (15)

Положим otj = sup '/:| . возьмем ОДНО ИЗ множеств системы (15) С мерой 1 = (/.| и
Т<=Т{

обозначим его через Тх .

Если Тг не покрывает все Е , то рассмотрим систему множеств 

Т* = {т e P \ Q x : Т Г \ Е *  0 ,\Т \ < є 2}, 

число а 2 = sup [г] и какое-нибудь множество Т2 є  7:-Гс мерой Т2 = ос2, которое не
Т  ЄЇ2

пересекается с Тг . Продолжая таким образом дальше, мы или получим покрытие
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множества Е  конечным числом непересекающихся множеств 7j. Т2.....7И(. так что

(см. (14)) \В\ = U Тг им бесконечную последова-
i - 1 2=1 2=2

тельность непересекающихся множеств Tl ,T 2,...,Tm... с мерами соответственно

а 1, а 2,. . . ,аи,.. . . Покажем, что множество С  = |^|7) покрывает все Е , за исключени-
! = 1

ем, быть может, некоторой его части 2 = Е \ С .  Поскольку (см. (14))
СО СО

1с 1 = Е И 1 = 1 > г < , то достаточно покрыть 2  счетной системой элементарных
1=1 1=1

множеств, сумма мер которых меньше % , и утверждение 2) будет доказано.'2'■
Пусть х 0 е 2  . Так как для заданного р  точка х 0 не покрывается множествами 

Т1,Т 2,...,Тр , то в полукольце Р  есть множество х0 е Т0 , не пересекающееся с мно­

жествами Тх,...,Тр . Если оно не пересекается далее с множествами Тр+1 ,...,Тг_г, то 

его можно выбрать из системы множеств

т ; = \ г е Р \ [ } Т г : Т [ ) Е ф 0 ,  И <8г | •
Следовательно, его мера |Г0| < а г , где а г = sup | г | . Поскольку сумма ряда

со
^  а т < | / | , то ат ^  о • Далее имеет место включение
т=1

Т* <^Т*, при s < r ,  (16)
причем, в силу структуры полукольца Р  и множеств (16), каждое элементарное мно­
жество из Т * , кроме множеств Ts .Ts ].....Т.. есть объединение конечного числа

непересекающихся множеств из Q *. Отсюда следует, что найдется такой первый 

номер г , что Tr a  Tt]. Тогда множество Т0 , представляющее собой элемент разбие-
А

ния ранга более низкого, чем ранг Т... и содержащее Т... обозначим через Т , . Его
А

мера Т г =|7’0| < а г .

СО л
Рассмотрим множество Вр = U Т г .

Г  =  р

По построению, оно содержит при любом р  каждую точку х 0 множества Z . Но
СО

его мера Вр = ^ < х г Д-1Я всех р >  р 0(е) . Следовательно, множество Z  покрыто
Г = р

/  *счетной системой \Т Г ]г=ро элементарных множеств из полукольца Р  , сумма мер 

которых меньше ■ 4X0 и требовалось доказать.
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Определение 2. Пусть дано множество X  с положительной и конечной мерой |_1 . 

Пусть имеется разбиение X  В конечную ИЛИ счетную совокупность измеримых, 

непересекающихся множеств А 1,А 2,...,А т.... Множества А 1,А 2,...,А т... будем назы­
вать множествами первого ранга. Пусть, далее, каждое множество первого ранга 
разбито в конечную или счетную совокупность J 2 непересекающихся измеримых 

множеств второго ранга А ,...,А  ... -  и далее процесс разбиения продолжен неог­

раниченно, так что для любого п имеется некоторая совокупность непересекающихся 
измеримых множеств п -го ранга, объединение которых составляет все X . Для каж­
дой точки х0 и любого п имеется одно и только одно множество п -го ранга, содер­
жащее точку х 0 ; обозначим его через А п(х0) . Совокупность /  = |̂ J /  всех множеств

п

всех конечных рангов называется сетью, если она является вполне достаточной 
системой.

Определение 3. Пусть имеется счетно-аддитивная функция ф (е ) ,  определенная

на всех множествах сети J , в частности. Производной функции ф (е) по  сети J  в
с1Ф [ х ф (А  (х0)) точке х0 называется выражение — (.v„J = lim > "> , если этот предел существует.
ф  »-**> ц(А и(хо))

Заметим, что, согласно теореме Де Посселя [3] (см. также [4, с. 200]), всякая счет­
но-аддитивная функция множеств Ф(е ) имеет на множестве полной меры производ­
ную по сети, равную плотности своей абсолютно непрерывной составляющей, не 
зависящую от выбора сети.

Из леммы и определения 2 вытекает
Следствие. Полукольцо множ еств Р образует сеть.

Следующая теорема является о б о б щ е н н о й  в е р с и е й  т е о р е м ы  Колмого­
рова -  Хинчина -  Меньшова ([1, с. 358-361]).

Теорема. Пусть (X ,F ,\ i)  -  пространство с конечной положительной неатоми­

ческой мерой, а I  -  измеримое подмножество X  с мерой |/| = а  > 0 .

Тогда М-система  _j ортонормированных на I  функций является сис­

темой сходимости.

Доказательство. Рассмотрим ряд
со

Y ; CnVn(X) ’ (17)
п= 1

коэффициенты которого удовлетворяют условию
СО

(18)
п= 1

Из (18) вытекает, что ряд (17) сходится в среднем к некоторой функции 
/ ( x ) e Z 2(/).  Тогда известно, что на любом измеримом подмножестве /•.’ с  /  его 
можно почленно интегрировать, то есть
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lim |5 'n(x)<i|j.(x) = j"/ ( х )  0? ц (х ) , (19)

где

S n(x ) = T . ckx¥k(x X « = 1,2,... • (20)
к = 1

Обозначим через Е  множество всех точек х є  / ,  в каждой из которых счетно­

аддитивная функция ф(е) = |/(x )< i|j.(x ) измеримых подмножеств е с /  имеет про-
е

изводную по мере ц . Согласно теореме Радона -  Никодима, эта производная сущест­
вует п.в. и

—— (х) = /(х ) , х  є  Е ,\е \ = а  , (21)
d\x

а теорема Де Посселя дает способ ее нахождения. По следствию, полукольцо Р  мно­
жеств 1]п, (п = 1,2,... j  = 1,2,...рп) образует сеть. Поэтому для любого х є Е  и любого

п существует целое число j n такое, что 0 < j n < р п и х є  I j  . Обозначим I j  через

Ап(х ) . Тогда по теореме Де Посселя (см. еще определение 3 и (21))

lim — і - ,  f f { t )  d  ц (0  = f { x ) , (22)

где |v4„(x)| = ц(Аи(х)). Возьмем натуральные числа т и п  , удовлетворяющие нера­

венству т >  п . Тогда (см. определение 1)

{ ( Д*)  = 0, І К  j  < Р„, т >  п-,п = \,2,...) (23)
I  jn

и из (20) и (23) получаем
п т  п

] Х ( / ) ф ( / ) = ^  J щ (()ф (()+  Y ^ c k = b (24)
А„(х) к=1 Ап(х ) к=п+1 Ап(х ) к=1 ли(х)

{т > п, и = 1,2,...) •

Поскольку (см. определение 1) каждая из функций \|/ (х) постоянна на множестве 

1]яп = А п(х),  ТО

| у іг(/)ф (/)  = |Д!(х)|уі.(х) \ < к < п , п  = \,2,..., (25)
А „( х)

а в таком случае, на основании (20) и (24),

j 5 m ( 0 ^ ( 0 = | 4 W | S c^ W  = | 4 W | 5n W , т > п , п  = \,2,.... (26)
AzW È=1

Из (26) видно, что при фиксированном п левая часть (26) не зависит от т при 
т >  п , откуда следует, в силу (19) и условия А п (х) с  /  , что

|5 'т ( / ) ф ( / ) =  | / ( / ) ф ( / ) ,  т > п, п = 1,2,.... (27)
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Сопоставляя (26) и (27), получим S n(x)=-,— -— г \ f {x )d \ i { t )  = / ( х ) ,  п = 1,2,..., 

а в таком случае, в силу (22), Hm Л'„(х) = / ( х ) ,  где х -  любая точка множества /•’ .
Я —» со

Отсюда видим, что ряд (17) сходится п.в. на /  . Поскольку {с„ }“=1 -  произвольные

числа, удовлетворяющие условию (18), тоМ-система {v|/n(x)}“=1 есть система сходи­

мости, что и требовалось доказать.

Заключение. Доказанная теорема позволяет довольно просто конструировать 
системы сходимости на произвольных множествах положительной меры.
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