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ВСТУП

Вiдомою класичною проблемою аналiтичної теорiї чисел є проблема

розподiлу цiлих точок в областях евклiдового простору, тобто задача знахо-

дження асимптотичної формули для кiлькостi точок з цiлими координатами,

що належать даним областям. Напрям цих дослiджень бере свiй початок

ще з питання про поведiнку середнiх значень арифметичних функцiй, яке

було поставлено Гаусом. Тож центральною проблемою теорiї цiлих точок є

проблема Гауса про число цiлих точок в колi. Для числа N(T ) цiлих точок

в колi x2 + y2 ≤ T ним було отримане спiввiдношення:

N(T ) = πT +R, де R = O(T )

яке показує, що число цiлих точок всерединi кола дорiвнює площинi

кола з точнiстю до помилки, яка за порядком не перевищує довжину кола.

Узагальненою класичною проблемою Гауса про число цiлих точок

кола є задача отримання асимптотичної формули для числа точок, що

потрапляють в кулю зростаючого радiусу решiтки, утворюваної деякою

дискретною пiдгрупою рухiв в рiмановому просторi.

Не менш цiкавою є проблема розподiлу цiлих точок на рiзних поверх-

нях другого, третього та вищих порядкiв. Зокрема для поверхонь другого

порядку iснує цiла низка методiв, якi були розглянутi такими вiдомими

вченими, як О. М. Фоменко [1], О. П. Голубєва [2], Ю. В. Лiнник [3] та iн.

Так, ергодичний метод Лiнника, що зводився до отримання зображення

великих чисел позитивними тринарними квадратичними формами дозволив

вивчити розподiл цiлих точок на поверхнях другого порядку. Зокрема ним

була доведена теорема про рiвномiрний розподiл цiлих точок сфери x2+y2+

z2 = m для достатньо великих m. Також ним були отриманi результати про
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асимптотичний розподiл цiлих точок на сферi. Як узагальнення результатiв

Ю. В. Лiнника, О. П. Голубєвою була отримана асимптотика числа цiлих

точок в довiльних областях на поверхнях другого порядку.

Достаньо вiдомою є задача про кiлькiсть цiлих точок на конусi

f1(x1, . . . ,xl1) = f2(y1, . . . , yl2),

де f1 i f2 є додатно визначеними примiтивними квадратичними формами

вiд l1 та l2 змiнних, вiдповiдно, в областi

f1(x1, . . . , xl1) ≤ N,N ∈ N.

Ця задача зводиться до знаходження асимптотики суми:

N∑
n=1

rf1(n)rf2(n), N →∞

А. В. Малишев в своїй роботi про зважену кiлькiсть цiлих точок на

поверхнi другого порядку вирiшував подiбну задачу введеним їм так званим

круговим методом. Однак, як було показано О. М. Фоменко[1] цей пiдхiд

давав не дуже хорошi залишковi члени на кiлькостi змiнних на випадок

l1 + l2 ≥ 5.

Другий метод заснований на детальному вивченi аналiтичних власти-

востей ряду:
N∑
n=1

rf1(n)rf2(n)

ns

iз застосуванням таких класичних аналiтичних засобiв, як результати

Ландау або формул обернення рядiв Дiрiхле. Саме таким пiдходом користу-

вався Рамануджан при дослiдженнi конусу x21 + x22 = y21 + y22 (доречi саме

таку задачу вперше розглядав ще Серпинський у 1908 роцi). В позначен-

нях rl(n) як кiлькостi зображень числа n сумою l квадратiв цiлих чисел
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Рамануджан отримав:

∞∑
n=1

r22(n)

ns
=

16ζ2(s)L2(s, χ4)

ζ(2s)(1 + x−s)
,

де χ4 - характер Дiрiхле за модулем 4 такий, що χ4(u) =

 − 1

u

 для

парного u; L(s, χ4) - L-ряд Дiрiхле, асоцiйований з характером χ4; ζ(s) -

дзета-функцiя Римана. Звiдси, Рамануджаном був отриманий такий резуль-

тат:
N∑
n=1

r22(n) = c′N logN + c′′N +O
(
N 3/5+ε

)
, n→∞

де c′, c′′ - явно обчислюванi сталi.

В данiй роботi йдеться про задачу розподiлу цiлих точок, розташованих

на поверхнi x2 + y2 = z2 в областi 0 ≤ z ≤ N,N → ∞, яка зводиться до

вирiшення двох питань:

1. В данiй роботi йдеться про задачу розподiлу цiлих точок, розташова-

них на поверхнi x ≥ 0, y ≥ 0, 0 < z ≤ x (задача про гiпотенузу)

2. побудова асимптотичної формули для числа цiлих точок конуса за

умови x ≥ 0, y ≥ 0,
1

2
xy ≤ N (завдання про площу)
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РОЗДIЛ 1

ПОПЕРЕДНI РЕЗУЛЬТАТИ

1.1 Теорема Гiльберта про циклiчнi

розширення

Позначимо через Q поле рацiональних чисел. Нехай K розширення

поля Q. Розширення K будемо називати нормальним, якщо для кожного

елемента α ∈ K в полi K iснують кожне спряжене з ним число. Чило β

називають спряженим з α вiдносно Q, якщо воно є образом α вiдносного

автоморфiзму σ з групи автоморфiзмiв Галуа поля K. Автоморфiзм σ

називається вiдносним, якшо вiн залишає на мiсцi всi рацiональнi числа.

Теорема 1. Нехай K нормальне розширення поля рацiональних чисел Q з

циклiчною групою Галуа. Нехай σ породжуючий автоморфiзм групи Галуа.

Тодi будь-яке число A, норма якого дорiвнює 1, можна представити у

виглядi

A =
σB

B
,

(де B – число з K) єдиним образом з точнiстю до рацiонального множника.

Навпаки, якщо число A можна записати у виглядi σB/B, то його норма

дорiвнює 1.

Нехай θ породжуючий елемент поля K, тобто K = Q(θ). Тодi всi

спряженi до θ рiзнi. Позначимо через m = (K : Q) i нехай A ∈ K i

N(A) = 1.
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Розглянемо числа

B0 = 1 +
1

A
+

1

AσA
+ . . .+

1

AσA . . . σm−2A

B1 = θ +
σθ

A
+

σ2θ

AσA
+ . . .+

σm−1θ

AσA . . . σm−2A

B2 = θ2 +
σθ2

A
+
σ2θ2

AσA
+ . . .+

σm−1θ2

AσA . . . σm−2A
...

Bm−1 = θm−1 +
σθm−1

A
+
σ2θm−1

AσA
+ . . .+

σm−1θm−1

AσA . . . σm−2A

Принаймнi одне з цих чисел вiдрiзняється вiд нуля. Дiйсно, припустимо,

що всi Bi = 0, тодi вважаємо, що

1,
1

A
,

1

AσA
, . . . ,

1

AσA . . . σm−2A

невiдомi, отримуємо однорiдну систему рiвнянь:

x1 + x2 + . . .+ xm = 0

θx1 + σθx2 + . . .+ σm−1θxm = 0
...

θm−1x1 + σθm−1x2 + . . .+ σm−1θm−1xm = 0,

яка має нетривiальний розв’язок i тому її визначник

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

θ σθ . . . σm−1θ
... ... . . . ...

θm−1 σθm−1 . . . σm−1θm−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0
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Але ∆ – визначник Вондермонда, який можна записати у виглядi

∆ =
∏∏

i6=j(σ
jθ − σiθ). Оскiльки ∆ = 0 дiйдемо висновку, що принаймнi

деякi два спряжених збiгаються, тобто K 6= Q(θ).

Нехай Bk 6= 0. ,

Тодi

σBk = σθk +
σ2θk

σA
+ . . .+

σm−1θk

σA . . . σm−1A
,

σBk

A
= θk +

σ2θk

A
+ . . .+

σm−1θk

A . . . σm−1A
= Bk,

тобто σBk = ABk. Звiдки A =
σBk

Bk
. Доведемо, що число A можна предста-

вити у виглядi
σB

B
єдиним чином, з точнiстю до рацiонального множника.

Дiйсно, якщо iснує iнше уявлення A =
σC

C
, тодi

σBk

Bk
=
σC

C

або

σ

Bk

C

 =
Bk

C
.

Беремо автоморфiзм вiд обох частин рiвностi

σ2

Bk

C

 =
Bk

C
.

Продовжуючи цей процес, отримуємо

σ2

Bk

C

 =
Bk

C
, . . . , σm−1

Bk

C

 =
Bk

C
.
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Таким чином, за основою теоремою Галуа
Bk

C
= λ рацiональне. Далi

нехай A можна представити у виглядi A =
σB

B
. Знайдемо норму N(A).

N(A) = AσA . . . σm−1A,

σA =
σ2B

σB
, σ2A =

σ3B

σ2B
, . . . , σm−1A =

B

σm−1B

тобто

N(A) =
σB

B

σ2B

σB
. . .

σm−1B

σm−2B

B

σm−1B
= 1

Нехай D цiле додатне число, яке не дiлиться на квадрат цiлого числа,

вiдмiнного вiд ±1.

Розглянемо рiвняння

η2 +Dξ2 = 1

та розв’яжемо його у цiлих числах.

Лема 1. Всi розв’язки рiвняння

η2 +Dξ2 = 1 (1.1)

в рацiональних числах можна отримати по одному разу з формул

ξ =
2xy

x2 + y2D
, η =

x2 −Dy2

x2 +Dy2

x, y – цiлi, y > 0, (x,y) = 1. Також iснує розв’язок (0,− 1).

Доведення. Розглянемо в полi R(
√
−D) числа виду A = η + ξ

√
−D з

N(A) = 1.

Тодi рiвняння (1.1) набуде вигляду

N(η + ξ
√
−D) = 1
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. Оскiльки поле Q(
√
−D) циклiчне над полем , то за теоремою Гiльберта

таке число η + ξ
√
−D можна подати у виглядi

η + ξ
√
−D =

α + β
√
−D

α− β
√
−D

зз рацiональними α, β; α, β – не дорiвнюють нулю одночасно. Можливi два

випадки:

• Якщо α 6= 0, тодi

η + ξ
√
−D =

1 + t
√
−D

1− t
√
−D

,

де t – рацiональне. Далi з умов на x i y, зрозумiло, що t неможливо

представити у виглядi t =
x

y
, єдиним чином. Тодi

η + ξ
√
−D =

x+ y
√
−D

x− y
√
−D

.

Вiдокремлюючи комплекснi i дiйснi частини отримаємо, що

ξ =
2xy

x2 + y2D
, η =

x2 −Dy2

x2 +Dy2

x, y – цiлi, y > 0, (x,y) = 1.

• Якщо α = 0, тодi отримуємо розв’язок (0,− 1).

Розглянемо дiофантове рiвняння

u2 +Dv2 = w2 (1.2)

i будемо шукати його розв’язок за умови, що (u,v,w) = 1. Легко бачити, що

w 6= 0, оскiльки тодi б D було повним квадратом.
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Теорема 2. Всi розв’язки рiвняння (1.2) а умови, що (u,v,w) = 1 можна

отримати по одному разу з формул

u = ±
x2 −Dy2

d1

v = ±
2xy

d1

w = ±
x2 +Dy2

d1
,

причому знаки у всiх однаковi;(x, y) = 1, y > 0, d1 = НСД(x2+Dy2, 2xy, x2−
Dy2). Також iснують розв’язки (1, 0 1) i (−1, 0, − 1).

Зауваженя 1. НСД(x2 + Dy2, 2xy, x2 − Dy2) = НСД(x2 − Dy2, 2xy),

тобто насправдi d1 = НСД(x2 −Dy2, 2xy)

Дiйсно, якщо позначимо d2 = НСД(x2 −Dy2, 2xy), то зрозумiло, що

d1
∣∣d2. Далi, оскiльки

(x2 −Dy2)2 +D(2xy)2 = (x2 +Dy2)2,

d22
∣∣(x2 +Dy2)2, тобто d2

∣∣x2 +Dy2,

а через те, що за означенням d2
∣∣2xy i d2

∣∣x2 −Dy2, то
d2
∣∣НСД(x2 +Dy2, 2xy, x2 −Dy2) = d1

Таким чином, d1 = d2.
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Доведення. Передусiм, числа

u = ±
x2 −Dy2

d1

v = ±
2xy

d1

w = ±
x2 +Dy2

d1
,

задовольняють рiвнянню (1.2) в силу тотожностi

(x2 −Dy2)2 +D(2xy)2 = (x2 +Dy2)2

а також взаємно простi.

Нехай маємо довiльний розв’язок рiвняння (1.2) u, v, w з (u,v,w) = 1.

Оскiльки w 6= 0  u

w

2

+D

 v

w

2

= 1.

Отже η =
u

w
; ξ =

v

w
задовольняють рiвнянню η2+Dξ2 = 1 i є рацiональними.

Можливим є випадок, коли
u

w
= 1,

v

q
= 0, тобто маємо розв’язок (u,0,u) i з

умови, що (u,0,u) = 1 робимо висновок, що розв’язок (±1,0,±1).

Розглянемо випадок, коли (η, ξ) 6= (1,0). Тодi, в силу леми iснують цiлi

x i y, (x,y) = 1, y > 0 i якi одночасно не дорiвнюють нулю, такi що

x2 −Dy2

x2 +Dy2
=
u

w
,

2xy

x2 +Dy2
=
v

w
,

бiльш того, x i y з цими умовами визначаються однозначно. Звiдси

2xy

v
=
x2 −Dy2

u
=
x2 +Dy2

w
.
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Позначивши через d1 НСД(x2 +Dy2, 2xy, x2 −Dy2) отримаємо

2xy

d1
v

=

x2 −Dy2

d1
u

=

x2 +Dy2

d1
w

.

Через те, що

(u,v,w) = 1, (
2xy

d1
,
x2 −Dy2

d1
,
x2 +Dy2

d1
) = 1

отримуємо

u = ±
x2 −Dy2

d1

v = ±
2xy

d1

w = ±
x2 +Dy2

d1
,

(1.3)

Лема 2. Всi примiтивнi розв’язки рiвняння x2 + y2 − z2 = 0 для x,y ≥
0, z > 0 можна отримати з наступних двох груп формул

x = 2mn, y = m2 − n2, z = m2 + n2 (1.4)

x = m2 − n2, y = 2mn, z = m2 + n2 (1.5)

m > n ≥ 0, (m,n) = 1, m i n рiзної парностi.

Доведення. Дiйсно, розв’язки рiвняння x2 + y2 − z2 = 0 с (x,y,z) = 1, y >
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0, z > 0 в силу теореми будуть

x =
m2 − n2

d1

y =
2mn

d1

z =
m2 + n2

d1

(1.6)

(m, n) = 1, n > 0, d1 = (m2 − n2, 2mn,m2 + n2), m2 + n2 6= 0. Також iснує

ще розв’язок (1,0,1).

Оскiльки d1
∣∣m2 − n2 i d1

∣∣m2 + n2, то d1
∣∣2m2 та d1

∣∣2n2. Через те, що

(m2,n2) = 1, можемо записати Am2 +Bn2 = 1. Далi

A2m2 +B2n2 = 2

Звiдки випливає, що d1
∣∣2, тобто d1 = 1,2.

1. Розглянемо випадок, коли d1 = 1. В цьому випадку формули (1.6)

набудуть вигляду

x = m2 − n2

y = 2mn

z = m2 + n2

(m, n) = 1, n > 0, (m2 − n2, 2mn,m2 + n2) = 1,

(1.7)

Покажемо, що , m i n рiзної парностi. Наприклад нехай m = 2k1 +

1, n = 2k2 + 1, тодi

m2 + n2 = 2(2k21 + 2k1 + 2k22 + 2k2 + 1), m2− n2 = 4(k21 + k1− k22 − k2)

тобто

(m2 − n2, 2mn, m2 − n2) = 2,

що суперечить тому факту, що d1 = 1. Аналогiчним чином розглядає-
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ться варiант, коли m i n парнi. Далi m ≥ n, оскiльки за умовою x ≥ 0.

Але m 6= n оскiльки цi числа рiзної парностi, тобто насправдi m > n.

Врахувавши розв’язок (1,0,1) отримаємо формули (1.5)

2. Розглянемо випадок d1 = 2.

В цьому випадку формула (1.6) набуде вигляду

x =
m2 − n2

2

y = mn

z =
m2 + n2

2

n > 0, (m, n) = 1, d1 = (m2 − n2, 2mn,m2 + n2) = 2.

(1.8)

Тут m i n непарнi, оскiлькi разної парностi вони бути не можуть,

оскiльки тодi б x i z набували б дробових значень, а одночасно бути

парними вони не можуть оскiльки тодi б мали d1 > 2. Нехай тодi

m = 2k1, n = 2k2, маємо

m2 − n2 = 4(k21 − k22)

2mn = 8k1k2

m2 + n2 = 4(k21 + k22),

тобто (m2 − n2,2mn,m2 + n2) ≥ 4. Що суперечить тому факту, що

d1 = 2. Покладемо
m+ n

2
= m,

m− n
2

= n

в формулах (1.8). Помiтимо, що (m,n) =

m+ n

2
,
m− n

2

 = 1, m >

n,m i n рiзної парностi.

Дiйсно, якщоm i n обидва непарнi, то з умовиm = 2k1+1, n = 2k2+1,

випливає, щоm+n = 4k1+2, m−n = 4k2+2. Абоm = 2(k1+k2)+2, n =
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4(k1 − k2), тобто обидва парнi. Це суперечть тому, що m i n обидва

непарнi. Також m i n не можуть бути парними в силу того, що тодi б

m i n були б також парними. Ми маємо

x = 2mn,

y = m2 − n2

z = m2 + n2

(1.9)

(m,n) = 1, m > n ≥ 0. m i n рiзної парностi.

Таким чином отримуємо формулу (1.4)

1.2 Розподiл примiтивних цiлих точок на

круговому конусi

Означення 1. Примiтивною цiлою точкою ми будемо називати будь-яку

точку з цiлими координатами x, y, z, для якої (x,y,z) = 1

Позначимо через A(h) кiлькiсть примiтивних точок, якi лежать на

поверхнi конуса

x2 + y2 − z2 = 0, де 0 < z ≤ h.

Теорема 3. При h→∞

A(h) =
4

π
h+O(

√
h).

Доведення. Доведення будується на загальновiдомiй лемi Гамбурга про

циклiчнi розширення.

Позначимо через M(h) кiлькiсть цiлих точок,якi мiстяться в серединi
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(i на межi, якщо такi iснують) четвертини круга

m2 + n2 ≤ h2, m ≥ 0, n ≥ 0з(m,n) = 1,

причому m i n рiзної парностi. Точку (1,0) будемо враховувати при пiдра-

хунку M(h), точку (0,0) будемо виключати.

Лема 3.

A(h) = 4M(h)− 4

Доведення. З формул (1.4) i (1.5) випливає, що кожнiй цiлiй точцi з коорди-

натамиm i n рiзної парностi з (m,n) = 1, m > n ≥ 0, яка належить 1/8 круга

m2+n2 ≤ h вiдповiдають двi рiзнi примiтивнi цiлi точки (x′, y′,z) i (x′′, y′′,z),

причому x′ = y′, x′′ = y′′, якi належать поверхнi конуса x2 + y2 − z2 = 0

в областi x ≥ 0, y ≥ 0, 0 < z ≤ h. Не складно побачити, що кожним двом

примiтивним точкам (x′, y′,z) i (x′′, y′′,z) вiдповiдає єдина цiла точка (m,n),

яка задоволняє вище зазаначеним умовам. Кiлькiсть таких цiлих точок,

враховуючи останнi умови дорiвнює
M(h)

2
.

Отже кiлькiсть примiтивних цiлих точок, якi належать поверхнi конуса

x2 + y2 − z2 = 0 в областi x,y ≥ 0, 0,z ≤ h дорiвнює

2
M(h)

2
= M(h)

Таким чином отримуємо твердження леми

A(h) = 4M(h)− 4

Лема 4. Позначимо через T (h) кiлькiсть цiлих точок, якi лежать в

четвертинi круга m2 + n2 ≤ h, m ≥ 0, n ≥ 0 з (m,n) = 1, точка (0,0)-



18

виключається. Тодi

T (h) = M (h) +M

h
2

− 1

Доведення. Очевидно, що (T (h) − M(h)) це кiлькiсть цiлих точок, якi

лежать в четвертинi круга

m2 + n2 ≤ h, m ≥ 0, n ≥ 0, (m,n) = 1

де m,n – непарнi.

Множину таких точок (m,n) позначимо через Nh. Кожнiй точцi, яка

входить у Nh ми можемо поставити у вiдповiднiсть точку з координатами

ξ =
m+ n

2
, η =

m− n
2

, якщо m > n

ξ =
m− n

2
, η =

m+ n

2
, якщо m < n

Якщоm = n, то єдина точка, яка входить доNh з умовою, що (m,n) = 1

буде (1,1). Будемо ставити їй у вiдповiднiсть одну точку (0,1)(замiсть двох

точок (0,1) i (1,0)).

1. m+ n

2

2

+

n−m
2

2

=
n2 +m2

2
.

таким чинома, точки (ξ, η) належать чвертi круга

ξ2 + η2 ≤
h

2
, ξ ≥ 0, η ≥ 0.

2. (ξ, η) = 1 оскiльки, якщо (
m+ n

2
,
m− n

2
) > 1 (або (

m− n
2

,
m+ n

2
) > 1),

то з цього випливало б, що (n,m) > 1
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3. Числа ξ i η рiзної парностi. Дiйсно, якщо б, наприклад

m+ n

2
= 2k1 + 1,

m− n
2

= 2k2 + 1,

то

m = 2(k1 + k2) + 2, n = 2(k1 − k2) + 2,

тобто (m,n) ≥ 2 (аналогiчно розглядається випадок, коли
m+ n

2
=

2k1 + 1,
n−m

2
= 2k2 + 1).

Навпаки, кожнiй цiлiй точцi з координатами рiзної парностiξ, η, (ξ, η) = 1,

яка належить четвертинi круга ξ2 + η2 ≤
h

2
ми поставимо у вiдповiднiсть

точку з координатами

m = ξ + η, n = ξ − η, ξ > η

m = η − ξ, n = ξ + η, η > ξ

(точкам (0,1) i (1,0) ставимо у вiдповiднiсть одну точку (1,1)). Очевидно,

що (m,n) = 1, m i n рiзної парностi i m2 + n2 ≤ h. Таким чином

T (h)−M(h) = M

h
2

− 1

Позначимо через T ∗(h) кiлькiсть цiлих точок, якi належать кругу

m2 + n2 ≤ h з (m,n) = 1 (не враховуючи точку (0,0)).

Лема 5.

T ∗(h) = 4T (h)− 4

Доведення. Дiйсно, оскiльки T (h) це кiлькiсть таких точок в четвертинi кру-

гаm2+n2 ≤ h, то T ∗(h) = 4T (h)−4 (оскiльки точки (0,1), (1,0), (−1,0), (0,−
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1) — кожна враховується двiчi).

Надамо тепер асимптотичну формулу для величини T ∗(h). Позначимо

за R(h) число цiлих точок в кругу m2 + n2 ≤ h, без урахування точки (0,0).

Лема 6. При h→∞
R(h) = πh+O(h1/3)

Лема 7. Нехай k > 1 i заданi системи

x′1,x
′
2, . . . , x

′
k;x

′′
1, x

′′
2, . . . , x

′′
k;x

(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
k

кожна з яких складається з цiлих чисел, якi не дорiвнюють одноча-

сно нулю. Нехай далi для цих систем однозначно визначена функцiя

f(x1,x2, . . . ,xk). Тодi

s′ =
∑

µ(d)sd,

де s′ означає суму значень f(x1,x2, . . . ,xk) поширену на системи взаємно

простих чисел, sd означає суму значень f(x1,x2, . . . ,xk) поширену на си-

стеми чисел, якi одночасно кратнi d. При цьому d набуває цiлих додатних

значень.

Лема 8. При h→∞

T ∗(h) =
6

π
h+O(h1/2)

Доведення. Розглянемо координати x1 i x2 цiлих точок областi x21 + x22 ≤ h

вiдмiнних вiд точки (0,0) i визначимо функцiю f(x1,x2) наступмним чином:

f(x1,x2) = 1, якщо, x21 + x22 ≤ h, (x1,x2) 6= (0,0).

s′ = T ∗(h), sd =
∑

x21+x
2
2≤h

d
∣∣(x1,x2)

f(x1,x2) =
∑

(
x1
d )2+(

x2
d )2≤ h

d2

1 = R

 h

d2

 ,
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T ∗(h) =

[
√
h]∑

d=1

µ(d)R

 h

d2


Або в силу вiдношення Леми 5

T ∗(h) =

[
√
h]∑

d=1

µ(d)

π h
d2

+O

h1/3
d2/3

 = πh

[
√
h]∑

d=1

µ(d)

d2
+

+O

[
√
h]∑

d=1

h1/3

d2/3

 = πh
∞∑
d=1

µ(d)

d2
+O

h ∞∑
[
√
h]+1

1

d2

+

+O

h1/2 ∫ √h
1

dx

x2/3

 =
6h

π
+O

h∫ ∞√
h

dx

x2

+O(h1/3h1/6) =

=
6

π
h+O

h 1
√
h

+O(h1/2) =
6

π
h+O(

√
h)

Лема 9.

T (h) =
3

2π
h+O(

√
h)

при h→∞

Лема 10. При h→∞

M(h) =
1

π
h+O(

√
h)

Доведення. Вже було встановлено, що

M(h) +M

h
2

 =
3

2π
h+O(

√
h).
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Визначимо число l з умови

1

2
<
h

2l
≤ 1, l =

 log h

log 2

+ 1

Вiзьмемо нерiвностi:

M(h) +M

h
2

 =
3

2π
h+O

(
h1/2

)

M

h
2

+M

h
4

 =
3

2π

h

2
+O

h1/2
21/2


M

h
4

+M

h
8

 =
3

2π

h

4
+O

h1/2
41/2


. . .

M

 h

2l−1

+M

 h

2l

 =
3

2π

h

2l−1
+O

 h1/2

2(l−1)/2


Помножив нерывностi з парними номерами на I i пiсля цього додаючи їх,

отримуємо

M(h)±M

 h

2l

 =
3

2π
h

1−
1

2
+

1

4
− . . .±

1

2l−1

+O(
√
h).

Але

1−
1

2
+

1

4
− . . .±

1

2l−1
=

2

3
+O

 1

2l

 =
2

3
+O

 1

2(log h)/(log 2)

 =
2

3
+O

1

h


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i за означенням M(
h

2l
) = 0(точку (0,0) ми не враховуємо).

M(A) =
3

2π
h

2

3
+O

1

h

+O(h1/2) =
1

π
h+O(h1/2)

Твердження леми випливає з рiвностi

A(h) = 4M(h)− 4.

Позначимо через A кiлкiсть всiх цiлих точок на конусi x2 + y2 = z2 в

областi 0 < z ≤ A. Доведемо наслiдок з попередньої теореми.

Наслiдок 1.

A(h) =
4

π
h lnh+O(h)

Доведення. Очевидно

A(h) = A(h) + A

h
2

+ A

h
3

+ . . .+ A

 h

[h]

 .

A(h) =
4

π

[h]∑
j=1

h

j
+O

 [h]∑
j=1

√
h
√
j

 =

=
4

π
h

[h]∑
j=1

1

j
+O(h) =

4

π
h lnh+O(h),
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РОЗДIЛ 2

РОЗПОДIЛ ПРИМIТИВНИХ ЦIЛИХ

ТОЧОК В СЕКТОРIАЛЬНIСТЬ ОБЛАСТI

НА ПОВЕРХНI КРУГОВОГО КОНУСА

Позначимо за A1(h, θ) кiлькiсть примiтивних цiлих точок (x,y), тобто

таких точок, що НСД(x,y) = 1, якi лежать на поверхнi конуса x2+y2−z2 = 0,

причому

0 < z ≤ h, 0 < arctg
y

x
≤ θ, 0 < θ < π.

Теорема 4. Для h→∞ маємо

T (h, θ) =
2θ

π2
h+O

(√
h log h

)
Доведення. Позначимо через T1(2h, φ) – кiлькiсть примiтивних точок на

конусi в секторi фiксованого розтину φ, 0 < φ <
π

2
, кола m2 + n2 ≤

2h, (m,n) = 1, m > 0, n > 0,m i n - непарнi.

T2(h, φ) – кiлькiсть цiлих точок в секторi розтину φ кола m2 + n2 ≤ h

з (m,n) = 1,

m - парне, n - непарне, m,n > 0 i аналогiчно A3(h, φ) з m - непарне, n -

парне. Зрозумiло, що A2(h,φ) = A3(h,φ).

Лема 11.

T (h, θ) = T1

2h,
θ

2

+ 2T2(h, θ)
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Доведення. Оскiльки в розглядуванiй областi y > 0, то формула (1.3) з

попереднього роздiлу за умови d1 = 1,2 набуде наступного вигляду
x = m2 − n2

y = 2mn

z = m2 + n2

(2.1)

(m,n) = 1, m > 0, n > 0,m − парне,n − непарне.
x = m2 − n2

y = 2mn

z = m2 + n2

(2.2)

(m,n) = 1, m > 0, n > 0,m − непарне,n − парне.
x =

m2 − n2

2

y = mn

z =
m2 + n2

2

(2.3)

(m,n) = 1, m > 0, n > 0,m,n − непарнi

З цих формул зрозумiло, що кожнiй цiлiй точцi з координатами m

i n з (m,n) = 1, m > 0, n > 0, яка належить сектору розтину φ круга

m2 + n2 ≤ h, якщо m i n рiзної парностi, i круга m2 + n2 ≤ 2h, якщо m i n

непарнi, вiдповiдає єдина примiтивна цiла точка, яка лежить на поверхнi

конуса x2 + y2 − z2 = 0 в секторiальнiй областi 0 < z ≤ h, θ = 2φ.

Дiйсно нехай (m′, n′) точка одного з вказаних видiв, якiй вiдповiдає

точка (x′,y′,z′). Тодi, оскiльки n′ > 0 i
m′

n′
= ctg φ
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ctg θ′ =
x′

y′
=

(m′)2 − (n′)2

2m′n′
=

(
m′

n′

)2 − 1

2m
′

n′

=
ctg2 φ′ − 1

2 ctg φ′
= ctg 2φ2,

Отже θ = 2φ

Навпаки, кожнiй примiтивнiй точцi, яка належить поверхнi конуса

x2 + y2 − z2 = 0 в областi 0 < z ≤ h, θ = 2φ, ми можемо поставити у

вiдповiднiсть єдину цiлу точку з координатами m i n з (m,n) = 1, m,n > 0,

яка належить сектору фiксованого розтину φ круга m2 + n2 ≤ h, якщо m i

n рiзної парностi i круга m2 + n2 ≤ 2h, якщо m i n непарнi. Дiйсно, нехай

(x′,y′,z′) така точка. Тодi її координати можна записати у виглядi (2.1) або

(2.2) або (2.3). Розглянемо перший випадок.
x = m2 − n2

y = 2mn

z = m2 + n2

(m,n) = 1, m > 0, n > 0,m − парне,n − непарне.

Оскiльки 0 < z ≤ h, θ = 2φ, то m2 + n2 ≤ h i

ctg 2φ′ =
ctg2 φ′ − 1

2 ctg φ′
=
x′

y′
=

(
m′

n′

)2 − 1

2m
′

n′

,

тобто
m′

n′
= ctg φ′.

Останнi два випадки доводяться аналогiчно.
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Обчислимо T1

2h,
θ

2

 i T2

2h,
θ

2



T1

2h,
θ

2

 =
∑

µ(d)
∑

m2+n2≤2h
d|m,d|n
m
n≤ctg

θ
2

1

Оскiльки m i n обидва непарнi, то d - непарне. Далi покладемо
m

d
=

m′,
n

d
= n′, помiтимо, що m′ = 2k1 + 1, n′ = 2k2 + 1, маємо

T1

2h,
θ

2

 =

O(h)∑
d=1

d 6≡0 (mod 2)

µ(d)
∑

(k1+
1
2 )

2+(k2+
1
2 )

2≤ h
2d2

k1
k2
≤ctg θ

2

1

Друга сума дорiвнює кiлькостi цiлих точок в секторi розтину
θ

2
з

центром в точцi

−1

2
,
1

2

 радiуса
1

d

√
h

2
. Позначимо цю суму за S θ

2

1

d

√
h

2

.

Тодi S θ
2

1

d

√
h

2

 =
θ

4

h

2d2
+O

√h
d

.

T1

2h,
θ

2

 =

O(
√
h)∑

d=1
d 6≡0 (mod 2)

µ(d)

θ
8

h

d2
+O

√h
d

 =

=
θh

8

∞∑
d=1

d6≡0 (mod 2)

µ(d)

d2
+O

h ∞∑
d=O(h)

1

d2

+O

√h O(
√
h)∑

d=1

1

d

 .
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T1

2h,
θ

2

 =
θh

8

∞∑
d=1

d 6≡0 (mod 2)

µ(d)

d2
+O(

√
h lnh), h→∞

Обчислимо
∑∞

d=1
d 6≡0 (mod 2)

µ(d)

d2
.

Вiдомо, що
∑∞

d=1

µ(d)

d2
=

6

π2

∞∑
d=1

µ(d)

d2
=

∞∑
d=1

d− непарне

µ(d)

d2
+

∞∑
d=2

d− непарне

µ(d)

d2
=

=
∞∑
d=1

d− непарне

µ(d)

d2
+
µ(2)

4

∞∑
d=1

d− непарне

µ(d)

d2
=

3

4

∞∑
d=1

d 6≡0 (mod 2)

µ(d)

d2

Отже тодi

T1

2h,
θ

2

 =
θh

8
·

8

π2
+O(

√
h lnh) =

θ

π2
h+O(

√
h lnh).

Аналогiчно обчислюємо значення для T2

h, θ
2

 i отримуємо

T2

h, θ
2

 =
θ

2π2
h+O

(√
h lnh

)
, h→∞

Далi застосовуючи формулу Леми 11 при h→∞ отримуємо

T (h, θ) =
2θ

π2
+O(

√
h lnh).

Тобто твердження Теореми 4
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2.1 Теореми про розподiл цiлих точок на

кроговому конусi.

Позначимо через F1(N) кiлькiсть цiлих точок, якi розташованi на

круговому конусi x2 + y2 = z2, в областi 0 ≤ z < N .

Теорема 5. При N →∞

F1(N) =
4

π
N lnN +BN +O

(
N 1/2e−c(lnN)3/5(ln lnN)−1/5

)
,

де B - стала, c > 0 - стала

Доведення. Позначимо через r(n) кiлькiсть уявлень натурального числа n

у вигляди суми двух квадратiв цiлих чисел, тодi

F1(N) =
∑
n≤N

r(n2)

Оскiльки функцiя
r(n)

4
мультиплiкативна, то i функцiя

r(n2)

4
мульти-

плiкативна. Введемо функцiю, яка визначена для Re(s) > 1, наступним

рядом

Φ(s) =
∞∑
n=1

r(n2)

ns

Для Φ(s) при Re(s) > 1 можливий розклад в ейлервський добуток.

Φ(s) = 4
∞∑
n=1

r(n2)
4

ns
=

= 4

1 +
r(22)

4 · 2s
+
r(24)

4 · 22s
+ . . .

 ∏
p≡1 (mod 4)

1 +
r(p2)

4 · ps
+
r(p4)

4 · p2s
+ . . .

×
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×
∏

p≡3 (mod 4)

1 +
r(p2)

4 · ps
+
r(p4)

4 · p2s
+ . . .


Застосовуючи вiдоме уявлення для r(k)

r(k) = 4
∑
d|k

d−непарне

(−1)(d−1)/2,

маємо

Φ(s) =

= 4

1 +
1

2s
+

1

22s
+ . . .

 ∏
p≡1 (mod 4)

1 +
3

ps
+

5

p2s
+ . . .

×

×
∏

p≡3 (mod 4)

1 +
1

ps
+

1

p2s
+ . . .


Далi

Φ(s) = 4
1

1− 1
2s

∏
p≡3 (mod 4)

1

1− 1
ps

∏
p≡1 (mod 4)

1 + 1
ps

(1− 1
ps )

2
=

= 4ζ(s)
∏

p≡1 (mod 4)

1 + 1
ps

1− 1
ps

= 4ζ(s)
1− 1

2s

1− 1
2s

∏
p≡3 (mod 4)

1− 1
ps

1− 1
ps

∏
p≡1 (mod 4)

1 + 1
ps

1− 1
ps

=

= 4ζ2(s)

(
1− 1

2s

) ∏
p≡3 (mod 4)

1−
1

ps

 ∏
p≡1 (mod 4)

1 +
1

ps

 =

= 4ζ2(s)
1 1
22s

1 + 1
2s

∏
p≡3 (mod 4)

(
1− 1

p2s

)
∏

p≡3 (mod 4)

(
1 + 1

ps

) ∏p≡1 (mod 4)

(
1− 1

p2s

)
∏

p≡1 (mod 4)

(
1 + 1

ps

) =

= 4ζ2(s)
L(s, χ4)(

1 + 1
2sζ(2s)

),
де L(s, χ4) - ряд Дирiхле з неголовним характером за модулем 4
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Отже

Φ(s) = 4
ζ2(s)

1 + 1
2s

L(s, χ4)

ζ(2s)
(2.4)

Запишемо генеруючу функцiю Φ(s) у виглядi

Φ(s) =
U(s)

ζ(2s)
, (2.5)

де

U(s) =
ζ(s)

1 + 1
2s

∞∑
n=1

r(n)

ns
=

1

1− 1
22s

∏
p>2

1

1− 1
ps

∞∑
n=1

r(n)

ns
. (2.6)

Позначимо

U(s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns
.

З формули (2.6) випливає, що коефiцiєнти f(n) ряда Дирiхле U(s)

невiд’ємнi.

Лема 12. При n→∞ справедлива наступна асимптотична формула

∑
n≤N

f(n) = A′N lnN +B′N +O(N θ lnK N), (2.7)

де A′ =
2π

3
, B′ - стала, K > 0 - стала, θ =

37

75
.

Доведення. Позначимо через d3(n) кiлькiсть уявлень натурального числа

n у виглядi

n = (x2 + y2)z,

де x i y цiлi числа, z натуральне число. Вiдома наступна формула:
1

2
< α <

2

3
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i δ > 0

∑
n≤N

d3(n) = πN lnN +BN+

+

3
√

2N 1/3

√
3π

∑
1≤n≤X

d3(n)

n2/3
sin (3

3
√

2(π(nN)1/3)) +O(N 1+δ−α ln2N),

де X =
N 3α−1

16π3
,B - деяка стала. Мета в тому, щоб отримати нетривiальну

оцiнку суми ∑ ∑
1≤(p2+q2)r≤X

r>0

∑ sin (3 3
√

2(π(nN)1/3))

((p2 + q2)r)2/3

Позначимо

apqr = sin (3
3
√

2(π(nN)1/3)).

Розглянемо тригонометричну суму

∑ ∑
1≤(p2+q2)r≤X

r>0

∑
a(p2+q2)r

Ми перетвориму цю суму так, щоб внутрiшнi сумування були довгими,

а зовнiшнi не превищували б
√
X.

S =
∑ ∑

1≤(p2+q2)r≤X
r>0

∑
a(p2+q2)r =

=
∑

1≤r≤X

4
∑

1≤p≤
√

X
2

ap2r + 8
∑ ∑

1≤p≤
√

X
2r

0≤q≤
√

X
r −p2

a(p2+q2)r − 4
∑ ∑

1≤p≤
√

X
2r

0≤q≤
√

X
2r

 =

= 4
∑
p≤
√
X

∑
r≤X

p2

ap2r + 8
∑

p≤
√

X
2

∑
q≤
√
X−p2

∑
r≤ X

p2+q2

a(p2+q2)r−
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−4
∑

p≤
√

X
2

∑
q≤
√

X
2

∑
r≤ X

p2+q2

a(p2+q2)r

Внутрiшнi суми оцiнюються методом Ван дер Корпута по третiй похi-

днiй. Маємо

∑
n≤X

ei3
3
√
2π(nN)1/3 = O((X31/42N 1/42 +X85/84N−1/42) lnK N).

Тодi

S = O((X15/14N 1/42 +X85/84N−1/42) lnK N)

Застосування перетворення Абеля дає нам в результатi

N 1/3
∑

1≤n≤X

d3(n)

n2/3
sin (3

3
√

2π(nN)1/3) =

= O((N (3α−1)/14+5/14 +N 29(+α−1)/84+13/42 +N 1+δ−α) lnK N).

Оберемо δ =
1

lnN
,α =

38

75
i отримаємо формулу для суми значень d3(n)

∑
n≤N

d3(n) = πN lnN +B
′
N +O(N θ lnK N), θ =

37

75
(2.8)

Тепер з формули (2.8) отримаємо формулу (2.7). Розглянемо функцiю

z(n) =


1, n = 1

0, не степiнь двiйки,

(−1)K , n = 2K

Ми маємо

f(n) =
∑
d|n

d3(n)z

n
d

 .
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Отже

∑
n≤N

f(n) =
∑ ∑

ml≤N

d3(m)z(l) =
∑
l≤N

z(l)
∑
m≤Nl

d3(m) =

= πN
∑
k≤ lnN

ln 2

(−1)k

2k
ln
N

2k
+B

′
N
∑
k≤ lnN

ln 2

(−1)k

2k
+

+O

N θ lnkN
∑
k≤ lnN

ln 2

1

2k

 =
2

3
πN lnN +B′N +O(N θ lnkN)

З формули (2.5) отримуємо

F1(N) =
∑
n≤N

r(n2) =
∑ ∑

d2n≤N

f(n)µ(d). (2.9)

Оберемо 0 < ε < 1. Суму в лiвiй частинi формули (2.9) розiб’ємо

вiдповiдно областям, як показано на Рис. 2.1. Позначимо

M(x) =
∑
n≤x

µ(n),

d

n

ε
√
N

ε−2

nd2 = N

Рис. 2.1:
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отримаємо

F1(N) =
∑

d≤ε
√
N

µ(d)
∑

ε−2≤n≤ N
d2

+
∑
n≤ε−2

f(n)M

N
n

 =

=
∑

d≤ε
√
N

µ(d)
∑
n≤ N

d2

f(n)−M(ε
√
N)

∑
n≤ε−2

f(n)

+

+O

∑
n≤ε−2

f(n)

∣∣∣∣∣∣∣M

√
N

n


∣∣∣∣∣∣∣
 .

Далi, використовуючи лему, отримуємо

F1(N) =
2π

3
N lnN

∑
d≤ε
√
N

µ(d)

d2
− 2B−′N

∑
d≤ε
√
N

µ(d) ln d

d2
+

+O

N θ
∑

d≤ε
√
N

1

d2θ

+O

|Mε
√
N |ε−2 ln

1

ε

+O

∑
n≤ε−2

f(n)

∣∣∣∣∣∣∣M

√
N

n


∣∣∣∣∣∣∣


Тепер використаємо оцiнку

M(x) = O
(
xe−c(lnx)

3/5(ln lnx)−1/5
)
.

Позначимо

δ(x) = e−c(lnx)
3/5(ln lnx)−1/5.

Застосовуя сумування Абеля, отримуємо

N lnN
∑

d≤ε
√
N

µ(d)

d2
= N lnN

 ∞∑
d=1

µ(d)

d2
−
∑

d>ε
√
N

µ(d)

d2

 =

=
b

π2
N lnN +O

(
ε−1N−1/2 lnNδ(ε

√
N)
)
.
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Далi

∑
n≤ε−2

f(n)

n1/2
= O

∫ ε−2

1

∑
r≤u f(r)

u3/2
du

+O

ε ∑
r≤ε−2

f(r)

 =

= O

ln
1

ε

∫ ε−2

1

du
√
u

+O

1

ε
ln

1

ε

 = O

1

ε
ln

1

ε


Наведемо ще один необхiдний результат

∑
d≤ε
√
N

µ(d) ln d

d2
=

∞∑
d=1

µ(d) ln d

d2
−
∑

d>ε
√
N

µ(d) ln d

d2
= B′′ −

∑
d>ε
√
N

µ(d) ln d

d2

Пiсля застосування перетворення Абеля отримаємо

∑
d>ε
√
N

µ(d) ln d

d2
= O

∫ ∞
ε
√
N

|M(u)| lnu
u3

du

+O

M(ε
√
N) ln (ε

√
N)

(ε
√
N)2

 .

В результатi отримуємо

N
∑

d>ε
√
N

µ(d) ln d

d2
= O

Nδ(ε√N)

∫ ∞
ε
√
N

lnu

u2
du

+

+O
(
ε−1 lnNN 1/2δ(ε

√
N)
)

= O(ε−1 lnNN 1/2δ(ε
√
N)).

Отже

F1(N) =
2

3
π

6

π2
N lnN +BN +O

(
ε−1 lnNN 1/2δ(ε

√
N)
)

+

+O(ε1−2θN 1/2) +O

ε−1 ln
1

ε
N 1/2δ(ε

√
N)

 ,
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тобто

F1(N) =
4

π
N lnN +BN +O

ε1−θ ln
1

ε
N 1/2 lnN

1 +
δ(ε
√
N)

ε2(1−θ)

 .

Вiзьмемо

ε = δ(
4
√
N)1/(2(1−θ)).

Ми маємо

1 +
δ(ε
√
N)

ε2(1−θ)
= 1 +

δ(eε
√
N)

δ( 4
√
N)

Оскiльки ε дає пониження степеня менше будь-якої степенi N , то
4
√
N ≤ ε

√
N (при досить великих N), а оскiльки δ(x) спадна функцiя, то

1 +
δ(ε
√
N)

ε2(1−θ)
≤ 2.

Ми отримуємо, що

F1(N) =
4

π
N lnN +BN +O(N 1/2e−c(lnN)3/5(ln lnN)−1/5 lnkN) =

=
4

π
N lnN +BN +O(N 1/2e−c(lnN)3/5(ln lnN)−1/5).

Теорему доведено.

Дослiдимо кiлькiсть цiлих точок на шарi конуса.
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Теорема 6. Нехай h < N . При h→∞

F1(N)− F1(N − h) =
4

π
(N lnN − (N − h) ln (N − h))+

+

O(h1/76N 37/76 lnkN), h ≥ N 113/151

O(N 75/151 lnkN), h ≤ N 113/151,

де k > 0 досить велика стала.

Доведення. З формули (2.9) отримуємо

F1(N)− F1(N − h) =
∑
N−h

∑
≤d2n≤N

µ(d)f(n).

Розглянемо два випадки окремо.

1. h ≥
N

2
.

Тодi

F1(N)− F1(N − h) =
∑
N−h

∑
≤d2n≤N

µ(d)f(n) =

∑
d≤
√
N

µ(d)

A′N
d2

ln
N

d2
+B′

N

d2
− A′

N − h
d2

ln
N − h
d2

−B′
N − h
d2

+

+O

∑
d≤
√
N

N
d2

θ

lnkN

 =

= (A′N lnN − A′(N − h) ln (N − h))
∑
d≤
√
N

µ(d)

d2
− 2A′h

∑
d≤
√
N

µ(d) ln d

d2
+

+B′h
∑
d≤
√
N

µ(d)

d2
+O(

√
lnkN) =
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=
6

π2
(A′N lnN − A′(N − h) ln (N − h))+

+O

(N lnN − (N − h) ln (N − h)))
∑
d≥
√
N

1

d2

+

+Bh+O

h ∑
d≥
√
N

ln d

d2

+O(
√
N lnkN) =

=
6

π2
A′(N lnN − (N − h) ln (N − h)) +Bh+O

h lnN
√
N

+O(
√
N lnkN) =

=
6

π2
A′(N lnN − (N − h) ln (N − h)) +Bh+O(

√
N lnkN)

через те, що h ≥
N

2
. Оскiльки h � N , то остачу можна записати у

виглядi

O(h1/76N 37/76 lnkN).

2. h <
N

2
.

Оберемо 0 < ε < 1 i область N − h < d2n ≤ N розiб’ємо на три

частини, як це показано на Рис. 2.2. Ми маємо

d

n

ε
√
N

ε−2

O(ε
√
N)

ε−2(1− h
N ) nd2 = N

nd2 = N − h

Рис. 2.2:
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F1(N)− F1(N − h) =
∑

N≤ε−2(1− h
N )

f(n)
∑

√
m−h
n ≤d≤

√
N
n

µ(d)+

+O

 ∑
ε−2(1− h

N≤n≤ε−2)

∑
ε
√
N≤d≤O(ε

√
N)

1

+
∑

d>ε
√
N

µ(d)
∑

N−h
d2
≤n≤ N

d2

f(n).

Звiдки отримуємо

F1(N)− F1(N − h) =
∑

d≤ε
√
N

µ(d)

d2

A′N lnN − A′(N − h) ln
N − h
d2

+B′h

+

+O

N θ lnkN
∑

d≤ε
√
N

1

d2θ

+O

(
√
N −

√
N − h)

∑
n≤ε

f(n)
√
n

+

+O

ε−2 h
N
ε
√
N lnN

+O(ε−2 ln
1

ε
) +O

(
ε−2θ lnkNε

√
N
)

Поточнимо результат

∑
d≤ε
√
N

µ(d)

d2

A′N ln
N

d2
− A′(N − h) ln

N − h
d2

+B′h

 =

= A′ (N lnN − (N − h) ln (N − h))
∑

d≤ε
√
N

µ(d)

d2
− 2A′h

∑
d≤ε
√
N

µ(d) ln d

d2
+

B′h
∑

d≤ε
√
N

µ(d)

d2
=

6

π2
A′ (N lnN − (N − h) ln (N − h)) +

+O

1

ε
h lnN

1
√
N

+Bh+O

1

ε

h lnN
√
N

 =

=
6

π2
A′ (N lnN − (N − h) ln (N − h)) +Bh+O

 h

ε
√
N

lnN


Зауважимо, що стала B тут така ж сама, що i в першому випадку.
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Далi

N θ
∑

d≤ε
√
N

1

d2θ
= O(ε1−2θN 1/2),

(
√
N −

√
N − h)

∑
n≤ε
√
N

f(n)
√
n

= O

 h
√
N

∑
n≤ε−2

f(n)
√
n

 .

Виконуємо сумування по частинах

∑
n≤ε−2

f(n)
√
n

= Ø

∫ ε−2

1

∑
n≤u f(u)

u3/2
du

+O

∑n<ε−2 f(n)

ε−1

 =

= O

 1

ε2
ln

1

ε

 .

Таким чином,

F1(N)− F1(N − h) =
6

π2
A′(N lnN − (N − h) ln (N − h)) +Bh+

+O

 h

ε
√
N

lnN

+O
(
ε1−2θN 1/2 lnkN

)
+O

1

ε

h
√
N

ln
1

ε

+O

 1

ε2
ln

1

ε

 .

Якшо hgeqN (2−θ)/(3−2θ), то оберемо

1

ε
=

N
n

1/(2(1−θ))

.

Ми отримуємо

F1(N)− F1(N − h) =
6

π2
A′(N lnN − (N − h) ln (N − h)) +Bh+

+O


 h

N

1−1/(2(1−θ))

N 1/2 lnkN

 .
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Якщо h ≤ N (2−θ)/(3−2θ, то оберемо

1

ε
= N 1/(2(3−2θ))

Ми маємо

F1(N)− F1(N − h) =
6

π2
A′(N lnN − (N − h) ln (N − h)) +Bh+

+O(N 1/(3−2θ) lnkN).

Покладемо h = N − 1

F1(N) = A′
6

π2
N lnN +BN +O(N 1/2 lnkN).

A′
6

π2
N lnN +BN є лишком функцiї Φ(s) в точцi s = 1, що дозволяє

знайти A′
6

π2
i B.

Ми отримуємо

F1(N)− F1(N − h) =
4

π
(N lnN − (N − h) ln (N − h))+

+

O(h1/76N 37/76 lnkN), h ≥ N 113/151

O(N 75/151 lnkN), h ≤ N 113/151,
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ВИСНОВКИ

В роботi була дослiджена проблема розподiлу цiлих точок на круговому

конусi i розглянутий метод отримання вiдповiдних асимптотичних оцiнок

для числа цiлих точок кругового конусу та на окремому його шарi. Також

було розглянуто питання про розподiл примiтивних цiлих точок на кругово-

му конусi та отримання асимптотичної оцiнки для числа примiтивних цiлих

точок в секторiальнiй поверхнi кругового конусу.
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