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Вступ

В роботі вивчаються диференціальні властивості максимальних фун-
кцій Гарді — Літлвуда.

Актуальність теми.Максимальна функціяMf вперше була розгляну-
та в одновимірному випадку в роботі Гарді та Літлвуда 1930 року. В 1939
році у роботі Вінера ця функція була узагальнена на багатовимірний випа-
док. Наразі різні варіації максимальної функції мають численні застосування
в різних розділах математики: теорії функцій, теорії операторів, гармонічно-
му аналізі, тощо.

У середині 1930-х років Сергій Львович Соболєв представив деякі фун-
кціональні простори, які стали дуже важливими для розвитку диференціаль-
них рівнянь в частинних похідних, головним чином тих, що стосуються меха-
ніки неперервних середовищ та фізики. Ці простори зараз називаються про-
сторами Соболєва і застосовуються в диференціальних рівняннях в частин-
них похідних, математичній фізиці, гармонічному аналізі, теорії узагальне-
них функцій, тощо.

Мета та завдання роботи.Метою роботи є вивчення властивостей рі-
зних варіантів максимальної функції Гарді — Літлвуда, пов’язаних з непе-
рервністю та диференційовністю. Досягненнюмети сприяють наступнi основ-
нi задачi магістерської роботи:

1) навести достатні умови неперервності максимальної функції та побу-
дувати приклади, які показують, що ці умови не є необхідними;

2) навести критерій неперервності максимальної функції та побудувати
приклади, що ілюструють і пояснюють умови цього критерію;

3) охарактеризувати поведінку максимальної функції в точках розриву та
навести відповідні приклади;

4) дослідити поведінку максимальної функції в просторі функцій з обме-
женою варіацією та побудувати відповідні приклади;

5) довести теореми про обмеженість максимального оператора в просто-
рах Соболєва та побудувати приклади, що ілюструють доведені теоре-
ми.
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Структура роботи.Магістерська робота, загальним обсягом 52 сторін-
ки, складається з вступу, трьох розділів, які поділяються на підрозділи, ви-
сновків, списку використаних джерел, що містить 7 найменувань.

У першому розділі наведено основні результати, які знадобляться у
подальшому.

У другому розділі наведені достатні умови неперервності максималь-
ної функції та побудувані приклади, які показують, що ці умови не є необ-
хідними; доведені критерії неперервності центрованої та нецентрованої ма-
ксимальних функцій. Доведена теорема про характер точок розриву макси-
мальної функції, розглянута поведінка максимальної функції у точках роз-
риву, доведені достатні умови неперервності максимальної функції в одній
точці в термінах функцій з обмеженою варіацією.

У третьому розділі сформульовано визначення просторуСоболєваW 1,p,
розглянуті основні його властивості, наведені приклади. Доведена теорема
про неперервність односторонніх максимальних функцій Гарді — Літлвуда
у просторі W 1,1(R), доведені теореми про обмеженість максимального опе-
ратору в просторах СоболєваW 1,p.
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РОЗДІЛ 1

Означення і попередні результати

1.1 Властивості інтеграла Лебега і максимальна функція

Нагадаємо деякі основні поняття та результати, що знадобляться для
подальшого викладу.

Означення 1.1. Bимірна за Лебегом на множині E ⊆ Rn функція f називає-
ться локально сумовною на E та позначається f ∈ Lloc(E), якщо f сумовна
на всіх компактних підмножинах E.

Означення 1.2. Нехай функція f ∈ Lloc(Rn). Її нецентрованаMf та центро-
вана Mcf максимальні функції Гарді — Літлвуда визначаються наступним
чином

Mf(x) = sup
B∋x

(
1

|B|

∫
B

|f(y)| dy
)
,

Mcf(x) = sup
r>0

(
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy
)
,

де B(x, r)— куля радіуса r з центром в точці x, а |B(x,r)|— її міра.

Між центрованою та нецентрованою максимальними функціями Гарді
— Літлвуда для всіх x ∈ Rn виконується наступне очевидне співвідношення:

Mcf(x) ⩽ Mf(x) ⩽ 2nMcf(x). (1.1)

Елементарні властивості Mf сформульовані у наступній теоремі, яку
ми наводимо без доведення.

Теорема 1.1. ОператорMf має наступні властивості:

1) Mf(x) ⩾ 0 для будь-яких f ∈ Lloc (Rn) ;

2) субадитивність: для будь-яких f1, f2 ∈ Lloc (Rn)

M (f1 + f2) (x) ⩽ M(f1)(x) +M(f2)(x);
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3) додатна однорідність: M(λf) = |λ|Mf для будь-яких f ∈ Lloc (Rn)

та λ ∈ R.

Нагадаємо, що функція f називається напівнеперервною знизу на R,
якщо множина {x ∈ Rn : f(x) > λ} відкрита для будь-якого λ (див. [1, p. 229,
Означення 5.5.1]).

В наступній лемі показано, що максимальні функції напівнеперервні
знизу.

Лема 1.1. Нехай f ∈ L1
loc(Rn). Тоді функціїMf іMcf напівнеперервні знизу.

Доведення. Доведемо лему спочатку для функції Mf . Оскільки Mf(x) ⩾ 0

для всіх x ∈ R, то достатньо показати, що множина

Eλ = {x ∈ Rn : Mf(x) > λ}

відкрита для будь-якого λ ⩾ 0. Нехай x ∈ Eλ. Потрібно показати, що існує
така куля Bx, що x ∈ Bx ⊆ Eλ. Оскільки x ∈ Eλ, тоMf(x) > λ і, отже, існує
така куля B0, що x ∈ B0 і

Mf(x) = sup
B∋x

(
1

|B|

∫
B

|f(y)| dy
)

⩾ 1

|B0|

∫
B0

|f(t)| dt > λ.

Покладемо Bx = B0. Тоді для будь-якого z ∈ Bx маємо

Mf(z) = sup
B∋z

(
1

|B|

∫
B

|f(y)| dy
)

⩾ 1

|Bx|

∫
Bx

|f(t)| dt > λ.

Це означає, що Bx ⊆ Eλ. Таким чином,Mf напівнеперервні знизу.

Покажемо тепер, щоMcf напівнеперервні знизу. ОскількиMcf(x) ⩾ 0

для всіх x ∈ R, то достатньо показати, що множина

Eλ = {x ∈ Rn : Mcf(x) > λ}

відкрита для будь-якого λ ⩾ 0. Нехай x ∈ Eλ. Потрібно показати, що існує
така куля Bx = B(x, rx), що Bx ⊆ Eλ. Оскільки x ∈ Eλ, то Mcf(x) > λ і,
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отже, існує таке r > 0, що

Mf(x) ⩾ 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy > λ.

Оберемо r1 > r так, щоб виконувалося

Mf(x) ≥ 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy >
1

|B(x, r1)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy > λ.

Покладемо rx = r1 − r > 0 і покажемо, що Bx = B(x, rx) ⊆ Eλ.

Нехай z ∈ Bx. Тоді виконується нерівність |z − x| < rx = r1 − r. Пока-
жемо, що B(x, r) ⊂ B(z, r1). Справді, нехай y ∈ B(x, r). Тоді

|y − z| ⩽ |y − x|+ |x− z| < r + (r1 − r) = r1

і, таким чином, y ∈ B(z, r1). Звідси випливає, що B(x, r) ⊂ B(z, r1) і

Mf(z) = sup
r>0

(
1

|B(z, r)|

∫
B(z,r)

|f(y)| dy
)

⩾ 1

|B(z, r1)|

∫
B(z,r1)

|f(y)| dy

>
1

|B(x, r1)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy > λ.

Таким чином, Bx ⊆ Eλ і лема доведена повністю.

Відома теорема Гарді, Літлвуда і Вінера, доведення якої можна знайти
у [6, с. 15], стверджує наступне:

Теорема 1.2 (Максимальна теорема). Якщо f ∈ Lp (Rn), де 1 < p ⩽ ∞, то
Mf також належить Lp (Rn) та виконується нерівність

∥Mf∥p ⩽ Cp∥f∥p, (1.2)

де Cp — константа, що залежить тільки від p та від розмірності n. Якщо
f ∈ L1 (Rn), то для будь-якого α > 0

|{x ∈ Rn : Mf(x) > α}| ⩽ C

α

∫
Rn

|f(x)| dx,

де константа C залежить тільки від розмірності n.
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Зауваження 1.1. Важливо зазначити, що теорема 1.2 справедлива також і для
центрованої максимальної функції завдяки нерівності (1.1).

Означення 1.3. Нехай функція f ∈ Lloc(R). Тоді її лівостороння та право-
стороння максимальні функції Гарді — Літлвуда визначаються наступним
чином:

Mlf(x) = sup
s>0

(
1

s

∫ x

x−s

|f(y)| dy
)
,

Mrf(x) = sup
t>0

(
1

t

∫ x+t

x

|f(y)| dy
)
.

Для односторонніх максимальних функцій справедливо наступне спів-
відношення.

Твердження 1.1. Нехай f ∈ L1
loc(R). Тоді

Mf(x) = max {Mlf(x),Mrf(x)} .

Доведення. З одного боку, маємо очевидні нерівності

Mlf(x) ⩽ Mf(x) іMrf(x) ⩽ Mf(x),

з яких випливає, що Mf(x) ⩾ max {Mlf(x),Mrf(x)}. З іншого боку, для s,
t > 0 маємо

1

s+ t

∫ x+t

x−s

|f(y)|dy =
s

s+ t
· 1
s

∫ x

x−s

|f(y)|dy + t

s+ t
· 1
t

∫ x+t

x

|f(y)|dy

⩽ s

s+ t
Mlf(x) +

t

s+ t
Mrf(x)

⩽ max {Mlf(x),Mrf(x)} ,

звідки випливає, щоMf(x) ⩽ max {Mlf(x),Mrf(x)}. Отже,

Mf(x) = max {Mlf(x),Mrf(x)} .

Більш детально деякі властивості односторонніх максимальних фун-
кцій буде розглянуто у розділі 3.
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В подальшому нам знадобиться наступна теорема, доведення якої мо-
жна знайти у [3, с. 95].

Теорема 1.3 (Теорема Лебега про диференціювання інтегралів). Для будь-
якої локально інтегровної функції f на Rn справедлива наступна рівність

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y) dy = f(x)

для майже всіх x ∈ Rn.

Зауваження 1.2. Одне із перших і важливих застосувань максимальної фун-
кції Гарді — Літлвуда полягало саме в доведенні теореми 1.3.

1.2 Згортка та слабка похідна

Далі сформулюємо ряд визначень та результатів, на які будуть опира-
тися доведення теорем у наступних розділах.

Означення 1.4. Згорткою функцій u і v називається наступна функція

(u ∗ v)(x) =
∫
Rn

u(x− y)v(y) dy.

Означення 1.5. Функція f : Ω → R називається ліпшицевою, якщо існує така
стала C, що нерівність

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|

виконується для всіх x, y ∈ Ω. Найменша з таких сталих C називається ста-
лою Ліпшиця для функції f на Ω. Функція f називається локально ліпшице-
вою, якщо вона є ліпшицевою на кожному компактіK ⊂ Ω.

Означення 1.6. Нехай функцій f визначена в області Ω і

supp f = {x ∈ Ω: f(x) ̸= 0}.
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Якщо supp f ⊂ Ω, то кажуть, що функція f має компактний носій в Ω. Якщо
функція нескінченно диференційовна і має компактний носій в Ω, то будемо
писати f ∈ C∞

0 (Ω). Елементи простору C∞
0 (Ω) називають тестовими функці-

ями.

Приклад 1.1. Функція

f(x) =

e−
1

4−x2 , якщо x ∈ (−2; 2),

0, якщо x /∈ (−2; 2)

має компактний носій, supp f = [−2; 2], і є нескінченно диференційовною на
R, тобто f ∈ C∞

0 (R). Графік f(x) показано на рисунку 1.

−4 −2 2 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

f(x)

Рис. 1

Означення 1.7. Вектор α = (α1, α2, . . . , αn), де αi — невід’ємні цілі числа,
називається мультиіндексом. Довжиною |α| мультиіндекса α називається

|α| = α1 + α2 + . . .+ αn =
n∑

i=1

αi.

Якщо x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, то позначимо

xα = xα1
1 xα2

2 . . . xαn
n
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та
Dαf =

∂|α|f

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n
.

Означення 1.8. Нехай область Ω ⊆ Rn, f ∈ L1
loc(Ω) та α — мультиіндекс.

Якщо для кожної функції φ ∈ C∞
0 (Ω) виконується рівність∫

Ω

f(x)Dαφ(x) dx = (−1)|α|
∫
Ω

φ(x)v(x) dx,

то функцію v ∈ L1
loc(Ω) називають слабкою похідною функції f порядку α і

позначають v = Dαf = fα. У одновимірному випадку, коли α = 1 будемо
писати D1f = Df .

Зауваження 1.3. Зазначимо, що якщо функція диференційовна, то вона має
слабку похідну, яка дорівнює звичайній похідній. Проте існують функції, які
мають слабку похідну, але не диференційовні в звичайному сенсі.

Розглянемо деякі приклади знаходження слабкої похідної.

Приклад 1.2. Знайти слабку похідну функції u(x) = |x| на R.

Розв’язання. Нехай φ ∈ C∞
0 (R). Тоді ми маємо∫ ∞

−∞
u(x)φ′(x)dx =

∫ ∞

−∞
|x|φ′(x)dx

=

∫ 0

−∞
(−x)φ′(x)dx+

∫ ∞

0

xφ′(x)dx.

Інтегруючи частинами інтеграли справа, отримаємо∫ ∞

−∞
|x|φ′(x)dx = − xφ(x)|0−∞ +

∫ 0

−∞
φ(x)dx+ xφ|∞0 −

∫ ∞

0

φ(x)dx

=

∫ 0

−∞
φ(x) dx−

∫ ∞

0

φ(x) dx = −
∫ ∞

−∞
signx · φ(x) dx.

У результаті слабка похідна u(x) = |x| має вигляд

Du(x) = signx.
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Приклад 1.3. Знайти слабку похідну функції1 + x, якщо 1 < x ≤ 0,

1− x, якщо 0 < x < 1,

якщо Ω = (−1,1).

Ров’язання. Нехай φ ∈ C∞
0 (−1,1). Тоді∫ 1

−1

uDφdx =

∫ 0

−1

uDφdx+

∫ 1

0

uDφdx

=

∫ 0

−1

(1 + x)Dφdx+

∫ 1

0

(1− x)Dφdx

= [(1 + x)φ]|0−1 −
∫ 0

−1

φdx+ [(1− x)φ]|10 −
∫ 1

0

(−1)φdx

= −
∫ 0

−1

φdx−
∫ 1

0

(−1)φdx = −
∫ 1

−1

vφ dx.

Таким чином, маємо

Du(x) =

1, якщо x ∈ (−1,0],

−1, якщо x ∈ (0,1).

Приклад 1.4. Знайти слабку похідну функції u(x) =
√

|x|.

Розв’язання. Нехай φ ∈ C∞
0 (R). Тоді∫ ∞

−∞
uφ′dx =

∫ ∞

−∞

√
|x|φ′dx

=

∫ 0

−∞

√
−xφ′ dx+

∫ ∞

0

√
xφ′ dx.

Використовуємо метод інтегрування частинами для вищезазначеного виразу
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(тобто, якщо
√
x = U , φ′ dx = dV , то dx

2
√
x
= dU , φ = V ) і отримуємо

∫ ∞

−∞

√
|x|φ′ dx =

√
−xφ|0−∞ +

∫ 0

−∞

φdx

2
√
−x

+
√
xφ|∞0 −

∫ ∞

0

φdx

2
√
x

=

∫ 0

−∞

φdx

2
√
−x

−
∫ ∞

0

φdx

2
√
x

= −
(
−
∫ 0

−∞

φdx

2
√
−x

−
∫ ∞

0

φdx

2
√
x

)
= −

(∫ 0

−∞

φ signx dx
2
√
−x

−
∫ ∞

0

φ signx dx
2
√
x

)
= −

∫ ∞

−∞

φ signx dx
2
√

|x|
.

Таким чином,
Du(x) =

signx
2
√
|x|

.

Зазначимо, що із означення слабкої похідної не випливає, що вона існує
для будь-якої функції. Наведемо приклад функції, яка не має слабкої похідної.

Приклад 1.5. Показати, що функція

u(x) =

1, якщо x ⩾ 0,

0, якщо x < 0

не має слабкої похідної.

Розв’язання. Припустимо, що існує функція v ∈ L1
loc(R) така, що для будь-

якої φ ∈ C∞
0 (R) справедлива рівність∫ ∞

−∞
u(x)φ′(x) dx = −

∫ ∞

−∞
v(x)φ(x) dx.

Перетворимо ліву частину попередньої рівності та отримаємо∫ ∞

−∞
u(x)φ′(x) dx =

∫ ∞

0

u(x)φ′(x) dx =

∫ ∞

0

φ′(x) dx = −φ(0),
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а звідси випливає, що ∫ ∞

0

v(x)φ(x) dx = φ(0).

Із абсолютної неперервності інтеграла Лебега випливає, що

lim
r→+0

∫ r

−r

|v(x)| dx = 0.

Звідси випливає, що існує таке δ > 0, що∫ δ

−δ

|v(x)| dx ≤ 1

2
.

Нехай функція v ∈ C∞(R) така, що supp v ⊂ [−δ, δ] та max v = v(0) = 1. Тоді

1 = v(0) =

∫ +∞

0

v(x)φ(x) dx =

∫ δ

−δ

v(x)φ(x) dx ≤ max v
∫ δ

−δ

|v(x)| dx ≤ 1

2
.

Отримали суперечність. Таким чином, функція u не має слабкої похідної.

Наступна лема присвячена питанню існування слабкої похідної у інте-
грала зі змінною границею інтегрування.

Лема 1.2. Нехай f ∈ L(R) і

F (x) =

∫ x

−∞
f(y) dy.

Тоді DF = f .

Доведення. Оскількифункція f(t)φ′(x) належитьL1(R2), то, за теоремоюФу-
біні,

I =

∫ +∞

−∞
F (x)φ′(x) dx =

∫ +∞

−∞

(∫ x

−∞
f(t)φ′(x) dt

)
dx

=

∫ +∞

−∞
f(t)

(∫ ∞

t

φ′(x) dx

)
dt = −

∫ +∞

−∞
f(t)φ(t) dt,

звідки і випливає потрібна нам рівність.
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РОЗДІЛ 2

Неперервність та максимальна функція

У цьому розділі ми вивчимо питання неперервності максимальної фун-
кції і отримаємо умови, за яких максимальна функція неперервна.

2.1 Умови неперервності максимальних функцій

Почнемо цей розділ із простої теореми, що дає нам достатню умову
неперервності максимальної функції.

Теорема 2.1. Якщо 1 < p < ∞ та f ∈ C(Rn) ∩ Lp(Rn), тоMf ∈ C(Rn).

Доведення. Дійсно, якщо x, h ∈ Rn та ε > 0, то існує таке rε < ∞, що спра-
ведлива нерівність

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|fh(y)− f(y)| dy ≤
(

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|fh(y)− f(y)|p dy

)1/p

≤
∥fh − f∥p
|B(x, r)|p

≤ 2∥f∥p
|B(x, r)|p

< ε,

коли r > rε, де fh(x) = f(x + h). З іншої сторони, якщо 0 < r ≤ rε, то існує
таке δ > 0, що

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|fh(y)− f(y)| dy ≤ sup
B(x,rε)

|fh − f | < ε,

коли |h| < δ. Звідси випливає, щоM(fh − f)(x) ≤ ε для |h| < δ та

|(Mf)h(x)−Mf(x)| ≤ M (fh − f) (x) ≤ ε,

коли |h| < δ. А це свідчить про те, щоMf неперервна в точці x.

В попередній теоремі показано, що з неперервності функції з додатко-
вою умовою належності до простору Lp(Rn) випливає неперервність макси-
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мальної функції. Цей результат буде посилено в теоремі 2.4.

Наступна теорема — це критерій неперервності максимальної функції.

Теорема 2.2. Нехай f ∈ L1
loc (Rn)таMf(a) < ∞. Нецентрована максималь-

на функція Гарді — ЛітлвудаMf є неперервною в точці a ∈ Rn тоді і лише
тоді, коли існує функція f̃ така, що:

f̃(x) = f(x) (2.1)

майже всюди на Rn, та

lim sup
x→a

|f̃(x)| ≤ Mf(a). (2.2)

Доведення. Спочатку доведемо необхідність. Покажемо, що функція

f̃(x) =

Mf(x), якщо |f(x)| > Mf(x),

f(x), якщо |f(x)| ≤ Mf(x)
(2.3)

задовольняє умови теореми.

За умовою теореми f ∈ L1
loc (Rn). Тоді, згідно з теоремою Лебега про

диференціювання інтегралів, майже кожна точка x ∈ Rn є точкою Лебега для
функції f , і, отже, маємо наступну рівність:

|f(x)| = lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy.

Звідки отримуємо, що
|f(x)| ≤ Mf(x).

З визначення функції f̃ випливає, що f̃ = f майже всюди і

|f̃(x)| ≤ Mf(x)

для всіх x ∈ Rn. ЯкщоMf є неперервною в точці a, то приходимо до виснов-
ку, що

lim sup
x→a

|f̃(x)| ≤ lim sup
x→a

Mf(x) = Mf(a).
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Необхідність доведена.

Доведемо достатність від супротивного. Припустимо, що Mf не є не-
перервною в точці a. Тоді можливий один з наступних випадків:

1) Існує константа α > 0 така, що

lim inf
x→a

Mf(x) ≤ Mf(a)− α.

2) Існує константа β > 0 така, що

lim sup
x→a

Mf(x) > Mf(a) + β. (2.4)

За лемою 1.1 функція Mf є напівнеперервною знизу і тому перша ситуація
неможлива. Отже, достатньо довести, що випадок 2) також неможливий. Ця
ситуація еквівалентна наступній: існує послідовність {xk}∞k=1 та β > 0 такі,
що xk → a та

Mf (xk) > Mf(a) + β.

Із (2.1) і (2.2) випливає, що для кожного xk існує така куляBk = B(yk, rk), що
xk ∈ Bk і

Mf(a) + β < Mf (xk) <
1

|Bk|

∫
Bk

|f(y)| dy + β

2

=
1

|Bk|

∫
Bk

|f̃(y)| dy + β

2
, (2.5)

тобто
Mf(a) +

β

2
<

1

|Bk|

∫
Bk

|f̃(y)| dy. (2.6)

Якщо ми покажемо, що
lim
k→∞

rk = 0, (2.7)

то отримаємо, що для кулі Bk існує така точка x̄k ∈ Bk, що∣∣∣f̃ (x̄k)
∣∣∣ ⩾ 1

|Bk|

∫
Bk

|f̃(y)| dy > Mf(a) +
β

2
. (2.8)

Звідси випливає, що

|x̄k − a| ≤ |x̄k − xk|+ |xk − a| ≤ 2rk + |xk − a| . (2.9)
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Оскільки rk → 0 і xk → a, то з (2.9) випливає, що x̄k → a. Із нерівності (2.8)
випливає, що

lim sup
k→∞

∣∣∣f̃ (x̄k)
∣∣∣ > Mf(a) +

β

2
. (2.10)

Отримали, що нерівність (2.10) суперечить нерівності (2.2).

Залишилося довести, що (2.7) виконується. Якщо (2.7) не виконується,
тобто rk не прямує до 0, коли k → ∞, то

lim sup
k→∞

rk > 0. (2.11)

Звідси випливає, що можна побудувати таку підпослідовність, позначимо її
також як {rk} для ясності, що

lim
k→∞

rk = c ∈ (0,∞]. (2.12)

Нехай x̂k буде центромBk та ρk = rk+|xk − a|. Тоді ми легко можемо сказати,
що a ∈ B (x̂k, ρk). З нерівності (2.6) випливає, що

Mf(a) ⩾ 1

|B (x̂k, ρk)|

∫
B(x̂k,ρk)

|f̃(y)|dy ⩾ |Bk|
|B (x̂k, ρk)|

1

|Bk|

∫
Bk

|f̃(y)|dy

⩾ |Bk|
|B (x̂k, ρk)|

(
Mf(a) +

β

2

)
,

що призводить до суперечності, оскільки

lim
k→∞

|Bk|
|B (x̂k, ρk)|

= lim
k→∞

cnr
n
k

cn (rk + |xk − a|)n
= 1,

коли xk → a, та виконується (2.12). Звідси випливає, що нерівність (2.11) не
може виконуватися і теорема доведена.

Аналогічний результат можна отримати і для центрованої наксималь-
ної функції.

Теорема 2.3. Нехай f ∈ L1
loc (Rn)таMcf(a) < ∞. Центрована максимальна

функція Гарді — Літлвуда Mcf є неперервною в точці a ∈ Rn тоді і лише
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тоді, коли існує функція f̃ така, що:

f̃(x) = f(x)

майже всюди на Rn, та

lim sup
x→a

|f̃(x)| ≤ Mcf(a).

Далі, використовуючи теореми 2.2 та 2.5, отримуємо просту достатню
умову неперервності нецентрованої та центрованої максимальних функцій.
Ця теорема є посиленням результату теореми 2.1.

Теорема 2.4. Нехай функція g ∈ L1
loc (Rn) та неперервна в точці a. Якщо

f(x) = g(x) майже всюди для x ∈ Rn, тоMf іMcf неперервні в точці a.

Доведення. Оберемо f̃ = g. Тоді ми отримуємо, що

lim sup
x→a

|f̃(x)| = |f̃(a)| ≤ Mcf(a) ≤ Mf(a).

Застосовуючи до f теорему 2.2 дляMf або теорему 2.3 дляMcf , отримаємо,
щоMf таMcf неперервні в точці a.

Зараз ми побудуємо приклади, які ілюструють поведінку максимальних
функцій в простих випадках і, зокрема, показують, що неперервність функції
не є необхідною умовою для неперервності її максимальних функцій.

Приклад 2.1. Знайти центровану, нецентровану, правосторонню та лівосто-
ронню максимальні функції для функції f(x) = χ[0;∞)(x) та дослідити їх на
неперервність.

Розв’язання. Легко бачити, щоMf(x) = 1. Дійсно, по-перше, для будь-якого
x ∈ R, маємо

Mf(x) = sup
[a;b]∋x

(
1

b− a

∫ b

a

f(y) dy

)
⩽ sup

[a;b]∋x

(
1

b− a

∫ b

a

dy

)
= 1.
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З іншої сторони, якщо x ⩾ 0, то

Mf(x) = sup
[a;b]∋x

(
1

b− a

∫ b

a

f(y) dy

)
⩾ sup

b>x

(
1

b

∫ b

0

f(y) dy

)
= 1.

Якщо ж x < 0, то

Mf(x) = sup
[a;b]∋x

(
1

b− a

∫ b

a

f(y) dy

)
⩾ sup

b>0

(
1

b+ |x|

∫ b

x

f(y) dy

)
= sup

b>0

(
b

b+ |x|

)
= 1.

Таким чином, функціяMf неперервна, а функція f розривна.

Обчислимо теперMcf . Якщо x > 0, то

Mcf(x) = sup
δ>0

(
1

2δ

∫ x+δ

x−δ

f(y) dy

)
=

1

2x

∫ 2x

0

f(y) dy = 1.

Якщо ж x ⩽ 0, то

Mcf(x) = sup
δ>0

(
1

2δ

∫ x+δ

x−δ

f(y) dy

)
= sup

δ>|x|

(
1

2δ

∫ x+δ

0

f(y) dy

)
= sup

δ>|x|

δ − |x|
2δ

= lim
δ→∞

δ − |x|
2δ

=
1

2
.

Таким чином, маємо Mcf(x) = χ(0;∞)(x) +
1
2χ(−∞;0](x). Цей приклад пока-

зує, що нецентрована і центрована максимальні функції можуть мати різну
поведінку з точки зору властивості неперервності.

Знайдемо теперMrf . Якщо x ⩾ 0, то очевидно, що

Mrf(x) = sup
δ>0

(
1

δ

∫ x+δ

x

f(y) dy

)
= 1.

Якщо ж x < 0, то

Mrf(x) = sup
δ>0

(
1

δ

∫ x+δ

x

f(y) dy

)
= sup

δ>|x|

(
1

δ

∫ x+δ

0

f(y) dy

)
= sup

δ>|x|

δ − |x|
δ

= lim
δ→∞

δ − |x|
δ

= 1.
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Таким чином, правостороння максимальна функціяMrf неперервна.

Нарешті, для функціїMlf у випадку x > 0 маємо

Mlf(x) = sup
δ>0

(
1

δ

∫ x

x−δ

f(y) dy

)
= sup

0<δ<x

(
1

δ

∫ x

x−δ

f(y) dy

)
= 1.

У випадку x ⩽ 0 маємо

Mlf(x) = sup
δ>0

(
1

δ

∫ x

x−δ

f(y) dy

)
= 0,

оскільки функція f дорівнює 0 для x < 0. Таким чином, лівостороння макси-
мальна функціяMlf розривна.

Приклад 2.2. Знайти центровану та нецентровану максимальні функції для
функції g(x) = χ[−1;1](x) та дослідити їх на неперервність.

Розв’язання. Аналогічно попередньому прикладу, можна показати, що

Mg(x) =


2

1−x , якщо x < −1,

1, якщо x ∈ [−1; 1],

2
1+x , якщо x > 1.

Таким чином, нецентрована максимальна функціяMg неперервна.

Для центрованої максимальної функції маємо

Mcg(x) =


1

1−x , якщо x ≤ −1,

1, якщо x ∈ (−1; 1),

1
x+1 , якщо x ⩾ 1.

Односторонні максимальні функції мають вигляд:

Mlg(x) =


0, якщо x ≤ −1,

1, якщо x ∈ (−1; 1],

2
x+1 , якщо x > 1
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та

Mrg(x) =


2

1−x , якщо x < −1,

1, якщо x ∈ [−1; 1),

0, якщо x ⩾ 1.

Таким чином, для функції g всі її максимальні функції, крім нецентрованої,
розривні.

Побудуємо тепер приклад розривної функції для якої всі максимальні
функції збігаються і неперервні.

Приклад 2.3. Знайти максимальні функції для функції f , якщо

f(x) = χ(−∞;0)(x) + xχ[0;1](x) + χ(1;∞)(x),

та дослідити їх на неперервність.

Розв’язання. Нехай a < 0 та b > 1. Тоді ми маємо

1

b− a

∫ b

a

f(y) dy =
b+ |a| − 1/2

b+ |a|
.

Якщо тепер α < 0 і β > 1, то із попередньої рівності отримуємо

sup
a<0 і b>1

(
1

b− a

∫ b

a

f(y) dy

)
= sup

a<0

(
1

β − a

∫ β

a

f(y) dy

)
= sup

b>1

(
1

b− α

∫ b

α

f(y) dy

)
= 1

Оскільки
1

b− a

∫ b

a

f(y) dy ⩽ 1

для будь-яких a, b, a < b, то

Mf(x) = Mcf(x) = Mrf(x) = Mlf(x) = 1.

Таким чином, всі максимальні функції для функції f неперервні.
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2.2 Обмежена варіація і неперервність максимальної
функції

Переглянемо корисні та зручні достатні умови, отримані з теореми 2.2,
які легко дозволяють зробити висновок, що функціяMf неперервна у точці
a. Ці умови описуються у термінах локальних властивостей функції. Щоб
перейти до їх розгляду, необхідно нагадати визначення функції обмеженої
варіації на числовій прямій.

Означення 2.1. Вимірна на R функція f називається функцією з обмеженою
варіацією на відрізку [a, b], якщо вона визначена для всіх x ∈ [a, b] та

Vf [a, b] = sup

{
m∑
i=1

|f (xi)− f (xi−1)| : a = x0 < x1 < . . . < xm = b

}
< ∞,

де супремум береться по всіх розбиттях інтервалу [a, b].

Зазначимо, що обмежена варіація є локальною властивістю, хоча вона
визначена на всьому інтервалі. У зв’язку з цим обмежена варіація в точці ви-
значається таким чином.

Означення 2.2. Нехай f ∈ L1
loc(R). Говорять, що функція f має обмежену

варіацію в точці a, позначається як f ∈ BVloc(a), якщо існує ε > 0 таке, що

Vf [a− ε, a+ ε] < ∞.

Більш того, говорять, що функція f має обмежену варіацію справа у точці a,
позначається як f ∈ BVloc (a

+), якщо існує ε > 0 таке, що

Vf [a, a+ ε] < ∞.

Аналогічно, функція f має обмежену варіацію зліва в точці a, позначається
як f ∈ BVloc (a

−), якщо існує ε > 0 таке, що

Vf [a− ε, a] < ∞.

За допомогою наведених вище означень сформулюємо достатню умову непе-
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рервності максимальної функції в одній точці.

Теорема 2.5. Якщо f ∈ L1
loc(R) ∩BVloc(a), тоMf неперервна в точці a.

Доведення. Якщоми зможемо знайти функцію f̃ таку, що f̃ = f майже усюди
і виконується нерівність

lim sup
x→a

|f̃(x)| ≤ Mf(a), (2.13)

то згідно з теоремою 2.2, ми отримуємо, щоMf неперервна в точці a. Нехай
функція f̃ визначена як у (2.3), тобто

f̃(x) =

Mf(x), якщо |f(x)| > Mf(x),

f(x), якщо |f(x)| ≤ Mf(x).

Маємо, що f̃ = f майже всюди. Тому достатньо лише довести нерівність
(2.13). Оскільки f ∈ BVloc(a), то існує додатне число ε > 0 таке, що

Vf [a− ε, a+ ε] < ∞. (2.14)

Припустимо, що (2.13) не виконується. Тоді існує послідовність {xn} ⊂ R,
для якої кожен xn ∈ (a− ε, a+ ε), xn → a, та існує β > 0 таке, що

Mf(a) + β <
∣∣∣f̃ (xn)

∣∣∣ . (2.15)

З (2.15) випливає, що

Mf(a) + β <
∣∣∣f̃ (xn)

∣∣∣ ≤ Mf̃ (xn) = Mf (xn)

виконується для всіх n ∈ N.

Без втрати загальності можемо припустити, що {xn} зростає та збігає-
ться до a. В іншому випадку, має існувати підпослідовність {xn}, яка спадає
та збігається до a. За визначеннямMf , для кожного xn існує куля Bn радіуcа
rn > 0 така, що xn ∈ Bn та

Mf(a) + β < Mf (xn) = Mf̃ (xn) <
1

|Bn|

∫
Bn

|f̃(y)|dy + β

2
. (2.16)
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Оскільки f̃ = f майже всюди, то з (2.16) ми отримуємо, що

Mf(a) +
β

2
<

1

|Bn|

∫
Bn

|f(y)|dy. (2.17)

Як і у (2.7) припустимо, що
lim
n→∞

rn = 0.

Для кожного Bn, згідно з (2.17), існує точка x̄n ∈ Bn, така що

Mf(a) +
β

2
<

1

|Bn|

∫
Bn

|f(y)|dy ≤ |f (x̄n)| . (2.18)

Ми можемо заключити, що x̄n < a. В іншому випадку, оскільки xn ∈ Bn та
x̄n ∈ Bn, x̄n ⩾ a разом з xn < a призводять до того, що a ∈ Bn і, отже,

1

|Bn|

∫
Bn

|f(y)|dy ≤ Mf(a),

що суперечить (2.18).

Легко бачити, що x̄n → a. Справді, ми можемо обрати послідовність
строго зростаючих членів підпослідовності {x̄n}, що збігається до a — для
ясності позначимо її як {x̄n}. Для будь-якого N ∈ N ми отримуємо послідов-
ність інтервалів

[x̄N , x̄N+1] , [x̄N+1, x̄N+2] , . . . . (2.19)

Будемо говорити, що інтервал [a, b] має властивість A, якщо існує точка p ∈
[a, b], для якої виконується наступна нерівність

|f(p)| ≤ Mf(a) +
β

4
. (2.20)

Ми стверджуємо, що в послідовності (2.19) є не більше ніж скінчен-
на кількість інтервалів, які мають властивість A. В іншому випадку, якщо в
(2.19) є нескінченна кількість інтервалів з властивістю A, то з (2.18) і (2.20)
ми отримуємо, що |f | /∈ BVloc(a).

Далі, нехай [x̄N+M , x̄N+M+1] буде останнім інтервалом в (2.19), який має
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властивість A. Тоді ми маємо

Mf(a) +
β

4
< |f(x)|

для всіх x ∈ (x̄N+M+1, a). Звідси випливає

Mf(a) ⩾ 1

|[x̄N+M+1, a]|

∫
[x̄N+M+1,a]

|f(y)|dy ⩾ Mf(a) +
β

4
,

що неможливо. Тоді, навпаки, нерівність (2.14) повинна виконуватися. Інши-
ми словами,Mf є неперервною в точці a.

Відомо, що якщо дві функції рівні майже всюди, то їх максимальні фун-
кції Гарді — Літлвуда однакові. Отже, можна послабити умову на функцію і
отримати такий наслідок:

Наслідок 2.1. Припустимо, що g ∈ L1
loc(R)

⋂
BVloc(a). Якщо f(x) = g(x)

майже всюди на R, тоMf є неперервною в точці a.

Зауваження 2.1. Незважаючи на те, що, виходячи з нерівності (1.1), центро-
вана та нецентрована максимальні функції Гарді — Літлвуда поточково екві-
валентні, характер їх неперервності різний. Теореми 2.2 і 2.5 свідчать про те,
що неперервність центрованої функції передбачає неперервність нецентро-
ваної. Однак, обернене твердження, можливо, не є вірним. Основна причина
полягає в тому, щоMf(x) може строго перевищуватиMcf(x) для деяких x.

Наступні приклади ілюструють попереднє зауваження.

Нехай f = χ[0,∞) та g = χ[0,1]. Використовуючи визначення центрованої
максимальної функції Гарді — Літлвуда, отримуємо

Mcf(x) =

1, якщо x > 0,

1
2 , якщо x ≤ 0

та

Mcg(x) =


1

2(1−x) , якщо x ≤ 0,

1, якшо 0 < x < 1,

1
2x , якщо x ⩾ 1.
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Обидві Mcf и Mcg мають розриви в точці 0, хоча f, g ∈ BVloc(0). Потрібно
звернути увагу, що f, g ∈ BVloc(x) для всіх x ∈ R. На підставі теореми 2.2

ми отримуємо, що Mf та Mg повинні бути неперервними на R. Знайдемо
значенняMf таMg:

Mf(x) ≡ 1,

та

Mg(x) =


1

1−x , якщо x < 0,

1, якщо 0 ≤ x ≤ 1,

1
x , якщо x > 1.

Отримали, що іMf , іMg неперервні на R.

2.3 Характер точок розриву максимальної функції

Тепер розглянемо питання про точки розриву максимальної функції.
Покажемо, що максимальна функція Гарді-Літлвуда не може мати точок роз-
риву першого роду. Для цього спочатку введемо позначення Ĩ = (−1; 1).

Справедлива наступна лема.

Лема 2.1. Нехай в деякому околі точки x0 ∈ Ĩ існує скінчена границя

lim
x→x0+0

Mf(x) = a.

Tоді виконується нерівністьMf(x0) ⩾ a.

Доведення. Будемо розглядати точку x0 = 0. Далі зафіксуємо довільне ε > 0

і знайдемо таке δ = δ(ε), що для будь-якого x ∈ (0; δ) виконується нерівність

a− ε2 < Mf(x) < a+ ε2.

З визначення максимальної функції Гарді — Літлвуда випливає, що для ко-
жного x ∈ (0; δ] існує такий інтервал Ix, що містить x, для якого справедлива
наступна нерівність

fIx > a− ε2. (2.21)
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Нехай точка x0 = 0 належить інтервалу Ix для деякого x ∈ (0; δ]. Тоді звідси
випливає, що

Mf(0) > a− ε2. (2.22)

Далі будемо розглянемо випадок, коли точка x0 = 0 /∈ Ix для кожного x ∈
(0; δ]. Введемо наступне позначення

δ∗ =
ε

2(1 + ε)
δ.

З урахуванням цього можливий один із наведених нижче випадків.

1) Якщо δ ∈ Ix для деякого x ∈ (0; δ∗], то позначимо через (1 + ε)Ix інтер-
вал з тим самим центром γ, що і інтервал Ix, із довжиною (1 + ε) |Ix|.

Позначимо через a і b лівий і правий кінці інтервалу Ix відповідно. Маємо

|Ix| = 2(γ − a) = 2(b− γ)

або
|Ix|
2

= γ − a = b− γ. (2.23)

Використовуючи рівність (2.23) та тойфакт, що δ належить інтервалу Ix, отри-
муємо наступне

δ < γ +
|Ix|
2

< 2γ.

Далі, так як δ ∈ Ix, то δ∗ також належить Ix і справедливо

δ∗ =
ε

2(1 + ε)
δ <

ε

2(1 + ε)
b < γ. (2.24)

Перепишемо (2.23) з урахуванням (2.24)

|Ix|
2

= γ − a > γ − δ∗

і завдяки цьому отримуємо наступну нерівність

(1 + ε)
|Ix|
2

≥ (1 + ε) (γ − δ∗) = γ + ε

(
γ − δ

2

)
> γ,
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з якої випливає, що 0 ∈ (1 + ε)Ix. Oтримуємо

Mf(0) ⩾ 1

(1 + ε) |Ix|

∫
(1+c)Ix

f(t) dt

⩾ 1

(1 + ε) |Ix|

∫
Ix

f(t) dt >
a− ε2

1 + ε
. (2.25)

2) Якщо ж Ix ⊂ (0; δ] для всіх x ∈ (0; δ∗], то введемо наступні позначення

ex ≡ {t ∈ Ix : f(t) ≤ a− ε} , Ex ≡ Ix\ex.

Використовуючи нерівність (2.21), отримуємо:

a− ε2 <
1

|Ix|

∫
Ix

f(t) dt =
1

|ex|+ |Ex|

(∫
ex

f(t)dt+

∫
Ex

f(t) dt

)
≤

≤ 1

|ex|+ |Ex|
(
(a− ε) |ex|+

(
a+ ε2

)
|Ex|

)
.

Виразимо з отриманої нерівності |ex|

a− ε2 ≤ 1

|ex|+ |Ex|
(
(a− ε) |ex|+

(
a+ ε2

)
|Ex|

)
(a− ε2)(|ex|+ |Ex|) ≤ (a− ε) |ex|+

(
a+ ε2

)
|Ex|

(ε− ε2) |ex| ≤ 2ε2 |Ex| ,

тобто
|ex| <

2ε2

ε− ε2
|Ex| = µ |Ex| , (2.26)

де µ = 2ε
(1−ε) .

Нехай
I ≡ [εδ∗; δ∗] ⊂

⋃
x∈(0;δ∗]

Ix.

Тоді оберемо з {Ix}x∈(0;δ∗] таке скінчене підсімейство {Ixk
}mk=1 (для зручності

позначимоGk = Ixk
), для якого I ⊂

⋃m
k=1Gk ≡ J (припустимо,щоGk∩I ̸= ∅,

де k = 1, . . . ,m ). Cпочатку замінимо систему {Gk}mk=1 такою її підсистемою
з тим самим об’єднанням, де жодний інтервалGk не входить до об’єднання ін-
ших. Припустимо, що це перші n інтервалів, тобто {Gk}nk=1, деGk = (αk; βk).
Перенумеруємо ці інтервали таким чином, щоб α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ απ. Тоді
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отримуємо, що βk+1 > βk, оскільки в іншому випадку інтервалGk+1 містився
би уGk. Крім того, потрібно, щоб виконувалося співвідношення αk+1 > βk−1,
бо інакше інтервал Gk містився би у об’єднанні Gk−1 та Gk+1. Отже, інтерва-
ли з парними і не парними номерами утворюють дві підсистеми, в кожній з
яких інтервали попарно не перетинаються. Тоді маємо наступне

∑
k− непарне

|Gk| =

∣∣∣∣∣∣
⋃

k−непарне

Gk

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

n⋃
k=1

Gk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
m⋃
k=1

Gk

∣∣∣∣∣ ,
∑

k−парне

|Gk| =

∣∣∣∣∣∣
⋃

k−парне

Gk

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

n⋃
k=1

Gk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
m⋃
k=1

Gk

∣∣∣∣∣ .
Додамо отримані нерівності

n∑
k=1

|Gk| ≤ 2

∣∣∣∣∣
n⋃

k=1

Gk

∣∣∣∣∣ = 2|J |.

Позначимо
gk ≡ {t ∈ Gk : f(t) ≤ a− ε} ,

де k = 1, . . . , n,

e ≡
n⋃

k=1

gk і E ≡ J\e.

Скористаємося нерівністю (2.26) і отримаємо

|e| ≤
n∑

k=1

|gk| < µ
n∑

k=1

|Gk\gk| < µ

n∑
k=1

|Gk| ≤ 2µ|J |.

Звідси випливає, що

|E| = |J | − |e| > |J | − 2µ|J | = |J |(1− 2µ). (2.27)

Позначимо через α та β лівий та правий кінці інтервалу J відповідно. Тоді

β = α + (β − α) ≤ εδ∗ + |J |.

Зважаючи на це, та застосовуючи нерівність (2.27), отримаємо наступне спів-
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відношення

Mf(0) ⩾ 1

β

∫ β

0

f(t)dt ⩾ 1

εδ∗ + |J |

∫
E

f(t)dt ⩾ (α− ε)(1− 2µ)|J |
εδ∗ + |J |

.

Зауважимо, що |J | ≥ |I| = δ∗(1− ε), отже, δ∗|J |−1 ≤ (1− ε)−1. Звідси маємо,
що

Mf(0) ⩾ (α− ε)(1− 2µ)|J |
εδ∗ + |J |

⩾
(α− ε)(1− 4ε

1−ε)
ε

1−ε + 1

≥ (a− ε)(1− 5ε),

та тоді з (2.22) і (2.25) отримуємо

Mf(0) ⩾ min
(
a− ε2;

a− ε2

1 + ε
; (a− ε)(1− 5ε)

)
.

Звідси, враховуючи довільність ε > 0, випливає, щоMf(0) ⩾ a.

Зауваження 2.2. Використовуючи аналогічні міркування, що були застосова-
ні при доведенні попередньої леми, ми отримуємо наступний результат

Mf(x0) ≥ lim
x→x0−0

Mf(x),

якщо ця границя існує.

Тепер ми можемо довести наступну теорему.

Теорема 2.6. Нехай f ∈ L(Ĩ). ТодіMf не має на Ĩ точок розриву І роду.

Доведення. Нехай існують скінчені границі

lim
x→x0+0

Mf(x) = a і lim
x→x0−0

Mf(x) = b.

Тоді, згідно з лемою (2.1) і зауваженням (2.2), отримуємо, що Mf (x0) ⩾
max(a; b). Далі, враховуючи той факт, що множина Лебега максимальної фун-
кції {x ∈ Ĩ : Mf(x) > λ} є відкритою відносно Ĩ для будь-якого λ > 0, маємо
нерівність Mf (x0) ≤ min(a; b). Остаточно отримуємо, що Mf (x0) = a =
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b = lim
x→x0

Mf(x), а це в свою чергу означає, щоMf є неперервною в точці x0.
Теорема доведена.

Вище ми показали, що максимальна функція не може мати точок роз-
риву першого роду. При цьому вона може мати точки розриву другого роду.
Наведемо відповідний приклад.

Приклад 2.4. Показати, що максимальна функція функції

f(x) =


1√
|x|
, якщо |x| ≤ 1,

0, якщо |x| > 1,

має розрив другого роду.

Розв’язання. Нехай |x| < 1. Тоді виконується наступна нерівність

Mf(x) = sup
[t,s]∋x

(
1

s− t

∫ s

t

|f(t)| dt
)

⩾ 1

|x|

∫ |x|

0

dt√
t
=

2√
|x|

.

Звідси випливає, що в точці x = 0 у максимальної функції розрив другого
роду.

2.4 Поведінка максимальної функції у точках розриву

Значення максимальної функції в околі точки розриву можуть суттєво
відрізнятися від значення максимальної функції в самій точці розриву. З ін-
шого боку, в будь-якому околі точки розриву знайдуться також значення ма-
ксимальної функції, які можна порівняти з її значенням в самій точці розриву.
Тому поведінка максимальної функції описується за допомогою наступної ве-
личини

cf(x) =
lim inf
t→x

Mf(t)

Mf(x)
,

де x ∈ Ĩ .

Справедлива наступна теорема.
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Теорема 2.7. Для будь-якої точки x0 ∈ Ĩ виконується нерівність

1 ≤ cf (x0) ≤ 2. (2.28)

Доведення. Ліва нерівність в (2.28) безпосередньо випливає з того факту, що
лебегова множина максимальної функції {x ∈ Ĩ : Mf(x) > λ} є відкри-
тою відносно Ĩ для будь-якого λ > 0. Для доведення правої нерівності, без
обмеження загальності, розглянемо випадок x0 = 0. Зафіксуємо довільне
a < lim inf

x→+0
Mf(x). Тоді існує таке δ > 0, що Mf(x) > a для всіх x ∈ (0; δ].

Для кожного x ∈ (0; δ] існує інтервал Ix, що містить x і для якого виконується
наступна нерівність

fIx > a. (2.29)

Легко побачити, що об’єднання цих інтервалів, I ≡
⋃

x∈(0;δ] Ix, також є інтер-
валом. Далі, зафіксуємо довільне ε > 0 та, застосовуючи лему Віталі (див. [3,
p. 88, Лема 2.1.5]) до сімейства {Ix}x∈[0;δ], оберемо скінченне підсімейство
попарно неперетинних інтервалів {Ixk}nk=1 (позначимо Ik ≡ Ixk

), таких, що

|I| ≤ (2 + ε)
n∑

k=1

|Ik| . (2.30)

Тоді з (2.29) та (2.30) випливає, що

Mf(0) ⩾ 1

|I|

∫
I

f(t)dt ⩾ 1

|I|

n∑
k=1

∫
Ik

f(t)dt >
1

|I|
a

n∑
k=1

|Ik| ⩾
a

2 + ε
,

і, отже, за умови довільності ε та a, маємо

lim inf
x→+0

Mf(x) ≤ 2Mf(0).

Аналогічним способом можна довести, що

lim inf
x→−0

Mf(x) ≤ 2Mf(0).

і тим самим теорема доведена.

Покажемо на прикладі, що нерівність (2.28) є точною.
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Приклад 2.5. Нехай

f(x) =
∞∑
k=3

akχ∆k
(x), x ∈ [0; 1],

де

ak =
1

ln
(
1 + 1

k

) , bk =
ln2

(
1 + 1

k

)
ln k ln(k + 1)

, ∆k =

(
1

ln k
− bk;

1

ln k

)
,

а на [−1; 0) довизначимо функцію f так, щоб вона була парною. Обчислимо
значенняMf(0). Враховуючи парність функції f , отримуємо

Mf(0) = sup
0<α,β≤1

1

β + α

∫ β

−α

f(t) dt =

= sup
0<α,β≤1

max
{
1

α

∫ α

0

f(t) dt;
1

β

∫ β

0

f(t) dt

}
= sup

0<z≤1

1

z

∫ z

0

f(t) dt. (2.31)

Помітимо, що якщо ln−1 k ≤ z, то

1

z

∫ z

0

f(t) dt =
ln−1 k

z

1

ln−1 k

∫ ln−1 k

0

f(t) dt+

+
z − ln−1 k

z

1

z − ln−1 k

∫ z

ln−1 k

f(t) dt ≤ ln−1 k

z
+

z − ln−1 k

z
= 1.

Звідси отримуємо, щоMf(0) ≤ 1. Але оскільки верхня межа справа у рівно-
сті (2.31), яка дорівнює одиниці, досягається при z = ln−1 k, то Mf(0) = 1.
Далі доведемо, що

lim inf
x→0

Mf(x) ⩾ 2.

Для всіх x ∈ Ik =
(
ln−1(k + 1); ln−1 k

)
знаходимо

Mf(x) ⩾ 1

ln−1 k − ln−1(k + 1) + bk+1

∫ ln−1 k

ln−1(k+1)−bk+1

f(t) dt =

=
1

bk+1 + |Ik|
(ak+1bk+1 + akbk) .

Оскільки вираз в правій частині нерівності прямує до двійки при k → ∞, то
отримуємо, що lim inf

x→+0
Mf(x) ⩾ 2. Отже, через парність функції f , маємо, що
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lim inf
x→0

Mf(x) ⩾ 2. Це, в свою чергу, означає, що cf(0) ⩾ 2. З урахуванням
теореми 2.7 отримуємо, що cf(0) = 2.
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РОЗДІЛ 3

Диференціальні властивості максимальної
функції

У цьому розділі ми розглянемо поведінку максимальної функції у про-
сторах Соболєва.

3.1 Простори Соболєва

Нагадаємо означення простору Соболєва.

Означення 3.1. НехайΩ—відкрита множина вRn,m—довільне невід’ємне
ціле число та 1 ≤ p ≤ ∞. Тоді простір

Wm,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) : Dαf ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m}

називається просторомСоболєва. Іншими словами,Wm,p(Ω)—це сукупність
усіх функцій з Lp(Ω), чиї слабкі похідні до порядкуm також належать Lp(Ω).

Якщо функція f ∈ Wm,p(Ω), то її норма у цьому просторі визначається
наступним чином

∥f∥Wm,p(Ω) = ∥f∥m,p =

 ∑
0⩽|α|⩽m

∥Dαf∥pLp(Ω)

 1
p

,

коли 1 ⩽ p < ∞, та

∥f∥Wm,∞(Ω) = ∥f∥m,∞ = max
0⩽|α|⩽m

∥Dαf∥L∞(Ω),

коли p = ∞.

Розглянемо декілька прикладів.

Приклад 3.1. НехайΩ = [0,2π]×[0,2π] та функція f(x) визначена наступним
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чином
f(x) = f (x1, x2) = cosx1 + sinx2.

Чи належить f просторуW 1,2(Ω)?

Розв’язання. Якщо f ∈ W 1,2(Ω), тоді сама функція f та її часткові похідні
першого порядку повинні бути в L2(Ω). Це означає, що

f ∈ L2(Ω),
∂f

∂x1
∈ L2(Ω) і

∂f

∂x2
∈ L2(Ω)

виконується. Іншими словами, наступні інтеграли∫
Ω

|f |2 dx =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|cosx1 + sinx2|2 dx1 dx2,∫
Ω

∣∣∣∣ ∂f∂x1
∣∣∣∣2 dx =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|− sinx1|2 dx1 dx2

та ∫
Ω

∣∣∣∣ ∂f∂x2
∣∣∣∣2 dx =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|cosx2|2 dx1 dx2

повинні дорівнювати скінченному числу. Оскільки синус і косинус обмежені,
тобто |cosx1| ≤ 1 і |sinx2| ≤ 1, то вищезазначені інтеграли можна оцінити
наступним чином∫

Ω

|f |2 dx =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|cosx1 + sinx2|2 dx1 dx2

≤
∫ 2π

0

∫ 2π

0

|1 + 1|2 dx1 dx2

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

4 dx1 dx2 = 16π2 < ∞,∫
Ω

∣∣∣∣ ∂f∂x1
∣∣∣∣2 dx =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|− sinx1|2 dx1 dx2

≤
∫ 2π

0

∫ 2π

0

|1|2 dx1 dx2 = 4π2 < ∞

та ∫
Ω

∣∣∣∣ ∂f∂x2
∣∣∣∣2 dx =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|cosx2|2 dx1 dx2
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≤
∫ 2π

0

∫ 2π

0

|1|2 dx1 dx2 = 4π2 < ∞.

Отже, ми маємо f ∈ L2(Ω), ∂f
∂x1

∈ L2(Ω) і ∂f
∂x2

∈ L2(Ω). Іншими словами,
f ∈ W 1,2(Ω).

Приклад 3.2. Функція u(x) визначена наступним чином:

u(x) = x3.

Чи належить u(x) просторуW 2,2(0,1)?

Розв’язання. Якщо u ∈ W 2,2(Ω), тоді сама функція u та її часткові похідні
першого та другого порядків повинні буди у L2(0,1). Це в свою чергу означає,
що

u ∈ L2(0,1),
∂u

∂x
∈ L2(0,1) та

∂2u

∂x2
∈ L2(0,1)

виконується. Розглянемо відповідні інтеграли:∫
Ω

|u|2 dx =

∫ 1

0

∣∣x3∣∣2 dx =
x7

7

∣∣∣∣1
0

=
1

7
< ∞,∫

Ω

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2 dx =

∫ 1

0

∣∣3x2∣∣2 dx =
9x5

5

∣∣∣∣1
0

=
9

5
< ∞

та ∫
Ω

∣∣∣∣∂2u

∂x2

∣∣∣∣2 dx =

∫ 1

0

|6x|2 dx = 12x3
∣∣1
0
= 12 < ∞.

А звідси випливає, що u ∈ L2(0,1), ∂u∂x ∈ L2(0,1) та ∂2u
∂x2 ∈ L2(0,1). Тобто

u ∈ W 2,2(0,1).

Приклад 3.3. Якщо Ω = (0,1)× (0,2), то показати, що функція

u(x) = u (x1, x2) =
√
x1

не належить просторуW 1,2(Ω).

Розв’язання. Якщо u ∈ W 1,2(Ω), тоді функція u та її часткові похідні першого
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порядку повинні бути у L2(Ω). Тобто

u ∈ L2(Ω),
∂u

∂x1
∈ L2(Ω) та

∂u

∂x2
∈ L2(Ω)

повинно виконуватись. Ми маємо∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣2 dx =

∫ 2

0

∫ 1

0

∣∣∣∣ 1

2
√
x1

∣∣∣∣2 dx1 dx2 = ∞,

а звідси випливає ∂u
∂x1

/∈ L2(Ω). Тобто u /∈ W 1,2(Ω).

Наступні дві леми, які нам знадобиться в подальшому і доведення яких
можна знайти у [2, с. 126-127], називаються ланцюговим правилом для слаб-
ких похідних і ланцюговим правилом для функцій f+ = max{f, 0} та f− =

min{f, 0} відповідно.

Лема 3.1. Нехай f ∈ C1(R), f ′ ∈ L∞(R) та u ∈ W 1(Ω). Тоді композиція
функцій f ◦ u ∈ W 1(Ω) і D(f ◦ u) = f ′(u)D(u).

Лема 3.2. Нехай f ∈ W 1(Ω), тоді f+, f−,|f | ∈ W 1(Ω) та

Df+ =

Df, якщо f > 0

0, якщо f ⩽ 0

Df− =

0, якщо f ⩾ 0

Df, якщо f < 0

D|f | =


Df, якщо f > 0

0, якщо f = 0

−Df, якщо f < 0.

Наступна лема знадобиться нам при доведенні обмеженості максималь-
ного оператора в просторах Соболєва.

Лема 3.3. Нехай f , g ∈ L(R). Позначимо

F (x) =

∫ x

−∞
f(y) dy, G(x) =

∫ x

−∞
g(y) dy,
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та H(x) = max {F (x), G(x)}. Тоді слабка похідна DH сумовна та

∥DH∥1 ≤ ∥f∥1 + ∥g∥1.

Доведення. Користуючись рівністю

max {F (x), G(x)} =
1

2
{F (x) +G(x)− |F (x)−G(x)|} ,

лемами 1.2, 3.1 і 3.2, отримуємо

|DH| = |f + g − sign(F −G)(f − g)|
2

⩽ |f |+ |g|.

Інтегруючи цю нерівність на R отримаємо твердження леми.

Теорема 3.1. Нехай f ∈ W 1,p(I), 1 ≤ p ≤ ∞, та I — інтервал. Тоді існує
функція f̃ ∈ C(Ī) така, що f = f̃ майже всюди на I та

f̃(x)− f̃(y) =

∫ x

y

f ′(t) dt ∀x, y ∈ Ī .

Мають місце декілька зауважень стосовно попередньої теореми, а саме:

Зауваження 3.1. Підкреслимо зміст попередньої теореми. По-перше, заува-
жимо, що якщо одна функція f належитьW 1,p, то всі функції g такі, що g = f

майже всюди також належатьW 1,p (це безпосередньо випливає з визначення
просторуW 1,p). Теорема 3.1 стверджує, що кожна функція f ∈ W 1,p допускає
одне і тільки одне неперервне представлення на Ī , тобто існує неперервна
функція g ∈ Ī , яка належить до класу еквівалентності функції f (g ∼ f , якщо
g = f майже всюди).

Зауваження 3.2. З теореми 3.1 випливає, що якщо функція f ∈ W 1,p та якщо
f ′ ∈ C(Ī), то f ∈ C1(Ī).
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3.2 Диференціальні властивості односторонніх
максимальних функцій

Почнемо дослідження властивостей диференційовності максимальної
функції саме з односторонніх максимальних функцій Mrf і Mlf . Має місце
наступна теорема.

Теорема 3.2. Нехай f ∈ W 1,1(R). ТодіMlf таMrf — неперервні функції, що
перетворюються на нуль на нескінченності.

Доведення. Достатньо довести цей результат тільки дляMr(f), оскільки ана-
логічні міркування можна застосувати і до Ml(f). Якщо f ∈ W 1,1(R), то,
згідно з теоремою 3.1 та абсолютною неперервністю інтеграла, ми можемо
вважати її рівномірно неперервною.

Нехай x, h ∈ R, ε > 0 та fh(y) = f(y + h). Оскільки f рівномірно
неперервна, то існує таке δ > 0, що |f(y1)− f(y2)| < ε, якщо |y1 − y2| < δ.
Тоді маємо

1

r

∫ x+r

x

|fh(y)− f(y)| dy < ε, де |h| < δ.

З попередньої нерівності випливає, що

Mr(fh − f)(x) ≤ ε (3.1)

для всіх h, |h| < δ. Покажемо тепер, що

|(Mrf)h(x)−Mrf(x)| ≤ Mr(fh − f)(x). (3.2)

По-перше, маємо

(Mrf)h(x) = Mrf(x+ h) = sup
r>0

(
1

r

∫ x+h+r

x+h

f(y) dy

)
= sup

r>0

(
1

r

∫ x+r

x

f(y + h) dy

)
= sup

r>0

(
1

r

∫ x+r

x

fh(y) dy

)
= Mrfh(x).

Далі, оскільки fh = f + (fh − f) і f = fh + (f − fh), то, використовуючи
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субадитивність правосторонньої максимальної функції, отримаємо

Mrfh(x) ⩽ Mrf(x) +Mr(fh − f)(x),

Mrf(x) ⩽ Mrfh(x) +Mr(fh − f)(x).

Звідси випливає нерівність (3.2).

Таким чином, застосовуючи нерівності (3.1) і (3.2) отримуємо, що

|Mrf(x+ h)−Mrf(x)| ≤ ε.

для всіх h, |h| < δ, а це означає, що Mrf — неперервна в точці x. Оскільки
точка x довільна, то неперервність доведена.

Далі покажемо, щоMrf(x) → 0, якщо x → −∞. Нехай ε > 0. Оскільки
∥f∥1 < ∞, то існує Rε > 0 таке, що ∥f∥1

t < ε
2 при t ⩾ Rε. Враховуючи, що

функція f рівномірно неперервна та сумовна, отримуємо, що f(x) → 0 при
x → ∞. Звідси випливає, що існуєQε > 0 таке, що |f(y)| < ε

2 , якщо |y| ⩾ Qε.
Нехай x < − (Qε +Rε). Тоді існує таке t > 0, що

Mrf(x)−
ε

2
<

1

t

∫ x+t

x

|f(y)| dy.

Можливі два випадки:

1) x+ t ≤ −Qε. В цьому випадку маємо, що x ≤ y ≤ x+ t. Тоді на цьому
інтервалі |y| ⩾ Qε і звідси випливає, щоMrf(x) < ε.

2) x + t > −Qε. Оскільки x < −(Qε + Rε), то −x > Qε + Rε. Звідси
отримуємо, що t > −Qε − x > Rε. Таким чином,

1

t

∫ x+t

x

|f(y)| dy <
∥f∥1
t

<
ε

2

і, отже,Mrf(x) < ε.

Випадок x → +∞ доводиться аналогічно і ми його опускаємо. Теорема
доведена.
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Для того, щоб сформулювали наступну лему, введемо позначення:

E = {x ∈ R : Mlf(x) > |f(x)|}.

Згідно з теоремою 3.2, множина E — відкрита, а, значить, її можна предста-
вити у вигляді

E =
⋃
j

Ij =
⋃
j

(αj, βj), (3.3)

де (αj, βj)— попарно неперетинні інтервали.

Справедлива наступна лема.

Лема 3.4. Нехай f ∈ W 1,1(R). Тоді справедливі наступні твердження:
1) Mlf — незростаюча функція на кожному інтервалі Ij .
2) Mlf — локально ліпшицева функція на кожному Ij .

Доведення. Доведемо спочатку перше твердження. Нехай K = [α, β] ⊂ Ij .
Тоді достатньо довести, що Mlf — незростаюча функція на K. Згідно з тео-
ремами 3.2 і 3.2,Mlf та |f |— неперервні функції і звідси випливає, що

ε ≡ inf
x∈K

Mlf(x)− |f(x)| > 0. (3.4)

Функція |f |— рівномірно неперервна на K, тобто існує δ > 0 таке, що

|f(y)| < |f(x)|+ ε

2
, ∀x ∈ K, |y − x| ⩽ δ. (3.5)

За визначенням ε і (3.5) ми отримаємо, що

Mlf(x) = sup
s>δ

1

s

∫ x

x−s

|f(y)| dy, ∀x ∈ K. (3.6)

Дійсно, якщо б це було не так, тобтоMlf(x) = sup
s≤δ

1
s

∫ x

x−s |f(y)| dy для деяких

x ∈ K, то, використовуючи нерівність (3.5), ми прийшли би до висновку, що
Mlf(x) ≤ |f(x)|+ ε

2 , а це суперечить (3.4).

Нам потрібно довести, що

Mlf(x− h) ⩾ Mlf(x), x− h, x ∈ K, 0 < h ≤ δ. (3.7)
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Для цього припустимо, що s > δ. Тоді з рівності (3.5) випливає, що

1

s

∫ x

x−s

|f(y)| dy =
s− h

s

{
1

s− h

∫ x−h

x−s

|f(y)| dy
}
+

h

s

{
1

h

∫ x

x−h

|f(y)| dy
}

≤ s− h

s
Mlf(x− h) +

h

s

{
|f(x)|+ ε

2

}
≤ max

{
Mlf(x− h), |f(x)|+ ε

2

}
. (3.8)

Візьмемо супремум у лівій частині (3.8), коли s > δ, і за допомогою (3.6)
отримаємо, що

Mlf(x) ≤ max
{
Mlf(x− h), |f(x)|+ ε

2

}
. (3.9)

За допомогою (3.4) отримуємо, що Mlf(x) ⩾ |f(x)| + ε, і, отже, нерів-
ність (3.8) доведена.

Перейдемо до доведення другого пункту леми. Нехай K та δ будуть
такими самими, як і в першому пункті, x, x + h ∈ K і h > 0, s > δ. Тоді з
пункту 1) випливає, що

1

s

∫ x

x−s

|f(y)| dy −Mlf(x+ h) ⩽ 1

s

∫ x

x−s

|f(y)| dy − 1

s+ h

∫ x+h

x−s

|f(y)| dy

⩽ 1

s

∫ x

x−s

|f(y)| dy − 1

s+ h

∫ x

x−s

|f(y)| dy

=
1

s+ h
· 1
s

∫ x

x−s

|f(y)| dy · h

⩽ Mlf(x)

δ
· h ⩽ Mlf(α)

δ
· h.

Візьмемо супремум у лівій частині попередньої нерівності, коли s > δ, і за
допомогою (3.6) отримаємо, що

0 ⩽ Mlf(x)−Mlf(x+ h) ⩽ Ch,

де C = Mlf(α)
δ . Лема повністю доведена.

Теорема 3.3. Якщо f ∈ W 1,1(R), то слабкі похідніMl іMr — сумовні функції
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та
∥(Mlf)

′∥1 ≤ ∥f ′∥1, ∥(Mrf)
′∥1 ≤ ∥f ′∥1. (3.10)

Доведення. Доведемо теорему лише дляMl, так як дляMr будуть використо-
вуватися аналогічні міркування. Помітимо, що якщо f ∈ W 1,1(R), то, згідно
з лемою 3.2, |f | ∈ W 1,1(R) та виконується нерівність

∥|f |′∥1 = ∥f ′∥1. (3.11)

Нехай множина E визначена так само, як у (3.3). Тоді, згідно з лемою 3.4,
функція Mlf — диференційовна майже всюди на кожному інтервалі Ij =

(αi, βi) ⊂ E, та її похідна, позначимо як v, задовольняє нерівності v ≤ 0. На
множині F = R\E виконується рівність Mlf = |f |. Доведемо, що слабку
похідну функціїMlf можна подати у вигляді

(Mlf)
′ = χEv + χF |f |′, (3.12)

де χEv і χF |f |′ — характеристичні функції множин E і F відповідно.

Для тест функції ϕ ∈ C∞
0 (R) інтегруючи частинами ми маємо∫

Ij

Mlf(y)ϕ
′(y) dy = [Mlf (βj)ϕ (βj)−Mlf (αj)ϕ (αj)]−

∫
Ij

v(y)ϕ(y) dy

= [|f (βj)|ϕ (βj)− |f (αj)|ϕ (αj)]−
∫
Ij

v(y)ϕ(y) dy.

(3.13)

Може статися так, що αi = −∞ або βi = ∞. Але f перетворюється на нуль
на нескінченності, тобто f(αi) = f(βi) = 0. А на підставі теореми 3.2 ми
отримуємо, щоMlf(αi) = Mlf(βi) = 0.

Із співвідношення (3.13) випливає, що

I =

∫
R
Mlf(y)ϕ

′(y) dy =

∫
E

Mlf(y)ϕ
′(y) dy +

∫
F

Mlf(y)ϕ
′(y) dy

=
∑
j

[|f (βj)|ϕ (βj)− |f (αj)|ϕ (αj)]−
∫
E

v(y)ϕ(y) dy +

∫
F

|f(y)|ϕ′(y) dy

=

∫
E

|f(y)|ϕ′(y) dy +

∫
E

|f(y)|′ϕ(y) dy −
∫
E

v(y)ϕ(y) dy +

∫
F

|f(y)|ϕ′(y) dy
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=

∫
R
|f(y)|ϕ′(y) dy +

∫
E

|f(y)|′ϕ(y) dy −
∫
E

v(y)ϕ(y) dy

= −
∫
R
|f(y)|′ϕ(y) dy +

∫
E

|f(y)|′ϕ(y) dy −
∫
E

v(y)ϕ(y) dy

= −
∫
F

|f(y)|′ϕ(y) dy +
∫
E

|f(y)|′ϕ(y) dy

= −
∫
R
(χE(y)v(y) + χF (y)|f(y)|′)ϕ(y) dy,

і це доводить нерівність (3.12).

Тепер доведемо нерівність (3.10). Оскільки на кожному інтервалі Ij
слабка похідна v ≤ 0, то ми отримуємо∫

Ij

|v(y)| dy = Mlf (αj)−Mlf (βj) = |f (αj)| − |f (βj)|

= −
∫
Ij

|f(y)|′ dy ⩽
∫
Ij

||f(y)|′| dy. (3.14)

Використовуючи (3.11) та (3.14), ми отримуємо

∥∥(Mlf)
′∥∥

1
=

∫
R
|χE(y)v(y) + χF (y)|f(y)|′| dy

=

∫
E

|v(y)| dy +
∫
F

||f(y)|′| dy

≤
∫
E

||f(y)|′| dy +
∫
F

||f(y)|′| dy

= ∥f ′∥1 .

Тим самим теорема доведена.

3.3 Обмеженість максимального оператора у просторах
Соболєва

Уцьому підрозділі ми розглянемо питання обмеженості максимального
оператора у просторах Соболєва W 1,p(Rn), 1 < p < ∞. Має місце наступна
теорема.
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Теорема 3.4. Нехай 1 < p < ∞. Якщо f ∈ W 1,p(Rn), тодіMf ∈ W 1,p(Rn) і

|DiMf | ≤ MDif, i = 1,2, . . . ,n, (3.15)

майже всюди в Rn.

Доведення. Нехай χB(0,r) — характеристична функція кулі B(0,r) та

χr =
χB(0,r)

|B(0, r)|
.

Тоді
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy = |f | ∗ χr(x),

де через ∗ позначається згортка відповідних функцій. Далі, для кожного r > 0

згортка |f | ∗ χr ∈ W 1,p (Rn) та справедлива наступна рівність

Di (|f | ∗ χr) = χr ∗Di|f |, i = 1, 2, . . . , n, (3.16)

майже всюди в Rn. Дійсно, згідно з теоремою 3.2, |f | також буде належати
W 1,p(Rn) та

Di|f(x)| =


Dif, якщо f > 0,

0, якшо f = 0,

−Dif, якщо f < 0.

(3.17)

Оскільки∫
Rn

(|f | ∗ χr) (x)ϕ
′(x) dx =

∫
Rn

∫
Rn

|f(y − x)|χ(y) dy ϕ′(x) dx

=

∫
Rn

∫
Rn

|f(y − x)|ϕ′(x) dxχ(y) dy

=

∫
Rn

∫
Rn

Di|f(y − x)|ϕ(x) dxχ(y) dy

=

∫
Rn

Di|f(x)| ∗ χ(x)ϕ(x) dx

для всіх диференційовнихфункційϕ ∈ C∞
0 (Rn). За нерівністюЮнга та (3.17)
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отримуємо, що

∥Di (|f | ∗ χr)∥p ≤ ∥Di|f |∥p = ∥Dif∥p .

Нехай rj , де j = 1,2, . . ., буде переліком додатних раціональних чисел.
Оскільки f є локально сумовною функцією, ми можемо обмежитися лише до-
датними раціональними радіусами в визначенні максимальної функції. Отже

Mf(x) = sup
j

(
|f | ∗ χrj

)
(x).

Визначимо функції vk: Rn → R, де k = 1,2, . . ., наступним чином:

vk(x) = max
1⩽j⩽k

(
|f | ∗ χrj

)
(x).

Отримуємо, що {vk} — зростаюча послідовність функцій у W 1,p (Rn), яка
збігається доMf поточково та

|Divk| ≤ max
1≤j≤k

∣∣Di

(
|f | ∗ χrj

)∣∣ = max
1≤j≤k

∣∣χrj ∗Di|f |
∣∣

⩽ MDi|f | = MDif,

де i = 1,2, . . . , n, майже всюди в Rn. При отриманні попередньої нерівності
був використан той факт, що |Di| f || = |Dif | майже всюди, де i = 1,2, . . . , n.
Таким чином,

∥Dvk∥p ≤
n∑

i=1

∥Divk∥p ≤
n∑

i=1

∥MDiu∥p .

Використаємо попереднюнерівність та максимальну теорему 1.2 разом і отри-
маємо

∥vk∥1,p = ∥vk∥p +
n∑

i=1

∥Divk∥p ≤ ∥Mf∥p +
n∑

i=1

∥MDif∥p

⩽ Cp∥f∥p + Cp

n∑
i=1

∥Dif∥p = Cp∥f∥1,p < ∞

для всіх k = 1,2, . . .. Отже, послідовність {vk} є обмеженою вW 1,p (Rn), що
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збігається доMf поточково. Через слабку компактність просторів Соболєва
отримуємо, щоMf ∈ W 1,p(Rn), послідовність {vk} слабко збігається доMf

в Lp(Rn) і Divk слабко збігається до DiMf в Lp(Rn). Так як |Divk| ≤ MDif

майже всюди, слабка збіжність передбачає, що

|DiMf | ≤ MDif, i = 1,2, . . . ,n

майже всюди в Rn.

Зауваження 3.3. Випадок p = 1 виключено з теореми, так як доведення базу-
ється на обмеженості максимального оператору у Lp. Але для цього випадку
справедлива наступна теорема.

Теорема 3.5. Якщо f ∈ W 1,1(R), то похіднаMf— сумовна функція та

∥(Mf)′∥1 ≤ 2∥f ′∥1. (3.18)

Доведення. Для доведення цієї теореми розглянемо односторонні максималь-
ні функціїMlf таMrf . Неважко побачити, що

Mf(x) = max {Mlf,Mrf} .

Далі, застосовуючи лему 3.3, ми отримаємо

∥(Mf)′∥1 ≤ ∥(Mlf)
′∥1 + ∥(Mrf)

′∥1. (3.19)

Оскільки за умовою f ∈ W 1,1(R), то ми можемо використати теорему 3.3, і
тоді нерівність (3.19) буде мати вигляд

∥(Mf)′∥1 ≤ ∥f ′∥1 + ∥f ′∥1 = 2∥f ′∥1.

Отже, теорема доведена.

Зауваження 3.4. Використовуючи разом нерівності (1.2) та (3.15), ми отри-
муємо

∥Mf∥1,p = ∥Mf∥p + ∥Df∥p ≤ C∥f∥p + ∥M |Df |∥p ≤ C∥f∥1,p,
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де C — та сама константа, що і у (1.2). Отже,

M : W 1,p(Rn) → W 1,p(Rn), 1 < p < ∞

обмежений оператор.
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Висновки

В роботі вивчалися властивості максимальних функцій, що пов’язані з
неперервністю і слабкою диференційовністю. Зокрема в роботі ми

• встановили достатні умови неперервності максимальної функції та кри-
терій неперервностіMf таMcf ;

• дослідили деякі властивості функцій, що належать до просторів Собо-
лєва;

• розглянули теореми про обмеженість максимального оператора в про-
сторах Соболєва.

У самостійній частині роботі доведена теорема 3.2, побудовані прикла-
ди, що ілюструють зміст теорем, що розглянуті в роботі, зокрема,

• побудовано приклади, що показують, що неперервність функції не є не-
обхідною умовою для неперервності її максимальних функцій;

• знайдені слабкі похідні для деяких функцій, які не є диференційовними
у класичному сенсі;

• наведені приклади функцій, що належать та не належать певним про-
сторам Соболєва.
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