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ВСТУП

Задачi теплопровiдностi виникають пiд час iнженерного проєктуван-
ня споруд, конструкцiй або технiки. Такi задачi мають велику практичну
цiннiсть, так як дозволяють знаходити розподiлення температури у двови-
мiрних та тривимiрних тiлах рiзної структури. Динамiчнi та статичнi задачi
теплопровiдностi розглядалися багатьма авторами у рiзних постановках.

Зокрема, Bernard Deconinck у своїй роботi [1] розглядає схожi об’єкти
— одновимiрнi кусково-однорiднi композитнi матерiали. Розв’язує для та-
ких об’єктiв проблему теплопровiдностi шляхом надання явного розв’язку
одновимiрного рiвняння теплопровiдностi в кожнiй областi. Розташування
поверхонь роздiлу у одновимiрних кусково-однорiдних матерiалiв вiдоме,
але там не задано нi температуру, нi тепловий потiк. Натомiсть, єдиними
умовами, що накладаються, є фiзичнi припущення їх неперервностi на по-
верхнях роздiлу. Детально розглядається задача двох напiвнескiнченних
областей та бiльш проста задача двох областей скiнченного розмiру.

Ще можемо навести статтю авторiв Dong, H. Cui, J. та iншi [2] де
розроблено новий обчислювальний метод для задач теплопровiдностi компо-
зитних структур з рiзноманiтними перiодичними конфiгурацiями в рiзних
пiддоменах. Успiшно отримано розв’язки за допомогою методу асимптоти-
чної гомогенiзацiї.

У своїй роботi Yang, X.-S. [3] надає практичне застосування задачам
теплопровiдностi. У цiй роботi змодельовано теплопередачу вуглецевих нано
трубок. Цi результати мають надважливе значення для управлiння компози-
тами на основi нанотрубок та наноелектронними пристроями. Моделювання
було проведено за допомогою методу скiнченних елементiв для тривимiрної
анiзотропної теплопередачi. Моделювання показує, що масиви нанотрубок
мають унiкальнi характеристики охолодження завдяки своїй анiзотропнiй
теплопровiдностi.

Розглянуто стацiонарну задачу теплопровiдностi для складеного па-
ралелепiпеда. Вихiдну задачу зведено до одновимiрної за допомогою iнте-
гральних перетворень Фур’є. Коефiцiєнти розв’язкiв одновимiрної задачi
для кожного шару отримано через побудову системи лiнiйних алгебраїчних



4

рiвнянь та подальше розв’язання цiєї системи стiйким для погано обумов-
лених матриць методом Гауса з частковим вибором головного елемента
за стовпцем. За отриманими коефiцiєнтами знайдено розв’язки та отрима-
но розрахунковi формули. Побудовано програму для обчислень значень
розв’язкiв.

Метод iнтегральних перетворень розглянуто у [4], [5]. У цих посiбниках
також вказано види iнтегральних перетворень, та методи iх вибору та
застосування.
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РОЗДIЛ 1

СТАЦIОНАРНА ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВIДНОСТI

ДЛЯ СКЛАДЕНОГО З N ШАРIВ

ПАРАЛЕЛЕПIПЕДА

1.1 Постановка задачi.

Розглянемо задачу стацiонарної теплопровiдностi для паралелепiпеда,
який складений з 𝑛 шарiв. На кожному шарi задана вiдповiдна функцiя,
яка описує розподiлення тепла.

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ1, 𝑡1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, ℎ1 ≤ 𝑧 ≤ ℎ2, 𝑡2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

· · · · · · · · ·
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, ℎ𝑛−1 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻, 𝑡𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)

(1.1)

Оператор Лапласа для цих задач буде мати вигляд,

∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
(1.2)
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Отримуємо 𝑛 рiвнянь вiдносно 𝑛 функцiй теплопровiдностi, якi вiдповiдають
𝑛 шарам паралелепiпеда

∆𝑡1 = 0 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ1

∆𝑡2 = 0 ℎ1 ≤ 𝑧 ≤ ℎ2

... ...

∆𝑡𝑛 = 0 ℎ𝑛−1 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻

(1.3)

Цi рiвняння розглядаються при вiдповiдних крайових умовах на границях
паралелепiпеда

𝑡𝑗|𝑥=0 = 𝑡𝑗|𝑥=𝑎 = 0, 𝑗 = 1,2,..., 𝑛

𝑡𝑗|𝑦=0 =
𝜕𝑡𝑗
𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

= 0, 𝑗 = 1,2,..., 𝑛

𝑡1|𝑧=0 = 0,

(︂
𝜕𝑡𝑛
𝜕𝑧

+ 𝐵𝑡𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐻

= 𝑔(𝑥, 𝑦) (1.4)

Та умовах iдеального теплового контакту на межах шарiв у серединi пара-
лелепiпеда

𝑧 = ℎ1 : 𝑡1|𝑧=ℎ1
= 𝑡2|𝑧=ℎ1

;

(︂
𝑘1
𝜕𝑡1
𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

=

(︂
𝑘2
𝜕𝑡2
𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

𝑧 = ℎ2 : 𝑡2|𝑧=ℎ2
= 𝑡3|𝑧=ℎ2

,

(︂
𝑘2
𝜕𝑡2
𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=ℎ2

=

(︂
𝑘3
𝜕𝑡3
𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=ℎ2

· · · · · · · · ·

𝑧 = ℎ𝑛−1 : 𝑡𝑛−1|𝑧=ℎ𝑛−1
=𝑡𝑛|𝑧=ℎ𝑛−1

,

(︂
𝑘𝑛−1

𝜕𝑡𝑛−1

𝜕𝑧

)︂
𝑧=ℎ𝑛−1

=

(︂
𝑘𝑛

𝜕𝑡𝑛
𝜕𝑧

)︂
𝑧=ℎ𝑛−1

(1.5)

1.2 Зведення задачi до одновимiрної

Скористаємося синус-перетворенням Фур’є за змiнною 𝑥

𝑡𝛼 =

∫︁ 𝑎

0

𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧) sin(𝛼𝑥) 𝑑𝑥, 𝛼𝑘 =
𝜋𝑘

𝑎
, 𝑘 ∈ N. (1.6)
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З формулою обернення

𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2

𝑎

∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝛼 sin(𝛼𝑘𝑥), 𝛼𝑘 =
𝜋𝑘

𝑎
, 𝑘 ∈ N. (1.7)

Також застосуємо синус-перетворення (нестандартне) Фур’є за змiн-
ною 𝑦

𝑡𝛼𝛽(𝑧) =

∫︁ 𝑏

0

𝑡𝛼(𝑦, 𝑧) sin(𝛽𝑦) 𝑑𝑦, 𝛽 =
𝜋(2𝑘 − 1)

2𝑏
, 𝑘 ∈ N (1.8)

З формулою обернення

𝑡𝛼(𝑦, 𝑧) =
2

𝑏

∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝛼𝛽 sin(𝛽𝑘𝑦), 𝛽𝑘 =
𝜋(2𝑘 − 1)

2𝑏
, 𝑘 ∈ N. (1.9)

1.3 Розв’язання одновимiрної крайової задачi:

Пiсля застосування iнтегральних перетворень отримуємо одновимiрну
крайову задачу вiдносно 𝑛 трансформант вихiдних функцiй

𝑡′′1𝛼𝛽 −𝑁 2𝑡1𝛼𝛽 = 0

𝑡′′2𝛼𝛽 −𝑁 2𝑡2𝛼𝛽 = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝑡′′𝑛𝛼𝛽 −𝑁 2𝑡𝑛𝛼𝛽 = 0

(1.10)

Крайовi умови пiсля застосування iнтегральних перетворень набувають
вигляду

𝑡1𝛼𝛽(0) = 0, 𝑡′𝑛𝛼𝛽(𝐻) + 𝐵𝑡𝑛𝛼𝛽(𝐻) = 𝑔𝛼𝛽 (1.11)
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Умови iдеального теплового контакту набувають вигляду:

𝑡1𝛼𝛽(ℎ1) = 𝑡2𝛼𝛽(ℎ1), 𝑘1𝑡
′
1𝛼𝛽(ℎ1) = 𝑘2𝑡

′
2𝛼𝛽(ℎ1)

𝑡2𝛼𝛽(ℎ2) = 𝑡3𝛼𝛽(ℎ2), 𝑘2𝑡
′
2𝛼𝛽(ℎ2) = 𝑘3𝑡

′
3𝛼𝛽(ℎ2)

· · · · · · · · ·
𝑡(𝑛−1)𝛼𝛽(ℎ𝑛−1) = 𝑡𝑛𝛼𝛽(ℎ𝑛−1), 𝑘𝑛−1𝑡

′
(𝑛−1)𝛼𝛽(ℎ𝑛−1) = 𝑘𝑛𝑡

′
𝑛𝛼𝛽(ℎ𝑛−1)

(1.12)

Розв’язки цих задач мають вигляд:

𝑡1𝛼𝛽(𝑧) = 𝐶11𝑒
𝑁𝑧 + 𝐶12𝑒

−𝑁𝑧

𝑡2𝛼𝛽(𝑧) = 𝐶21𝑒
𝑁𝑧 + 𝐶22𝑒

−𝑁𝑧

· · ·
𝑡𝑛𝛼𝛽(𝑧) = 𝐶𝑛1𝑒

𝑁𝑧 + 𝐶𝑛2𝑒
−𝑁𝑧

(1.13)

Задовольнимо умови iдеального теплового контакту, пiдставивши
розв’язки (1.13) в рiвняння умов (1.12), та у крайовi умови (1.11). Отримуємо
2𝑛 лiнiйних рiвнянь вiдносно 2𝑛 невiдомих коефiцiєнтiв розв’язкiв. Складемо
СЛАР з цих 2𝑛 рiвнянь. Отримуємо матричне рiвняння вiдносно невiдомих
коефiцiєнтiв:

𝐴𝐶 = 𝑏

де вектор правої частини 𝑏 = (0,0, . . . , 𝑔𝛼𝛽)𝑇 належить простору R2𝑛, а
матрицю 𝐴, яка належить простору R2𝑛×2𝑛 отримуємо у виглядi:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 0 0 · · · 0 0

𝑒𝐻1 −𝑒−𝐻1 −𝑒𝐻1 −𝑒−𝐻1 0 0 · · · 0 0

𝑘1𝑒
𝐻1 −𝑘1𝑒

−𝐻1 −𝑘2𝑒
𝐻1 𝑘2𝑒

−𝐻1 0 0 · · · 0 0

0 0 𝑒𝐻2 𝑒−𝐻2 −𝑒𝐻2 −𝑒−𝐻2 · · · 0 0

0 0 −𝑘2𝑒
𝐻2 −𝑘2𝑒

−𝐻2 −𝑘3𝑒
−𝐻2 𝑘3𝑒

−𝐻2 · · · 0 0

... ... ... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 0 0 · · · ℓ1 ℓ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Тут позначено: 𝐻𝑖 = 𝑁ℎ𝑖, та ℓ1 = 𝑁𝑒𝑁𝐻 + 𝐵𝑒𝑁𝐻 , ℓ2 = 𝐵𝑒−𝑁𝐻 −𝑁𝑒−𝑁𝐻 .

Переставляємо мiсцями перший та 2𝑛 − 1 рядок. Подiлимо другий
рядок на 𝑒𝐻1. Також, далi подiлимо всi парнi рядки, окрiм останнього 2𝑛

на −𝑘𝑛𝑒
−𝐻𝑛. Отримуємо матрицю 𝐴

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝑒−2𝐻1 −1 −𝑒−2𝐻1 0 0 · · · 0 0

0 1 (𝑘2−𝑘1)𝑒2𝐻1

2𝑘1
− (𝑘1+𝑘2)

2𝑘1
0 0 · · · 0 0

0 0 1 𝑒−2𝐻2 −1 −𝑒−2𝐻2 · · · 0 0

0 0 0 1 (𝑘3−𝑘2)𝑒2𝐻2

2𝑘2

(𝑘2+𝑘3)
2𝑘2

· · · 0 0

... ... ... ... ... ... . . . ... ...

1 1 0 0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 0 0 · · · ℓ1 ℓ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Далi перетворюємо передостаннiй рядок. Отримаємо пiсля множення та
вiднiмання першого рядка:(︂

0 1 − 𝑒2𝐻1 1 𝑒−2𝐻1 0 0 · · · 0

)︂

Тепер вiднiмемо другий рядок:(︂
0 0 𝛼53 𝛼54 0 0 · · · 0

)︂

𝛼53 = 1 − 𝑘2 − 𝑘1
2𝑘1

𝑒2𝐻1(1 − 𝑒−2𝐻1) = 1 − 𝑘2 − 𝑘1
2𝑘1

𝑒2𝐻1 +
𝑘2 + 𝑘1

2𝑘1
=

=
1 + 𝑒2𝐻1

2
+

𝑘2
𝑘1

· 1 − 𝑒2𝐻1

2
= 𝑒𝐻1

(︂
ch(𝐻1) +

𝑘2
𝑘1

sh(𝐻1)

)︂

𝛼54 = 𝑒−𝐻1(ch𝐻1 +
𝑘2
𝑘1

sh𝐻1)𝑒
𝐻1

Подiлимо на
(︁

ch(𝐻1) + 𝑘2
𝑘1

sh(𝐻1)
)︁
𝑒𝐻1
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Отримаємо: (︂
0 0 1 𝑒−2𝐻1 0 0 · · · 0

)︂
Покладемо замiсть першого рядка суму першого рядка та передостаннього.
Отримуємо перший рядок(︂

1 𝑒−2𝐻1 0 0 0 0 · · · 0

)︂

Вiднiмемо третiй рядок вiд передостаннього, отримаємо:

(︂
0 0 0 𝑒−2𝐻1 − 𝑒−2𝐻2 1 𝑒−2𝐻2 0 · · · 0

)︂
Вiднiмемо четвертий рядок та подiлимо на(︁

ch(𝐻2 −𝐻1) + 𝑘3
𝑘2

sh(𝐻2 −𝐻1)
)︁
𝑒−𝐻2−𝐻1.

Отримаємо передостаннiй рядок у виглядi:(︂
0 0 0 0 1 𝑒−2𝐻2 0 · · · 0

)︂
Вiднiмаємо цей рядок вiд третього, отримуємо третiй рядок у виглядi(︂

0 0 1 𝑒−2𝐻2 0 0 · · · 0

)︂
Продовжуючи цей процес до 2𝑛− 2 отримуємо матрицю 𝐴

𝐴=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝑒−2𝐻1 0 0 0 0 · · · 0 0

0 1 (𝑘2−𝑘1)𝑒
2𝐻1

2𝑘1
− (𝑘1+𝑘2)

2𝑘1
0 0 · · · 0 0

0 0 1 𝑒−2𝐻2 0 0 · · · 0 0

0 0 0 1 (𝑘3−𝑘2)𝑒
2𝐻2

2𝑘2
− (𝑘2+𝑘3)

2𝑘2
· · · 0 0

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 0 0 0 · · · 1 𝑒−2𝐻𝑛−1

0 0 0 0 0 0 · · · 0 ℓ2−ℓ1𝑒
−2𝐻𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Проведемо обернений хiд методу Гаусса, та отримаємо розв’язок:

𝐶2𝑛 =
𝑔𝛼𝛽

𝑙2 − 𝑙1𝑒−2𝐻𝑛−1
𝐿 = 𝑙2 − 𝑙1𝑒

−2𝐻𝑛−1;
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𝐶2𝑛−1 = −𝑔𝛼𝛽
𝐿

𝑒−2𝐻𝑛−1,

𝐶2𝑛−2 =
(𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1)

2𝑘𝑛−1
· 𝑔𝛼𝛽
𝐿

− (𝑘𝑛 − 𝑘𝑛−1)𝑒
2𝐻𝑛−1

2𝑘𝑛−1
·
(︁
−𝑔𝛼𝛽

𝐿
𝑒−2𝐻𝑛−1

)︁
=

=
𝑘𝑛𝑔𝛼𝛽
𝑘𝑛−1𝐿

,

𝐶2𝑛−3 = −𝑒−2𝐻𝑛−1
𝑔𝛼𝛽
𝐿

𝑘𝑛
𝑘𝑛−1

,

𝐶2𝑛−4 =
𝑔𝛼𝛽𝑘𝑛

2𝐿𝑘𝑛−2𝑘𝑛−1

(︁
(𝑘𝑛−1 − 𝑘𝑛−2) 𝑒

2(𝐻𝑛−2−𝐻𝑛−1) + (𝑘𝑛−2 + 𝑘𝑛−1)
)︁

=

=
𝑔𝛼𝛽𝑘𝑛
𝐿𝑘𝑛−1

𝑒(𝐻𝑛−2−𝐻𝑛−1)

(︂
𝑘𝑛−1

𝑘𝑛−2
ch(𝐻𝑛−1 −𝐻𝑛−2) + sh(𝐻𝑛−1 −𝐻𝑛−2)

)︂
𝐶2𝑛−5 = −𝐶2𝑛−4𝑒

−2𝐻𝑛−2 =

= − 𝑔𝛼𝛽𝑘𝑛
𝐿𝑘𝑛−1

𝑒(−𝐻𝑛−2−𝐻𝑛−1)

(︂
𝑘𝑛−1

𝑘𝑛−2
ch(𝐻𝑛−1 −𝐻𝑛−2) + sh(𝐻𝑛−1 −𝐻𝑛−2)

)︂
,

· · ·

Продовжуючи проце отримуємо до останнього коефiцiєнта

𝐶1 =
𝑔𝛼𝛽𝑘𝑛
𝐿𝑘𝑛−1

𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝑒−𝐻𝑛+𝑖−1−𝐻𝑛+𝑖

(︂
𝑘𝑛−𝑖

𝑘𝑛−𝑖−1
ch(𝐻𝑛−𝑖 −𝐻𝑛−𝑖−1) + sh(𝐻𝑛−𝑖 −𝐻𝑛−𝑖−1)

)︂

У загальному випадку отримуємо

𝐶2𝑛 = 𝐶2𝑛+2𝑒
𝐻𝑛−𝐻𝑛+1

(︂
𝑘𝑛+1

𝑘𝑛
ch(𝐻𝑛+1 −𝐻𝑛) + sh(𝐻𝑛+1 −𝐻𝑛)

)︂
𝑐2𝑛−1 = −𝐶2𝑛𝑒

−2𝐻𝑛

Таким чином, отримуємо формули для коефiцiєнтiв розв’язкiв

Спрощуючи отримуємо розв’язки у просторi трансформант:

𝑡𝑖𝛼𝛽(𝑧) = 2𝐶2𝑖𝑒
−𝐻𝑖 sh(𝐻𝑖 −𝑁𝑧) 𝑖 = 1,𝑛− 1
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1.4 Розв’язок у просторi оригиналiв

Застосовуючи оберненi формули iнтегральних перетворень, отримуємо

𝑡𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
4

𝑎𝑏

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑚=1

2𝐶2𝑖𝑒
−𝐻𝑖 sh(𝐻𝑖 −𝑁𝑧) sin(𝛼𝑘𝑥) sin(𝛽𝑚𝑦),

𝛼𝑘 =
𝜋𝑘

𝑎
, 𝛽𝑚=

𝜋(2𝑚− 1)

2𝑏
, 𝑖 = 1,𝑛− 1.

Де 𝑘,𝑚 ∈ N
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РОЗДIЛ 2

СТАЦIОНАРНА ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВIДНОСТI

ДЛЯ СКЛАДЕНОГО ПАРАЛЕЛЕПIПЕДА IЗ

ТРЬОХ ШАРIВ

2.1 Постановка задачi

Розглянемо задачу для складеного з трьох шарiв паралелепiпеда.
Кожен шар має свiй коефiцiєнт теплопровiдностi:

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ1, 𝑡1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, ℎ1 ≤ 𝑧 ≤ ℎ2, 𝑡2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, ℎ2 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻, 𝑡3(𝑥, 𝑦, 𝑧)

(2.1)

Оператор Лапласа для цiєї задачi буде мати вигляд,

∆𝑡𝑗 =
𝜕2𝑡𝑗
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑡𝑗
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑡𝑗
𝜕𝑧2

(2.2)

де 𝑡𝑗 𝑗 = 1,3 — це функцiї розподiлу температури у вiдповiдному шарi

∆𝑡1 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ1 (2.3)

∆𝑡2 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, ℎ1 ≤ 𝑧 ≤ ℎ2 (2.4)

∆𝑡3 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏, ℎ2 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻 (2.5)

Цi рiвняння розглядаються при вiдповiдних крайових умовах на границях
паралелепiпеда

𝑡𝑗|𝑥=0 = 𝑡𝑗|𝑥=𝑎 = 0, 𝑗 = 1,2,3

𝑡𝑗|𝑦=0 =
𝜕𝑡𝑗
𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

= 0, 𝑗 = 1,2,3

𝑡1|𝑧=0 = 0,

(2.6)
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(︂
𝜕𝑡3
𝜕𝑧

+ 𝐵𝑡3

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐻

= 𝑔(𝑥, 𝑦). (2.7)

Та умовах iдеального теплового контакту на межах шарiв у серединi пара-
лелепiпеда

𝑧 = ℎ1 : 𝑡1|𝑧=ℎ1
= 𝑡2|𝑧=ℎ1

;

(︂
𝑘1
𝜕𝑡1
𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

=

(︂
𝑘2
𝜕𝑡2
𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

𝑧 = ℎ2 : 𝑡2|𝑧=ℎ2
= 𝑡3|𝑧=ℎ2

,

(︂
𝑘2
𝜕𝑡2
𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=ℎ2

=

(︂
𝑘3
𝜕𝑡3
𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=ℎ2

(2.8)

2.2 Зведення задачi до одновимiрної

Скористаємося синус-перетворенням Фур’є за змiнною 𝑥

𝑡𝛼 =

∫︁ 𝑎

0

𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧) sin(𝛼𝑥) 𝑑𝑥, 𝛼𝑘 =
𝜋𝑘

𝑎
, 𝑘 ∈ N

З формулою обернення

𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2

𝑎

∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝛼 sin(𝛼𝑘𝑥), 𝛼𝑘 =
𝜋𝑘

𝑎
.

Також застосуємо синус-перетворення (нестандартне) Фур’є за змiн-
ною 𝑦

𝑡𝛼𝛽(𝑧) =

∫︁ 𝑏

0

𝑡𝛼(𝑦, 𝑧) sin(𝛽𝑦) 𝑑𝑦, 𝛽 =
𝜋(2𝑘 − 1)

2𝑏
, 𝑘 ∈ N

З формулою обернення

𝑡𝛼(𝑦, 𝑧) =
2

𝑏

∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝛼𝛽 sin(𝛽𝑘𝑦), 𝛽𝑘 =
𝜋(2𝑘 − 1)

2𝑏
.
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2.3 Розв’язання одновимiрної задачi у
просторi трансформант

Отримуємо три рiвняння для трьох шарiв.

𝑡′′1𝛼𝛽 −𝑁 2𝑡1𝛼𝛽 = 0

𝑡′′2𝛼𝛽 −𝑁 2𝑡2𝛼𝛽 = 0

𝑡′′3𝛼𝛽 −𝑁 2𝑡3𝛼𝛽 = 0

(2.9)

де 𝑁 2 = 𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘. Розв’язки цих трьох задач знадемо у виглядi

𝑡1𝛼𝛽(𝑧) = 𝐶11𝑒
𝑁𝑧 + 𝐶12𝑒

−𝑁𝑧

𝑡2𝛼𝛽(𝑧) = 𝐶21𝑒
𝑁𝑧 + 𝐶22𝑒

−𝑁𝑧

𝑡3𝛼𝛽(𝑧) = 𝐶31𝑒
𝑁𝑧 + 𝐶32𝑒

−𝑁𝑧

(2.10)

Крайовi умови за змiнними 𝑥 та 𝑦 були використанi для побудови транс-
формант. Для однорiдної задачi залишаються тiльки граничнi умови за
змiнною 𝑧 та умови iдеального теплового контакту (рiвнiсть температур та
теплових потокiв) на межах шарiв.

Звiдси отримуємо крайовi умови для одновимiрної задачi:

𝑡1𝛼𝛽(0) = 0, 𝑡′3𝛼𝛽(𝐻) + 𝐵𝑡3𝛼𝛽(𝐻) = 𝑔𝛼𝛽

𝑡1𝛼𝛽(ℎ1) = 𝑡2𝛼𝛽(ℎ1), 𝑘1𝑡
′
1𝛼𝛽(ℎ1) = 𝑘2𝑡

′
2𝛼𝛽(ℎ1)

𝑡2𝛼𝛽(ℎ2) = 𝑡3𝛼𝛽(ℎ2), 𝑘2𝑡
′
2𝛼𝛽(ℎ2) = 𝑘3𝑡

′
3𝛼𝛽(ℎ2)

(2.11)

Задовольняючи крайовi умови та умови iдеального теплового контакту на
границях трьох шарiв отримуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Права частина цiєї системи має вигляд:

𝑏 =

(︂
0 0 0 0 0 𝑔𝛼𝛽

)︂𝑇
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Матриця цiєї системи має вигляд:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 0 0

𝑒𝐻1 −𝑒−𝐻1 −𝑒𝐻1 −𝑒−𝐻1 0 0

𝑘1𝑒
𝐻1 −𝑘1𝑒

−𝐻1 −𝑘2𝑒
𝐻1 𝑘2𝑒

−𝐻1 0 0

0 0 𝑒𝐻2 𝑒−𝐻2 −𝑒𝐻2 −𝑒−𝐻2

0 0 −𝑘2𝑒
𝐻2 −𝑘2𝑒

−𝐻2 −𝑘3𝑒
−𝐻2 𝑘3𝑒

−𝐻2

0 0 0 0 ℓ1 ℓ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Застосовуючи метод Гауса у порядку описаному у першому роздiлi зведемо
систему до трикутного виду

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝑒−2𝐻1 0 0 0 0

0 1 (𝑘2−𝑘1)𝑒
2𝐻1

2𝑘1
− (𝑘1+𝑘2)

2𝑘1
0 0

0 0 1 𝑒−2𝐻2 0 0

0 0 0 1 (𝑘3−𝑘2)𝑒2𝐻2

2𝑘2
− (𝑘2+𝑘3)

2𝑘2

0 0 0 0 1 𝑒−2𝐻𝑛−1

0 0 0 0 0 ℓ2ℓ1𝑒
−2𝐻𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Розв’язуючи, знаходимо шуканi коефiцiєнти

𝐶32 =
𝑔𝛼𝛽

𝑙2 − 𝑙1𝑒−2𝐻2
𝐿 = 𝑙2 − 𝑙1𝑒

−2𝐻2;

𝐶31 = −𝑔𝛼𝛽
𝐿

𝑒−2𝐻2,

𝐶22 =
(𝑘2 + 𝑘2)

2𝑘2
· 𝑔𝛼𝛽
𝐿

− (𝑘3 − 𝑘2)𝑒
2𝐻2

2𝑘2
·
(︁
−𝑔𝛼𝛽

𝐿
𝑒−2𝐻2

)︁
=

=
𝑘3𝑔𝛼𝛽
𝑘2𝐿

,



17

𝐶21 = −𝑒−2𝐻2
𝑔𝛼𝛽
𝐿

𝑘3
𝑘2
,

𝐶12 =
𝑔𝛼𝛽𝑘3

2𝐿𝑘1𝑘2

(︁
(𝑘2 − 𝑘1) 𝑒

2(𝐻1−𝐻2) + (𝑘1 + 𝑘2)
)︁

=

=
𝑔𝛼𝛽𝑘3
𝐿𝑘2

𝑒(𝐻1−𝐻2)

(︂
𝑘2
𝑘1

ch(𝐻2 −𝐻1) + sh(𝐻2 −𝐻1)

)︂
𝐶11 = −𝑔𝛼𝛽𝑘3

𝐿𝑘2
𝑒(−𝐻1−𝐻2)

(︂
𝑘2
𝑘1

ch(𝐻2 −𝐻1) + sh(𝐻2 −𝐻1)

)︂
.

Таким чином, спрощуючи, знаходимо розв’язки для трьох функцiй,
якi описують теплопровiднiсть на трьох шарах паралелепiпеда.

𝑡1𝛼𝛽(𝑧) = 2
𝑔𝛼𝛽𝑘3
𝐿𝑘2

𝑒−𝐻2

(︂
𝑘2
𝑘1

ch(𝐻2 −𝐻1) + sh(𝐻2 −𝐻1)

)︂
sh(𝐻1 −𝑁𝑧)

𝑡2𝛼𝛽(𝑧) = 2
𝑔𝛼𝛽𝑘𝑛
𝐿𝑘𝑛−1

𝑒−𝐻2 sh(𝐻2 −𝑁𝑧)

𝑡3𝛼𝛽(𝑧) = 2
𝑔𝛼𝛽
𝐿

𝑒−𝐻2 sh(𝐻2 −𝑁𝑧)

2.4 Розв’язок у просторi оригиналiв

Використаймо обернене скiнченне перетворення sin-Фур’є та отримає-
мо розв’язок у просторi оригiналiв

𝑡1(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
4

𝑎𝑏

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑚=1

2
𝑔𝛼𝛽𝑘3
𝐿𝑘2

𝑒−𝐻2

(︂
𝑘2
𝑘1

ch(𝐻2 −𝐻1) + sh(𝐻2 −𝐻1)

)︂
×

× sh(𝐻1 −𝑁𝑧) sin(𝛼𝑘𝑥) sin(𝛽𝑚𝑦),

𝑡2(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
4

𝑎𝑏

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑚=1

2
𝑔𝛼𝛽𝑘𝑛
𝐿𝑘𝑛−1

𝑒−𝐻2 sh(𝐻2 −𝑁𝑧) sin(𝛼𝑘𝑥) sin(𝛽𝑚𝑦),

𝑡3(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
4

𝑎𝑏

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑚=1

2
𝑔𝛼𝛽
𝐿

𝑒−𝐻2 sh(𝐻2 −𝑁𝑧) sin(𝛼𝑘𝑥) sin(𝛽𝑚𝑦).

𝛼𝑘 = 𝜋𝑘
𝑎 , 𝛽𝑚= 𝜋(2𝑚−1)

2𝑏 . Де 𝑘, 𝑚 ∈ N
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РОЗДIЛ 3

ОТРИМАННЯ ЧИСЕЛЬНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

3.1 Розрахунок 𝑔𝛼𝛽 для рiзних функцiй 𝑔(𝑥, 𝑦)

у граничнiй умовi (2.7):

Нехай у формулi (2.7) 𝑔(𝑥,𝑦) = 𝑥2𝑦2. Тодi отримуємо

𝑔𝛼𝛽 =

∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑏

0

𝜉2𝜂2 sin𝛼𝜉 sin 𝛽𝜂 𝑑𝜉𝑑𝜂

перепишемо цей iнтеграл як повторний

𝑔𝛼𝛽 =

∫︁ 𝑎

0

𝜉2 sin𝛼𝜉 𝑑𝜉

∫︁ 𝑏

0

𝜂2 sin 𝛽𝜂 𝑑𝜂

Знайдемо цей iнтеграл по частинам

∫︁ 𝑏

0

𝜂2 sin 𝛽𝜂 𝑑𝜂 =
−𝜂2 cos 𝛽𝜂

𝛽

⃒⃒⃒⃒𝑏
0

+
2

𝛽

∫︁ 𝑏

0

𝜂 cos 𝛽𝜂 𝑑𝜂 =

=
−𝜂2 cos 𝛽𝜂

𝛽

⃒⃒⃒⃒𝑏
0

+
2

𝛽

[︃
𝜂 sin 𝛽𝜂

𝛽

⃒⃒⃒⃒𝑏
0

− 1

𝛽

∫︁ 𝑏

0

sin 𝛽𝜂 𝑑𝜂

]︃
=

=
−𝑏2 cos 𝛽𝑏

𝛽
+

2𝑏 sin 𝛽𝑏

𝛽2
+

4 sin2 𝛽𝑏/2

𝛽3

Отримуємо, що в цьому випадку

𝑔𝛼𝛽 =

(︂
−𝑏2 cos 𝛽𝑏

𝛽
+

2𝑏 sin 𝛽𝑏

𝛽2
+

4 sin2 𝛽𝑏/2

𝛽3

)︂
×

×
(︂
−𝑎2 cos𝛼𝑎

𝛼
+

2𝑏 sin𝛼𝑎

𝛼2
+

4 sin2 𝛼𝑎/2

𝛼3

)︂
Для розрахункiв покладемо значення параметрiв:

• Параметр теплообмiну на границi 𝑧 = 𝐻 𝐵 = 1

• Границi шарiв ℎ1 = 5, ℎ2 = 7,𝐻 = 11
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• Розмiри паралелепiпеда 0 < 𝑥 < 𝑎 = 20, 0 < 𝑦 < 𝑏 = 20, 0 < 𝑧 < 𝐻 =

11.

Рис. 3.1. 𝑘1 = 3, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 15

Рис. 3.2. 𝑘1 = 9, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 9

Рис. 3.3. 𝑘1 = 15, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 3

Рис. 3.4. 𝑘1 = 3, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 15

Рис. 3.5. 𝑘1 = 9, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 9

Рис. 3.6. 𝑘1 = 15, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 3
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Також побудовано графiки температури в залежностi вiд змiнної 𝑧 при
фiксованих 𝑥 = 10, 𝑦 = 10

Рис. 3.7. 𝑘1 = 3, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 15

Рис. 3.8. 𝑘1 = 9, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 9

Рис. 3.9. 𝑘1 = 15, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 3
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Якщо у формулi (2.7) 𝑔(𝑥,𝑦) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦)

𝑔𝛼𝛽 =

∫︁ 𝑎

0

∫︁ 𝑏

0

cos(𝜉 + 𝜂) sin𝛼𝜉 sin 𝛽𝜂 𝑑𝜉𝑑𝜂

Перепишемо цей iнтеграл як повторний

𝑔𝛼𝛽 =

∫︁ 𝑎

0

sin𝛼𝜉 𝑑𝜉

∫︁ 𝑏

0

cos(𝜉 + 𝜂) sin 𝛽𝜂 𝑑𝜂

Знайдемо другий iнтеграл за змiнною 𝜂 по частинам

∫︁ 𝑏

0

cos(𝜉 + 𝜂) sin 𝛽𝜂 𝑑𝜂 =
− cos (𝜉 + 𝜂) cos 𝛽𝜂

𝛽

⃒⃒⃒⃒𝑏
0

− 1

𝛽

∫︁ 𝑏

0

sin(𝜉 + 𝜂) cos 𝛽𝜂 =

=
− cos (𝜉 + 𝜂) cos 𝛽𝜂

𝛽

⃒⃒⃒⃒𝑏
0

− sin (𝜉 + 𝜂) sin 𝛽𝜂

𝛽2

⃒⃒⃒⃒𝑏
0

+
1

𝛽2

∫︁ 𝑏

0

cos(𝜉 + 𝜂) sin 𝛽𝜂

Методом зведення до першого iнтеграла, використовуючи формули добутку
тригонометричних функцiй та порiвнюючи подiбнi доданки, отримуємо, що
iнтеграл за змiнною 𝜂

𝐼 =
𝜎1 cos (𝜉 + 𝜎2𝑏) − 𝜎2 cos (𝜉 + 𝜎1𝑏) − 2𝛽 cos 𝜉

2𝜎1𝜎2

де 𝜎1 = 1 + 𝛽, 𝜎2 = 1 − 𝛽

Вiзьмемо iнтеграл за 𝜉 по частинах. Для першого доданку маємо∫︁ 𝑎

0

cos(𝜉 + 𝜎2𝑏) sin𝛼𝜉 𝑑𝜉 =
− cos (𝜉 + 𝜎2𝑏) cos𝛼𝜉

𝛼

⃒⃒⃒⃒𝑎
0

−

− 1

𝛼

∫︁ 𝑏

0

sin(𝜉 + 𝜎2𝑏) cos𝛼𝜉 =
− cos (𝜉 + 𝜎2𝑏) cos𝛼𝜉

𝛼

⃒⃒⃒⃒𝑎
0

−

− sin (𝜉 + 𝜎2𝑏) sin𝛼𝜉

𝛼2

⃒⃒⃒⃒𝑏
0

+
1

𝛼2
𝐼1

У такий спосiб знаходимо значення для трьох доданкiв

𝐼1 =
𝑘1 cos (𝑎𝑘2 + 𝜎2𝑏) − 𝑘2 cos (𝑎𝑘1 + 𝜎2𝑏) − 2𝛼 cos𝜎2𝑏

2𝑘1𝑘2
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𝐼2 =
𝑘1 cos (𝑎𝑘2 + 𝜎1𝑏) − 𝑘2 cos (𝑎𝑘1 + 𝜎1𝑏) − 2𝛼 cos𝜎1𝑏

2𝑘1𝑘2

𝐼3 =
𝑘1 cos (𝑎𝑘2) − 𝑘2 cos (𝑎𝑘1) − 2𝛼

2𝑘1𝑘2

де 𝑘1 = 1 + 𝛼, 𝑘2 = 1 − 𝛼

Спрощуючи, знаходимо

𝑔𝛼𝛽 =
𝜎1𝐼1 − 𝜎2𝐼2 − 2𝛽𝐼3

2𝜎1𝜎2

Для розрахункiв покладемо значення параметрiв:

• Параметр теплообмiну на границi 𝑧 = 𝐻 𝐵 = 1

• Границi шарiв ℎ1 = 5, ℎ2 = 7,𝐻 = 11

• Розмiри паралелепiпеда 0 < 𝑥 < 𝑎 = 20, 0 < 𝑦 < 𝑏 = 20, 0 < 𝑧 < 𝐻 =

11.
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Рис. 3.10. 𝑘1 = 3, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 15

Рис. 3.11. 𝑘1 = 9, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 9

Рис. 3.12. 𝑘1 = 15, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 3

Рис. 3.13.

Рис. 3.14. 𝑘1 = 9, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 9

Рис. 3.15. 𝑘1 = 15, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 3
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Також побудовано графiки температури в залежностi вiд змiнної 𝑧
при фiксованих 𝑥 = 10, 𝑦 = 10

Рис. 3.16. 𝑘1 = 3, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 15

Рис. 3.17. 𝑘1 = 9, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 9

Рис. 3.18. 𝑘1 = 15, 𝑘2 = 9, 𝑘3 = 3
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ВИСНОВКИ

1) Знайдено загальний розв’язок для стацiонарної задачi теплопровiдно-
стi для складеного з 𝑛 шарiв паралелепiпеда.

2) Коефiцiєнти розв’язкiв отримано у виглядi рекурентних спiввiдно-
шень.

3) Розглянуто розв’язки для паралелепiпеда складеного з трьох шарiв.
4) Отриманi чисельнi результати вираженi у виглядi теплової карти

розв’язкiв вiдносно рiзних значень коефiцiєнтiв. Цi тепловi карти по-
будовано вiдносно змiнних 𝑥, 𝑧 та вiдносно змiнних 𝑦, 𝑧. Це вiдповiдає
перерiзам складеного паралелепiпеда.

5) Розроблено програму для побудови графiкiв на мовi програмування
Python.
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ДОДАТОК А

Код написаний мовою Python.

import matplotlib.pyplot as mpl
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
import numpy as np

quan = 40
Num = 15
fW = np.zeros((quan, quan))
a = 20
b = 20
# s = 10; d = 10
B = 1
k1 = 15
k2= 9
k3= 3
h1 = 5
h2 = 7
H = 11
pi = 3.14159265358979
x = np.linspace(0, a, quan)
y = np.linspace(0, b, quan)
z = np.linspace(0, H, quan)

def mult1(alpha, beta):
g = -b**2*np.cos(beta*b)/beta + \
2*b*np.sin(beta*b)/beta**2 + \
4*(np.sin(beta*b/2))**2/beta**3
g1 = -a**2*np.cos(alpha*a)/alpha + \
2*a*np.sin(alpha*a)/alpha**2 + \
4*(np.sin(alpha*a/2))**2/alpha**3
return -g*g1/500000
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def mult2(alpha, beta):
sigma1 = 1+beta
sigma2 = 1-beta
k1 = 1 + alpha
k2 = 1 - alpha
I1 = (k1*np.cos(a*k2+sigma2*b)- \
k2*np.cos(a*k1+sigma2*b)- \
2*alpha*np.cos(sigma2*b))
I2 = (k1*np.cos(a*k2+sigma1*b)- \
k2*np.cos(a*k1+sigma1*b)- 2*alpha*np.cos(sigma1*b))
I3 = (k1*np.cos(a*k2)- k2*np.cos(a*k1) - 2*alpha)
g = (sigma1 * I1 - sigma2 * I2 - 2*beta*I3)/\
(4*sigma1*sigma2*k1*k2)
return g/10

def t1alphabeta(z, k, m, N):
alpha = np.pi*k/a
beta = np.pi*(2*m-1)/(2*b)
N = np.sqrt(alpha**2 + beta**2)
l1 = N*np.exp(N*H) + B*np.exp(N*H)
l2 = B*np.exp(-N*H) - N*np.exp(-N*H)
H1= N*h1
H2= N*h2
L = l2 - l1 * np.exp(-2*N*h2)
term = 2*k3/k2*np.exp(-H2)*mult1(alpha, beta)/L*\
(k2/k1*np.cosh(H2 - H1)+\

np.sinh(H2-H1))*np.sinh(H1 - N*z)#mult
return term

def t2alphabeta(z, k, m, N):
alpha = np.pi*k/a
beta = np.pi*(2*m-1)/(2*b)
N = np.sqrt(alpha**2 + beta**2)
l1 = N*np.exp(N*H) + B*np.exp(N*H)
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l2 = B*np.exp(-N*H) - N*np.exp(-N*H)
H2= N*h2
L = l2 - l1 * np.exp(-2*N*h2)
term = 2*k3/k2*np.exp(-H2)*mult1(alpha, beta)\
/L*np.sinh(H2 - N*z)#mult
return term

def t3alphabeta(z, k, m, N):
alpha = np.pi*k/a
beta = np.pi*(2*m-1)/(2*b)
N = np.sqrt(alpha**2 + beta**2)
l1 = N*np.exp(N*H) + B*np.exp(N*H)
l2 = B*np.exp(-N*H) - N*np.exp(-N*H)
H2= N*h2
L = l2 - l1 * np.exp(-2*N*h2)
term = 2*np.exp(-H2)*mult1(alpha, beta)/\
L*np.sinh(H2 - N*z)#mult
return term

def t1(x, y, z):
sum_value =0
for m in range(1, Num):

beta = np.pi*(2*m-1)/(2*b)
sumv=0
for k in range(1, Num):

alpha = np.pi*k/a
N = np.sqrt(alpha**2 + beta**2)
sumv += t1alphabeta(z, k, m, N)*\
np.sin(alpha*x)

sum_value +=sumv*np.sin(beta*y)
return 4/(a*b)*sum_value

def t2(x, y, z):
sum_value =0
for m in range(1, Num):

beta = np.pi*(2*m-1)/(2*b)
sumv=0
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for k in range(1, Num):
alpha = np.pi*k/a
N = np.sqrt(alpha**2 + beta**2)
sumv += t2alphabeta(z, k, m, N)*np.sin(alpha*x)

sum_value +=sumv*np.sin(beta*y)
return 4/(a*b)*sum_value

def t3(x, y, z):
sum_value =0
for m in range(1, Num):

beta = np.pi*(2*m-1)/(2*b)
sumv=0
for k in range(1, Num):

alpha = np.pi*k/a
N = np.sqrt(alpha**2 + beta**2)
sumv += t3alphabeta(z, k, m, N)*np.sin(alpha*x)

sum_value +=sumv*np.sin(beta*y)
return 4/(a*b)*sum_value

def t(x, y, z):
if z< h1:

return t1(x,y,z)
elif z>h2:

return t3(x,y,z)
else:

return t2(x,y,z)
for i in range(quan):

for j in range(quan):
fW[i, j] = t(x[i], 10, z[j])

fig, ax = mpl.subplots()

im = ax.imshow(fW.T, cmap='coolwarm', \
interpolation='nearest')
mpl.colorbar(im, ax=ax, \
label="Значення температури")
ax.set_xlabel('Вiсь X')
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ax.set_ylabel('Вiсь Z')
ax.set_xticks([])
ax.set_yticks([])
ax.set_title("t(x, 10, z)")
mpl.show()
fig, ax = mpl.subplots()
mpl.grid(b=':')
fw = np.zeros(quan)
for i in range(quan):

#print(t(10, 10, z[i]))
fw[i] = t(10, 10, z[i])

ax.plot(z, fw, color='red')
ax.set_title('t(10, 10, z)')



31

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Deconinck, B., Pelloni, B., & Sheils, N. E. (2014). Non-steady-state
heat conduction in composite walls. Proceedings of the Royal Society A:
Mathematical, Physical and Engineering Sciences, 470(2165), 20130605.

2. Dong, H., Cui, J., Nie, Y., & Yang, Z. (2017). Multiscale computati-
onal method for heat conduction problems of composite structures wi-
th diverse periodic configurations in different subdomains. arXiv preprint
arXiv:1712.02615.

3. Yang, X.-S. (2010). Modelling heat transfer of carbon nanotubes. arXiv
preprint arXiv:1003.1882.

4. Попов Г.Я., Реут В.В. Вайсфельд Н.Д. Учбовий посiбник з курсу "Рiв-
няння математичної фiзики. Метод iнтегральних перетворень".— О.:
"Астропринт 1999. — 67 с.

5. Вайсфельд Н. Д. Рiвняння математичної фiзики : навч.-метод. посiбн.
для студ. спец. «Прикладна математика» / Н. Д. Вайсфельд, В. В.
Реут.—Одеса : Одеськ. нац. ун-т iм. I. I. Мечникова, 2018.—194 с.


	Вступ
	Стацiонарна задача теплопровiдностi для складеного з n шарів паралелепiпеда
	Постановка задачі.
	Зведення задачі до одновимірної
	Розв'язання одновимірної крайової задачі:
	Розв'язок у просторі оригиналів

	Стаціонарна задача теплопровідності для складеного паралелепіпеда із трьох шарів
	Постановка задачі
	Зведення задачі до одновимірної
	Розв'язання одновимірної задачі у просторі трансформант
	Розв'язок у просторі оригиналів

	Отримання чисельних результатів
	Розрахунок g для різних функцій g(x, y) у граничній умові (2.7):

	Висновки
	Додаток А
	Список літератури

