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ВСТУП

Методичнi вказiвки присвяченi чисельним методам алгебри. Розгляну-
то такi теми: степеневий метод та метод зворотної iтерацiї розв’язання час-
ткової проблеми власних значень, методи розв’язання повної проблеми на
власнi значення, методи дихотомiї, метод простої iтерацiї та метод Ньютона
розв’язання нелiнiйних рiвнянь та систем.

До кожної теми додано необхiдний теоретичний матерiал та завдання
до лабораторних робiт.

На сьогоднiшнiй день обсяг iнформацiї в галузi методiв обчислень пра-
ктично неоглядний. Iснують великi бiблiотеки програм, такi, як бiблiотека
Netlib[14], (що включає пакети LINPACK, EISPACK, LAPACK, BLAS та iн.),
бiблiотеки чисельного аналiзу Numerical Algorithms Group NAG[15], наукова
бiблiотека GSL асоцiацiї [16]. Вказанi бiблiотеки широко застосовуються суча-
сними обчислювачами, однак у навчальних курсах використовуються досить
рiдко. До причин цього слiд вiднести деяку їхню ”громiздкiсть”. Досить скла-
дними є умови щодо параметрiв функцiй. Вихiдний код зазвичай написаний
на Фортранi. Цi властивостi часто ускладнюють можливiсть використання
вихiдного коду цих пакетiв у студентських лабораторних роботах. Тому, у
вказiвках приведенi псевдокоди алгоритмiв розглянутих числових методiв,
щоб у учбових цiлях їх можна було легко реалiзувати мовою програмування
високого рiвня.

Для роботи зi вказiвками необхiднi знання лiнiйної алгебри та матема-
тичного аналiзу обсягом, що вiдповiдає унiверситетським курсам. Передба-
чається, що лабораторнi роботи виконуються паралельно з вивченням тео-
ретичного матерiалу за дисциплiною ”Методи обчислень”. Як пiдручники з
сучасних чисельних методiв лiнiйної алгебри ми рекомендуємо[3–5, 9].

У методичних вказiвках наводяться докази лише деяких ключових твер-
джень, що, як ми вважаємо, цiлком виправдовується поставленими задачами.
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1. ЧАСТКОВА ПРОБЛЕМА ВЛАСНИХ ЗНАЧЕНЬ

1.1. Степеневий метод

Припустимо, що максимальне за модулем власне значення симетричної
дiйсної матрицi A ∈ Rn×n вiдокремлено, тобто,

|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|.

У цьому випадку степеневий метод дозволяє знайти максимальне за модулем
власне значення λ1 та вiдповiдний власний вектор q1.

Побудуємо наступний iтерацiйний процес. Нехай y0 — початкове набли-
ження до власного вектора q1. За теоремою про спектральне розкладання
симетричної матрицi власнi вектори матрицi A утворюють ортонормований
базис простору Rn×n. Розкладемо y0 за цим базисом,

y0 =

n∑
i=1

αiqi, (1.1)

де αi = qTi y0. Припустимо, що α1 ̸= 0. Нормуємо вектор y0,

x0 =
y0

||y0||2
.

Помножимо матрицю A на вектор x0,

y1 = Ax0 =

n∑
i=1

αiλiqi∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
i=1

αiqi

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Нормуємо вектор y1,

x1 =
y1

||y1||2
=

n∑
i=1

αiλiqi∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
i=1

αiλiqi

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.
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Пiсля k iтерацiй маємо,

xk =

n∑
i=1

αiλ
k
i qi∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

i=1
αiλ

k
i qi

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

, (1.2)

yk+1 = Axk =

n∑
i=1

αiλ
k+1
i qi∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

i=1
αiλ

k
i qi

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

. (1.3)

Покладемо,
λ(k+1) = yTk+1xk.

Покажемо, що λ(k+1) → λ1 при k → ∞. З (1.2) та (1.3) маємо,

λ(k+1) = yTk+1xk =

(
n∑

i=1
αiλ

k+1
i qi

)T ( n∑
i=1

αiλ
k
i qi

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
i=1

αiλ
k
i qi

∣∣∣∣∣∣∣∣2
2

=

n∑
i=1

α2
iλ

2k+1
i

n∑
i=1

α2
iλ

2k
i

=

=
λ1 +

α2
2λ2

α2
1

(
λ2

λ1

)2k
+ · · ·+ α2

nλn

α2
1

(
λn

λ1

)2k
1 + α2

2

α2
1

(
λ2

λ1

)2k
+ · · ·+ α2

n

α2
1

(
λn

λ1

)2k =

λ1 +O

((
λ2

λ1

)2k)
1 +O

((
λ2

λ1

)2k) .

Звiдси,

λ(k+1) − λ1 = O

((
λ2
λ1

)2k
)
. (1.4)

Покажемо тепер, що xk → q1 при k → ∞. Дiйсно,

xk =

n∑
i=1

αiλ
k
i qi∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

i=1
αiλ

k
i qi

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=
α1λ

k
1q1 + α2λ

k
2q2 + · · ·+ αnλ

k
nqn

|α1| |λ1|k
√

1 +O

((
λ2

λ1

)2k) =
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=

±q1 +O

((
λ2

λ1

)k)
√

1 +O

((
λ2

λ1

)2k) .

Звiдси,

xk − q1 = O

((
λ2
λ1

)k
)
. (1.5)

Зауважимо, що порядок швидкiстi збiжностi власного значення у 2 рази
бiльше, нiж власного вектор.

Запишемо алгоритм степеневого методу.

Алгоритм 1.1 Степенной метод

1. x0 = y0/||y0||2
2. For k = 0, 1, . . . Until Convergence Do

3. yk+1 = Axk

4. λ(k+1) = yTk+1xk

5. xk+1 = yk+1/||yk+1||2
6. End Do

Тестом на збiжнiсть може бути одна з наступних умов.∣∣∣λ(k+1) − λ(k)
∣∣∣ ≤ ε

∣∣∣λ(k+1)
∣∣∣ , (1.6)

або ∣∣∣∣ max
(xk)i ̸=0

(yk+1)i
(xk)i

− min
(xk)i ̸=0

(yk+1)i
(xk)i

∣∣∣∣ ≤ ε

∣∣∣∣ max
(xk)i ̸=0

(yk+1)i
(xk)i

∣∣∣∣ . (1.7)

Вiдмiтимо, що крок 3. алгоритма 1.1 вимагає O(n2) арифметичних дiй,
решта крокiв — O(n) арифметичних дiй.

1.2. Зворотня iтерацiя

Розглянемо тепер метод зворотної iтерацiї. Припустимо, що найменше
за модулем власне значення дiйсної симетричної матрицi A ∈ Rn×n вiдокрем-
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лено, тобто,
|λ1| ≥ · · · ≥ |λn−1| > |λn|. (1.8)

Зауважимо, що якщо {λ, x} — власна пара матрицi A, то {1/λ, x} — власна
пара зворотної матрицi A−1. Очевидно, що 1/λn — максимальне за модулем
власне значення матрицi A−1. Тому, для знаходження 1/λn можна застосу-
вати степеневий метод для матрицi A−1. У цьому випадку при k → ∞

λ(k+1) → 1

λn
, xk → qn.

Таким чином, зворотна iтерацiя дозволяє обчислити найменше за модулем
власне значення матрицi (i вiдповiдний власний вектор), якщо воно вiдокрем-
лено вiд iнших власних значень.

Запишемо алгоритм зворотної iтерацiї.

Алгоритм 1.2 Зворотна iтерацiя

1. x0 = y0/||y0||2
2. QuadFor k = 0, 1, dots Until Convergence Do

3. yk+1 = A−1xk

4. λ(k+1) = yTk+1xk

5. xk+1 = yk+1/||yk+1||2
6. End Do

Крок 3. алгоритма зворотної iтерацiї зводиться до розв’язання систе-
ми Ayk+1 = xk. Для розв’язання цiєї системи потрiбно O(n3) арифмети-
чних дiй. Однак, якщо вiдомо деяке розкладання матрицi A (наприклад,
LU -розкладання), то цей крок вимагатиме лише O(n2) арифметичних дiй.
Iншi кроки алгоритму вимагають лише O(n) дiй.

Зауваження 1.1 Встановлюючи збiжнiсть степеневого методу, ми при-
пускали (див. (1.1)), що коефiцiєнт α1 у розкладаннi за власними векторами
початкового наближення y0 вiдмiнний вiд нуля. Навiть якщо це не так, то,
внаслiдок округлень при виконаннi арифметичних дiй, на деякiй iтерацiї k
коефiцiєнт α1 у розкладаннi yk буде вiдмiнний вiд нуля.
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1.3. Вичерпування вiднiманням

Нехай власнi значення дiйсної симетричної матрицi A ∈ Rn×n задоволь-
няють умовам

|λ1| > |λ2| > |λ3| ≥ · · · ≥ |λn|.

Припустимо, що власну пару {λ1, q1} вже знайдено. Необхiдно знайти {λ2, q2}.
Нехай ỹ0 — початкове наближення та

ỹ0 = α1q1 + α2q2 + · · ·+ αnqn,

причому α2 ̸= 0. Покладемо

y0 = ỹ0 − α1q1 = ỹ0 − ỹT0 q1q1.

Повторюючи доказ збiжностi степеневого методу для обраного таким чином
початкового наближення y0, переконаємося, що при k → ∞ в точнiй арифме-
тицi

λ(k+1) → λ2, xk → q2.

Однак, через похибки округлень коефiцiєнт при q1 знову може з’явитися у
розкладаннi yk. Тому цей коефiцiєнт видаляють на кожнiй iтерацiї або через
кiлька iтерацiй. Таким чином, для знаходження власної пари {λ2, q2} можна
застосувати степеневий метод з вичерпуванням вiднiманням.

Алгоритм 1.3 Степеневий метод з вичерпуванням вiднiманням

1. y0 = ỹ0 − ỹT0 q1q1

2. x0 = y0/||y0||2
3. For k = 0, 1, . . . Until Convergence Do

4. ỹk+1 = Axk

5. yk+1 = ỹk+1 − ỹTk+1q1q1

6. λ(k+1) = yTk+1xk

7. xk+1 = yk+1/||yk+1||2
8. End Do

Так по черзi можна знайти кiлька максимальних за модулем власних
9



значень, якщо вони вiдокремленi один вiд одного i вiд решти спектра.

Очевидно, що для знаходження кiлькох вiдокремлених мiнiмальних за
модулем власних значень можна застосувати зворотну iтерацiю з вичерпува-
нням вiднiманням.

1.4. Використання зсувiв

Нехай A ∈ Rn×n i σ ∈ R. Якщо {λ, x} — власна пара матрицi A, то
{λ − σ, x} є власною парою матрицi A − σI. Дiйсне число σ називається
зсувом.

Спочатку розглянемо використання зсуву задля збiльшення швидко-
стi збiжностi зворотної iтерацiї. Оскiльки зворотна iтерацiя — це степеневий
метод для зворотної матрицi A−1, то

λ(k+1) − 1

λn
= O

( 1
λn−1

1
λn

)2k
 = O

((
λn
λn−1

)2k
)
.

Звiдси випливає, що швидкiсть збiжностi залежить вiд малостi величини
| λn

λn−1
|. Остання залежить вiд вiдстанi мiж |λn−1| i |λn|, тобто, вiд вiдокремле-

ння найменшого за модулем власного значення, i вiд малостi |λn|. Тому зсув
σ вибирають так, щоб найменше за модулем власне значення λ̃n = λn − σ

матрицi A− σI було якомога ближче до нуля. Таким чином, для збiльшення
швидкостi збiжностi зворотної iтерацiї зсув σ треба вибирати якомога ближче
до шуканого власного значення λn.

Вiдомо, що якщо x̃ — наближення до деякого власного вектора симетри-
чної матрицi, то найкращим наближенням до вiдповiдного власного значення
дає вiдношення Релея

ρ(x̃) =
x̃TAx̃

x̃T x̃
.

Вищесказане лежить в основi наступного алгоритму.

Алгоритм 1.4 Зворотна iтерацiя зi зсувом Релея

1. x0 = y0/||y0||2
2. For k = 0, 1, . . . Until Convergence Do
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3. σk+1 = xTkAxk

4. yk+1 = (A− σk+1I)
−1xk

5. xk+1 = yk+1/||yk+1||2
6. End Do

Тестом на збiжнiсть може бути умова (1.7).

Зауважимо, що крок 3. алгоритму вимагає O(n3) арифметичних дiй, бо
щоразу треба розв’язувати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь iз новою
матрицею.

Розглянемо тепер використання зсуву для обчислення власних значень
матрицi степеневим методом (зворотною iтерацiєю) вiдмiнних вiд максималь-
них (мiнiмальних) за модулем. Очевидно, що зворотна iтерацiя, обчислюючи
мiнiмальне за модулем власне значення матрицi A − σI, фактично буде об-
числювати власне значення матрицi A найближче до σ.

Визначивши межi спектру матрицi A (наприклад, за лемою Гершгорi-
на), можна так вибрати зсув σ, щоб степеневий метод чи зворотна iтерацiя
фактично обчислювали найменше (найбiльше) власне значення матрицi A.
Дiйсно, якщо σ ≤ λmin(A), то всi власнi значення матрицi A−σI додатнi, най-
меншому власному значенню матрицi A вiдповiдає мiнiмальне (мiнiмальне за
модулем) власне значення матрицi A − σI, а максимальному власному зна-
ченню матрицi A — максимальне (максимальне за модулем) власне значення
матрицi A−σI. Якщо ж σ ≥ λmax(A), то всi власнi значення матрицi A−σI

вiд’ємнi, найменшому власному значенню матрицi A вiдповiдає мiнiмальне
(максимальне за модулем) власне значення матрицi A−σI, а максимального
власного значення матрицi A — максимальне (мiнiмальне за модулем) власне
значення матрицi A− σI.

1.5. Завдання до лабораторної роботи

Мовою пакету Octave написати програми степеневого методу та методу
зворотної iтерацiї.

Провести наступний обчислювальний експеримент. Для заданої матрицi
A iз заданою точнiстю ε:
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1. знайти найбiльше i найменше власнi значення степеневим методом;
2. знайти найбiльше та найменше власнi значення методом зворотної iте-

рацiї;
3. порiвняти кiлькiсть iтерацiй, витрачених методами для обчислення най-

бiльшого (найменшого) власного значення;
4. знайти друге мiнiмальне за модулем власне значення;
5. знайти найближче до заданого числа α власне значення;
6. порiвняти швидкiсть збiжностi зворотної iтерацiї та зворотної iтерацiї з

зсувом Релея для знаходження мiнiмального за модулем власного зна-
чення.

Варiанти завдань

Матриця A визначається так:

a11 = α,
ai+1,i+1 = −ai,i, i = 1, n− 1,
aij = (i+ j)/α, i ̸= j,

де n = 20, α = 10+k/10, k — номер прiзвища студента у журналi студентської
групи.

До звiту з виконання лабораторної роботи включити:

1. опис алгоритмiв, що використовуються;
2. текст програми;
3. результати обчислювального експерименту.
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2. ПОВНА ПРОБЛЕМА ВЛАСНИХ ЗНАЧЕНЬ

2.1. QL-алгоритм

QL-алгоритм розв’язання повної проблеми власних значень дiйсної си-
метричної матрицi A ∈ Rn×n будує послiдовнiсть ортогонально подiбних ма-
триць {Ak}∞k=1 так, що Ak → diag{λ1, λ2, . . . , λn} при k → ∞. Покладемо
A1 = A. Перехiд вiд k-ї до (k + 1)-ї iтерацiї полягає в наступному. Викори-
стовуючи обертання Якобi, будуємо QL-розкладання матрицi Ak:

Ak = QkLk. (2.1)

Обчислюємо
Ak+1 = LkQk. (2.2)

Тут Qk — ортогональна матриця, Lk — нижня трикутна матриця.

Спочатку зауважимо, що

Ak+1 = LkQk = QT
kAkQk = · · · = QT

kQ
T
k−1 . . . Q

T
1A1Q1 . . . Qk−1Qk.

Таким чином,
Ak+1 = P T

k APk, (2.3)

де Pk = Q1 . . . Qk−1Qk — ортогональна матриця. Значить, матрицi Ak+1 i A
ортогонально подiбнi, тому їх власнi значення спiвпадают.

Встановимо зв’язок мiж QL-алгоритмом, степеневим методом i зворо-
тною iтерацiєю. QL-алгоритм породжує послiдовнiсть матриць {Ak}∞k=1,

Ak+1 = QT
kAkQk = P T

k APk, (2.4)

де Ak = QkLk, A1 = A, Pk = Q1 . . . Qk. Степеневий метод породжує послi-
довнiсть векторiв {vk}∞k=1,

vk+1 =
Avk
µk

, (2.5)

де v1 (||v1||2 = 1) — початкове наближення, µk — нормуючий множник, який
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вибирають так, щоб ||vk||2 = 1 для будь-якого k. Зворотна iтерацiя породжує
послiдовнiсть векторiв {uk}∞k=1,

Auk+1 = τkuk, (2.6)

де u1 (||u1||2 = 1) — початкове наближення, τk — нормуючий множник, який
вибирають так, щоб ||uk||2 = 1 для будь-якого k.

Теорема 2.1 Нехай u1 = e1, v1 = en, P0 = I. Тодi послiдовностi векторiв,
що породжуються степеневим методом та зворотною iтерацiєю, пов’язанi
з послiдовнiстю матриць QL-алгоритму наступним чином. Для будь-якого
k ≥ 1

uk = Pk−1e1, vk = Pk−1en. (2.7)

Доведення. Використовуючи (2.4), отримуємо

PkLk = Pk−1QkLk = Pk−1Ak = Pk−1P
T
k−1APk−1 = APk−1,

тобто,
PkLk = APk−1. (2.8)

Прирiвнюючи останнi стовпцi в матричнiй рiвностi (2.8), отримуємо

Pkene
T
nLken = APk−1en.

Порiвнюючи цю рекурентну формулу з (2.5), знаходимо, що vk = Pk−1en,
µk = eTnLken.

З (2.8)
LT
kP

T
k = P T

k−1A.

Домножуючи останню рiвнiсть злiва на Pk−1 i праворуч на Pk, отримуємо

Pk−1L
T
k = APk.
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Прирiвнюючи першi стовпцi у цiй матричнiй рiвностi, отримуємо

Pk−1e1e
T
1 Lke1 = APke1.

Порiвнюючи цю рекурентну формулу з (2.7), знаходимо, що uk = Pk−1e1,
τk = eT1 Lke1. Теорему доведено.

Доведемо тепер збiжнiсть QL-алгоритму, використовуючи його зв’язок
з степеневим методом та зворотною iтерацiєю.

Теорема 2.2 Нехай власнi пари {λi, qi} (i = 1, n) симетричної дiйсної ма-
трицi A ∈ Rn×n задовольняють умовам

|λ1| < |λ2| ≤ · · · ≤ |λn−1| < |λn|, (2.9)

eT1 q1 ̸= 0, eTnqn ̸= 0. (2.10)

{Ak}∞k=1 — послiдовнiсть QL-алгоритму. Тодi

Ake1 → λ1e1, Aken → λnen при k → ∞.

Доведення. За теоремою 2.1 про зв’язок QL-алгоритму зi зворотним iтера-
цiєю, QL-алгоритм формує послiдовнiсть векторiв {uk}∞k=1 зворотної iтерацiї:

u1 = e1, uk = Pk−1e1.

З умов (2.9), (2.10) випливає, що ця послiдовнiсть збiгається i

uk = q1 +O

((
λ1
λ2

)k
)
.

Значить,

e1 = P T
k−1Pk−1e1 = P T

k−1uk = P T
k−1q1 +O

((
λ1
λ2

)k
)
,
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i

Ake1 = P T
k−1APk−1e1 = P T

k−1Auk = P T
k−1(λ1q1 +O

((
λ1
λ2

)k
)

=

= λ1P
T
k−1q1 +O

((
λ1
λ2

)k
)

= λ1e1 +O

((
λ1
λ2

)k
)
,

тобто,

Ake1 = λ1e1 +O

((
λ1
λ2

)k
)
. (2.11)

Аналогiчно можна показати, що

Aken = λnen +O

((
λn−1

λn

)k
)
.

Теорему доведено.□

QL-алгоритм можна застосовувати для будь-якої дiйсної симетричної
матрицi. Однак, найбiльша ефективнiсть методу досягається для тридiаго-
нальних симетричних матриць. Тому симетричну матрицю спочатку приво-
дять до тридiагонального вигляду ортогональними перетвореннями, а потiм
застосовують QL-алгоритм.

Для пiдвищення швидкостi збiжностi QL-алгоритму використовують
зсуви. Перехiд вiд k-й до (k + 1)-й iтерацiї QL-алгоритму зi зсувами полягає
в наступному. Вибираємо зсув σk. Використовуючи обертання Якобi, будуємо
QL-розкладання матрицi Ak − σkI:

Ak − σkI = QkLk.

Обчислюємо
Ak+1 = LkQk + σkI.

Оскiльки

Ak+1 = LkQk + σkI = QT
k (Ak − σkI)Qk + σkI = QT

kAkQk,
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то

Ak+1 = QT
kAkQk = · · · = QT

kQ
T
k−1 . . . Q

T
1A1Q1 . . . Qk−1Qk = P T

k APk,

де Pk = Q1 . . . Qk−1Qk — ортогональна матриця. Значить матрицi Ak знову
ортогонально подiбнi до матрицi A, тобто, їхнi власнi значення спiвпадають
з власними значеннями матрицi A. З (2.11) випливає, що чим ближче λ1 до
нуля, тим швидше збiгається QL-алгоритм. Оскiльки Ake1 → λ1e1 при k →
∞, то є сенс в якостi зсуву σk брати a

(k)
11 . Такий зсув називають зсувом за

Релеєм. Зсув за Вiлкiнсоном — це найближче до a
(k)
11 власне значення матрицi[

a
(k)
11 a

(k)
12

a
(k)
21 a

(k)
22

]
.

2.2. Метод обертань

Розглянемо ще один метод розв’язання повної проблеми власних зна-
чень для симетричної дiйсної матрицi A ∈ Rn×n, який називають методом
обертань або методом Якобi.

Метод будує послiдовнiсть ортогонально подiбних матриць

{Ak}∞k=1 (A1 = A)

так, що
Ak → Λ = diag(λ1, . . . , λn) при k → ∞.

Опишемо перехiд вiд k-ї до (k + 1)-ї iтерацiї. У матрицi Ak знайдемо
максимальний за модулем позадiагональний елемент

|a(k)pq | = max
i ̸=j

|a(k)ij |. (2.12)

Побудуємо матрицю обертання Q
(k)
pq , яка вiдрiзняється вiд одиничної матрицi

17



елементами

q
(k)
pp = cosφk, q

(k)
pq = − sinφk, q

(k)
qp = sinφk, q

(k)
qq = cosφk.

φk виберемо так, щоб у матрицi

Ak+1 = (Q
(k)
pq )

TAkQ
(k)
qp

у позицiях (p, q) i (q, p) були нулi. Зазначимо, що в наступних iтерацiях цi
нулi не зберiгаються.

Позначимо
B = AkQ

(k)
pq ,

тодi,
Ak+1 = (Q

(k)
pq )

TB.

При переходi вiд Ak до B перераховуються лише p-й та q-й стовпцi:

bip = a
(k)
ip c+ a

(k)
iq s,

biq = −a
(k)
ip s+ a

(k)
iq c, i = 1, n,

(2.13)

де c = cosφk, s = sinφk. При переходi вiд B до Ak+1 перераховуються лише
p-й та q-й рядки:

a
(k+1)
pj = bpjc+ bqjs,

a
(k+1)
qj = −bpjs+ bqjc, j = 1, n.

(2.14)

З (2.13), (2.14) отримуємо

a
(k+1)
pq = bpqc+ bqqs = (−a

(k)
pp s+ a

(k)
pq c)c+ (−a

(k)
qp s+ a

(k)
qq c)c =

= (a
(k)
qq − a

(k)
pp )sc+ apq(c

2 − s2).

Тепер умова,
a
(k+1)
pq = 0
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для визначення матрицi обертання Q
(k)
pq , набуває вигляду

(a
(k)
qq − a

(k)
pp )sc+ apq(c

2 − s2) = 0.

Роздiливши це рiвняння на −c2 i ввiвши позначення

t =
s

c
, τ =

a
(k)
pp − a

(k)
qq

2apq
,

приходимо до квадратного рiвняння

t2 + 2τt− 1 = 0.

В якостi t виберемо менший за модулем корiнь квадратного рiвняння

t = sign(τ)(
√

1 + τ2 − |τ |) = sign(τ)

|τ |+
√
1 + τ2

. (2.15)

Тепер sinφk i cosφk можна знайти за формулами

cosφk =
1√

1 + t2
, sinφk = t cosφk. (2.16)

Таким чином, перехiд вiд k-ї до (k + 1)-ї iтерацiї здiйснюється так:

1. знаходимо максимальний за модулем позадiагональний елемент матри-
цi Ak;

2. за формулами (2.15),(2.16) обчислюємо cosφk i sinφk;
3. елементи матрицi Ak+1 обчислюємо за формулами (2.13), (2.14).

Дослiдимо збiжнiсть методу обертань. Позначимо через σ2k суму ква-
дратiв позадiагональних елементiв матрицi Ak. Доведемо, що

σ2k → 0 при k → ∞.

19



Оскiльки ортогональнi перетворення зберiгають норму Фробенiуса, то

σ2k+1 = ||Ak+1||2F−
n∑

i=1

(a
(k+1)
ii )2 = ||Ak||2F−

n∑
i=1 i̸=p,q

(a
(k)
ii )2−(a

(k+1)
pp )2−(a

(k+1)
qq )2.

Очевидно, що[
a
(k+1)
pp a

(k+1)
pq

a
(k+1)
qp a

(k+1)
qq

]
=
[
cosφk − sinφk
sinφk cosφk

]T [ a
(k)
pp a

(k)
pq

a
(k)
qp a

(k)
qq

] [
cosφk − sinφk
sinφk cosφk

]
.

Оскiльки a
(k+1)
pq = a

(k+1)
qp = 0, прирiвнюючи норми Фробенiуса цих ортого-

нально подiбних матриць, отримуємо

(a
(k+1)
pp )2 + (a

(k+1)
qq )2 = (a

(k)
pp )

2 + 2(a
(k)
pq )

2 + (a
(k)
qq )

2.

Тому,

σ2k+1 = ||Ak||2F −
n∑

i=1 i̸=p,q

(a
(k)
ii )2 − (a

(k+1)
pp )2 − (a

(k+1)
qq )2 =

= ||Ak||2F −
n∑

i=1

(a
(k)
ii )2 − 2(a

(k)
pq )

2 = σ2k − 2(a
(k)
pq )

2.

Очевидно, що
σ2k ≤ n(n− 1)(a

(k)
pq )

2.

Тому,

σ2k+1 ≤
(
1− 2

n(n− 1)

)
σ2k.

Застосовуючи отриману нерiвнiсть послiдовно, отримуємо

σ2k+1 ≤
(
1− 2

n(n− 1)

)k

σ21.

Значить,
σ2k+1 → 0 при k → ∞,

та збiжнiсть методу лiнiйна. Однак асимптотична швидкiсть збiжностi значно
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вища за лiнiйну. Так, для великих k вона квадратична[8].

Метод Якобi iсторично є найстарiшим для проблеми власних значень.
Маючи трудомiсткiсть O(n3) арифметичних операцiй, вiн набагато повiль-
нiше сучасних методiв, наприклад, QL-алгоритму. Однак, iнтерес до методу
зберiгається тому, що часом вiн дає набагато точнiшi результати, нiж iншi
методи [8], крiм того метод Якобi дозволяти розпаралелювання.

Наведемо алгоритм методу Якобi.

Алгоритм 2.1 Метод Якобi

1; 1. Q = I

2. While True Do

3. |apq| = max
i̸=j

|aij|

4; If |apq| ≤ ε||A|| Then Break

5. τ =
app−aqq

2apq

6. t =
sign(τ)

|τ |+
√
1+τ 2

7. c = 1/
√
1 + t2; s = tc

8. For i = 1 : n

9. bp(i) = aipc+ aiqs

10. bq(i) = −aips+ aiqc

11. Next i

12. a(:, p) = bp; a(:, q) = bq

13. For j = 1 : n

14. bp(j) = apjc+ aqjs

15. bq(i) = −apjs+ aqjc

16. Next j

17. a(p, :) = bp; a(q, :) = bq

18. For i = 1 : n

19. bp(i) = Qipc+Qiqs

20. bq(i) = −Qips+Qiqc

21. Next i

22. Q(:, p) = bp; Q(:, q) = bq

23. End Do
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2.3. Завдання до лабораторної роботи 1

Мовою пакета Octave написати програму, що реалiзує QR-алгоритм
обчислення всiх власних значень симетричної матрицi. Для побудови QR-
розкладання матрицi використовувати Octave-функцiю qr(). Передбачити ви-
користання зсувiв для прискорення швидкостi збiжностi алгоритму.

Використовувати зсуви двох типiв:

• σ = a
(k)
nn ;

• зсув за Вiлкiнсоном.

Обчислити всi власнi значення заданої матрицi QR-алгоритмом з точнi-
стю ε = 10−6. Для визначення точностi обчислення використати таку оцiнку.
Якщо

||[a(k)n,1, . . . , a
(k)
n,n−1]

T ||2/(n− 1) < ε ∗ |a(k)n,n|,

a
(k)
n,n — мiнiмальне за модулем власне значення матрицi A ∈ Rn×n.

Визначити кiлькiсть iтерацiй QR-алгоритму для обчислення власних
значень без зсуву та зi зсувами обох типiв.

Обчислити всi власнi значення заданої матрицi Octave-функцiєю eig().

Варiанти завдань

Варiант завдання визначається номером i = n+g, де n — номер ПIБ студента
у списку групи, g — номер групи.

A =

[
α1 α2 α3 α4
α2 α1 α2 α3
α3 α2 α1 α2
α4 α3 α2 α1

]
,

де α1 = i mod 10 + i ∗ 0.1, α2 = α1/2, α3 = α1/4, α4 = −α1/4.

Звiт з виконання лабораторної роботи повинен мiстити:

1. опис QR(QL)-алгоритму;
2. текст програми мовою пакету Octave;
3. результати обчислень;
4. висновки.
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2.4. Завдання до лабораторної роботи 2

Завдання

Мовою пакета Octave написати програму алгоритму Якобi обчислення
всiх власних значень симетричної матрицi. Iтерацiї алгоритму виконувати до
виконання умови:

max
i ̸=j

|a(k)ij | < ε ∗max
i

|a(k)ii |.

Обчислити всi власнi значення заданої матрицi алгоритмом Якобi з то-
чнiстю ε = 10−6.

За результатами обчислювального експеримента знайти кiлькiсть iтера-
цiй алгоритму Якобi, що затраченi для обчислення власних значень заданої
матрицi та побудувати графiк залежностi величини σ2k вiд номера iтерацiї;

Обчислити всi власнi значення заданої матрицi Octave-функцiєю eig().

Варiанти завдань

Варiант завдання визначається номером i = n+g, де n — номер ПIБ студента
у списку групи, g — номер групи.

A =

[
α1 α2 α3 α4
α2 α1 α2 α3
α3 α2 α1 α2
α4 α3 α2 α1

]
,

де α1 = i mod 10 + i ∗ 0.1, α2 = α1/2, α3 = α1/4, α4 = −α1/4.

До звiту включити:

1. текст програми мовою пакету Octave;
2. результати обчислень;
3. висновки.
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3. МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛIНIЙНИХ
РIВНЯНЬ

Розглянемо задачу обчислення коренiв рiвняння

f(x) = 0 (3.1)

або, що те саме, нулiв функцiї f(x), де f : R → R — алгебраїчна або трансцен-
дентна функцiя. Нелiнiйна функцiя f(x) у своїй областi визначення D(f) ⊆ R

може мати скiнченну/нескiнченну кiлькiсть нулiв або не мати їх зовсiм. Бiль-
шiсть числових методiв знаходження нулiв функцiї потребує знання промiж-
кiв, де явно є єдиний нуль функцiї. Задачу щодо iснування та локалiзацiї коре-
нiв нелiнiйної функцiї зазвичай вирiшують засобами математичного аналiзу.
Розглянемо, наприклад, графiчний метод локалiзацiї коренiв. Припустимо,
що рiвняння (3.1) можна подати у виглядi

f1(x) = f2(x), (3.2)

де функцiї f1(x) i f2(x) такi, що можна побудувати графiки y = f1(x) i
y = f2(x). Тодi коренi рiвняння (3.2) — абсциси точок перетину цих графiкiв.

Приклад 3.1 Рiвняння
x2 − sinx− 1 = 0

запишемо у виглядi
x2 − 1 = sinx.

Побудувавши графiки функцiй y = x2 − 1 i y = sinx, встановлюємо, що
рiвняння має два коренi: ξ1 ∈ [−1, 0], ξ2 ∈ [1, π/2].

Надалi будемо вважати, що промiжок [a, b] мiстить єдиний корiнь рiв-
няння (3.1).
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3.1. Методи дихотомiї

Нехай функцiя f(x) визначена i неперервна на промiжку [a, b] i f(a)f(b) <
0, тодi, згiдно з теоремою Больцано-Кошi, на iнтервалi (a, b) вона має хоча
б один корiнь. Вiзьмемо довiльну точку c ∈ (a, b). Обчислимо f(c). Можливi
випадки: f(c) = 0 — корiнь знайдено; f(a)f(c) < 0 — корiнь знаходиться на
промiжку (a, c); f(c)f(b) < 0 — корiнь знаходиться на промiжку (c, b). Якщо
корiнь не знайдено, процес повторюємо для нового промiжку. Найбiльш по-
ширеним випадком методу дихотомiї є метод половинного подiлу, за яким
точка c = (a + b)/2. За один крок методу половинного подiлу промiжок, що
мiстить корiнь, зменшується вдвiчi. Через k крокiв шуканий корiнь ξ буде на
промiжку [ak, bk] довжиною (b− a)/2k i

|ξ − xk| <
b− a

2k
, (3.3)

де xk ∈ (ak, bk). Значить,
lim
k→∞

xk = ξ.

З iншого боку, нерiвнiсть (3.3) дозволяє визначити кiлькiсть крокiв, яка до-
статня для обчислення кореня ξ iз заданою точнiстю ε.

Можна припустити, що метод дихотомiї буде збiгатися швидше, якщо
вiдрiзок [a, b] дiлити на частини точкою c не навпiл, а пропорцiйно величинам
ординат f(a) i f(b). Це означає, що точку c є сенс знаходити як абсцису точки
перетину осi 0x з прямою, що проходить через точки (a, f(a)), (b, f(b)):

y − f(a)

f(b)− f(a)
=

x− a

b− a
.

Поклавши y = 0, маємо

c = a− f(a)(b− a)

f(b)− f(a)
.

Метод дихотомiї з таким вибором пробної точки c називають методом хорд.

Зазначимо, що в загальному випадку, якщо на функцiю f(x) не накла-
дати жодних додаткових обмежень, може виявитися, що метод хорд збiгає-
ться повiльнiше за метод половинного подiлу.
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3.2. Метод простої iтерацiї

Рiвняння,
f(x) = 0,

запишемо у єквiвалентному виглядi,

x = φ(x). (3.4)

Для знаходження кореня рiвняння (3.4) побудуємо iтерацiйний процес, який
називають методом простої iтерацiї:

xk+1 = φ(xk), k = 0, 1, 2, . . . , (3.5)

де x0 — деяке початкове наближення.

Теорема 3.1 Нехай функцiя φ(x) визначена та диференцiйована на вiдрiз-
ку [a, b]. Якщо виконуються умови:

φ(x) ∈ [a, b], ∀x ∈ [a, b], (3.6)

∃q : |φ′(x)| ≤ q < 1 ∀x ∈ (a, b), (3.7)

то для будь-якого початкового наближення x0 ∈ [a, b] послiдовнiсть {xk},
яка визначається методом простої iтерацiї (3.5), збiгається до єдиного
кореня ξ ∈ [a, b] рiвняння (3.4). При цьому справедливi такi оцiнки:

|ξ − xk| ≤
q

1− q
|xk − xk−1|, (3.8)

|ξ − xk| ≤
qk

1− q
|x1 − x0|. (3.9)

Доведення. Нехай x0 ∈ [a, b]. З (3.6) випливає, що x1 = φ(x0) ∈ [a, b].
За iндукцiєю отримуємо, що всi члени послiдовностi {xk} належать вiдрiзку
[a, b]. З рiвностi (3.5) вiднiмемо рiвнiсть xk = φ(xk−1) i до правої частини
отриманої рiвностi

xk+1 − xk = φ(xk)− φ(xk−1)

26



застосуємо формулу Лагранжа, згiдно з якою на iнтервалi (xk−1, xk), знайде-
ться така точка ϑk, що

φ(xk)− φ(xk−1) = φ′(ϑk)(xk − xk−1).

Отже,
xk+1 − xk = φ′(ϑk)(xk − xk−1),

i, в силу умови (3.7), справедлива нерiвнiсть

|xk+1 − xk| ≤ q|xk − xk−1|. (3.10)

На основi (3.10) отримуємо нерiвнiсть

|xk+i − xk+i−1| ≤ qi|xk − xk−1| ∀i, k ∈ N,

зокрема
|xk − xk−1| ≤ qk−1|x1 − x0|. (3.11)

Тому,

|xk+m − xk| ≤ |xk+m − xk+m−1|+ |xk+m−1 − xk+m−2|+ . . .

· · ·+ |xk+2 − xk+1|+ |xk+1 − xk| ≤
(
qm + qm−1 + · · ·+ q2 + q

)
|xk − xk−1| =

=
q − qm+1

1− q
|xk − xk−1|,

тобто,

|xk+m − xk| ≤
q − qm+1

1− q
|xk − xk−1|. (3.12)

З (3.11) та (3.12) отримуємо

|xk+m − xk| ≤
qk

1− q
(1− qm)|x1 − x0|. (3.13)

Оскiльки права частина нерiвностi (3.13) при фiксованому m i k → ∞ збi-
гається до нуля, послiдовнiсть {xk} є фундаментальною, отже, збiгається до
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певної межi ξ , причому ξ ∈ [a, b], бо всi члени послiдовностi належать за-
мкненому промiжку [a, b]. Так як функцiя, що диференцiюється безперервна,
то, розглядаючи межу рiвностi (3.5), знаходимо, що ξ — корiнь рiвняння (3.4).

Припустимо, що є ще один корiнь ξ̃ ∈ [a, b] рiвняння (3.4). Тодi

ξ − ξ̃ = φ(ξ)− φ(ξ̃),

i, за формулою Лагранжа,

ξ − ξ̃ = φ′(ϑ)(ξ − ξ̃).

Остання ж рiвнiсть можлива лише за ξ = ξ̃, адже за умовою теореми φ′(ϑ)

не може дорiвнювати одиницi.

Переходячи до межi при m → ∞ в нерiвностях (3.12) i (3.13), отримуємо
оцiнки (3.8) i (3.9), вiдповiдно. □

У практичних обчисленнях оцiнку (3.8) використовують для завершен-
ня iтерацiйного процесу (3.5), а оцiнку (3.9) — для попереднього визначення
числа iтерацiй, достатнiх для обчислення кореня iз заданою точнiстю.

Наприкiнцi зазначимо, що перехiд вiд рiвняння,

f(x) = 0,

до рiвняння,
x = φ(x),

можна здiйснити так:
x = x− λf(x),

де параметр λ вибираємо таким чином, щоб у потрiбнiй областi похiдна вiд
функцiї φ(x),

φ′(x) = 1− λf ′(x),

була за модулем менше 1, тобто, щоб виконувалася умова (3.7) збiжностi
простої iтерацiї.
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Приклад 3.2 Нехай

0 < α ≤ f ′(x) ≤ β < ∞ ∀x ∈ [a, b].

Тодi
1− λβ ≤ φ′(x) ≤ 1− λα

i
|φ′(x)| ≤ q(λ) = max{|1− λα|, |1− λβ|}

для будь-якого x ∈ [a, b]. Легко встановити, що q(λ) < 1 при λ ∈ (0, 2/β).
Оптимальне значення параметра λ обчислимо з рiвняння

−(1− λβ) = 1− λα.

Тодi
λopt =

2

α + β

i
q(λopt) =

β − α

α + β
.

3.3. Метод Ньютона

Припустимо, що в деякiй околицi кореня функцiя f(x) строго зростає i
випукла вниз. Виберемо початкове наближення x0 досить близько до кореня
ξ. Запишемо рiвняння щодо графiку функцiї y = f(x) у точцi x0:

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

В якостi наступного наближення до кореня вiзьмемо точку перетину цiєї до-
тичної з вiссю 0x:

0 = f(x0) + f ′(x0)(x1 − x0).

Тодi

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

29



За наближенням x1 обчислюємо наближення x2, i т.д. Отриманий iтерацiйний
процес називається методом Ньютона:

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, 2, . . . , (3.14)

де x0 — початкове наближення.

Теорема 3.2 Нехай на вiдрiзку [a, b] функцiя f(x) має першу та другу по-
хiднi постiйного знака та

f(a)f(b) < 0. (3.15)

Якщо початкове наближення x0 вибрано [a, b] так, що

f(x0)f
′′(x0) > 0, (3.16)

то послiдовнiсть {xk}, що визначається методом Ньютона (3.14), моно-
тонно збiгається до кореня ξ ∈ (a, b) рiвняння f(x) = 0. Крiм того,

|ξ − xk+1| ≤
β

2α
|ξ − xk|2, (3.17)

|ξ − xk+1| ≤
β

2α
|xk+1 − xk|2, (3.18)

де α i β такi константи, що

0 < α ≤ |f ′(x)|, |f ′′(x)| ≤ β < ∞ ∀x ∈ [a, b].

Доведення. Спочатку зауважимо, що умови теореми забезпечують iснува-
ння єдиного кореня ξ ∈ (a, b). Припустимо для визначеностi, що f ′(x) > 0,
f ′′(x) > 0 для будь-якого x ∈ [a, b] i f(a) < 0, f(b) > 0. У цьому випадку за
x0 можна взяти будь-яку точку з (ξ, b]. Очевидно, що f(x0) > 0.

Запишемо формулу Тейлора для функцiї f(ξ) у точцi x0:

f(ξ) = f(x0) + f ′(x0)(ξ − x0) +
f ′′(ξ0)

2
(ξ − x0)

2 = 0,
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де ξ0 ∈ (a, b). Звiдси слiдує, що

f(x0) + f ′(x0)(ξ − x0) < 0.

Значить,

ξ < x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
< x0.

Припустимо, що ξ < xk i f(xk) > 0. Запишемо формулу Тейлора функцiї
f(ξ) у точцi xk:

f(ξ) = f(xk) + f ′(xk)(ξ − xk) +
f ′′(ξk)

2
(ξ − xk)

2 = 0, (3.19)

де ξk ∈ (a, b). Звiдси слiдує що

f(xk) + f ′(xk)(ξ − xk) < 0.

Значить,

ξ < xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
< xk ∀k ∈ N.

Таким чином, послiдовнiсть {xk}, що формується методом Ньютона (3.14),
обмежена знизу i монотонно зменшується. Значить,

lim
k→∞

xk = ξ.

З (3.14) отримуємо

f(xk) + f ′(xk)(xk+1 − xk) = 0. (3.20)

Прирiвнюючи лiвi частини рiвностей (3.19) та (3.20), отримуємо

f(xk) + f ′(xk)(ξ − xk) +
f ′′(ξk)

2
(ξ − k0)

2 = f(xk) + f ′(xk)(xk+1 − xk).

Значить,

ξ − xk+1 = − f ′′(ξk)

2f ′(xk)
(ξ − xk)

2.
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Звiдси вiдразу випливає оцiнка (3.17).

Запишемо формулу Тейлора для функцiї f(xk+1) у точцi xk

f(xk+1) = f(xk) + f ′(xk)(xk+1 − xk) +
f ′′(ξ̃k)

2
(xk+1 − xk)

2,

де ξ̃k ∈ (a, b). Звiдси, враховуючи (3.20), отримуємо

f(xk+1) =
f ′′(ξ̃k)

2
(xk+1 − xk)

2.

Тому,

|f(xk+1)| ≤
β

2
(xk+1 − xk)

2. (3.21)

За формулою Лагранжа

f(ξ)− f(xk+1) = f ′(τk+1)(ξ − xk+1).

Значить,

|ξ − xk+1| ≤
1

α
|f(xk+1)|. (3.22)

Нарештi, з (3.21) i (3.22) маємо оцiнку (3.18). □

Щоб об’єктивнiше судити про швидкiсть збiжностi iтерацiйних проце-
сiв, вводять такi поняття.

Говорять, що послiдовнiсть {xk} збiгається до ξ принаймнi з p-м поряд-
ком (iтерацiйний процес має принаймнi p-й порядок швидкостi збiжностi),
якщо iснують такi константи C > 0, p ≥ 1, ν ∈ (0, 1) i k0 ∈ N , що

|ξ − xk+1| ≤ C|ξ − xk|p (3.23)

або
|xk+1 − xk| ≤ C|xk − xk−1|p (3.24)

або
|ξ − xk| ≤ Cνkp (3.25)

для всiх k ≥ k0.
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Якщо p = 1, то кажуть, що iтерацiйний процес збiгається лiнiйно, чи
має перший порядок швидкостi збiжностi. З (3.10) випливає, що проста iте-
рацiя збiгається лiнiйно. До лiнiйної збiжностi застосовують також термiн
"збiжнiсть зi швидкiстю геометричної прогресiї".

Якщо p = 2, то кажуть, що iтерацiйний процес збiгається квадратично,
або має другий порядок швидкостi збiжностi. З (3.17) випливає, що метод
Ньютона має другий порядок швидкостi збiжностi.

3.4. Завдання до лабораторної роботи

Завдання

1. Визначити кiлькiсть коренiв заданого нелiнiйного рiвняння.
2. Знайти з точнiстю ε = 10−6 найменший за модулем корiнь заданого не-

лiнiйного рiвняння методом простої iтерацiї, методом Ньютона (порiв-
няти кiлькiсть iтерацiй витрачене методами) та за допомогою функцiї
fsolve() пакета Octave.

3. За результатами обчислювального експерименту знайти фактичнi по-
казники збiжностi методу iтерацiй та методу Ньютона.

Варiанти завдань
Вар. Рiвняння

1 aix
2 − sin(bjx)− 1 = 0

2 eaix − bjx
2 − 2.5 = 0

3 cos(aix)− ln(bjx) = 0
4 tan(aix)− ln(bjx) = 0
5 cos(aix)− ebjx = 0
6 sin(aix)− b−x

j = 0
7 tan(aix)− bxj = 0

8 aix
3 − bxj = 0

9 aix lnx− cos(bjx) = 0
10 aix

2 lnx− sin(bjx) = 0

Варiант — номер прiзвища студента в журналi академiчної групи. ai = 1 +

0.1∗ i, bj = 2+0.1∗ j, де i i j — двi останнi цифри в номерi залiкової книжки.

Звiт з виконання лабораторної роботи повинен мiстити:
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1. опис алгоритмiв;
2. текст програм мовою пакету Octave;
3. результати обчислень;
4. висновки.

34



4. МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ СИСТЕМ
НЕЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ

4.1. Метод iтерацiй

Нехай потрiбно розв’язати систему рiвнянь,
f1(x1, x2, . . . , xn) = 0,
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0,
. . .
fn(x1, x2, . . . , xn) = 0,

(4.1)

де fi (i = 1, n) — заданi нелiнiйнi дiйснi функцiї дiйсних змiнних. Прийнявши
позначення,

x = [x1, x2, . . . , xn]
T , F (x) = [f1(x), f2(x), . . . , fn(x)]

T ,

систему (4.1) можна записати у виглядi:

F (x) = 0, (4.2)

де F : Rn → Rn — векторна функцiя векторного аргументу.

Приведемо систему (4.1) до еквiвалентної вигляду,
x1 = φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0,
x2 = φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0,
. . .
xn = φn(x1, x2, . . . , xn) = 0,

(4.3)

або, у компактнiй формi:
x = Φ(x), (4.4)

де Φ(x) = [φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)]
T .

Метод простої iтерацiї розв’язання задачi (4.4) визначається рекурен-
тною рiвнiстю

xk+1 = Φ(xk), k = 0, 1, 2, . . . , (4.5)

де x0 — початкове наближення. Справедлива наступна теорема.
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Теорема 4.1 Нехай функцiя Φ(x) i замкнута множина M ⊆ D(Φ) ⊆ Rn

такi, що:
Φ(x) ∈ M, ∀x ∈ M ; (4.6)

∃q < 1 : ||Φ(x)− Φ(x̃)|| ≤ q||x− x̃|| ∀x, x̃ ∈ M. (4.7)

Тодi, для будь-якого початкового наближення x0 ∈ M послiдовнiсть {xk},
що визначається методом простої iтерацiї (4.5), збiгається до єдиного ко-
реня ξ ∈ M рiвняння (4.4) та мають мiсце оцiнки:

||ξ − xk|| ≤
q

1− q
||xk − xk−1|| ≤

qk

1− q
||x1 − x0||. (4.8)

Доведення. Доказ цiєї теореми майже повнiстю повторює доказ теореми 3.1
(див., наприклад, [? ]). □

4.2. Метод Ньютона

Щоб застосувати метод простої iтерацiї (4.5) до системи (4.2), її треба
привести до вигляду (4.4), наприклад, так:

x = x− AF (x), (4.9)

де A ∈ Rn×n — невироджена матриця, яку треба пiдiбрати так, щоб вектор-
функцiя Φ(x) = x− AF (x) мала потрiбнi властивостi.

Нехай {Ak} — деяка послiдовнiсть невироджених n × n-матриць. Оче-
видно, що задачi

x = x− AkF (x), k = 0, 1, 2, . . . (4.10)

мають тi самi розв’язки, як i задача (4.2). Для наближеного знаходження
розв’язку задачi (4.10) формально визначимо iтерацiйний процес:

xk = xk − AkF (xk), k = 0, 1, 2, . . . . (4.11)

Зауважимо, що якщо Ak ≡ A, то iтерацiйний процес (4.11) — це метод iте-
рацiй для рiвняння (4.9). Якщо ж Ak рiзнi за рiзних k, то формула (4.11)
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визначає велике сiмейство iтерацiйних методiв.

Покладемо Ak = (F ′(xk))
−1, де

F ′(x) =


∂f1(x)
∂x1

∂f1(x)
∂x2

. . .
∂f1(x)
∂xn

∂f2(x)
∂x1

∂f2(x)
∂x2

. . .
∂f2(x)
∂xn... ... . . . ...

∂fn(x)
∂x1

∂fn(x)
∂x2

. . .
∂fn(x)
∂xn


— матриця Якобi для векторної функцiї F (x). Пiдставивши цю матрицю Ak

в (4.11), отримаємо явну формулу методу Ньютона,

xk+1 = xk −
(
F ′(xk)

)−1
F (xk), (4.12)

яка узагальнює на багатовимiрний випадок скалярний метод Ньютона (3.14).
Формулу (4.12) можна записати так

F ′(xk)(xk+1 − xk) = −F (xk). (4.13)

Позначивши pk = xk+1 − xk, отримуємо неявну формулу методу Ньютона:

F ′(xk)pk = −F (xk),
xk+1 = xk + pk, k = 0, 1, 2, . . . . (4.14)

Порiвнюючи формулу (4.13) з формальним розкладанням функцiї F (x)

у ряд Тейлора в точцi xk,

F (x) = F (xk) + F ′(xk)(x− xk) +
1

2!
F ′′(xk)(x− xk)

2 + . . . ,

бачимо, що послiдовнiсть {xk} у методi Ньютона отримуємо в результатi за-
мiни на кожному кроцi нелiнiйного рiвняння F (x) = 0 лiнiйним рiвнянням,

F (xk) + F ′(xk)(x− xk) = 0,

тобто, покроковою лiнеаризацiєю. Як наслiдок цього факту, можна розра-
ховувати, що при достатнiй гладкостi F (x) i досить хорошому початковому
наближеннi x0, збiжнiсть методу Ньютона буде квадратичною i в багатови-
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мiрному випадку. Є ряд теорем, що встановлюють це за тих чи iнших припу-
щень (див., наприклад, [4? ? ] ).

4.3. Завдання до лабораторної роботи

Нехай {x0, λ0} — початкове наближення до деякої власної пари матрицi
A = AT ∈ Rn×n.

Для уточнення цiєї власної пари застосуємо метод Ньютона.

Для цього, задачу на власнi значення, знайти такi x ∈ Rn (x ̸= 0) та
λ ∈ R, що

Ax = λx, (4.15)

запишему у виглядi системи нелiнiйних рiвнянь

F (y) = 0, (4.16)

де
y =

[
x
λ

]
,

F
([

x
λ

])
=

[
Ax− λx

1
2(1− xTx)

]
. (4.17)

Тодi,
F ′
([

x
λ

])
=
[
A− λI −x
−xT 0

]
. (4.18)

Тепер метод Ньютона для уточнення власної пари {x0, λ0} визначимо як
наступний iтерацiйний процес:[

xk+1

λk+1

]
=

[
xk

λk

]
−
(
F ′
([

xk

λk

]))−1

F

([
xk

λk

])
, k = 0, 1, . . . (4.19)

k-й крок методу Ньютона (4.19) зручно виконувати так:

1. знаходимо розв’язок [yk, µk]T системи[
A− λkI −xk

−(xk)T 0

] [
yk

µk

]
=

[
Axk − λkxk

1
2(1− (xk)Txk)

]
; (4.20)
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2. припускаємо {
xk+1 = xk − yk,
λk+1 = λk − µk.

(4.21)

Завдання

1. Для заданої матрицi A степеневим методом знайти найбiльше за моду-
лем власне значення λ0 та вiдповiдний власний вектор x0 з точнiстю
ε0;

2. для уточнення власної пари {x0, λ0} застосувати метод Ньютона. Iте-
рацiї методу Ньютона продовжувати, поки не виконується нерiвнiсть,

||Axk+1 − λk+1xk+1||2 < ε.

Варiанти завдань

ε0 = 10−4, ε = 10−6.

Матриця A визначається так:

a11 = α,
ai+1,i+1 = −ai,i, i = 1, n− 1,
aij = (i+ j)/α, i ̸= j,

де n = 20, α = 10+k/10, k — номер прiзвища студента у журналi студентської
групи.

До звiту з виконання лабораторної роботи включити:

1. опис алгоритмiв, що використовуються;
2. текст програми;
3. результати обчислювального експерименту.
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