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Арсірій А . В. М етод усереднення для задачі керування лінійною систе­
мою із похідною Х у  кухари та багатозначним критерієм якості. У даній статті 
розглядається задача оптимального керування багатозначними траєкторіями. Обгрун­
товується метод повного усереднення для такого типу задач з малим параметром та 
багатозначним критерієм якості.
Ключові слова: задачі керування, диференціальні рівняння з похідною Ху кухари,
метод усереднення.

Арсирий А . В. М етод усреднения для задачи управления линейной си­
стемой с производной Хукухары и многозначным критерием качества. В
данной статье рассматривается задача оптимального управления многозначными тра­
екториями. Обосновывается метод полного усреднения для такого типа задач, содер­
жащих малый параметр, для случая многозначного критерия качества.
Ключевые слова: задачи управления, дифференциальные уравнения с производной
Хукухары, метод усреднения.

Arsirii А . V . The method of averaging for the control problem of the linear 
system with the Hukuhara derivative and setvalued criteria of quality. In the 
given article we consider the optimal control problem of the setvalued trajectories. The 
method of full averaging is justified for such type of control system, containing a small pa­
rameter for the cases with the setvalued criteria of quality.
Key words: control problem, differential equation with the Hukuhara derivative, method 
of averaging.

В в е д е н и е .
В 1969 году F. S. de Blasi и F. Iervolino ввели понятие дифференциального 

уравнения с производной Хукухары [9], решением которого является многознач­
ное отображение. В дальнейшем в работах F. S. de Blasi, F. Iervolino и A. J. Bran- 
dao Lopes Pinto были доказаны теоремы существования и устойчивости решений 
для такого типа уравнений [10]. А. А. Толстоногов доказал, что решение диффе­
ренциального уравнения с производной Хукухары дает оценку сверху множества 
достижимости задачи оптимального управления [8 ]. Исследованием дифферен­
циальных уравнений с производной Хукухары также занимались М. Kisielewich, 
V. Laksmikantham, N. D. Phu, Т. T. Tung, А. Н. Витюк, А. В. Плотников,
О. Д. Кичмаренко, Н. В. Скрипник и др. [3, 5, 7, 11, 13, 14].

При исследовании задач оптимального управления необходимо многократно 
интегрировать системы дифференциальных уравнений, поэтому возникает боль­
шой интерес к разработке различных схем асимптотических методов или методов
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усреднения. Применение метода для задач оптимального управления началось 
с работ H. Н. Моисеева [4]. Для дифференциальных уравнений с многозначной 
правой частью (дифференциальных включений) теорема, являющаяся аналогом 
первой теоремы H. Н. Боголюбова, была доказана В. А. Плотниковым [6 ]. В 
дальнейшем усреднением дифференциальных уравнений с многозначной правой 
частью, в частности усреднением дифференциальных уравнений с производной 
Хукухары, занимались М. Kisielewicz, А. В. Плотников, А. Н. Витюк, О. Д. Кич- 
маренко, Н. В. Скрипник и др. [3, 5, 7, 12].

В статьях [1 , 2] обосновывалась возможность применения метода усреднения 
для линейных управляемых дифференциальных уравнений с производной Ху­
кухары для случаев периодической и непериодической правой части. В данной 
статье рассматривается случай многозначного критерия качества.

В начале введем некоторые необходимые нам в дальнейшем определения и 
обозначения.

Пусть R n — n-мерное вещественное евклидово пространство векторов х =  

=  (хг, .. . ,х п)т с нормой ||ж|| =

Пусть Conv(Rn) — пространство непустых компактных и выпуклых подмно­
жеств евклидового пространства R n с метрикой Хаусдорфа

h(A, В ) =  m in{r >  0 |А С Sr{B ),B  С Sr(A)}, 

где А , В £  Conv(Rn), Sr(a) — шар радиуса г с центром в точке а.

Определение 1 . [5] Пусть А, В  Е Conv{Rn). Если существует множе­
ство С  Е Conv(Rn) такое, что А  =  В  +  С , то С называется разностью Хуку­
хары множеств А и В  и обозначается А -В .

Определение 2 . [5] Многозначное отображение F(-) : R 1 —>• Conv{Rn) 
дифференцируемо по Хукухаре в точке t Е Д1, если существует DhF(t) Е 
Е Conv(Rn) такое, что пределы

lim ± - ( F (t +  A t ) -F ( t ) ) ,  lim ± ( F ( t ) - F ( t - A t ) )
At^0+ l\t At^0+ LAt

существуют и равны DhF(t).

О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы .
Рассмотрим задачу оптимального управления линейной системой, описывае­

мой дифференциальным уравнением с производной Хукухары стандартного ви­
да:

D hX (t, и) =  e[A(t)X(t, и) +  B(t)u(t) +  F(£)], Х ( 0 , и) =  Х 0, (1)

где г >  0 — малый параметр, t Е Д+ =  [0 ,+оо); Х (-,и )  : Д+ —> Conv(Rn) — 
многозначное отображение, определяющее состояние системы; D hX (t,u) — про­
изводная Хукухары; A(t) — матрица (п х n); B(t) — матрица (п х ш); и(-) Е Е 
Е Conv{Rm) — управляемое воздействие; F(-) : R+ Conv{Rn) — многозначное 
отображение.
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О пределение 3. [5] Решением уравнения (1) соответствующим допусти­
мому управлению и(-) G LU, называется абсолютно непрерывное многозначное 
отображение Х (-,и ), удовлетворяющее (1) почти всюду на Л+ .

Пусть качество решения уравнения (1) описывается следующим многознач­
ным критерием

1 (и )= Щ Х (Т ,и )) ,  (2 )

где П(-) : Conv(Rn) —>• Conv(R1)J Т  =  L s - 1 .

В качестве оптимального управления понимается максиминное либо макси- 
максное управление.

О пределение 4. [7] Управление и*(-) G LU назовем максиминным для за­
дачи (1)(2),если для любого управления и(-) G LU справедливо неравенство

mJ{u) <  mJ(u*), 

где т А  =  тгп{ а \ а G А, А  G Conv{R1)}.

О пределение 5. [7] Управление и*(-) G LU назовем максимаксным для за­
дачи (1), (2), если для любого управления и{-) G LU справедливо неравенство

MJ{u) < MJ(u*),  

где М А  =  тах{ а \ а G А, А  G Conv(R1)}.

1. П остроение усредненного уравнения д л я  рассматриваемого ис­
ходного уравнения.

Уравнению (1) поставим в соответствие усредненное уравнение

D hY ( t ,v ) = e [ Ä Y ( t ,v ) + v ( t ) + F \ ,  Y ( 0 , v ) = X o. (3)

Соответствующий многозначный критерий для усредненного уравнения:

1 (v) =  Q(Y(T,v)),  (4)

где П(-) : Conv(Rn) —» Conv(R1), Т  =  L e~l .

В случае 27г-периодической правой части матрица А , отображение F  и мно­
жество V  получается по следующему правилу:

  27Г _____  27Г

А =  ш  I  А (№ >  F  =  à l  F (t)dt,
? 2.  ,  (5)

«(*) Е F  =  /  B(t)u(t)dt, u(t) € L U | .

Для случая непериодической правой части правило выглядит так:

_  т  _  т
А =  lim 777 f  A(t)dt, F  =  lim ^  f  F(t)dt,

T ^ o o  0 ^  T —>oo 0 (6 )

«(f) e У  =  lim i  /  B(t)Udt.
T  —>-oo n
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Установим соответствие между управлением и(-) исходного уравнения (1) и 
управлением г?(-) усредненного уравнения (3). Обозначим множество допустимых 
управлений уравнения (1) Ы1, а уравнения (3) — Ь У .

В случае 27г-периодической правой части будем говорить, что управление г?(-) 
соответствует управлению и(-) и наоборот, если выполнено следующее равенство:

2 7 г (г + 1 )  2 7 г (г + 1 )

^  I ВЦ)иЦ)(И =  ^  / у(г)(И, г =  0,1,2,....
2тг i 2лi

В случае непериодической правой части управлению и(-) поставим в соответ­
ствие управление г?(-) следующим образом:

1) Вычисляем

( г + 1 ) 7 1

/
гТг

и]г =  /  В(1)и{Ь)(1Ь  ̂ г — 0 ,1 , 2 ,... , где Т\ >  0 — константа.

(г+1)Тг ( г + 1 ) Т х

тр- /  #(£)Т£(£)й£ — = /  В(£)щ(£)(И -  уо1
гТг т

2 ) Строим управление г?(£) =  <  £ <  (г +  1 )Хь г =  0 ,1 , 2 , . . . } ,  где
г^(£) находим из условия:

т т  |К  -г;(г)|| =  |К  -  г;*(*)||.

Наоборот, управлению г?(-) ставится в соответствие управление и(-) так:
1) Вычисляем

(г+ 1  )Тг

~  I  г =  0,1 , 2 ,... , где Т\ >  0 — константа.
гТг

2 ) Строим управление и(Ь) =  { и (̂̂ ), гХ1! <  £ <  (г +  1 )Т\, г =  0 ,1 , 2 ,. . .} ,  где 
щ(£) находим из условия:

т ш
й{ь)еьи

2 . Б лизость критериев качества исходной и усредненной задач дл я  
случая 27г-периодической правой части.

Покажем близость решений задач (1), (2) и (3), (4) по значениям многознач­
ных критериев качества для случая 27г-периодической правой части.

П редполож ение 1 . Будем предполагать, что уравнение (1) удовлетворяет 
условиям:
1 ) матрица А{Ь) — измерима и 27г-периодична на
2) существует константа а >  0 такая, что Щ(£)|| <  а для почти всех £ Е Д+ ;
3) матрица В(Ь) — измерима и 27г-периодична на
4) существует константа Ъ >  0 такая, что ||#(£)|| <  Ь для почти всех £ Е Д+;
5) и  Е С опу(1{п);
6 ) многозначное отображение Е(-) измеримо на Д+;
7) существует константа /  >  0 такая, что /г(.Р(£), {0 }) <  /  для почти всех £ Е Д+.

Докажем теорему, понимая оптимальное управление как максиминное.
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Теорема 1 . Пусть уравнение (1) удовлетворяет условиям предположения
1 и пусть отображение П(-) удовлетворяет условию Липшица с постоянной А. 
Тогда для любого L >  0 существует г${Ь) Е (0, сг] и C{L) >  0 такие, что при 
всех г Е (0, г0] и t Е [0,Ls_1] справедливы следующие утверждения:
1) для максиминного управления и*(-) исходной задачи (1), (2) существует до­
пустимое управление vu*(') усредненного уравнения (3) такое, что

| m l(и*) — m l (у и*) | <  С г , (7)

2) для максиминного управления v*(-) усредненной задачи (3),(4) существует 
допустимое управление uv* (•) исходного уравнения (1) такое, что

|m l(u v*) — ml(v*)\ < С г , (8)
3) для максиминных управлений u*(-),v*(-) исходной (1),(2) и усредненной (3), 
(4) задач справедливо неравенство

| m l (и*) — ml(v*)\ <  С г , (9)

4) для максиминного управления и* (•) и допустимого управления uv* (•) исходной 
задачи (1), (2) справедливо неравенство

|m l(u*) — m l(u v*)\ <  Сг. (10)
Доказательство. Пусть и*(-) и г>*(-) — оптимальные, то есть максиминные 

управления соответственно исходной (1), (2) и усредненной (3), (4) задач, а 
Х *(-,и *)  и У*(-,г?*) — порожденные ими многозначные оптимальные решения.

D hX *(t,u *) =  г[А(г)1Г(г,и*) + B (t)u *(t) ± F ( t ) ] ,  X * ( 0 ,u*) =  X ° ,
D hY * (t ,v *) = £ [ i r ( M * )  +  v * (t )+ F ] , У*(0,и*) =  X °.

Пусть vu*(-) и uv*(') — допустимые управления соответственно усредненной
(3), (4) и исходной (1), (2) задач, соответствующие максиминным управлениям 
!£*(•) и ^*(-), a X 1(',u v*) и У 1^ ,^ * )  — порожденные этими управлениями мно­
гозначные решения, удовлетворяющие уравнениям

D hX 1 (t, щ *) =  e[A(t)X^ (t, щ *) +  B(t)uv* it) +  F it )], X 1 (t, uv* ) = X ° ,  
D hY 1(t,vu. ) = e [ A Y 1(t,vu. ) + v u.( t)+F\ ,  Y 1^, vu*) =  X° .

В статье [1] была доказана теорема о близости решений исходного и усред­
ненного уравнений

/ ^ Х * ^ * ) , ! ^ , ^ * ) )  <  Се, h ^ f a u y ^ t Y ' f a v * ) )  <  Сг

для всех t Е [0, Т].
Так как отображение П(-) удовлетворяет условию Липшица с постоянной Л, 

то из этих неравенств следует, что

h(I(u*),7(vu,)) =  h(n(X*(T,u*)) ,n(Y\T,vu,))) <
<  А Л ^ Ч Т .и Ч .У Ч Т ,« « . ) )  <  XCi£, 

h(I(uv. ) , I ( v * ) ) = h ( Q ( X 1(T,uv.) )M Y*(T ,v *) ) )  <
<  Л/г(^Г1 (Т1, uv*),Y*(T, v*)) <  XCie.
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Обозначим С  =  \С\ и получим справедливость оценок (7) и (8 ).
Теперь покажем справедливость оценки (9). Так как и*(-) и г>*(-) — макси- 

минные управления, то

m l (и*) >  m l(u v*), m l(v*) >  m l(vu*).

Возможны два случая:

1) ml(vu#) +  (7 > m l(и*) > ml(v*) > ml(vu*),
2) m l(u v*) +  С  >  m l(v ) >  m l(u ) >  m l(u v*).

Объединяя оба случая получаем оценки (9) и (10). Теорема доказана.

Теперь под оптимальным управлением будем понимать максимаксное управ­
ление.

Теорема 2 . Пусть уравнение (1) удовлетворяет условиям предположения
1 и пусть отображение Q(-) удовлетворяет условию Липшица с постоянной Л. 
Тогда для любого L >  0 существует £o(L) G (0 ,сг] и C(L) >  0 такие, что при 
всех г G (0, его] u t G [0,Z/£-1 ] справедливы следующие утверждения:
1) для максимаксного управления и*(-) исходной задачи (1), (2) существует 
допустимое управление vu*(-) усредненного уравнения (3) такое, что

\MI(u*) -  M l(v u*)\ < C s , (11)

2) для максимаксного управления v* (•) усредненной задачи (3), (4) существует 
допустимое управление uv* (•) исходного уравнения (1) такое, что

\MI(uv*) — М7(г?*)| <  С е , (12)

3) для максимаксных управлений и*(•), v*(•) исходной (1), (2) и усредненной (3), 
(4) задач справедливо неравенство

\М1(и*) — М7(г?*)| <  С е , (13)

4) для максимаксного управления и*(-) и допустимого управления uv*{-) исход­
ной задачи (1), (2) справедливо неравенство

\ M I (u * ) -M I {u v*)\ <  Се. (14)

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1 .

3. Б лизость критериев качества исходной и усредненной задач дл я  
случая непериодической правой части.

Покажем близость решений задач (1), (2) и (3), (4) по значениям многознач­
ных критериев качества для случая непериодической правой части.

П редполож ение 2 . Будем предполагать, что уравнение (1) удовлетворяет 
условиям:
1 ) матрица A(t) — измерима на R+]
2) существует константа а >  0 такая, что Щ(£)|| <  а для почти всех t G Л+;
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3) матрица B(t) — измерима на R+]
4) существует константа b >  0 такая, что ||5(£)|| <  b для почти всех t Е
5) U е Conv(Rn);
6 ) многозначное отображение F(-) измеримо на
7) существует константа /  >  0 такая, что h(F(t), {0 }) <  /  для почти всех t Е Л+.

Докажем теорему, понимая оптимальное управление как максиминное.

Теорема 3. Пусть уравнение (1) удовлетворяет условиям предположения
2 и пусть отображение Q(-) удовлетворяет условию Липшица с постоянной А. 
Тогда для любых г] >  0 и L >  0 существует го (v? В) Е (0, а] такое, что при всех 
г Е (0, его] u t e  [0,Z/£-1 ] справедливы следующие утверждения:
1) для максиминного управления и*(-) исходной задачи (1), (2) существует до­
пустимое управление vu*(') усредненного уравнения (3) такое, что

| m l (и*) — m l(vu*)\ <  77, (15)

2) для максиминного управления v*(-) усредненной задачи (3),(4) существует 
допустимое управление uv* (-) исходного уравнения (1) такое, что

|m l(u v*) — ml(v*)\ <  77, (16)

3) для максиминных управлений г&*(-),г?*(-) исходной (1), (2) и усредненной (3),
(4) задач справедливо неравенство

\ml(u*) — ml(v*)\ <  77, (17)

4) для максиминного управления и* (•) и допустимого управления uv* (•) исходной 
задачи справедливо неравенство

\ml(u*) — m l(u v*̂ \ <  rj. (18)

Доказательство. Пусть и*(-) и г?*(-) — оптимальные, то есть максиминные 
управления соответственно исходной (1), (2) и усредненной (3), (4) задач, а 
Х *(-,и *)  и У*(-,г?*) — порожденные ими многозначные оптимальные решения.

D hX *(t,u *) =  e[A (t)]T (t,u *) +  B(t)u*(t) + F (t)] ,  X *(0  ,u*) =  X ° ,
D hY *(t,v*) = e [ A Y * ( t ,v * ) + v * ( t ) + F ] ,  Y *(  0,v*) =  X ° .

Пусть vu*(-) и uv*(-) — допустимые управления соответственно усредненной
(3), (4) и исходной (1), (2) задач, соответствующие максиминным управлениям
и*(') и г>*(-), a X 1(-,uv*) и Y 1{-^vu*) — порожденные этими управлениями мно­
гозначные решения, удовлетворяющие уравнениям

D n X 1 (f, ) =  s[A(t)X^  (f, ) +  B(t)uv* (t) +  F (t)], X 1 (f, ) = X ° ,
D h Y 1 (f, ) =  elA Y 1 (f, (t) +  F ] , Y 1 (t, vu* ) = X ° .

В статье [2] была доказана теорема о близости решений исходного и усред­
ненного уравнений

h i X 'f o u '^ Y 'fo v » * ) )  <  г]и H X ' f o u ^ Y ' f o v * ) )  <  т
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для всех I Е [О,Т].
Так как отображение П(-) удовлетворяет условию Липшица с постоянной А, 

то из этих неравенств следует, что

Н 1 { и * ) , 1 М )  =  /г(Г2(Х*(Г,и*)),Г2(У1(Г,и«*))) <
<  А М^ * ( ? > * ) , <  Аг/ь 

Ц 1 (щ ,),1 (у*)) =  /г(Г2(Х1 (Г ,«„*)), Ф (У*(Т,у*))) <
<  <  Аг?1.

Обозначим г] =  А771 и  получим справедливость оценок (15) и (16).
Теперь покажем справедливость оценки (17). Так как и*(-) и г>*(-) — макси- 

минные управления, то

т1(и*) >  т1(иу*), т /(г?*) >  тп1(уи*).

Возможны два случая:

1) т 1(уи*) +  А771 >  тп1(и*) >  т1(у*) >  т 1(уи*),
2 ) т1(иу*) +  А771 >  т1(у*) >  т1(и ) >  т1(иу*).

Объединяя оба случая и обозначая г] =  А771 получаем оценки (17) и (18). 
Теорема доказана.

Теперь под оптимальным управлением будем понимать максиминное управ­
ление.

Теорема 4. Пусть уравнение (1) удовлетворяет условиям предположения
2 и пусть отображение П(-) удовлетворяет условию Липшица с постоянной А.
Тогда для любых г] >  0 и Ь >  0 существует £о(г], X) Е (0, а] такое, что при всех
г Е (0, г0] и £ Е [0,Ьг-1 ] справедливы следующие утверждения:
1) для максимаксного управления и*(-) исходной задачи (1), (2) существует 
допустимое управление уи*(-) усредненного уравнения (3) такое, что

\М1(и*) -  М1(уи*)\ <  ту, (19)

2) для максимаксного управления V* (•) усредненной задачи (3), (4) существует
допустимое управление иу* (•) исходного уравнения (1) такое, что

\М1(щ*)-М1(у*)\<Т1, (20)

3) для максимаксных управлений и*(•), V*(•) исходной (1), (2) и усредненной (3),
(4) задач справедливо неравенство

\М1(и*)-М7{у*)\ < 77, (2 1 )

4) для максимаксного управления и*(-) и допустимого управления иу*(-) исход­
ной задачи справедливо неравенство

\М1(и*)-М7{у*)\ <г). (22)

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 3.

З а к л ю ч е н и е .
В статье рассматривалась задача управления многозначными траекториями 

с многозначным критерием качества. Обоснована возможность применения ме­
тода усреднения для данной задачи. Доказана теорема, показывающая близость 
решений исходной и усредненной задач по значениям критериев качества.
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