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Ïåðåäìîâà

Öþ êíèãó çàäóìàíî ÿê íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê, ÿêèé áè ó �äðóæíié� ôîðìi
äîïîìàãàâ ñòóäåíòàì � âèõîäÿ÷è ç ïåðøèõ ïðèíöèïiâ òà áàçîâèõ ñïiââiä-
íîøåíü � ñàìîñòiéíî ïðîðîáëÿòè ìàòåðiàë ëåêöiéíî¨ i ïðàêòè÷íî¨ ÷àñòèí
çàãàëüíî¨ òåîðåòè÷íî¨ äèñöèïëiíè �Òåðìîäèíàìiêà i ñòàòèñòè÷íà ôiçèêà�,
ùî ÷èòà¹òüñÿ íà ÷åòâåðòèõ êóðñàõ ôiçè÷íèõ ôàêóëüòåòiâ óíiâåðñèòåòiâ ÷åò-
âåðòîãî ðiâíÿ àêðåäèòàöi¨. Éîãî îñíîâó ñêëàäàþòü òèïîâi çàäà÷i ñòàòèñòè÷-
íî¨ ôiçèêè i òåðìîäèíàìiêè, ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêèõ äîçâîëÿ¹ çàñâî¨òè êëþ÷îâi
ïîíÿòòÿ, ïîëîæåííÿ òà ìåòîäè êiëüêiñíîãî àíàëiçó ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì.
Çíà÷íà ÷àñòèíà öèõ çàäà÷ áóëà îêðåñëåíà Îëåêñàíäðîì Âñåâîëîäîâè÷åì
Çàòîâñüêèì ó éîãî ñòèñëèõ, àëå íàäçâè÷àéíî iíôîðìàòèâíèõ ìåòîäè÷íèõ
âêàçiâêàõ [1�4] i ïðîéøëà áiëüø íiæ òðèäöÿòèëiòíþ àïðîáàöiþ íà ïðàêòè÷-
íèõ çàíÿòòÿõ çi ñòóäåíòàì ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó Îäåñüêîãî íàöiîíàëüíîãî
óíiâåðñèòåòó iìåíi I. I. Ìå÷íèêîâà.

Ðàçîì iç áiëüøiñòþ çàäà÷ [1�4] äî ïîñiáíèêà âêëþ÷åíî íèçêó íîâèõ çàäà÷
äëÿ îïðàöþâàííÿ íà ïðàêòè÷íèõ çàíÿòòÿõ òà çàäà÷i, ùî òðàäèöiéíî àíàëi-
çóþòüñÿ â ëåêöiéíîìó êóðñi. Çàäà÷i ïiäiáðàíî òàêèì ÷èíîì, ùîá, ïî-ïåðøå,
ñôîðìóâàòè ìiíiìàëüíó áàçó êëþ÷îâèõ ïîíÿòü i ñïiââiäíîøåíü äèñöèïëi-
íè, ïî-äðóãå, ìàêñèìàëüíî óíåçàëåæíèòè âèáðàíi çàäà÷i, à îòæå ìàòè ìîæ-
ëèâiñòü äëÿ ãíó÷êîãî ïîðÿäêó ¨õ ðîçãëÿäó, i, ïî-òðåò¹, óðàõóâàòè ðåàëüíi
÷àñîâi îáìåæåííÿ, ç ÿêèìè ñòèêàþòüñÿ ñòóäåíòè ïðè ðîáîòi íàä äèñöèïëi-
íîþ. Âèêëàä âåäåòüñÿ ó ôîðìi äîêëàäíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ áiëüøîñòi çàäà÷,
ùî äîçâîëÿ¹ ñòóäåíòàì ðîçâèâàòè íåîáõiäíi òåõíi÷íi íàâè÷êè, âiäñëiäêî-
âóâàòè äæåðåëà ìîæëèâèõ ïîìèëîê òà îòðèìóâàòè óÿâëåííÿ ïðî êiëüêiñ-
íi çíà÷åííÿ ðiçíèõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí. Ó òåêñò òàêîæ âêðàïëåíî çíà÷íó
êiëüêiñòü çàóâàæåíü, ùî ñòîñóþòüñÿ îêðåìèõ òåîðåòè÷íèõ ïèòàíü àáî îá-
÷èñëþâàëüíèõ ïðèéîìiâ. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÷è äåùî
ñêëàäíiøi çàäà÷i ïîçíà÷åíî çiðî÷êîþ.

Óñÿ âiäïîâiäàëüíiñòü çà îñòàòî÷íèé çìiñò ïîñiáíèêà, ìîæëèâi íåòî÷íîñòi
÷è ïîìèëêè ëåæèòü íà ìåíi, îñêiëüêè, íà ïðåâåëèêèé æàëü, äî öi¹¨ ðîáîòè
Îëåêñàíäð Âñåâîëîäîâè÷ óæå äîëó÷èòèñÿ íå çìiã � âií ïåðåä÷àñíî ïiøîâ
iç æèòòÿ 18 ñåðïíÿ 2006 ðîêó.

Õî÷ó çàçíà÷èòè, ùî ïiäãîòîâêà çàïðîïîíîâàíîãî ïîñiáíèêà äî äðóêó çà
âiäíîñíî ñòèñëèé êiëüêàði÷íèé òåðìií ñòàëà ìîæëèâîþ çàâäÿêè çíà÷íié
òåõíi÷íié äîïîìîçi, íàäàíié ñòóäåíòàìè ñïåöiàëiçàöi¨ �òåîðåòè÷íà ôiçèêà�.
Óâàæàþ ñâî¨ì ïðè¹ìíèì îáîâ'ÿçêîì âèðàçèòè âñiì ¨ì ñâîþ ïîäÿêó: Àíà-
ñòàñi¨ Áèñòðîâié, Êîñòÿíòèíó Æóëàâñüêîìó, Îëåêñàíäði Êóäiíîâié, Âîëî-
äèìèðó Ìîðîçó, Ðà¨ñi Ðîìàíîâié, Ïåòðó Ñàéêó, Îëåêñàíäðó Òåïëÿêîâó òà
Âàäèìó ×åïëàêó. Òàêîæ ÿ âäÿ÷íèé àñïiðàíòàì êàôåäðè Ìàêñèìó Åéíãîðíó
òà Äìèòðó Ìiøàãëi, ÿêi äîáðîâiëüíî òà ðåòåëüíî âè÷èòàëè çíà÷íó ÷àñòèíó
òåêñòó ïîñiáíèêà, äîïîìiãøè óñóíóòè áàãàòî òåêñòîâèõ íåòî÷íîñòåé.
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Íà ñòàäi¨ ðåöåíçóâàííÿ ïîñiáíèêà ðàçîì ç îôiöiéíèìè Ðåöåíçåíòàìè �
ïðîô. Ñ. Ì. Êîíòóøåì, ïðîô. Þ. Ï. Êðàñíèì i ïðîô. I. Î. Ìóëåíêîì �
éîãî ïðî÷èòàëè òà âèêàçàëè êîðèñíi ïîðàäè Ñ. À. Ùåêàòîëiíà, ê-ò òåõí.
íàóê, äîöåíò êàôåäðè iíæåíåðíî¨ òåïëîôiçèêè Îäåñüêî¨ íàöiîíàëüíî¨ àêà-
äåìi¨ õàð÷îâèõ òåõíîëîãié, Â. Â. Ïîæèâàòåíêî, ê-ò ôiç.-ìàò. íàóê, äîöåíò
êàôåäðè ôiçèêè Ìèêîëà¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Â. Î. Ñó-
õîìëèíñüêîãî òà Ë. Ï. Øâåäîâ, Ph. D., âèêëàäà÷ öi¹¨ æ êàôåäðè. Óñiì
ïåðåëi÷åíèì êîëåãàì ÿ ùèðî äÿêóþ.

Ì. Ñóøêî
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1. Ñòàòèñòè÷íi ðîçïîäiëè äëÿ êëàñè÷íèõ ñèñòåì

Åëåìåíòàðíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

Çàâäàííÿ 1. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà x íàáóâà¹ äèñêðåòíèõ çíà÷åíü xn
ç iìîâiðíîñòÿìè wn. Çíàéäiòü ¨¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ⟨x⟩, ÿêå, ÿê î÷iêó¹òüñÿ,
áóäå îòðèìàíî çà ðåçóëüòàòàìè áàãàòüîõ âèìiðþâàíü.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî â îäíàêîâèõ óìîâàõ âèêîíàíî N íåçà-
ëåæíèõ âèìiðþâàíü äèñêðåòíî¨ âåëè÷èíè x, ïðè öüîìó ó âèìiðþâàííi ç
ïîðÿäêîâèì íîìåðîì i (i = 1, 2, . . . , N) çäîáóòî çíà÷åííÿ xi. Çà îçíà÷åííÿì
ñåðåäíüîãî,

⟨x⟩ = x1 + x2 + · · ·+ xN
N

=
1

N

N∑
i=1

xi. (1.1)

Ïðè äîñòàòíüîìó âåëèêîìó çíà÷åííiN îêðåìi ðåçóëüòàòè âèìiðþâàíü xi
ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñÿ. ÍåõàéNn � êiëüêiñòü âèìiðþâàíü, ó ÿêèõ îòðèìàíî
îäíå é òå ñàìå çíà÷åííÿ xn. ×èñëà Nn ìîæóòü ïðîáiãàòè âñi öiëi çíà÷åííÿ
âiä 0 äî N , àëå ïðè öüîìó ìàþòü çàäîâîëüíÿòè óìîâó∑

n

Nn = N, (1.2)

äå iíäåêñ n íóìåðó¹ ðiçíi äîïóñòèìi çíà÷åííÿ xn âåëè÷èíè x. Îñêiëüêè
ïîðÿäîê, ó ÿêîìó ïðè âèìiðþâàííÿõ x îòðèìóþòüñÿ çíà÷åííÿ xi, íå ìà¹ äëÿ
íàøî¨ çàäà÷i æîäíîãî çíà÷åííÿ, òî áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ðåçóëüòàòè
öèõ âèìiðþâàíü ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè é çà äîïîìîãîþ ÷èñåë Nn. Òîäi
çàìiñòü (1.1) ìà¹ìî:

⟨x⟩ = 1

N

∑
n

Nnxn. (1.3)

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî N → ∞ i ùî äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ n iñíóþòü ãðà-
íèöi

lim
N→∞

Nn

N
≡ wn. (1.4)

Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ wn îçíà÷àþòüñÿ ÿê iìîâiðíîñòi ðåàëiçàöi¨ äèñêðåòíèõ
çíà÷åíü xn âèïàäêîâî¨ äèñêðåòíî¨ âåëè÷èíè x. Î÷åâèäíî, ùî 0 ≤ wn ≤ 1.
Êðiì òîãî, âåëè÷èíè wn çàäîâîëüíÿþòü óìîâó íîðìóâàííÿ (äèâ. (1.2))∑

n

wn = 1. (1.5)

Öÿ óìîâà âèðàæà¹ òîé ôàêò, ùî âåëè÷èíà x îáîâ'ÿçêîâî íàáóâà¹ êîòðîãîñü
iç ñâî¨õ çíà÷åíü.

Óâàæàþ÷è éìîâiðíîñòi wn âiäîìèìè, ç ôîðìóëè (1.3) ïðè N → ∞ îñòà-
òî÷íî çíàõîäèìî:

⟨x⟩ =
∑
n

wnxn. (1.6)
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Çàâäàííÿ 2. Âèïàäêîâà íåïåðåðâíà âåëè÷èíà x ìîæå íàáóâàòè çíà÷åíü
ç ïðîìiæêó [0,∞). Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèìiðÿíå çíà÷åííÿ x íàëåæèòü ií-
òåðâàëó (x, x + dx), âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê dw(x) = ρ(x)dx, äå ρ(x) � ôóíêöiÿ
ðîçïîäiëó (àáî ïðîñòî ðîçïîäië) äëÿ âåëè÷èíè x.

à) Çàïèøiòü óìîâó íîðìóâàííÿ äëÿ ôóíêöi¨ ρ(x).
á) Çíàéäiòü ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ⟨x⟩, ÿêå î÷iêó¹òüñÿ çà ðåçóëüòàòàìè áà-

ãàòüîõ âèìiðþâàíü âåëè÷èíè x.
â) ×îìó äîðiâíþ¹ î÷iêóâàíå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ⟨f(x)⟩ êóñêîâî-íåïåðåðâíî¨

ôóíêöi¨ f(x) âåëè÷èíè x?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ñïåðøó çíàéäåìî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèìiðÿíå çíà÷åí-
íÿ x íàëåæèòü ïðîìiæêó [a, b ], äå b > a ≥ 0 � ñêií÷åííi ÷èñëà. Ðîçiá'¹ìî
öåé ïðîìiæîê íà N ≫ 1 äóæå ìàëèõ äiëÿíîê [x0 = a, x1], (x1, x2], . . . ,
(xi−1, xi], . . . , (xN−1, xN = b ]. Òîäi éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèìiðÿíå çíà÷åííÿ
âåëè÷èíè x íàëåæèòü äiëÿíöi ç íîìåðîì n òà øèðèíîþ ∆xn = xn − xn−1,
äîðiâíþ¹

wn = ρ(x∗n)∆xn, (1.7)

äå x∗n � äåÿêà òî÷êà ç öi¹¨ äiëÿíêè. Ïiäñóìóâàâøè öi éìîâiðíîñòi çà âñiìà
n, äiñòàíåìî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèìiðÿíå çíà÷åííÿ x íàáóâà¹ áóäü-ÿêîãî
çíà÷åííÿ ç ïðîìiæêó [a, b ]:

w (x ∈ [a, b ]) =
∑
n

ρ(x∗n)∆xn. (1.8)

ßêùî ðîçãëÿäàòè ïðàâó ÷àñòèíó (1.8) ÿê iíòåãðàëüíó ñóìó òà ïåðåéòè â íié
äî ãðàíèöi N → ∞, |∆xn| → 0, òî äëÿ êóñêîâî-íåïåðåðâíî¨ ρ(x) äiñòà¹ìî:

w (x ∈ [a, b ]) =

b∫
a

ρ(x)dx. (1.9)

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî a = 0, à ÷èñëî b ìîæíà âiäñóíóòè íà íåñêií÷åí-
íiñòü, òîáòî iíòåãðàë (1.9) iñíó¹ ïðè a→ 0 òà b→ ∞. Ó öüîìó ãðàíè÷íîìó
âèïàäêó âií äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi òîãî, ùî âèìiðÿíå çíà÷åííÿ x íàáóâà¹
áóäü-ÿêîãî iç ñâî¨õ ìîæëèâèõ çíà÷åíü. Îñêiëüêè öÿ ïîäiÿ � äîñòîâiðíà, ¨¨
éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Äiñòà¹ìî øóêàíó óìîâó íîðìóâàííÿ:

∞∫
0

ρ(x)dx = 1. (1.10)

á) Ðîçìiðêîâó¹ìî â òîé ñàìèé ñïîñiá, ùî é ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó.
Êðiì òîãî, ïðè ïîòðàïëÿííi çíà÷åííÿ x â iíòåðâàë ç íîìåðîì n òà øèðè-
íîþ ∆xn íàáëèæåíî çàìiíþ¹ìî éîãî çíà÷åííÿì xn (àáî áóäü-ÿêèì iíøèì
ôiêñîâàíèì çíà÷åííÿì ç öüîãî iíòåðâàëó). Ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (1.6) i (1.7)
î÷iêóâàíå ñåðåäí¹ òàêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè íàáëèæåíî äîðiâíþ¹ ñóìi∑

n

xnρ(x
∗
n)∆xn. (1.11)
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Çäiéñíþþ÷è â íié ãðàíè÷íi ïåðåõîäè N → ∞, |∆xn| → 0 òà a → 0, b → ∞,
çíàõîäèìî:

⟨x⟩ =
∞∫
0

xρ(x)dx. (1.12)

â) Ïðè ïîòðàïëÿííi çíà÷åííÿ x â iíòåðâàë ç íîìåðîì n òà øèðèíîþ
∆xn çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x) íàáëèæåíî çàìiíþ¹ìî çíà÷åííÿì f(xn) (àáî
çíà÷åííÿì öi¹¨ ôóíêöi¨ â áóäü-ÿêié iíøié ôiêñîâàíié òî÷öi öüîãî iíòåðâà-
ëó). Òîäi ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè f(x) íàáëèæå-
íî äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó çíà÷åííþ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè f(xn),
òîáòî ñóìi ∑

n

f(xn)ρ(x
∗
n)∆xn. (1.13)

Çäiéñíèâøè ãðàíè÷íi ïåðåõîäè N → ∞, |∆xn| → 0 òà a → 0, b → ∞,
äiñòà¹ìî:

⟨f(x)⟩ =
∞∫
0

f(x)ρ(x)dx. (1.14)

Çàâäàííÿ 3. Äâi âèïàäêîâi íåïåðåðâíi âåëè÷èíè x òà y ìîæóòü íàáó-
âàòè çíà÷åíü ç iíòåðâàëó (−∞,∞). Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè îäíî÷àñíîìó
âèìiðþâàííi x òà y ¨õ çíà÷åííÿ íàëåæàòü iíòåðâàëàì âiäïîâiäíî (x, x+ dx)
òà (y, y + dy), äîðiâíþ¹ dw(x, y) = ρ(x, y)dxdy.

à) Çàïèøiòü óìîâó íîðìóâàííÿ äëÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ρ(x, y).
á) ßê çíàéòè ôóíêöiþ ðîçïîäiëó äëÿ âåëè÷èíè x, ÿêèé ¨¨ çìiñò? Òå ñàìå

äëÿ y.
â) Çíàéäiòü ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ⟨y⟩, î÷iêóâàíå çà ðåçóëüòàòàìè áàãàòüîõ

âèìiðþâàíü.
ã) ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî îäíîðàçîâî âèìiðÿíå çíà÷åííÿ x íàëåæèòü

ïðîìiæêó [a, b ]?
ä) ×îìó äîðiâíþ¹ î÷iêóâàíå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ⟨f(x, y)⟩ êóñêîâî-íåïåðåð-

âíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y) âåëè÷èí x òà y?
å) ßêèé âèãëÿä ìàþòü ðîçïîäië ρ(x, y) òà éìîâiðíiñòü dw(x, y), ÿêùî

âåëè÷èíè x òà y ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíi?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Óçàãàëüíþþ÷è ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàâäàííÿ 2, ñïåðøó
çíàõîäèìî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèìiðÿíå çíà÷åííÿ x íàëåæèòü ïðîìiæêó
[a, b ], à âèìiðÿíå çíà÷åííÿ y � ïðîìiæêó [c, d ], äå b > a òà d > c � ñêií÷åííi
÷èñëà. Ðîçáèâà¹ìî ïåðøèé ç öèõ ïðîìiæêiâ íà N ≫ 1 ìàëèõ äiëÿíîê [x0 =
= a, x1], (x1, x2], . . . , (xi−1, xi], . . . , (xN−1, xN = b ], äðóãèé � íàM ≫ 1 ìàëèõ
äiëÿíîê [y0 = c, y1], (y1, y2], . . . , (yj−1, yj ], . . . , (yM−1, yM = d ]. Iìîâiðíiñòü
òîãî, ùî âèìiðÿíi çíà÷åííÿ âåëè÷èí x òà y íàëåæàòü ïðÿìîêóòíié îáëàñòi
(xn−1, xn]× (ym−1, ym] ïëîùåþ ∆xn∆ym, äîðiâíþ¹

wnm = ρ(x∗n, y
∗
m)∆xn∆ym, (1.15)
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äå (x∗n, y
∗
m) � äåÿêà òî÷êà öi¹¨ îáëàñòi. Ïiäñóìóâàâøè éìîâiðíîñòi (1.15)

çà âñiìà n i m, äiñòà¹ìî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèìiðÿíi çíà÷åííÿ x òà y
íàáóâàþòü áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü iç ïðÿìîêóòíèêà [a, b ]× [c, d ]:

w (x ∈ [a, b ], y ∈ [c, d ]) =
∑
n

∑
m

ρ(x∗n, y
∗
m)∆xn∆ym. (1.16)

Ðîçãëÿäà¹ìî ïðàâó ÷àñòèíó (1.16) ÿê iíòåãðàëüíó ñóìó é ïåðåõîäèìî â íié
äî ãðàíèöüN,M → ∞ òà |∆xn|, |∆ym| → 0. Äëÿ êóñêîâî-íåïåðåðâíî¨ ρ(x, y)
ìà¹ìî:

w (x ∈ [a, b ], y ∈ [c, d ]) =

b∫
a

d∫
c

ρ(x, y)dxdy. (1.17)

Ïðèïóñòèâøè, ùî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ iíòåãðàëà (1.17) ïðè a, c → −∞ i
b, d→ ∞ iñíó¹, òà çäiéñíèâøè öi ïåðåõîäè, äiñòà¹ìî óìîâó íîðìóâàííÿ:

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ρ(x, y)dxdy = 1. (1.18)

á) Çàñòîñóâàâøè ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ äî ïîëîñè (x, x + dx) × [c, d ],
ïiñëÿ ïåðåõîäiâ c → −∞, d → ∞ çíàéäåìî, ùî éìîâiðíiñòü îòðèìàòè ïðè
âèìiðþâàííi âåëè÷èíè x çíà÷åííÿ â iíòåðâàëi (x, x+ dx) äîðiâíþ¹

dw(x) = ρ(x)dx, (1.19)

äå

ρ(x) =

∞∫
−∞

ρ(x, y)dy (1.20)

� ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó äëÿ âåëè÷èíè x. Âîíà ìà¹ çìiñò ãóñòèíè éìîâiðíîñòi
òîãî, ùî âèìiðÿíå çíà÷åííÿ x ëåæàòèìå â iíòåðâàëi (x, x+ dx).

Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó äëÿ âåëè÷èíè y äîðiâíþ¹

ρ(y) =

∞∫
−∞

ρ(x, y)dx. (1.21)

Âîíà äà¹ ãóñòèíó éìîâiðíîñòi òîãî, ùî âèìiðÿíå çíà÷åííÿ y ëåæèòü â ií-
òåðâàëi (y, y + dy).

â) Óçàãàëüíèâøè ôîðìóëó (1.12) íà âèïàäîê, êîëè âèïàäêîâà âåëè÷èíà
íàáóâà¹ çíà÷åíü ç iíòåðâàëó (−∞,∞), òà ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ (1.21),
çíàõîäèìî:

⟨y⟩ =
∞∫

−∞

yρ(y)dy =

∞∫
−∞

y

 ∞∫
−∞

ρ(x, y)dx

 dy =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

yρ(x, y)dxdy. (1.22)
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ã) Ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (1.9) i (1.20) ìà¹ìî:

w (x ∈ [a, b ]) =

b∫
a

dx

∞∫
−∞

ρ(x, y)dy. (1.23)

ä) Øóêàíå ñåðåäí¹ äîðiâíþ¹ ãðàíè÷íîìó çíà÷åííþ iíòåãðàëüíî¨ ñóìè∑
n

∑
m

f(xn, ym)ρ(x
∗
n, y

∗
m)∆xn∆ym,

îäåðæàíîìó â ðåçóëüòàòi ïåðåõîäiâ N,M → ∞, |∆xn|, |∆ym| → 0 i ïîòiì
a, c→ −∞, b, d→ ∞:

⟨f(x, y)⟩ =
∞∫

−∞

∞∫
−∞

f(x, y)ρ(x, y)dxdy. (1.24)

Ïðè f(x, y) = y ïîâåðòà¹ìîñÿ äî ôîðìóëè (1.22).

å) Äëÿ ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíèõ âåëè÷èí x i y ðîçïîäië ρ(x, y) òà éìî-
âiðíiñòü dw(x, y) ôàêòîðèçóþòüñÿ:

ρ(x, y) = ρ(x)ρ(y), (1.25)

dw(x, y) = dw(x)dw(y), (1.26)

äå dw(x) = ρ(x)dx, dw(y) = ρ(y)dy.

Ðîçïîäië Ìàêñâåëëà

Çàâäàííÿ 4. Âèâåäiòü ðîçïîäië Ìàêñâåëëà äëÿ ÷àñòèíîê êëàñè÷íîãî
ãàçó, âèõîäÿ÷è ç içîòðîïíîñòi ïðîñòîðó òà ïðèïóùåííÿ ïðî ñòàòèñòè÷íó
íåçàëåæíiñòü êîìïîíåíò øâèäêîñòi ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ÷àñòèíîê.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî êîìïîíåíòè øâèäêîñòi v =
= (vx, vy, vz) äîâiëüíî âèáðàíî¨ ÷àñòèíêè ãàçó ìàþòü çíà÷åííÿ ç iíòåðâàëiâ
(vx, vx + dvx), (vy, vy + dvy) òà (vz, vz + dvz), ó âèãëÿäi

dw(v) = φ(v)dv = φ(vx, vy, vz)dvxdvydvz. (1.27)

Îñêiëüêè â içîòðîïíîìó ïðîñòîði âñi íàïðÿìè ðóõó ÷àñòèíêè ðiâíîéìîâið-
íi, òîáòî ñåðåä íèõ íåìà¹ âèäiëåíèõ, òî ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî ãóñòèíà
φ(v) öüîãî ðîçïîäiëó çàëåæèòü ëèøå âiä ìîäóëÿ øâèäêîñòi ÷è (ùî äåùî
çðó÷íiøå äëÿ àíàëiçó) êâàäðàòà øâèäêîñòi: φ = φ(v2), äå v2 = v2x+ v2y + v2z .
Áiëüøå òîãî, ÿêùî êîìïîíåíòè øâèäêîñòi ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíi, òî ðîç-
ïîäië (1.27) ôàêòîðèçó¹òüñÿ:

φ(v2) = f(v2x)f(v
2
y)f(v

2
z), (1.28)
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äå â ñèëó ðiâíîïðàâíîñòi âñiõ íàïðÿìiâ ó ïðîñòîði ãóñòèíè f(v2k) (k = x, y, z)
ðîçïîäiëiâ äëÿ îêðåìèõ êîìïîíåíò øâèäêîñòi ïîâèííi ìàòè îäíàêîâó ôóíê-
öiîíàëüíó ôîðìó, à â ñèëó åêâiâàëåíòíîñòi äîäàòíèõ i âiä'¹ìíèõ íàïðÿìiâ
îñåé êîîðäèíàò � áóòè ïàðíèìè ôóíêöiÿìè (çàëåæàòè ëèøå âiä ìîäóëiâ ÷è
êâàäðàòiâ êîìïîíåíò øâèäêîñòi).

Çíàéäåìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî ¨õ çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨ φ i f .
Äëÿ öüîãî ïî ÷åðçi äèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1.28) çà êâàä-
ðàòîì áóäü-ÿêî¨ êîìïîíåíòè øâèäêîñòi, íàïðèêëàä, v2x. Îñêiëüêè

∂φ(v2)

∂ v2x
=
dφ(v2)

d v2
∂ v2

∂ v2x
=
dφ(v2)

d v2
,

∂

∂ v2x
f(v2x)f(v

2
y)f(v

2
z) =

df(v2x)

d v2x
f(v2y)f(v

2
z),

äiñòà¹ìî
dφ(v2)

d v2
=
df(v2x)

d v2x
f(v2y)f(v

2
z).

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà âiäïîâiäíi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1.28),
çìiííi v2 i v2x ìîæåìî âiäîêðåìèòè:

1

φ(v2)

dφ(v2)

d v2
=

1

f(v2x)

df(v2x)

d v2x
.

Îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü v2 i v2x çà
óìîâè, ùî îáèäâi éîãî ÷àñòèíè äîðiâíþþòü îäíié i òié ñàìié ñòàëié. Ïîçíà-
÷èâøè îñòàííþ ÷åðåç −λ, äiñòà¹ìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

dφ(v2)

d v2
+ λφ(v2) = 0

äëÿ ôóíêöi¨ φ(v2) òà àíàëîãi÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ f(v2x). Iíòåãðóþ÷è
¨õ, çíàõîäèìî:

φ(v2) = Ce−λv
2

, f(v2x) = C1e
−λv2x , (1.29)

äå C i C1 � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ. Ç ðiâíîñòi (1.28) òà ÿâíîãî âèãëÿäó ôóíê-
öié (1.29) âèïëèâà¹, ùî C = C3

1 . Îòæå, ó ðîçïîäiëàõ (1.29) çàëèøà¹òüñÿ
âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ ñòàëèõ λ i C.

Î÷åâèäíî, ùî ðîçïîäië (1.27) ïîâèíåí áóòè íîðìîâàíèé. Âiäïîâiäíà
óìîâà íîðìóâàííÿ

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

φ(vx, vy, vz)dvxdvydvz = 1 (1.30)

ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â íå¨ ÿâíîãî âèðàçó äëÿ ôóíêöi¨ φ(v2) äà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

C

∞∫
−∞

e−λv
2
xdvx

∞∫
−∞

e−λv
2
ydvy

∞∫
−∞

e−λv
2
zdvz = C

(π
λ

)3/2
= 1,
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çâiäêè

C =

(
λ

π

)3/2

. (1.31)

Ùîá íàäiëèòè ôiçè÷íèì çìiñòîì îñòàííþ íåâiäîìó ñòàëó λ, ñêîðèñòà¹-
ìîñÿ îçíà÷åííÿì òåìïåðàòóðè T ÿê ìiðè ñåðåäíüî¨ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ïî-
ñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóëè:

1

2
mv2 =

1

2
m
(
v2x + v2y + v2z

)
=

3

2
kT, (1.32)

äå óñåðåäíåííÿ âåäåòüñÿ çà ðîçïîäiëîì (1.27), k � ñòàëà Áîëüöìàíà. Îñêiëü-
êè

v2x = v2y = v2z ,

v2x =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

v2xφ(vx, vy, vz)dvxdvydvz = C

∞∫
−∞

v2xe
−λv2xdvx

∞∫
−∞

e−λv
2
ydvy×

×
∞∫

−∞

e−λv
2
zdvz =

(
λ

π

)3/2 1

2

( π
λ3

)1/2 (π
λ

)1/2 (π
λ

)1/2
=

1

2λ
,

òî ôîðìóëà (1.32) äà¹

λ =
m

2kT
. (1.33)

Îòæå, íîðìîâàíèé ðîçïîäië Ìàêñâåëëà äëÿ øâèäêîñòi ÷àñòèíêè ìà¹
âèãëÿä

dw(v) =
( m

2πkT

)3/2
e−mv

2/2kTdv =
( m

2πkT

)3/2
e−m(v

2
x+v

2
y+v

2
z)/2kTdvxdvydvz.

(1.34)
Âiäïîâiäíî, äëÿ íîðìîâàíîãî ðîçïîäiëó Ìàêñâåëëà äëÿ êîìïîíåíò øâèä-
êîñòi ÷àñòèíêè äiñòà¹ìî:

dw(vk) =
( m

2πkT

)1/2
e−mv

2
k/2kTdvk, k = x, y, z. (1.35)

Ãóñòèíó öüîãî ðîçïîäiëó çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.1.

Çàóâàæåííÿ. Òèïîâi iíòåãðàëè, ùî ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðè çàñòîñóâàííÿõ ðîç-
ïîäiëó Ìàêñâåëëà òà ïîâ'ÿçàíèõ ç íèì ðîçïîäiëiâ, ìîæíà îá÷èñëèòè íàñòóï-
íèì ÷èíîì.

1) Iíòåãðàëè âèäó

I2n(λ) =

∞∫
−∞

x2ne−λx
2

dx = 2

∞∫
0

x2ne−λx
2

dx, n = 1, 2, . . . ,

çíàõîäèìî, äèôåðåíöiþþ÷è iíòåãðàë Ïóàññîíà

I0(λ) =

∞∫
−∞

e−λx
2

dx =

√
π

λ

13



�� ����� ����

����

����

��

                               )( xf v                                                                      )0()( ff xv

                                                                                     xv                                                                               maxvvx

Ðèñ. 4.1. Ãóñòèíà ðîçïîäiëó Ìàêñâåëëà äëÿ äåêàðòîâèõ êîìïîíåíò øâèäêîñòi
ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóëè. Íà ðèñóíêó ñïðàâà çíà÷åííÿ êîìïîíåíòè vx ïîäà-
íî â îäèíèöÿõ íàéáiëüø iìîâiðíî¨ øâèäêîñòi vmax =

√
2kT/m (äèâ. çàâäàííÿ 6 à)

òà ôîðìóëó (1.47)), çíà÷åííÿ ãóñòèíè f(vx) � â îäèíèöÿõ ¨¨ ìàêñèìàëüíîãî çíà-
÷åííÿ f(0).

n ðàçiâ çà ïàðàìåòðîì λ. Íàïðèêëàä,

I2(λ) =

∞∫
−∞

x2e−λx
2

dx = − ∂

∂λ

∞∫
−∞

e−λx
2

dx = − ∂

∂λ

√
π

λ
=

1

2

√
π

λ3
,

I4(λ) =

∞∫
−∞

x4e−λx
2

dx =

(
− ∂

∂λ

)2
∞∫

−∞

e−λx
2

dx =

(
− ∂

∂λ

)2√π

λ
=

3

4

√
π

λ5

òîùî.
Óñi iíòåãðàëè âèäó I2n+1(λ) äîðiâíþþòü íóëþ ÿê iíòåãðàëè â ñèìåòðè÷-

íèõ ìåæàõ âiä íåïàðíèõ ôóíêöié.
2) Iíòåãðàëè âèäó

J2n+1(λ) =

∞∫
0

x2n+1e−λx
2

dx, n = 1, 2, . . . ,

çíàõîäèìî, äèôåðåíöiþþ÷è âiäïîâiäíó êiëüêiñòü ðàçiâ çà ïàðàìåòðîì λ ií-
òåãðàë J1(λ). Îñòàííié ëåãêî îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè t = x2:

J1(λ) =

∞∫
0

xe−λx
2

dx =
1

2

∞∫
0

e−λtdt =
1

2λ
.

Ìà¹ìî:

J3(λ) =

∞∫
0

x3e−λx
2

dx = − ∂

∂λ

∞∫
0

xe−λx
2

dx = − ∂

∂λ

1

2λ
=

1

2λ2
,
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J5(λ) =

∞∫
0

x5e−λx
2

dx =

(
− ∂

∂λ

)2
∞∫
0

xe−λx
2

dx =

(
− ∂

∂λ

)2 1

2λ
=

1

λ3

i òàê äàëi.

Çàâäàííÿ 5. Íåõàé ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè N îäíàêî-
âèõ áåçñòðóêòóðíèõ ÷àñòèíîê, ïîìiùåíî¨ â òåðìîñòàò ç òåìïåðàòóðîþ T ,
ìà¹ âèãëÿä

H (pi, ri) =

N∑
i=1

p2
i

2m
+ UN (r1, r2, . . . , rN ) , (1.36)

äå ri òà pi � ðàäióñ-âåêòîð òà iìïóëüñ i-òî¨ ÷àñòèíêè, m � ìàñà ÷àñòèíêè,
UN (r1, r2, . . . , rN ) � ïîâíà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè, ùî âêëþ÷à¹ åíåð-
ãiþ âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê ìiæ ñîáîþ òà ¨õ åíåðãiþ â çîâíiøíiõ ïîëÿõ. Âèõîäÿ-
÷è ç êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó Ãiááñà äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè, äîâåäiòü ñòàòèñòè÷íó
íåçàëåæíiñòü:

à) ðîçïîäiëiâ çà iìïóëüñàìè òà êîîðäèíàòàìè ¨¨ ÷àñòèíîê;
á) iìïóëüñiâ îêðåìèõ ÷àñòèíîê;
â) äåêàðòîâèõ êîìïîíåíò iìïóëüñó îêðåìî¨ ÷àñòèíêè.
Âèïèøiòü ðîçïîäiëè äëÿ iìïóëüñó òà êîìïîíåíò iìïóëüñó ÷àñòèíêè, ïî-

ÿñíiòü ¨õ çìiñò. Òå ñàìå äëÿ øâèäêîñòi òà êîìïîíåíò øâèäêîñòi ïîñòóïàëü-
íîãî ðóõó ÷àñòèíêè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî çíà÷åííÿ êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ ÷à-
ñòèíîê ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè ïîïàäàþòü â åëåìåíòàðíó îáëàñòü

dΓ = dr1dr2 . . . drNdp1dp2 . . . dpN ≡
N∏
i=1

dpidri

¨¨ ôàçîâîãî ïðîñòîðó (ó ÿêié âîíè áëèçüêi äî ïåâíèõ çàäàíèõ çíà÷åíü r1,
r2, . . . , rN , p1, p2, . . . , pN ), âèçíà÷à¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà i
ìà¹ âèãëÿä

dW (Γ) =
1

Z
e−H(pi,ri)/kT dΓ

N !(2π~)3N
, (1.37)

äå

Z =
1

N !(2π~)3N

∫
e−H(pi,ri)/kTdΓ (1.38)

� ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë ñèñòåìè. Ùîá ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó, òðåáà ïîêàçàòè,
ùî éìîâiðíiñòü (1.37) òà iíøi éìîâiðíîñòi, ÿêi ç íå¨ âèïëèâàþòü, âiäïî-
âiäíèì ÷èíîì ôàêòîðèçóþòüñÿ. Öå ëåãêî çðîáèòè, ñêîðèñòàâøèñü âiäîìîþ
âëàñòèâiñòþ åêñïîíåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨: äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñëîâèõ ôóíêöié a
i b

ea+b = eaeb.

à) Äëÿ ôóíêöi¨ Ãàìiëüòîíà (1.36) iìîâiðíiñòü (1.37) íàáèðà¹ âèãëÿäó

dW (Γ) = dW (p1,p2, . . . ,pN ) dW (r1, r2, . . . , rN ) ,
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äå

dW (p1,p2, . . . ,pN ) ∼ e
−

N∑
i=1

p2
i/2mkT

dp1dp2 . . . dpN (1.39)

� iìîâiðíiñòü iìïóëüñàì ÷àñòèíîê ìàòè çíà÷åííÿ, ÿêi ïîïàäàþòü â îêië
dp1dp2 . . . dpN òî÷êè (p1,p2, . . . ,pN ) iìïóëüñíîãî ïðîñòîðó ñèñòåìè,

dW (r1, r2, . . . , rN ) ∼ e−UN (r1,r2,...,rN )/kTdr1dr2 . . . drN (1.40)

� iìîâiðíiñòü çíàéòè ÷àñòèíêè â îêîëi dr1dr2 . . . drN òî÷êè (r1, r2, . . . , rN )
êîîðäèíàòíîãî ïðîñòîðó ñèñòåìè.

á) Iìîâiðíiñòü (1.39) ôàêòîðèçó¹òüñÿ äàëi íà äîáóòîê îäíî÷àñòèíêîâèõ:

dW (p1,p2, . . . ,pN ) = dw (p1) dw (p2) . . . dw (pN ) ,

äå
dw (pi) ∼ e−p2

i/2mkTdpi (1.41)

� iìîâiðíiñòü òîãî, ùî iìïóëüñ i-òî¨ ÷àñòèíêè íàáóâà¹ çíà÷åíü, ÿêi ïîïàäà-
þòü ó ìàëèé îêië dpi äåÿêîãî çàäàíîãî éîãî çíà÷åííÿ pi.

â) Îñêiëüêè p2
i = p2ix+p

2
iy+p

2
iz, iìîâiðíiñòü (1.41) òàêîæ ôàêòîðèçó¹òüñÿ:

dw (pi) = dw (pix) dw (piy) dw (piz) ,

äå
dw (pix) ∼ e−p

2
ix/2mkTdpix, dw (piy) ∼ e−p

2
iy/2mkTdpiy,

dw (piz) ∼ e−p
2
iz/2mkTdpiz.

Âåëè÷èíà dw (pix) ìà¹ çìiñò iìîâiðíîñòi òîãî, ùî çíà÷åííÿ x-êîìïîíåíòè
iìïóëüñó i-òî¨ ÷àñòèíêè ëåæèòü â iíòåðâàëi (pix, pix + dpix). Àíàëîãi÷íî, âå-
ëè÷èíà dw (piy) äà¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çíà÷åííÿ y-êîìïîíåíòè iìïóëüñó
i-òî¨ ÷àñòèíêè ëåæèòü â iíòåðâàëi (piy, piy + dpiy), à âåëè÷èíà dw (piz) � iìî-
âiðíiñòü òîãî, ùî çíà÷åííÿ z-êîìïîíåíòè iìïóëüñó i-òî¨ ÷àñòèíêè ëåæèòü â
iíòåðâàëi (piz, piz + dpiz).

Îòæå, îäíî÷àñòèíêîâi ðîçïîäiëè äëÿ iìïóëüñó p òà êîìïîíåíò iìïóëüñó
pk ÷àñòèíêè (íåñóòò¹âèé òåïåð íîìåð i ÷àñòèíêè îïóñêà¹ìî) âèçíà÷àþòüñÿ
éìîâiðíîñòÿìè

dw(p) = Ae−p2/2mkTdp = dw(px)dw(py)dw(pz), (1.42)

dw(pk) = A1e
−p2k/2mkTdpk, k = x, y, z. (1.43)

Çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè íîðìóâàëüíi ìíîæíèêè A = A3
1 òà A1. Óìîâà íîð-

ìóâàííÿ äëÿ éìîâiðíîñòi (1.43) äà¹:

A1

∞∫
−∞

e−p
2
k/2mkTdpk = A1 (2πmkT )

1/2 = 1.

Çâiäñè
A1 = (2πmkT )−1/2 , A = (2πmkT )−3/2 . (1.44)
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Ïåðåéøîâøè â (1.42) òà (1.43) âiä iìïóëüñó äî øâèäêîñòi (p = mv,
dp = m3dv) òà âiä êîìïîíåíò iìïóëüñó äî êîìïîíåíò øâèäêîñòi (pk = mvk,
dpk = mdvk), îòðèìó¹ìî ðîçïîäiëè Ìàêñâåëëà äëÿ øâèäêîñòi òà êîìïîíåíò
øâèäêîñòi ÷àñòèíêè (äèâ. (1.34) i (1.35)).

Çàâäàííÿ 6. Ïîáóäóéòå íîðìîâàíèé ðîçïîäië äëÿ ìîäóëÿ øâèäêîñòi
v ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóëè. Çà éîãî äîïîìîãîþ çíàéäiòü: à) íàéiìî-
âiðíiøå çíà÷åííÿ v; á) ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ v; â) ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ êiíåòè÷íî¨
åíåðãi¨ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóëè; ã) ÷àñòêó ìîëåêóë âiä ¨õ çàãàëüíî¨
êiëüêîñòi, øâèäêîñòi ÿêèõ ïåðåâèùóþòü çíà÷åííÿ ⟨v⟩.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåéäåìî äî îïèñó øâèäêîñòi ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëå-
êóëè v ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò: v = (v, θ, α), äå v � ìîäóëü âåê-
òîðà øâèäêîñòi, θ i α � ïîëÿðíèé òà àçèìóòàëüíèé êóòè, ÿêi âèçíà÷àþòü
íàïðÿì âåêòîðà v. Ó öié ñèñòåìi åëåìåíò îá'¹ìó â ïðîñòîði øâèäêîñòåé
dv = v2dv sin θdθdα, òîìó ðîçïîäië Ìàêñâåëëà íàáèðà¹ âèãëÿäó

dw(v, θ, α) =
( m

2πkT

)3/2
e−mv

2/2kT v2dv sin θdθdα. (1.45)

Âèðàç (1.45) âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî øâèäêiñòü ìîëåêóëè íàáóâà¹
àáñîëþòíîãî çíà÷åííÿ ç iíòåðâàëó (v, v + dv) i ïðè öüîìó íàïðÿìëåíà â
òiëåñíèé êóò dΩ = sin θdθdα, îáìåæåíèé çíà÷åííÿìè (θ, θ+dθ) òà (α, α+dα)
ïîëÿðíîãî òà àçèìóòàëüíîãî êóòiâ. Îñêiëüêè íàñ öiêàâèòü ëèøå ðîçïîäië
çà âåëè÷èíîþ øâèäêîñòi, (1.45) òðåáà çiíòåãðóâàòè çà âñiìà ìîæëèâèìè
çíà÷åííÿìè êóòiâ. Äiñòà¹ìî:

dw(v) =
( m

2πkT

)3/2
e−mv

2/2kT v2dv

π∫
0

sin θdθ

2π∫
0

dα =

= 4π
( m

2πkT

)3/2
e−mv

2/2kT v2dv. (1.46)

à) Ôóíêöiÿ

ρ(v) =
dw(v)

dv
= 4π

( m

2πkT

)3/2
e−mv

2/2kT v2

â (1.46) ìà¹ çìiñò ãóñòèíè éìîâiðíîñòi òîãî, ùî âåëè÷èíà øâèäêîñòi ìîëå-
êóëè ëåæèòü â iíòåðâàëi (v, v + dv). Ãðàôiê çàëåæíîñòi ρ = ρ(v) ïîêàçàíî
íà ðèñ. 6.1. Ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó çíà÷åííi v = vmax, ÿêå íà-
çèâà¹òüñÿ íàéáiëüø iìîâiðíîþ øâèäêiñòþ. Çíàõîäèìî éîãî ç ðiâíÿííÿ, ùî
âèðàæà¹ íåîáõiäíó óìîâó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ρ = ρ(v):

dρ(v)

dv
= 4π

( m

2πkT

)3/2
e−mv

2/2kT v

(
−mv

2

kT
+ 2

)
= 0,
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Ðèñ. 6.1. Ãóñòèíà ðîçïîäiëó Ìàêñâåëëà äëÿ ìîäóëÿ øâèäêîñòi v ïîñòóïàëüíî-
ãî ðóõó ìîëåêóëè. Íà ðèñóíêó ñïðàâà çíà÷åííÿ v ïîäàíî â îäèíèöÿõ íàéáiëüø
iìîâiðíî¨ øâèäêîñòi vmax, çíà÷åííÿ ãóñòèíè ρ(v) � â îäèíèöÿõ ¨¨ ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åííÿ ρ(vmax). Òî÷êè a, b òà c âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿì vmax, ⟨v⟩ òà vrms.

çâiäêè

vmax =

√
2kT

m
. (1.47)

(Ùå îäèí êîðiíü v = 0 öüîãî ðiâíÿííÿ íå ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó.)

á) Ñêîðèñòàâøèñü çíà÷åííÿì iíòåãðàëà J3(λ) ïðè λ = m/2kT , ìà¹ìî:

⟨v⟩ =
∞∫
0

vρ(v)dv = 4π
( m

2πkT

)3/2 ∞∫
0

v3e−mv
2/2kTdv =

= 4π
( m

2πkT

)3/2 1
2

(
2kT

m

)2

=

√
8kT

πm
. (1.48)

â) Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíòåãðàëîì I4(λ):

⟨v2⟩ =
∞∫
0

v2ρ(v)dv = 4π
( m

2πkT

)3/2 ∞∫
0

v4e−mv
2/2kTdv =

= 4π
( m

2πkT

)3/2 3√π
8

(
2kT

m

)5/2

=
3kT

m
.

Òîìó
1

2
m⟨v2⟩ = 3

2
kT.

Çàóâàæèìî, ùî âåëè÷èíà

vrms =
√

⟨v2⟩ =
√

3kT

m
(1.49)

íàçèâà¹òüñÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ øâèäêiñòþ ìîëåêóë.
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ã) Êiëüêiñòü ìîëåêóë, ìîäóëi øâèäêîñòåé ÿêèõ ìàþòü çíà÷åííÿ â iíòåð-
âàëi (v, v + dv), äà¹òüñÿ âèðàçîì

dN(v) = Ndw(v) = 4πN
( m

2πkT

)3/2
e−mv

2/2kT v2dv,

äå N � çàãàëüíà êiëüêiñòü ìîëåêóë ñèñòåìè, à êiëüêiñòü ìîëåêóë, ìîäóëi
øâèäêîñòi ÿêèõ ïåðåâèùóþòü ⟨v⟩, � iíòåãðàëîì

∆N (v > ⟨v⟩) = 4πN
( m

2πkT

)3/2 ∞∫
⟨v⟩

e−mv
2/2kT v2dv =

=

[
çàìiíà v =

(
2kT

m

)1/2

x

]
= N

4√
π

∞∫
√

4/π

x2e−x
2

dx ≃ 0, 467N.

Îòæå, øóêàíà ÷àñòêà ñòàíîâèòü 46, 7%.

Çàâäàííÿ 7. Îöiíiòü çíà÷åííÿ íàéiìîâiðíiøî¨, ñåðåäíüî¨ òà ñåðåäíüî-
êâàäðàòè÷íî¨ øâèäêîñòåé ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóë âîäíþ òà êèñíþ ïðè
êiìíàòíié òåìïåðàòóði.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ îöiíîê ïåðåïèøåìî ôîðìóëè (1.47)�(1.49) ó âèãëÿäi

vmax =

√
2RT

µ
, ⟨v⟩ =

√
8RT

πµ
, vrms =

√
3RT

µ
,

äå µ = NAm � ìîëÿðíà ìàñà ðå÷îâèíè, R = NAk = 8, 31 Äæ/(êã · Ê) �
óíiâåðñàëüíà ãàçîâà ñòàëà (NA � ñòàëà Àâîãàäðî). Äëÿ ìîëåêóëÿðíèõ âîäíþ
H2 (µ ≈ 2 ã/ìîëü = 2 · 10−3 êã/ìîëü) òà êèñíþ O2 (µ ≈ 32 ã/ìîëü = 3, 2×
×10−2 êã/ìîëü) ïðè êiìíàòíié òåìïåðàòóði (T ≈ 293Ê) ìà¹ìî âiäïîâiäíî
1560, 1760, 1910 ì/ñ òà 390, 440, 480 ì/ñ.

Çàâäàííÿ 8*. Ïîáóäóéòå íîðìîâàíèé ðîçïîäië äëÿ ìîäóëÿ iìïóëüñó
ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóëè. ßêèé éîãî çìiñò?

Âiäïîâiäü:

dw(p) =
4π

(2πmkT )3/2
e−p

2/2mkT p2dp (1.50)

� iìîâiðíiñòü òîãî, ùî çíà÷åííÿ ìîäóëÿ iìïóëüñó ìîëåêóëè ëåæèòü â iíòåð-
âàëi (p, p+ dp).

Çàâäàííÿ 9*. Çíàéäiòü íîðìîâàíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó, ùî îïèñó¹ éìî-
âiðíîñòi ðiçíèõ íàïðÿìiâ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóëè. ×è ¹ öi íàïðÿìè
ðiâíîïðàâíèìè?

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ôîðìóëîþ (1.45).
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Âiäïîâiäü. Äëÿ ñèñòåì ç ôóíêöi¹þ Ãàìiëüòîíà (1.36) øóêàíèé ðîçïîäië
ìà¹ âèãëÿä

dw(θ, α) =
1

4π
sin θdθdα àáî dw(Ω) =

1

4π
dΩ.

Äðóãà ôîðìóëà âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü ìîëåêóëi ðóõàòèñÿ â òiëåñíîìó êóòi
dΩ = sin θdθdα. Ãóñòèíà ρ(Ω) = dw(Ω)/dΩ = 1/(4π) öi¹¨ éìîâiðíîñòi íå çà-
ëåæèòü âiä êóòiâ, ùî âèçíà÷àþòü íàïðÿì ðóõó. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi íàïðÿìè
ðóõó ìîëåêóëè ¹ ñòàòèñòè÷íî ðiâíîïðàâíèìè.

Çàâäàííÿ 10*. Ïîáóäóéòå òà çîáðàçiòü ãðàôi÷íî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó
äëÿ çíà÷åíü êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ε ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóëè. Çà éîãî
äîïîìîãîþ çíàéäiòü: à) íàéiìîâiðíiøå çíà÷åííÿ ε; á) ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ε;
â) ÷àñòêó ìîëåêóë âiä ¨õ çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi, êiíåòè÷íi åíåðãi¨ ÿêèõ ìåíøi
çà ⟨ε⟩.

Âêàçiâêà. Ó ðîçïîäiëi (1.50) ïåðåéäiòü âiä ìîäóëÿ iìïóëüñó äî êiíåòè÷íî¨
åíåðãi¨ ìîëåêóëè çà ôîðìóëîþ ε = p2/2m.

Âiäïîâiäi :

dw(ε) =
2

√
π (kT )3/2

e−ε/kT
√
ε dε;

à) εmax =
1

2
kT ; á) ⟨ε⟩ = 3

2
kT ; â) 60, 8%.

Çàëåæíiñòü ãóñòèíè éìîâiðíîñòi dw(ε)/dε âiä ε ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.1.

εε dd )(w

         0       maxε        ε                                                                ε

Ðèñ. 10.1. Ãóñòèíà ðîçïîäiëó çà çíà÷åííÿìè êiíåòè÷íî¨
åíåðãi¨ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóëè.
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Òèñê iäåàëüíîãî ãàçó

Çàâäàííÿ 11. Çíàéäiòü òèñê iäåàëüíîãî ãàçó íà ñòiíêè ïîñóäèíè. Óâà-
æàéòå ñòiíêè iäåàëüíî ïðóæíèìè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî äåùî ñïðîùåíèé âàðiàíò ðîçâ'ÿçêó çà-
äà÷i. Íåõàé ïðàâà ñòiíêà ïîñóäèíè ïåðïåíäèêóëÿðíà äî îñi OZ. Ïðè ïðóæ-
íîìó çiòêíåííi ìîëåêóëè çi ñòiíêîþ, ÿêå ìîæëèâå çà óìîâè, ùî ïî÷àòêîâå
çíà÷åííÿ z-êîìïîíåíòè øâèäêîñòi ìîëåêóëè vz > 0, öÿ êîìïîíåíòà çìiíþ¹
ñâî¹ çíà÷åííÿ íà ïðîòèëåæíå, òîáòî ñòà¹ ðiâíîþ v′z = −vz, òîäi ÿê iíøi
(ïîçäîâæíi) êîìïîíåíòè øâèäêîñòi, ÿêi ïàðàëåëüíi ñòiíöi, íå çìiíþþòüñÿ.
Îòæå, óíàñëiäîê ïðóæíîãî çiòêíåííÿ çi ñòiíêîþ iìïóëüñ ìîëåêóëè ìàñîþ
m çìiíþ¹òüñÿ íà âåëè÷èíó

∆pz = mv′z −mvz = −2mvz, vz > 0.

Âèäiëèìî òåïåð äîâiëüíó ìàêðîñêîïi÷íó äiëÿíêó ∆S ñòiíêè òà ðîçãëÿ-
íåìî ìîëåêóëè, ó ÿêèõ çíà÷åííÿ z-êîìïîíåíòè øâèäêîñòi vz > 0 i ëåæàòü â
iíòåðâàëi (vz, vz+dvz); êiëüêiñòü òàêèõ ìîëåêóë ó ãàçi ñòàíîâèòüNdw(vz), äå
N � çàãàëüíà êiëüêiñòü ìîëåêóë ãàçó, dw(vz) = f(vz)dvz � ðîçïîäië Ìàêñâåë-
ëà äëÿ êîìïîíåíòè vz. Iç öèõ ìîëåêóë çà iíôiíiòåçèìàëüíèé ïðîìiæîê ÷àñó
dt äîñÿãòè äiëÿíêè ∆S ìîæóòü ëèøå òi, ùî âiääàëåíi âiä íå¨ íà âiäñòàíü,
íå áiëüøó çà ∆l = vzdt. Òîìó êiëüêiñòü ìîëåêóë, ùî äîñÿãàþòü äiëÿíêè
∆S çà ÷àñ dt, ñòàíîâèòü ∆N ≈ Ndw(vz)(∆S∆l/V ) = nf(vz)vzdvz∆Sdt, äå
(∆S∆l/V ) � ÷àñòêà îá'¹ìó ∆S∆l ïî âiäíîøåííþ äî çàãàëüíîãî îá'¹ìó ãà-
çó V , n = N/V � êîíöåíòðàöiÿ ãàçó. Çíàê íàáëèæåíî¨ ðiâíîñòi òóò âêàçó¹
íà òå, ùî äåÿêi ìîëåêóëè â îá'¹ìi ∆S∆l ìàþòü íàñòiëüêè âåëèêi çíà÷åí-
íÿ ïîçäîâæíüî¨ øâèäêîñòi, ùî çà ÷àñ dt âîíè âèëiòàþòü ç íüîãî, òàê i íå
çiòêíóâøèñü iç äiëÿíêîþ∆S. ßê ðåçóëüòàò, êiëüêiñòü çiòêíåíü ìîëåêóë ðîç-
ãëÿäóâàíîãî îá'¹ìó ç äiëÿíêîþ ∆S ¹ äåùî ìåíøîþ âiä çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi
òèõ éîãî ìîëåêóë, ùî äîñÿãàþòü ñòiíêè. Îäíàê äëÿ ìàêðîñêîïi÷íî¨ ∆S é
iíôiíiòåçèìàëüíîãî dt ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî âiäíîñíà âåëè÷èíà öüîãî âiä-
õèëåííÿ ¹ íåõòîâíî ìàëîþ. Áiëüøå òîãî, ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, âèõîäÿ÷è
ç îäíîðiäíîñòi ïðîñòîðó âçäîâæ ñòiíêè, ùî âîíî êîìïåíñó¹òüñÿ çà ðàõóíîê
ìîëåêóë, ÿêi âäàðÿþòüñÿ â ∆S, ïðèëåòiâøè ç iíøèõ îá'¹ìiâ ãàçó, ñóìiæíèõ
çi ñòiíêîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ó ðåçóëüòàòi ïðóæíèõ çiòêíåíü iç âèáðàíîþ äiëÿíêîþ ïëî-
ùåþ ∆S çàãàëüíèé iìïóëüñ ìîëåêóë, ó ÿêèõ çíà÷åííÿ z-êîìïîíåíòè øâèä-
êîñòi ëåæàòü â iíòåðâàëi (vz, vz + dvz), vz > 0, çìiíþ¹òüñÿ çà iíôiíiòåçè-
ìàëüíèé ïðîìiæîê ÷àñó dt íà âåëè÷èíó

∆Pz = ∆N∆pz = nf(vz)vzdvz∆Sdt (−2mvz) = −2nmv2zf(vz)dvz∆Sdt.

Î÷åâèäíî, ùî çìiíà ∆Pz ñïðè÷èíÿ¹òüñÿ z-êîìïîíåíòîþ iìïóëüñó ðiâ-
íîäiéíî¨ ñèëè ∆F, ç ÿêîþ âèäiëåíà äiëÿíêà ñòiíêè äi¹ íà ìîëåêóëè ïðè çi-
òêíåííi. Öÿ ñèëà äi¹ â íàïðÿìi, ïðîòèëåæíîìó îñi OZ, òîìó z-êîìïîíåíòà
¨¨ iìïóëüñó (∆F)zdt = −|∆F|dt. Äiñòà¹ìî:

−2nmv2zf(vz)dvz∆Sdt = −|∆F|dt,

21



çâiäêè
|∆F| = 2nmv2zf(vz)dvz∆S.

Çà òðåòiì çàêîíîì Íüþòîíà |∆F| äîðiâíþ¹ âåëè÷èíi íîðìàëüíî¨ ñèëè,
ç ÿêîþ ìîëåêóëè ãàçó iç çíà÷åííÿìè z-êîìïîíåíòè øâèäêîñòi â iíòåðâàëi
(vz, vz + dvz) äiþòü íà äiëÿíêó ∆S, òîìó äëÿ òèñêó, ñïðè÷èíþâàíîãî öèìè
ìîëåêóëàìè, ìà¹ìî:

∆P (vz) =
|∆F|
∆S

= 2nmv2zf(vz)dvz, vz > 0.

Ïiäñóìóâàâøè ñõîæi âíåñêè â òèñê âiä ìîëåêóë ç óñiìà äîïóñòèìèìè çíà-
÷åííÿì êîìïîíåíòè vz, äiñòà¹ìî òèñê ãàçó íà ñòiíêó ïîñóäèíè ó âèãëÿäi
ïåâíîãî ñåðåäíüîãî çà ðîçïîäiëîì Ìàêñâåëëà äëÿ öi¹¨ êîìïîíåíòè:

P = 2nmv2z , vz > 0.

Ïðè âèêîíàííi óìîâè vz > 0 ìà¹ìî (äèâ. îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà I2(λ)):

v2z =

∞∫
0

v2zf(vz)dvz =
( m

2πkT

)1/2 ∞∫
0

v2ze
−mv2z/2kTdvz =

=
( m

2πkT

)1/2 √π
4

(
2kT

m

)3/2

=
kT

2m
.

Òîìó îñòàòî÷íî çíàõîäèìî:
P = nkT. (1.51)

Òåïåð âèâåäåìî ôîðìóëó (1.51) iíøèì ñïîñîáîì. À ñàìå, ðîçãëÿíåìî
ìîëåêóëè, ÿêi ðóõàþòüñÿ â òiëåñíîìó êóòi dΩ = sin θdθdα äî ìàëî¨ (àëå
ìàêðîñêîïi÷íî¨) äiëÿíêè dS çi øâèäêîñòÿìè, ùî ìàþòü àáñîëþòíi âåëè÷è-
íè ç iíòåðâàëó (v, v+dv), óòâîðþþòü iç âiññþ OZ êóòè ç iíòåðâàëó (θ, θ+dθ)
òà ìàþòü ó ïëîùèíi, ïåðïåíäèêóëÿðíié äî îñi OZ, àçèìóòàëüíi êóòè ç ií-
òåðâàëó (α, α+dα) (äèâ. ðèñ. 11.1). Çà ìàëèé ïðîìiæîê ÷àñó dt äiëÿíêè dS
äîñÿãíóòü ëèøå òi ç íèõ, ÿêi âiääàëåíi âiä ñòiíêè íà âiäñòàíü, íå áiëüøó íiæ
∆l = v cos θdt, òîáòî çíàõîäÿòüñÿ â îá'¹ìi âåëè÷èíîþ v cos θdtdS. Çàãàëüíà
êiëüêiñòü òàêèõ ìîëåêóë ∆N = ndw(v, θ, α)v cos θdtdS, äå dw(v, θ, α) � ðîç-
ïîäië Ìàêñâåëëà äëÿ øâèäêîñòi ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò ç ïîëÿðíîþ
âiññþ OZ. Êîæíà ç íèõ ïðè çiòêíåííi çi ñòiíêîþ çìiíþ¹ ñâié iìïóëüñ íà âå-
ëè÷èíó ∆pz = −2mv cos θ, òîìó çìiíà ¨õ çàãàëüíîãî iìïóëüñó âíàñëiäîê
çiòêíåííÿ ç äiëÿíêîþ dS äà¹òüñÿ âèðàçîì

∆Pz = −2nmv2 cos2 θ dw(v, θ, α)dtdS.

Çâiäñè çíàõîäèìî âíåñîê ó òèñê íà ñòiíêó âiä öèõ ìîëåêóë:

∆P (v, θ, α) = 2nmv2 cos2 θ dw(v, θ, α).
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                       X

                                                                                                                                             dS
                    dα    α

                                                                                         dθ

                                                                                                                               ∆ l
                                                                                 θ
                      O
                                                                                                                                                                 Z

          Y

                                                                           X 

                                                                                  пружне зіткнення зі стінкою: 
                                                                                    v'x = v x , v'y = v y , v'z = – v z

                                                         θ
                                                         θ                           Z 
                                                                                          

Ðèñ. 11.1. Äî îá÷èñëåííÿ òèñêó ãàçó íà ñòiíêó ïîñóäèíè.

Çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè çàãàëüíó ñóìó òàêèõ âíåñêiâ âiä óñiõ ìîëåêóë ãàçó,
äëÿ ÿêèõ 0 < v < ∞, 0 < θ < π/2 i 0 ≤ α < 2π. Ñêîðèñòàâøèñü ÿâíèì
âèðàçîì äëÿ dw(v, θ, α) òà iíòåãðàëîì I4(λ), äiñòà¹ìî:

P = 2nm⟨v2 cos2 θ⟩ = 2nm
( m

2πkT

)3/2 ∞∫
0

e−mv
2/2kT v4dv×

×
π/2∫
0

cos2 θ sin θ dθ

2π∫
0

dα = 2nm
( m

2πkT

)3/2 3√π
8

(
2kT

m

)5/2 2π

3
= nkT.

Çàâäàííÿ 12*. Îöiíiòü êiëüêiñòü çiòêíåíü ν ìîëåêóë ãàçó ç îäèíèöåþ
ïëîùi ñòiíêè ïîñóäèíè çà îäèíèöþ ÷àñó.

Âiäïîâiäü:

ν = n

√
kT

2πm
=

1

4
n⟨v⟩.

Äëÿ ìîëåêóëÿðíèõ âîäíþ òà êèñíþ ïðè íîðìàëüíèõ óìîâàõ ìà¹ìî îöiíêè
ν ≈ 1, 1 · 1024 òà 2, 9 · 1027 (ì2 · ñ)−1 âiäïîâiäíî.
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Äîïëåðiâñüêå ðîçøèðåííÿ ñïåêòðàëüíèõ ëiíié

Çàâäàííÿ 13. ×åðåç ìàëåíüêå âiêîíöå â ïå÷i ç ãàçîì ïðè âèñîêié òåìïå-
ðàòóði çà äîïîìîãîþ ñïåêòðîìåòðà ñïîñòåðiãàþòü ñïåêòðàëüíi ëiíi¨ ìîëåêóë
(àòîìiâ) ãàçó. Óíàñëiäîê òåïëîâîãî ðóõó îñòàííiõ âiäáóâà¹òüñÿ äîïëåðiâñüêå
ðîçøèðåííÿ öèõ ëiíié. Çíàéäiòü ¨õ ôîðìó, òîáòî çàëåæíiñòü iíòåíñèâíîñòi
ñïîñòåðåæóâàíèõ ëiíié âiä äîâæèíè õâèëi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè âèïðîìiíþâàííÿ ðiçíèõ ìîëåêóë ãàçó ¹ íåêîãå-
ðåíòíèìè, òî çàãàëüíà iíòåíñèâíiñòü ñâiòëà I(λ)dλ, ÿêà ðå¹ñòðó¹òüñÿ â äià-
ïàçîíi (λ, λ+ dλ) äîâæèí õâèëü, ïðîïîðöiéíà êiëüêîñòi ìîëåêóë, ùî ïîñè-
ëàþòü òàêi õâèëi â íàïðÿìi ñïåêòðîìåòðà. Â åêñïåðèìåíòi, ñõåìàòè÷íî çîá-
ðàæåíîìó íà ðèñ. 13.1, ñïåêòðîìåòð ðå¹ñòðó¹ õâèëi, ùî éäóòü ÷åðåç âiêîíöå
ïå÷i â íàïðÿìi, ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìó îñi x.

                                                                                                                                       x 
  спектрометр

                                 молекули
                                 вектори швидкості молекул
                                 електромагнітне випромінювання, яке реєструється
                                 спектрометром  

Ðèñ. 13.1. Åêñïåðèìåíòàëüíå ñïîñòåðåæåííÿ äîïëåðiâñüêîãî
ðîçøèðåííÿ ñïåêòðàëüíèõ ëiíié.

Íåõàé λ0 � äîâæèíà ñâiòëîâî¨ õâèëi, ÿêó á âèïðîìiíþâàëà íåðóõîìà ìî-
ëåêóëà. ßêùî öÿ æ ìîëåêóëà ìà¹ êîìïîíåíòó øâèäêîñòi, íàïðÿìëåíó äî
÷è âiä ñïåêòðîìåòðà, òî äîâæèíà õâèëi λ, ÿêà ðå¹ñòðó¹òüñÿ ñïåêòðîìåòðîì,
¹ iíøîþ (åôåêò Äîïëåðà). Äëÿ âêàçàíî¨ ãåîìåòði¨ åêñïåðèìåíòó i íåðåëÿ-
òèâiñòñüêèõ øâèäêîñòåé âîíà îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì

λ = λ0

(
1 +

vx
c

)
, (1.52)

äå vx � êîìïîíåíòà øâèäêîñòi ìîëåêóëè âçäîâæ îñi x, c � øâèäêiñòü ñâiòëà
ó âàêóóìi. Ðóõ ìîëåêóëè â íàïðÿìi, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî îñi x, òåæ ñïðè-
÷èíÿ¹ çìiíó äîâæèíè õâèëi, âèïðîìiíþâàíî¨ íåþ. Îäíàê ó öüîìó âèïàäêó
åôåêò çíà÷íî ìåíøèé, òîìó ìè éîãî íå ðîçãëÿäà¹ìî.

Êiëüêiñòü ìîëåêóë dN(vx), ó ÿêèõ çíà÷åííÿ vx ëåæàòü â iíòåðâàëi
(vx, vx + dvx), âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì Ìàêñâåëëà:

dN(vx) ∼ e−mv
2
x/2kTdvx.
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Ïåðåéøîâøè â íüîìó çà äîïîìîãîþ (1.52) âiä vx äî λ, äiñòà¹ìî êiëüêiñòü
ìîëåêóë, ùî âèïðîìiíþþòü õâèëi ç äîâæèíàìè â äiàïàçîíi (λ, λ+dλ). Ìà¹-
ìî:

vx = c
λ− λ0
λ0

, dvx = c
dλ

λ0
,

dN(λ) ∼ exp

[
−mc

2

2kT

(λ− λ0)
2

λ20

]
c
dλ

λ0
.

Çâiäñè, ç òî÷íiñòþ äî ïåðåäåêñïîíåíöiàëüíîãî ìíîæíèêà, äëÿ ñïåêòðàëüíî¨
iíòåíñèâíîñòi âèïðîìiíþâàííÿ I(λ) äiñòà¹ìî:

I(λ) ∼ exp

[
−mc

2

2kT

(λ− λ0)
2

λ20

]
.

Îòæå, óíàñëiäîê òåïëîâîãî ðóõó ìîëåêóë ãàçó êîæíà ñïåêòðàëüíà ëiíiÿ,
âèïðîìiíþâàíà íèìè, ìà¹ ãàóññîâó ôîðìó. �¨ ïiâøèðèíà ∆λ âèçíà÷à¹òüñÿ
íà ðiâíi, ùî âiäïîâiäà¹ ïîëîâèíi ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ iíòåíñèâíîñòi:

∆λ = λ0

√
2 ln 2 kT

mc2
.

Äëÿ àòîìàðíîãî âîäíþ ïðè T = 1000Ê âiäíîñíà âåëè÷èíà äîïëåðiâñü-
êîãî ðîçøèðåííÿ ∆λ/λ0 ≈ 1, 1 · 10−5.

Ðîçïîäië çà âiäíîñíèìè øâèäêîñòÿìè

Çàâäàííÿ 14. Ïîáóäóéòå íîðìîâàíèé ðîçïîäië ìîëåêóë çà âåëè÷èíîþ
¨õ âiäíîñíî¨ øâèäêîñòi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßê âèïëèâà¹ iç çàâäàííÿ 5, äâî÷àñòèíêîâèé ðîçïîäië ìî-
ëåêóë ìàñàìè m1 = m2 = m çà ¨õ øâèäêîñòÿìè v1 i v2 ìà¹ âèãëÿä

dw (v1,v2) ∼ e−(m1v2
1+m2v2

2)/2kTdv1dv2, (1.53)

äå äëÿ çðó÷íîñòi ìè çà äîïîìîãîþ iíäåêñiâ 1 i 2 ïîêè ùî ðîçðiçíÿ¹ìî ìà-
ñè ÷àñòèíîê. Ïåðåéäåìî âiä øâèäêîñòåé v1 i v2 äî øâèäêîñòi öåíòðà ìàñ
ìîëåêóë V òà âiäíîñíî¨ øâèäêîñòi ìîëåêóë u, âèçíà÷åíèõ ôîðìóëàìè

V =
m1v1 +m2v2

m1 +m2
, u = v2 − v1.

Ðîçâ'ÿçàâøè âèïèñàíó ñèñòåìó âiäíîñíî v1 i v2, çíàõîäèìî ôîðìóëè ïåðå-
õîäó äî íîâèõ øâèäêîñòåé:

v1 = V − m2

m1 +m2
u, v2 = V +

m1

m1 +m2
u.
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Ó ñèëó ëiíiéíîñòi öèõ ôîðìóë ÿêîáiàí ïåðåõîäó ¹ ñòàëîþ, ÿêà çàëåæèòü
ëèøå âiä ìàñ ìîëåêóë. Ç òî÷íiñòþ äî öi¹¨ ñòàëî¨, ÿêó ìîæåìî âêëþ÷èòè
â íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê, åëåìåíòàðíèé îá'¹ì dv1dv2 ó ïðîñòîði øâèäêî-
ñòåé äâîõ ìîëåêóë ïðîïîðöiéíèé åëåìåíòàðíîìó îá'¹ìó dVdu ó ïðîñòîði
øâèäêîñòåé V òà u. Áåðó÷è òàêîæ äî óâàãè, ùî

m1

2
v2
1 +

m2

2
v2
2 =

M

2
V2 +

µ

2
u2,

äå M = m1 +m2 òà µ = m1m2/(m1 +m2) � âiäïîâiäíî çàãàëüíà òà çâåäåíà
ìàñè ìîëåêóë, ç ðîçïîäiëó (1.53) äiñòà¹ìî ðîçïîäië ìîëåêóë çà øâèäêîñòÿìè
V òà u:

dw (V,u) ∼ e−(MV2+µu2)/2kTdVdu.

Çiíòåãðóâàâøè éîãî çà øâèäêiñòþ V òà êóòàìè, ùî âèçíà÷àþòü íàïðÿì
øâèäêîñòi u, çíàõîäèìî øóêàíèé ðîçïîäië ìîëåêóë çà âåëè÷èíîþ ¨õ âiä-
íîñíî¨ øâèäêîñòi:

dw(u) = Ce−µu
2/2kT u2du,

äå óìîâà íîðìóâàííÿ

C

∞∫
0

e−µu
2/2kT u2du = 1

äà¹

C =
4

π1/2

( µ

2kT

)3/2
.

Çàëèøà¹òüñÿ âðàõóâàòè, ùî äëÿ ìîëåêóë ç îäíàêîâèìè ìàñàìè m1 = m2 =
= m ¨õ çâåäåíà ìàñà µ = m/2. Îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

dw(u) = 4π
( m

4πkT

)3/2
e−mu

2/4kT u2du.

Ìiêðîêàíîíi÷íèé ðîçïîäië

Çàâäàííÿ 15*. Ïîáóäóéòå íîðìîâàíèé ðîçïîäië äëÿ ïîâíî¨ åíåðãi¨ îä-
íîàòîìíîãî iäåàëüíîãî ãàçó, ùî çíàõîäèòüñÿ â òåðìîñòàòi. Çíàéäiòü ñåðåäí¹
òà íàéiìîâiðíiøå çíà÷åííÿ ïîâíî¨ åíåðãi¨, îöiíiòü ¨õ âiäíîñíå âiäõèëåííÿ.
Äîñëiäiòü ïîâåäiíêó ðîçïîäiëó â îêîëi òî÷êè ìàêñèìóìó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Øóêàíèé ðîçïîäië dW (E) = ρ(E)dE âèçíà÷à¹ éìîâið-
íiñòü, ç ÿêîþ âèìiðÿíå çíà÷åííÿ ïîâíî¨ åíåðãi¨ àòîìiâ ãàçó, ïîìiùåíîãî â
òåðìîñòàò, ëåæàòèìå â iíòåðâàëi (E,E + dE). Øóêà¹ìî éîãî, âèõîäÿ÷è ç
âèðàçó (1.39) äëÿ éìîâiðíîñòi iìïóëüñàì àòîìiâ ìàòè çíà÷åííÿ â åëåìåí-
òàðíié îáëàñòi dp1dp2 . . . dpN iìïóëüñíîãî ïðîñòîðó ãàçó. Òîäi çàäà÷à çâî-
äèòüñÿ äî òîãî, ùîá ó ðîçïîäiëi (1.39) ïåðåéòè âiä iíäèâiäóàëüíèõ iìïóëü-
ñiâ àòîìiâ p1,p2, . . . ,pN äî ïîâíî¨ åíåðãi¨ àòîìiâ E =

∑N
i=1

p2
i

2m ÿê íîâî¨
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çìiííî¨, âèîêðåìèâøè ïðè öüîìó ç åëåìåíòàðíîãî îá'¹ìó dp1dp2 . . . dpN òó
éîãî ÷àñòèíó ω(E)dE, ùî âiäïîâiäà¹ âñiì ìîæëèâèì çíà÷åííÿì iìïóëüñiâ
p1,p2, . . . ,pN , äëÿ ÿêèõ (íåçàëåæíî âiä ¨õ íàïðÿìiâ) çíà÷åííÿ çìiííî¨ E
ëåæàòü â iíòåðâàëi (E,E + dE).

Îñêiëüêè ïîêàçíèê åêñïîíåíòè â ðîçïîäiëi (1.39) ëåãêî âèðàæà¹òüñÿ ÷å-
ðåç çìiííó E, òî çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè âåëè÷èíó ω(E)dE. Äëÿ öüîãî ó 3N -
âèìiðíîìó iìïóëüñíîìó ïðîñòîði ãàçó ïåðåéäåìî äî ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò
ç ðàäiàëüíîþ çìiííîþ

r =
(
p2
1 + p2

2 + · · ·+ p2
N

)1/2
= (2mE)1/2 .

Òîäi äëÿ åëåìåíòà îá'¹ìó â öüîìó ïðîñòîði ìîæåìî çàïèñàòè:

dp1dp2 . . . dpN = r3N−1drdΩ3N = (2m)3N/2E(3N−1)/2 dE

2E1/2
dΩ3N ,

äå dΩ3N � åëåìåíò òiëåñíîãî êóòà ó 3N -âèìiðíîìó ïðîñòîði, ÿêèé çàëåæèòü
ëèøå âiä òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié òà äèôåðåíöiàëiâ êóòiâ, ùî âèçíà÷à-
þòü íàïðÿìè iìïóëüñiâ àòîìiâ. Îñòàííi äëÿ íàøî¨ çàäà÷i íåñóòò¹âi, òîìó
çà âñiìà öèìè êóòàìè, òîáòî çà çìiííîþ Ω3N òðåáà âèêîíàòè iíòåãðóâàííÿ.
Ðåçóëüòàòîì áóäå ÷èñëîâèé ìíîæíèê, ùî íå çàëåæèòü âiä E. Âêëþ÷èâøè
éîãî ðàçîì çi âñiìà iíøèìè ìíîæíèêàìè, ùî íå çàëåæàòü âiä E, ó íîðìó-
âàëüíèé ìíîæíèê C, äiñòà¹ìî:

dW (E) = CE3N/2−1e−E/kTdE. (1.54)

Íàðåøòi, óìîâà íîðìóâàííÿ äà¹:

C

∞∫
0

E3N/2−1e−E/kTdE = C(kT )3N/2
∞∫
0

x3N/2−1e−xdx =

= C(kT )3N/2Γ(3N/2) = 1,

C =
1

Γ(3N/2)(kT )3N/2
, (1.55)

äå Γ(z) =
∞∫
0

tz−1e−tdt, Rez > 0, � ãàììà-ôóíêöiÿ.

Ôîðìóëàìè (1.54) òà (1.55) i âèçíà÷à¹òüñÿ íîðìîâàíèé ðîçïîäië äëÿ
ïîâíî¨ åíåðãi¨ îäíîàòîìíîãî iäåàëüíîãî ãàçó, ïîìiùåíîãî â òåðìîñòàò. Îá-
÷èñëþ¹ìî çà éîãî äîïîìîãîþ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïîâíî¨ åíåðãi¨ E:

E =
1

Γ(3N/2)(kT )3N/2

∞∫
0

EE3N/2−1e−E/kTdE =

=
1

Γ(3N/2)(kT )3N/2
(kT )3N/2+1

∞∫
0

x3N/2e−xdx =
Γ(3N/2 + 1)

Γ(3N/2)
kT =

3N

2
kT,

äå ìè ñêîðèñòàëèñÿ ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ Γ(z + 1) = zΓ(z).
Ùîá çíàéòè íàéiìîâiðíiøå çíà÷åííÿ ïîâíî¨ åíåðãi¨ Emax, ïåðåïèøåìî

ãóñòèíó éìîâiðíîñòi (1.54) ó âèãëÿäi
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ρ(E) = CE3N/2−1e−E/kT = Ceφ(E),

äå

φ(E) =

(
3N

2
− 1

)
lnE − E

kT
,

òà äîñëiäèìî íà ìàêñèìóì ôóíêöiþ φ(E). Ìà¹ìî:

φ′(E) =

(
3N

2
− 1

)
1

E
− 1

kT
= 0,

Emax =

(
3N

2
− 1

)
kT.

Àáñîëþòíà âåëè÷èíà âiäíîñíîãî âiäõèëåííÿ ìiæ Emax i E ñòàíîâèòü

|Emax − E|
E

=
2

3N
.

Áà÷èìî, ùî äëÿ ìàêðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè (N → ∞) öi âåëè÷èíè ôàêòè÷íî
çáiãàþòüñÿ.

Â îêîëi òî÷êè ìàêñèìóìó Emax ôóíêöiþ φ(E) ìîæíà ðîçâèíóòè â ðÿä çà
ñòåïåíÿìè ðiçíèöi E−Emax. Îáìåæèâøèñü ïåðøîþ íåíóëüîâîþ ïîïðàâêîþ
äî çíà÷åííÿ φ(Emax), ìà¹ìî:

φ(E) ≃ φ(Emax) + φ′(Emax)(E − Emax) +
1

2
φ′′(Emax)(E − Emax)

2 =

=

(
3N

2
− 1

)
lnEmax −

Emax

kT
−
(
3N

2
− 1

)
(E − Emax)

2

2E2
max

=

=

(
3N

2
− 1

)
ln kT +

(
3N

2
− 1

)
ln

(
3N

2
− 1

)
−
(
3N

2
− 1

)
−

−
(
3N

2
− 1

)
(E − Emax)

2

2E2
max

.

Ñêîðèñòàâøèñü äàëi ñïiââiäíîøåííÿì

Γ

(
3N

2

)
=

(
3N

2
− 1

)
Γ

(
3N

2
− 1

)
òà àñèìïòîòè÷íîþ ôîðìóëîþ Ñòiðëiíãà

Γ(z) ≈ e−zzz−
1

2 (2π)
1

2

[
1 +O(z−1)

]
, z → ∞ ó ïëîùèíi | arg z| < π, (1.56)

äëÿ ôóíêöi¨ ρ(E) ïðè N → ∞ äiñòà¹ìî:

ρ(E) ≃ 1

kT
√
3πN

e−3N(E−Emax)2/4E2
max .
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Ùîá ç'ÿñóâàòè ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ ρ(E) ãëèáøå, ïåðåéäåìî â ðîçïîäiëi

dW (E) ≃ 1

kT
√
3πN

e−3N(E−Emax)2/4E2
maxdE

äî çìiííî¨ x = E/Emax òà ñêîðèñòà¹ìîñÿ ÿâíèì âèðàçîì äëÿ Emax. Ìà¹ìî:

dW (x) ≃ Emax

kT
√
3πN

e−3N(x−1)2/4dx ≃
√

3N

4π
e−3N(x−1)2/4dx.

Àëå äîáðå âiäîìî, ùî ôóíêöi¨ ρN (x) =
√

3N
4π e

−3N(x−1)2/4 óòâîðþþòü ôóíäà-
ìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, ÿêà ïðè ôîðìàëüíîìó ïåðåõîäi N → ∞
çáiãà¹òüñÿ äî äåëüòà-ôóíêöi¨ Äiðàêà δ(x − 1) = Emax δ(E − Emax) ≃ E ×
×δ(E − E). Îòæå, íà ïðèêëàäi iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó áà÷èìî, ùî êà-
íîíi÷íèé ðîçïîäië äëÿ ìàêðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè ìà¹ íàñòiëüêè ãîñòðèé ìàê-
ñèìóì ïðè E ≃ E, ùî ôàêòè÷íî çáiãà¹òüñÿ ç ìiêðîêàíîíi÷íèì ðîçïîäiëîì.

Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî, ùî äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N iç ðåêóðåíòíî¨
ôîðìóëè äëÿ ãàììà-ôóíêöi¨ âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ Γ(N + 1) = N !. Âiä-
ïîâiäíî, àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó Ñòiðëiíãà (1.56) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

lnN ! ≃ N lnN −N, N ≫ 1,

ó ÿêîìó âîíà øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè.

Ðîçïîäië Ìàêñâåëëà çà êóòîâèìè øâèäêîñòÿìè

Çàâäàííÿ 16*. Âèâåäiòü íîðìîâàíèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòi äëÿ êóòîâèõ
øâèäêîñòåé òåïëîâîãî îáåðòàííÿ ìîëåêóë iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó, ïî-
ÿñíiòü éîãî çìiñò. Çíàéäiòü ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ åíåðãi¨, ÿêå ïðèïàäà¹ íà îäèí
îáåðòàëüíèé ñòóïiíü âiëüíîñòi ìîëåêóëè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿäà¹ìî ìîëåêóëè ãàçó ÿê òâåðäi ÷àñòèíêè ç ãîëîâíè-
ìè ìîìåíòàìè iíåðöi¨ I1, I2 òà I3. Îñêiëüêè ïîñòóïàëüíèé òà îáåðòàëüíèé
ðóõè âiëüíî¨ ìîëåêóëè íåçàëåæíi, îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì ëèøå îáåðòàëü-
íî¨ ÷àñòèíè ¨¨ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨. Îñòàííÿ çáiãà¹òüñÿ ç îáåðòàëüíîþ ÷àñòè-
íîþ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà ìîëåêóëè i â ãîëîâíié ñèñòåìi êîîðäèíàò, îñi ÿêî¨
íàïðÿìëåíi âçäîâæ ãîëîâíèõ îñåé iíåðöi¨ ìîëåêóëè, ìà¹ âèãëÿä

K = L =
1

2
I1Ω

2
1 +

1

2
I2Ω

2
2 +

1

2
I3Ω

2
3, (1.57)

äå Ω1, Ω2, Ω3 � ïðîåêöi¨ âåêòîðà îáåðòàëüíî¨ øâèäêîñòi ìîëåêóëè íà îñi
ãîëîâíî¨ ñèñòåìè.

Âèáåðåìî â ÿêîñòi çìiííèõ, ùî õàðàêòåðèçóþòü îáåðòàëüíèé ðóõ ìîëå-
êóëè, êóòè Åéëåðà θ, φ, ψ òà ñïðÿæåíi ¨ì iìïóëüñè (ìåõàíi÷íi ìîìåíòè)Mθ,
Mφ, Mψ. ßê âiäîìî iç êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè, äëÿ íèõ ìîæåìî çàïèñàòè:

Ω1 = φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ, Ω2 = φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ, Ω3 = φ̇ cos θ + ψ̇,
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Mθ =
∂L

∂θ̇
= I1Ω1

∂Ω1

∂θ̇
+ I2Ω2

∂Ω2

∂θ̇
+ I3Ω3

∂Ω3

∂θ̇
=M1 cosψ −M2 sinψ,

Mφ =
∂L

∂φ̇
= I1Ω1

∂Ω1

∂φ̇
+ I2Ω2

∂Ω2

∂φ̇
+ I3Ω3

∂Ω3

∂φ̇
=

=M1 sin θ sinψ +M2 sin θ cosψ +M3 cos θ,

Mψ =
∂L

∂ψ̇
= I1Ω1

∂Ω1

∂ψ̇
+ I2Ω2

∂Ω2

∂ψ̇
+ I3Ω3

∂Ω3

∂ψ̇
=M3,

äå Mi = IiΩi (i = 1, 2, 3) � êîìïîíåíòè ìîìåíòó iìïóëüñó ìîëåêóëè â ãî-
ëîâíié ñèñòåìi. Ïåðåõîäÿ÷è âiä ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà (1.57) äî îáåðòàëüíî¨
÷àñòèíè ôóíêöi¨ Ãàìiëüòîíà

H =M1Ω1 +M2Ω2 +M3Ω3 − L =
M2

1

2I1
+
M2

2

2I2
+
M2

3

2I3

òà ââàæàþ÷è êîìïîíåíòè Mi ó íié çàäàíèìè ôóíêöiÿìè (äèâ. ïîïåðåäíi
ôîðìóëè) êóòiâ Åéëåðà òà ñïðÿæåíèõ öèì êóòàì ìîìåíòiâ iìïóëüñó, äiñòà¹-
ìî ðîçïîäië

dw(Mθ,Mφ,Mψ, θ, φ, ψ) ∼ e
− 1

2kT

(
M2

1
I1

+
M2

2
I2

+
M2

3
I3

)
dMθdMφdMψdθdφdψ, (1.58)

ÿêèé âèçíà÷à¹ éìîâiðíîñòi ðiçíèõ çíà÷åíü êóòiâ òà ñïðÿæåíèõ ìîìåíòiâ
iìïóëüñó, ùî õàðàêòåðèçóþòü îáåðòàëüíèé ðóõ ìîëåêóëè. Çiíòåãðóâàâøè
éîãî çà êóòàìè (íàãàäà¹ìî, ùî êóò θ ïðîáiãà¹ çíà÷åííÿ âiä íóëÿ äî π, à
êóòè φ i ψ � âiä íóëÿ äî 2π), äiñòàíåìî ðîçïîäië çà ìîìåíòàìè Mθ, Mφ

i Mψ.
Çðó÷íiøå, îäíàê, ïåðåéòè âiä ðîçïîäiëó (1.58) äî ðîçïîäiëó çà êóòàìè

Åéëåðà òà ìîìåíòàìè Mi. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî ÿêîáiàí ïåðåõîäó J âiä
çìiííèõ Mθ, Mφ, Mψ äî çìiííèõ Mi. Ìà¹ìî:

J ≡
∂(Mθ,Mφ,Mψ)

∂(M1,M2,M3)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Mθ

∂M1

∂Mθ

∂M2

∂Mθ

∂M3
∂Mφ

∂M1

∂Mφ

∂M2

∂Mφ

∂M3
∂Mψ

∂M1

∂Mψ

∂M2

∂Mψ

∂M3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
cosψ − sinψ 0

sin θ sinψ sin θ cosψ cos θ
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = sin θ,

dMθdMφdMψ = sin θdM1dM2dM3,

îòæå

dw(M1,M2,M3, θ, φ, ψ) ∼ e
− 1

2kT

(
M2

1
I1

+
M2

2
I2

+
M2

3
I3

)
dM1dM2dM3 sin θdθdφdψ.
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Çâiäñè, iíòåãðóþ÷è çà êóòàìè òà íîðìóþ÷è éîãî íà îäèíèöþ, äiñòà¹ìî ðîç-
ïîäië çà êîìïîíåíòàìè ìîìåíòó Mi:

dw(M1,M2,M3) =
1

(2πkT )3/2(I1I2I3)1/2
e
− 1

2kT

(
M2

1
I1

+
M2

2
I2

+
M2

3
I3

)
dM1dM2dM3.

I, íàðåøòi, ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè Mi = IiΩi äiñòà¹ìî íîðìîâàíèé ðîçïîäië çà
êîìïîíåíòàìè êóòîâî¨ øâèäêîñòi òåïëîâîãî ðóõó ìîëåêóëè:

dw(Ω1,Ω2,Ω3) =
(I1I2I3)

1/2

(2πkT )3/2
e−

1

2kT
(I1Ω2

1+I2Ω
2
2+I3Ω

2
3)dΩ1dΩ2dΩ3. (1.59)

Ðîçïîäië (1.59) âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ êîìïîíåíòè êóòîâî¨ øâèä-
êîñòi ìîëåêóëè â ãîëîâíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìàþòü çíà÷åííÿ, ùî ëåæàòü
â iíòåðâàëàõ (Ωi,Ωi+dΩi), i = 1, 2, 3. Çà éîãî äîïîìîãîþ çíàõîäèìî, çîêðå-
ìà, ùî íà êîæíèé îáåðòàëüíèé ñòóïiíü âiëüíîñòi â ñåðåäíüîìó ïðèïàäà¹
åíåðãiÿ

1

2
Ii⟨Ω2

i ⟩ =
kT

2
.

Çàâäàííÿ 17. Îöiíiòü ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íi øâèäêîñòi îáåðòàëüíîãî
ðóõó ìîëåêóë âîäíþ òà êèñíþ ïðè êiìíàòíié òåìïåðàòóði.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ãîëîâíi ìîìåíòè iíåðöi¨ äâîàòîìíî¨ ìîëåêóëè âiäíîñíî äâîõ
ãîëîâíèõ îñåé (i = 1, 2), ïåðïåíäèêóëÿðíèõ äî ¨¨ îñi, çáiãàþòüñÿ òà äîðiâ-
íþþòü I = µa2, äå µ = m1m2/(m1 + m2) � çâåäåíà ìàñà àòîìiâ, a � âiä-
ñòàíü ìiæ ÿäðàìè àòîìiâ ó ìîëåêóëi. Äëÿ àòîìiâ, ùî ìàþòü îäíàêîâi ìàñè
m1 = m2 = m, µ = m/2 i I = ma2/2. Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà øâèäêiñòü
îáåðòàííÿ ìîëåêóëè íàâêîëî êîæíî¨ ç óêàçàíèõ ãîëîâíèõ îñåé

Ωrms =
√

⟨Ω2
i ⟩ =

√
kT

I
=

√
2kT

ma2
.

Äëÿ ìîëåêóë âîäíþ òà êèñíþ âiäñòàíü a ñòàíîâèòü âiäïîâiäíî 7, 4 · 10−11

òà 1, 2 · 10−10 ì, ìàñà m � 1, 66 · 10−27 òà 2, 66 · 10−26 êã. Ïðè T = 293Ê äëÿ
Ωrms öèõ ìîëåêóë äiñòà¹ìî âiäïîâiäíî 3, 0 · 1013 òà 4, 6 · 1012 ðàä/ñ.

Ðåëÿòèâiñòñüêèé ãàç

Çàâäàííÿ 18*. Çíàéäiòü íàéiìîâiðíiøå çíà÷åííÿ iìïóëüñó ïîñòóïàëü-
íîãî ðóõó ÷àñòèíîê ðåëÿòèâiñòñüêîãî iäåàëüíîãî ãàçó.

Âêàçiâêà. Åíåðãiÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè ε òà ¨¨ iìïóëüñ p ïîâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿì ε =

√
m2c4 + p2c2, äå m � ìàñà ñïîêîþ ÷àñòèíêè, c �

øâèäêiñòü ñâiòëà ó âàêóóìi. Ðîçïîäië çà ìîäóëÿìè iìïóëüñó ÷àñòèíêè ìà¹
âèãëÿä

dw(p) ∼ e−
√
m2c4+p2c2

/
kT p2dp.
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Âiäïîâiäü: pmax =
√
2 kT
c

[
1 +

√
1 +

(
mc2

kT

)2]1/2
. Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó

mc2/kT ≪ 1 (êîëè mc2/pc ≪ 1 i ε ≃ pc, òîáòî ãàç ìîæíà ââàæàòè óëüòðà-
ðåëÿòèâiñòñüêèì) pmax ≃ 2kT/c.

Ðîçïîäië Áîëüöìàíà. Áàðîìåòðè÷íà ôîðìóëà

Çàâäàííÿ 19. Âèâåäiòü ðîçïîäië Áîëüöìàíà äëÿ ÷àñòèíîê iäåàëüíîãî
êëàñè÷íîãî ãàçó â çîâíiøíüîìó ïîëi òà ïîÿñíiòü éîãî çìiñò. Çà éîãî äîïî-
ìîãîþ:

à) âèâåäiòü áàðîìåòðè÷íó ôîðìóëó;
á) ïîÿñíiòü, ÷îìó ïëàíåòè âòðà÷àþòü ñâîþ àòìîñôåðó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèõîäèìî ç ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ÷àñòèíîê êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè
çà êîîðäèíàòàìè

dW (r1, r2, . . . , rN ) ∼ e−UN (r1,r2,...,rN )/kTdr1dr2 . . . drN , (1.60)

ÿêà ìà¹ çìiñò iìîâiðíîñòi çíàéòè ÷àñòèíêè â ìàëîìó îêîëi îá'¹ìîì dr1 ×
× dr2 . . . drN òî÷êè (r1, r2, . . . , rN ) êîîðäèíàòíîãî ïðîñòîðó ñèñòåìè (äèâ.
çàâäàííÿ 5 à)). Ïîâíà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ÷àñòèíîê iäåàëüíîãî êëàñè÷íî-
ãî ãàçó â çîâíiøíüîìó ïîëi äîðiâíþ¹ ñóìi ïîòåíöiàëüíèõ åíåðãié îêðåìèõ
÷àñòèíîê ó öüîìó ïîëi:

UN (r1, r2, . . . , rN ) =

N∑
i=1

U (ri) .

ßê íàñëiäîê, iìîâiðíiñòü (1.60) ôàêòîðèçó¹òüñÿ:

dW (r1, r2, . . . , rN ) = dw (r1) dw (r2) . . . dw (rN ) ∼

∼
(
e−U(r1)/kTdr1

)(
e−U(r2)/kTdr2

)
. . .
(
e−U(rN )/kTdrN

)
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî i ïðè íàÿâíîñòi çîâíiøíüîãî ïîëÿ ïðîñòîðîâi ïîëîæåí-
íÿ ðiçíèõ ÷àñòèíîê iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó ¹ ìiæ ñîáîþ ñòàòèñòè÷íî
íåçàëåæíèìè, àëå ïðè öüîìó ðiçíi ïîëîæåííÿ îêðåìî¨ ÷àñòèíêè âæå íå ¹,
ÿê ó âèïàäêó áåç ïîëÿ, ðiâíîéìîâiðíèìè. À ñàìå, iìîâiðíiñòü çíàéòè îêðå-
ìó ÷àñòèíêó ãàçó â ìàëîìó îêîëi îá'¹ìîì dV (r) ≡ dr ïðîñòîðîâî¨ òî÷êè ç
ðàäióñ-âåêòîðîì r äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

dw(r) = Ce−U(r)/kTdr, (1.61)

äå C � êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi. Öå i ¹ øóêàíèé ðîçïîäië Áîëüöìàíà.
Êîåôiöi¹íò C ó íüîìó ìîæíà âèçíà÷èòè ç óìîâè íîðìóâàííÿ

C

∫
V

e−U(r)/kTdr = 1, (1.62)

äå iíòåãðàë áåðåòüñÿ ïî îá'¹ìó ñèñòåìè, àáî ç iíøèõ ìiðêóâàíü, ÿê ïîêàçàíî
äàëi.
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Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ôîðìóëè (1.61) íà çàãàëüíó êiëüêiñòü ÷à-
ñòèíîê N ó ñèñòåìi, äiñòàíåìî êiëüêiñòü ÷àñòèíîê dN(r), ùî çíàõîäÿòüñÿ ó
âèäiëåíîìó îá'¹ìi dV (r):

dN(r) = NCe−U(r)/kTdr.

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà dV (r), çíàéäåìî êîíöåíòðàöiþ
÷àñòèíîê ãàçó n(r) = dN(r)/dV (r) â îêîëi òî÷êè r:

n(r) = NCe−U(r)/kT . (1.63)

à) Áàðîìåòðè÷íà ôîðìóëà îïèñó¹ âèñîòíó çàëåæíiñòü êîíöåíòðàöi¨ (ãó-
ñòèíè, òèñêó) ãàçó ïîáëèçó ïîâåðõíi Çåìëi. Ó öüîìó âèïàäêó U (r) ìà¹
çìiñò ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ÷àñòèíêè ãàçó ó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi Çåìëi: U =
= U(z) = mgz, äå m � ìàñà ÷àñòèíêè, g � ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ,
z � âèñîòà, íà ÿêié çíàõîäèòüñÿ ÷àñòèíêà íàä ïîâåðõíåþ Çåìëi z = 0. Òîìó
ôîðìóëà (1.63) íàáèðà¹ âèãëÿäó

n(z) = NCe−mgz/kT ,

àáî, ÿêùî ïîçíà÷èòè êîíöåíòðàöiþ ãàçó ïðè z = 0 ÷åðåç n0,

n(z) = n0e
−mgz/kT .

Áà÷èìî, ùî íà âèñîòi h = kT/mg êîíöåíòðàöiÿ ãàçó çìåíøó¹òüñÿ â
e ≈ 2, 72 ðàçiâ ó ïîðiâíÿííi ç êîíöåíòðàöi¹þ íà ïîâåðõíi Çåìëi. Äëÿ àçîòó
(ìîëÿðíà ìàñà µ ≈ 2, 8 · 10−2 êã/ìîëü, m = µ/NA) ïðè íîðìàëüíèõ óìîâàõ
(P = 1, 01 · 105Ïà, T = 273Ê) òà g = 9, 8 ì/ñ2 ìà¹ìî îöiíêó h ≈ 8, 3 êì.
Íàñïðàâäi ¨¨ òðåáà äåùî ïîíèçèòè, îñêiëüêè òåìïåðàòóðà àòìîñôåðè ç âè-
ñîòîþ ñïàäà¹ (äèâ. çàâäàííÿ 46).

Àíàëîãi÷íi îöiíêè ìîæíà âèêîíàòè i äëÿ iíøèõ ãàçiâ, ùî âõîäÿòü äî
ñêëàäó àòìîñôåðè. Ç íèõ âèïëèâà¹, ùî â òåðìîäèíàìi÷íî ðiâíîâàæíié àò-
ìîñôåði êîíöåíòðàöiÿ áiëüø ëåãêèõ ãàçiâ ïîâèííà ñïàäàòè ç âèñîòîþ ïî-
âiëüíiøå, íiæ êîíöåíòðàöiÿ áiëüø âàæêèõ ãàçiâ. Íàñïðàâäi çðîñòàííÿ âiä-
íîñíî¨ ÷àñòêè áiëüø ëåãêèõ ãàçiâ ç âèñîòîþ íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ, îñêiëüêè
â ðåàëüíié àòìîñôåði âiäáóâà¹òüñÿ iíòåíñèâíå ïåðåìiøóâàííÿ ¨¨ âåðõíiõ
òà íèæíiõ øàðiâ. Öåé ôàêò äîçâîëÿ¹ â ïåðøîìó íàáëèæåííi ðîçãëÿäàòè
àòìîñôåðó ÿê îäíîðiäíèé ãàç iç ìîëÿðíîþ ìàñîþ µ =

∑
i
xiµi, äå xi òà

µi � âiäíîñíà êîíöåíòðàöiÿ òà ìîëÿðíà ìàñà i-òîãî ãàçó ó ñêëàäi àòìîñôå-
ðè (äëÿ àçîòó òà êèñíþ, äâîõ íàéïîøèðåíiøèõ ãàçiâ â àòìîñôåði Çåìëi,
xN2

≈ 0, 78 òà xO2
≈ 0, 21). Äëÿ àòìîñôåðè Çåìëi îá÷èñëåííÿ äàþòü îöiíêó

µ ≈ 2, 9 · 10−2 êã/ìîëü.
Êiëüêiñíó îöiíêó äëÿ n0 ëåãêî çäîáóòè çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ ñòàíó

iäåàëüíîãî ãàçó P = n0kT . Äëÿ íîðìàëüíèõ óìîâ äiñòà¹ìî n0 = P/kT =
= 2, 69 · 1025 ì−3 = 2, 69 · 1019 ñì−3 (öÿ ñòàëà âiäîìà ÿê ÷èñëî Ëîøìiäòà).

Ùîá âèðàçèòè n0 ÷åðåç ïàðàìåòðè ìîäåëi, ïðèïóñòèìî, ùî îñíîâíà ìàñà
àòìîñôåðè ïðèïàäà¹ íà âiäíîñíî òîíêèé øàð áiëÿ ïîâåðõíi Çåìëi, ó ìåæàõ

33



ÿêîãî êðèâèíîþ ïîâåðõíi òà çìiíîþ ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ ç âèñî-
òîþ ìîæíà çíåõòóâàòè. Òîäi ç óìîâè íîðìóâàííÿ (1.62) äiñòà¹ìî:

C4πR2
0

∞∫
0

e−mgz/kTdz =
4πR2

0kT

mg
C = 1, C =

mg

4πR2
0kT

,

äå R0 � ðàäióñ Çåìëi. Çâiäñè çíàõîäèìî:

n0 = NC =
Nmg

4πR2
0kT

.

Ç äðóãîãî áîêó, öi¹þ ôîðìóëîþ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ, ùîá îöiíèòè ìàñó
àòìîñôåðè Ma = Nm. Ìà¹ìî:

Ma =
4πR2

0n0kT

g
=

4πR2
0P

g
.

Ïðè R0 = 6, 4 · 106 ì äiñòà¹ìî Ma ≈ 5, 3 · 1018 êã.

á) Ïðè çíà÷íîìó âiääàëåííi ÷àñòèíêè âiä ïîâåðõíi Çåìëi äëÿ ¨¨ ãðàâiòà-
öiéíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ òðåáà êîðèñòóâàòèñÿ âèðàçîì U(r) = −γmM/r,
äå γ � óíiâåðñàëüíà ãðàâiòàöiéíà ñòàëà,M � ìàñà Çåìëi, r � âiäñòàíü âiä ÷à-
ñòèíêè äî öåíòðà Çåìëi. Òåïåð óìîâà íîðìóâàííÿ (1.62) òà ðîçïîäië (1.63)
íàáèðàþòü âèãëÿäó

4πC

∞∫
R0

eγmM/kTrr2dr = 1,

n(r) = NCeγmM/kTr.

Ïðè r → ∞ ìíîæíèê eγmM/kTr → 1, òîìó iíòåãðàë ó ïåðøié iç öèõ ôîðìóë
¹ ðîçáiæíèì, à êîíöåíòðàöiÿ n(r) ó äðóãié ôîðìóëi ïðÿìó¹ äî íåíóëüî-
âîãî çíà÷åííÿ, ùî îçíà÷à¹, ùî ñêií÷åííà ìàñà ãàçó ìàëà á ðîçïîäiëÿòèñÿ
ïî îá'¹ìó íåîáìåæåíî¨ ñèñòåìè ñêðiçü iç íåíóëüîâîþ ãóñòèíîþ. Îáèäâà öi
ðåçóëüòàòè âêàçóþòü íà òå, ùî ó âåðõíiõ øàðàõ àòìîñôåðè ãàç íå ìîæå
çíàõîäèòèñÿ ó ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè é ïîâèíåí ¨¨ ïîêèäàòè.

Äîñëiä Ïåððåíà

Çàâäàííÿ 20. Âèâåäiòü ôîðìóëó, ÿêà îïèñó¹ ðîçïîäië ãóìiãóòîâèõ çå-
ðåí ó âîäi ç âèñîòîþ (äîñëiä Ïåððåíà). Ìàñà îäíi¹¨ çåðíèíè m, îá'¹ì v. ßê
çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ôîðìóëè åêñïåðèìåíòàëüíî îöiíèòè ÷èñëî Àâîãàäðî?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé âiñü OZ íàïðÿìëåíà âåðòèêàëüíî âãîðó, ez � îäè-
íè÷íèé îðò óçäîâæ íå¨. Íà ãóìiãóòîâó çåðíèíó ó âîäi äiþòü ñèëà òÿæiííÿ
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Fg = −mg ez òà âèøòîâõóâàëüíà ñèëà Àðõiìåäà FA = ρ0vg ez, äå ρ0 � ãó-
ñòèíà âîäè. Îáèäâi ñèëè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ãðàäi¹íòiâ (ç âiä'¹ìíèìè
çíàêàìè) âiä äåÿêèõ ñêàëÿðíèõ ôóíêöié:

Fg = −∇Ug, Ug = mgz, FA = −∇UA, UA = −ρ0vgz,

à ¨õ ðiâíîäiéíó � ÿê ãðàäi¹íò (ç âiä'¹ìíèì çíàêîì) ôóíêöi¨

U = Ug + UA = (m− ρ0v)gz.

Ôóíêöiÿ U äîðiâíþ¹ ïîòåíöiàëüíié åíåðãi¨ çåðíèíè â ïîëi òÿæiííÿ, âiä
ÿêî¨ âiäíÿëè ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ, ÿêó ìàâ îá'¹ì âîäè, âèòiñíåíèé çåð-
íèíîþ. Ðîçãëÿäàþ÷è U ÿê ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ çåðíèíè ó âîäi, ðîáèìî
âèñíîâîê, ùî çìiíà êîíöåíòðàöi¨ çåðåí ç âèñîòîþ z îïèñó¹òüñÿ ðîçïîäiëîì
Áîëüöìàíà

n(z) = n0e
−(m−ρ0v)gz/kT , (1.64)

äå n0 � êîíöåíòðàöiÿ çåðåí íà (äîâiëüíî âèáðàíîìó) ðiâíi z = 0.
Ïîêàæåìî, ÿê ñêîðèñòàòèñÿ îòðèìàíèì ðåçóëüòàòîì, ùîá åêñïåðèìåí-

òàëüíî îöiíèòè ñòàëó Áîëüöìàíà k, àáî, çíàþ÷è ç íåçàëåæíèõ åêñïåðèìåí-
òiâ óíiâåðñàëüíó ãàçîâó ñòàëó R, ñòàëó Àâîãàäðî NA = R/k. Äëÿ öüîãî
çíàéäåìî âèñîòó z = H, íà ÿêié êîíöåíòðàöiÿ çåðåí çìåíøó¹òüñÿ, ñêàæiìî,
óäâi÷i â ïîðiâíÿííi çi çíà÷åííÿì n0. Ç ôîðìóëè (1.64) äëÿ öüîãî âèïàäêó
ìîæåìî çàïèñàòè

n(H)

n0
= e−(m−ρ0v)gH/kT =

1

2
,

çâiäêè, ïiñëÿ ëîãàðèôìóâàííÿ îáîõ ÷àñòèí öi¹¨ ðiâíîñòi òà ïðîñòèõ àëãåá-
ðà¨÷íèõ ïåðåòâîðåíü, äiñòà¹ìî:

k =
(m− ρ0v)gH

T ln 2
, NA =

RT ln 2

(m− ρ0v)gH
.

Îöiíèìî H äëÿ çåðåí ìàñîþ m = 1, 25 · 10−16 êã òà îá'¹ìîì v = 1, 03 ×
×10−19 ì3, çìóëåíèõ ó âîäi ïðè àòìîñôåðíîìó òèñêó òà òåìïåðàòóði t =
= 4 0C (ρ0 = 1000 êã/ì3, T = 277 K). Ïîêëàâøè g = 9, 81 ì/ñ2, k = 1, 38×
×10−23Äæ/Ê, çíàõîäèìî:

H =
kT ln 2

(m− ρ0v)g
≈ 12 ìêì.

Òàêó âiäñòàíü ìîæíà âiäíîñíî ïðîñòî ïîìiðÿòè çà äîïîìîãîþ ìiêðîñêîïà,
ùî é áóëî çðîáëåíî â åêñïåðèìåíòàõ Ïåððåíà (1908�11 ðð.).
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Öåíòðèôóãà

Çàâäàííÿ 21. Çíàéäiòü ðîçïîäië êîíöåíòðàöi¨ ÷àñòèíîê (çàãàëüíîþ
êiëüêiñòþ N) êëàñè÷íîãî ãàçó ó âåðòèêàëüíîìó öèëiíäði ðàäióñîì R òà âè-
ñîòîþ H, ùî îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî ñâî¹¨ îñi çi ñòàëîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ Ω.
ßêó ÷àñòêó âiä çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi ñêëàäàþòü ÷àñòèíêè, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ
íà âiäñòàíi r > R/2 âiä îñi öèëiíäðà?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåéäåìî â íåiíåðöiàëüíó ñèñòåìó âiäëiêó Ö , ïîâ'ÿçàíó
ç öèëiíäðîì. Çàëèøàþ÷èñü ó ðàìêàõ êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòèêè, ìîæåìî ñòâåð-
äæóâàòè, ùî ðîçïîäië Ãiááñà äëÿ ãàçó â öié ñèñòåìi çàëåæèòü ëèøå âiä
åíåðãi¨ (ôóíêöi¨ Ãàìiëüòîíà) H ′ (p′, q′) ÷àñòèíîê ãàçó ÿê ôóíêöi¨ ¨õ óçàãàëü-
íåíèõ êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ i ìà¹ âèãëÿä

dW
(
Γ′) ∼ e−H

′(p′i,q
′
i)/kTdΓ′, (1.65)

äå dΓ′ =
∏3N
j=1 dp

′
jdq

′
j � åëåìåíò ôàçîâîãî ïðîñòîðó ãàçó â ñèñòåìi Ö .

Íåõàé r′i, p
′
i i v

′
i � ðàäióñ-âåêòîð, iìïóëüñ i øâèäêiñòü i-òî¨ ÷àñòèíêè

ãàçó â ñèñòåìi Ö . Îñêiëüêè îñòàííÿ îáåðòà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî òà íå ìà¹ ïî-
ñòóïàëüíîãî ïðèñêîðåííÿ, òî, ÿê âiäîìî ç êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè, åíåðãiÿ H ′

îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì

H ′ =

N∑
i=1

(m
2
v′2
i − m

2
[Ω, r′i]

2
)
+ UN ,

äå UN � ïîâíà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ÷àñòèíîê ãàçó (ó çîâíiøíiõ ïîëÿõ òà
âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñîáîþ), à iìïóëüñè òà øâèäêîñòi ÷àñòèíîê ïîâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿì p′

i = mv′
i + m[Ω, r′i], m � iíäèâiäóàëüíà ìàñà ÷àñòèíîê.

Áà÷èìî, ùî ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ ñèñòåìè âiäëiêó Ö åêâiâàëåíòíå íàÿâíî-
ñòi äåÿêîãî çîâíiøíüîãî ïîëÿ, ó ÿêîìó êîæíà ÷àñòèíêà ãàçó ìà¹ äîäàòêîâó
ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ

U ′(r′i) = −m
2
[Ω, r′i]

2.

Öÿ åíåðãiÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäöåíòðîâîþ, îñêiëüêè âîíà ïîâ'ÿçàíà ç âiäöåíòðî-
âîþ ñèëîþ iíåðöi¨, ùî äi¹ íà ÷àñòèíêó â íåiíåðöiàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó Ö ó
íàïðÿìi, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî îñi öèëiíäðà, òà ìà¹ âåëè÷èíó F = mΩ2ρ,
äå ρ � âiäñòàíü âiä ÷àñòèíêè äî îñi öèëiíäðà. Òàêîæ âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñè-
ëè Êîðiîëiñà íå âïëèâàþòü íà ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi êëàñè÷íèõ òië, ùî
îáåðòàþòüñÿ.

Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (1.65) äëÿ ãàçó â ñèñòåìi Ö äiñòà¹ìî ðîçïîäië
Ãiááñà

dW
(
r′1, . . . , r

′
N ,p

′
1, . . . ,p

′
N

)
∼e

−
{

N∑
i=1

(m

2
v′2

i −m

2
[Ω,r′i]

2)+UN

}/
kT
dp′

1dr
′
1. . .dp

′
Ndr

′
N ,

(1.66)
ÿêèì âèçíà÷àþòüñÿ éìîâiðíîñòi ðiçíèõ çíà÷åíü êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ ÷à-
ñòèíîê ãàçó â ñèñòåìi Ö .
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Óðàõîâóþ÷è, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ r′i åëåìåíòàðíi îá'¹ìè iìïóëüñíèõ ïðî-
ñòîðiâ ÷àñòèíîê dp′

i = m3dv′
i, âiä ðîçïîäiëó (1.66) ìîæåìî ïåðåéòè äî ðîç-

ïîäiëó ÷àñòèíîê ãàçó çà øâèäêîñòÿìè òà êîîðäèíàòàìè â ñèñòåìi Ö :

dW
(
r′1, . . . , r

′
N ,v

′
1, . . . ,v

′
N

)
∼e

−
{

N∑
i=1

(m

2
v′2

i −m

2
[Ω,r′i]

2)+UN

}/
kT
dv′

1dr
′
1. . .dv

′
Ndr

′
N .

(1.67)
Ó âèïàäêó, êîëè âçà¹ìîäi¹þ ÷àñòèíîê ãàçó ìîæíà çíåõòóâàòè, ðîçïîäië

(1.67) ôàêòîðèçó¹òüñÿ íà äîáóòîê îäíî÷àñòèíêîâèõ ðîçïîäiëiâ. Çiíòåãðó-
âàâøè îñòàííi çà øâèäêîñòÿìè, çíàéäåìî îäíî÷àñòèíêîâi ðîçïîäiëè çà êî-
îðäèíàòàìè. Çîêðåìà, íåõòóþ÷è ïîëåì òÿæiííÿ, äëÿ éìîâiðíîñòi çíàéòè
÷àñòèíêó â ìàëîìó îêîëi îá'¹ìîì dr′ òî÷êè ç ðàäióñ-âåêòîðîì r′ îòðèìó¹-
ìî:

dw
(
r′
)
∼ em[Ω,r′]2

/
2kTdr′.

Ïåðåéøîâøè â öèëiíäðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò ç âiññþ OZ, íàïðÿìëå-
íîþ âçäîâæ îñi öèëiíäðà, ó ÿêié âåêòîð r′ ìà¹ êîîðäèíàòè (ρ, α, z), äëÿ
éìîâiðíîñòi dw(ρ, α, z) ïåðåáóâàííÿ ÷àñòèíêè ãàçó â ìàëîìó îêîëi îá'¹ìîì
dr′ ≡ dV = ρdρdαdz òî÷êè (ρ, α, z) äiñòà¹ìî:

dw(ρ, α, z) = CemΩ2ρ2/2kTρdρdαdz.

Ñòàëó C ó öüîìó ðîçïîäiëi Áîëüöìàíà âèçíà÷à¹ìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ:

C

R∫
0

emΩ2ρ2/2kTρdρ

2π∫
0

dα

H∫
0

dz = C
kT

mΩ2

(
emΩ2R2/2kT − 1

)
2πH = 1,

çâiäêè

C =
1

2πH

mΩ2

kT

(
emΩ2R2/2kT − 1

)−1
.

Êiëüêiñòü ÷àñòèíîê dN(ρ, α, z) â îá'¹ìi dV çíàõîäèìî, ïîìíîæèâøè çà-
ãàëüíó êiëüêiñòü ÷àñòèíîê N ó öèëiíäði íà éìîâiðíiñòü dw(ρ, α, z):

dN(ρ, α, z) = Ndw(ρ, α, z) = NCemΩ2ρ2/2kTρdρdαdz.

Ïîäiëèâøè dN íà dV , äiñòà¹ìî øóêàíó êîíöåíòðàöiþ ÷àñòèíîê ãàçó ÿê
ôóíêöiþ ¨õ êîîðäèíàò, à ôàêòè÷íî � ÿê ôóíêöiþ ¨õ ðàäiàëüíî¨ êîîðäèíà-
òè ρ:

n = n(ρ) =
N

2πH

mΩ2

kT

(
emΩ2R2/2kT − 1

)−1
emΩ2ρ2/2kT =

= n0
mΩ2R2

2kT

(
emΩ2R2/2kT − 1

)−1
emΩ2ρ2/2kT ,

äå n0 = N/(πR2H) � êîíöåíòðàöiÿ ÷àñòèíîê ãàçó â íåðóõîìîìó öèëiíäði.
Òàêèì ÷èíîì, ïðè îáåðòàííi öèëiíäðà êîíöåíòðàöiÿ ÷àñòèíîê ó íüîìó çìi-
íþ¹òüñÿ çà ðàäiàëüíèì çàêîíîì, çðîñòàþ÷è ç íàáëèæåííÿì äî ái÷íî¨ ïî-
âåðõíi öèëiíäðà (ðèñ. 21.1).
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      0n

         0                                  2R                              R     ρ  

Ðèñ. 21.1. Ðàäiàëüíèé ðîçïîäië êîíöåíòðàöi¨ ÷àñòèíîê ãàçó â öåíòðèôóçi,
ÿêà ðiâíîìiðíî îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî âåðòèêàëüíî¨ îñi.

Òåïåð îá÷èñëþ¹ìî êiëüêiñòü ÷àñòèíîêN ′ óñåðåäèíi öèëiíäðè÷íîãî øàðó
R/2 < ρ < R âèñîòîþ H:

N ′ =

R∫
R/2

ρdρ

2π∫
0

dα

H∫
0

dz n(ρ) = NC

R∫
R/2

emΩ2ρ2/2kTρdρ

2π∫
0

dα

H∫
0

dz =

= NC
kT

mΩ2

(
emΩ2R2/2kT − emΩ2R2/8kT

)
2πH =

= N
(
emΩ2R2/2kT − emΩ2R2/8kT

)/(
emΩ2R2/2kT − 1

)
.

�õ âiäíîñíà ÷àñòêà âiä çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ãàçó äà¹òüñÿ âiäíîøåí-
íÿì N ′/N . Ó íåðóõîìîìó öèëiíäði (Ω = 0 ðàä/ñ) öÿ ÷àñòêà ñòàíîâèòü 3/4.
Ïðè îáåðòàííi öèëiíäðà ç êóòîâîþ øâèäêiñòþ Ω ≫

√
2kT/mR2 âîíà á âè-

õîäèëà íà îäèíèöþ � ñâî¹ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ. Ïðîàíàëiçóéòå,
÷è ìîæëèâî äîñÿãòè öi¹¨ ãðàíèöi íà ïðàêòèöi.

Ãàç íåïîëÿðíèõ ìîëåêóë â åëåêòðè÷íîìó ïîëi

Çàâäàííÿ 22. Â iäåàëüíèé êëàñè÷íèé ãàç íåïîëÿðíèõ ìîëåêóë, ùî ìà¹
êîíöåíòðàöiþ n0 òà òåìïåðàòóðó T , ïîìiùàþòü çàðÿäæåíèé ïëîñêèé êîí-
äåíñàòîð. ßêîþ ñòàíå êîíöåíòðàöiÿ ìîëåêóë ãàçó ìiæ ïëàñòèíàìè êîíäåí-
ñàòîðà, ÿêùî ïîëÿðèçîâíiñòü îäíi¹¨ ìîëåêóëè ãàçó α, à íàïðóæåíiñòü ïîëÿ
ìiæ ïëàñòèíàìè E?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïî÷íåìî ç ÿêiñíîãî îïèñó ìîäåëi êâàçiïðóæíèõ äèïîëiâ
äëÿ íåïîëÿðíèõ ìîëåêóë. Íåõàé ó çîâíiøíüîìó ïîëi íàïðóæåíiñòþ E íåïî-
ëÿðíà ìîëåêóëà ïîëÿðèçó¹òüñÿ é íàáóâà¹ äèïîëüíîãî ìîìåíòó p = αE.
Î÷åâèäíî, ùî ïîëÿðèçàöiÿ ìîëåêóëè é óòâîðåííÿ äèïîëÿ ¹ ðåçóëüòàòîì
òîãî, ùî ïîëå E �ðîçòÿãó¹� öåíòðè äîäàòíîãî (+q) òà âiä'¹ìíîãî (−q) çà-
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ðÿäiâ ìîëåêóëè. Çàðÿäè ðîçõîäÿòüñÿ äî òîãî ÷àñó, ïîêè åëåêòðè÷íà ñèëà
|q|E, ùî äi¹ íà êîæíèé çàðÿä ç áîêó ïîëÿ, íå âðiâíîâàæèòüñÿ �ïðóæíîþ�
ñèëîþ κl, ùî äi¹ íà öåé çàðÿä ç áîêó çàðÿäó ïðîòèëåæíîãî çíàêà. Òóò κ �
äåÿêà âåëè÷èíà, ùî ìà¹ çìiñò êîåôiöi¹íòà �ïðóæíîñòi� äèïîëÿ, l � ðiâíî-
âàæíà âiäñòàíü ìiæ çàðÿäàìè äèïîëÿ â çàäàíîìó ïîëi. Ç óìîâè ðiâíîâàãè
κl = |q|E âèïëèâà¹, ùî κ = |q|E/l. Îñêiëüêè, çà îçíà÷åííÿì, äèïîëüíèé
ìîìåíò ìîëåêóëè p = |q|l, òî äëÿ âåëè÷èíè ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨, ÿêî¨ êâà-
çiïðóæíèé äèïîëü íàáóâà¹ â åëåêòðè÷íîìó ïîëi, äiñòà¹ìî:

|U | = 1

2
κl2 =

1

2
|q|lE =

1

2
pE =

1

2
αE2.

Îá ðóíòó¹ìî òà óòî÷íèìî öþ ôîðìóëó íà îñíîâi íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü.
Íåõàé çîâíiøí¹ åëåêòðè÷íå ïîëå êâàçiñòàòè÷íî çðîñòà¹ âiä íóëÿ äî êiíöå-
âîãî çíà÷åííÿ E, e � çíà÷åííÿ ïîëÿ ó ïðîìiæíèé ìîìåíò ÷àñó, êîëè ïîëÿ-
ðèçîâàíà ìîëåêóëà âæå ìà¹ äèïîëüíèé ìîìåíò p = |q|l = αe, äå l = r+−r−
� ðàäióñ-âåêòîð, ïðîâåäåíèé iç öåíòðà âiä'¹ìíîãî çàðÿäó äî öåíòðà äîäàò-
íîãî, r+ i r− � ðàäióñ-âåêòîðè öèõ öåíòðiâ. Ïðè ïîäàëüøîìó çðîñòàííi ïîëÿ
íà ìàëó âåëè÷èíó de âîíî âèêîíó¹ íàä çàðÿäàìè ìîëåêóëè ðîáîòó

dA = |q|edr+ − |q|edr− = |q|ed (r+ − r−) = e|q|dl = edp = αede,

ÿêà äîðiâíþ¹ çìiíi ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ìîëåêóëè â çàäàíîìó ïîëi, óçÿòié
ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì:

dU = −dA = −αede.

Çiíòåãðóâàâøè öå ñïiââiäíîøåííÿ çà e â ìåæàõ âiä íóëÿ äî E, äiñòà¹ìî:

U = −1

2
αE2. (1.68)

Çàóâàæåííÿ. 1) Ìè âèâåëè ôîðìóëó (1.68), ñêîðèñòàâøèñü ãàóññîâîþ
ñèñòåìîþ îäèíèöü äëÿ åëåêòðè÷íèõ i ìàãíiòíèõ âåëè÷èí. Ó Ìiæíàðîä-
íié ñèñòåìi îäèíèöü (ÑI) äèïîëüíèé ìîìåíò îçíà÷à¹òüñÿ òèì ñàìèì âè-
ðàçîì p = |q|l, à ïîëÿðèçîâíiñòü ìîëåêóëè � ñïiââiäíîøåííÿì p = ε0αE,
äå ε0 = 107/(4πc2) ≃ 8, 854 · 10−12Ô/ì � òàê çâàíà äiåëåêòðè÷íà ïðîíèê-
íiñòü âàêóóìó àáî åëåêòðè÷íà ñòàëà, c ≃ 2, 998 · 108 ì/ñ � øâèäêiñòü ñâiòëà
ó âàêóóìi. Òîìó â ñèñòåìi ÑI ôîðìóëà (1.68) íàáèðà¹ âèãëÿäó

U = −1

2
ε0αE

2. (1.69)

Ïîëÿðèçîâíîñòi ìîëåêóë â îáîõ ñèñòåìàõ âèìiðþþòüñÿ â îäèíèöÿõ îá'¹ìó
i ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì αCI(ó ì3) = 4π · 10−6 αãàóñc(ó ñì3). Äîâåäiòü öi
òâåðäæåííÿ ñàìîñòiéíî.

2) Ùîá ïåðåòâîðèòè åëåêòðîäèíàìi÷íi ôîðìóëè ç ãàóññîâî¨ ñèñòåìè îäè-
íèöü ó ñèñòåìó ÑI, ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ñèñòåìîþ (óçàãàëi êàæó÷è, íåîä-
íîçíà÷íîþ) �ïåðåâiäíèõ� êîåôiöi¹íòiâ. Öåé ïðèéîì çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùî
êîæíó ôiçè÷íó âåëè÷èíó â ðiâíÿííi, çàïèñàíîìó â ãàóññîâié ñèñòåìi, òðåáà
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çàìiíèòè öi¹þ æ âåëè÷èíîþ, ïîìíîæåíîþ íà ïåâíèé êîåôiöi¹íò. Âèêîíàâ-
øè â çäîáóòîìó ñïiââiäíîøåííi ñêîðî÷åííÿ, äiñòà¹ìî øóêàíå ðiâíÿííÿ â
ñèñòåìi ÑI.

Çîêðåìà, äëÿ ìåõàíi÷íèõ âåëè÷èí ïåðåâiäíi êîåôiöi¹íòè íå ââîäÿòüñÿ,
à äëÿ åëåêòðè÷íîãî çàðÿäó, äèïîëüíîãî ìîìåíòó, íàïðóæåíîñòi åëåêòðè÷-
íîãî ïîëÿ, äiåëåêòðè÷íî¨ ïðîíèêíîñòi òà ïîëÿðèçîâíîñòi ìîëåêóëè ïðàâèëà
ïåðåâîäó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

q → 1√
4πε0

q, p → 1√
4πε0

p, E →
√
4πε0E, ε→ ε, α→ 1

4π
α.

Çíàõîäèìî, íàïðèêëàä:

p = |q|l (ãàóññîâà) → 1√
4πε0

p =
1√
4πε0

|q|l → p = |q|l (ÑI),

p = αE (ãàóññîâà) → 1√
4πε0

p =
1

4π
α
√
4πε0E → p = ε0αE (ÑI).

Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî ïðè ïåðåõîäi âiä ãàóññîâî¨ ñèñòåìè äî ñèñòåìè
ÑI âåëè÷èíà 1

2αE
2 íàáèðà¹ âèãëÿäó 1

2ε0αE
2, à âåëè÷èíà p·E íå çìiíþ¹òüñÿ.

3) Âiäïîâiäíi ïðàâèëà ïåðåõîäó äëÿ ìàãíiòíîãî ìîìåíòó m, íàïðóæå-
íîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ H, ìàãíiòíî¨ ïðîíèêíîñòi µ òà ìàãíiòíî¨ ñïðèéíÿò-
ëèâîñòi χ äàþòüñÿ ôîðìóëàìè

m →
√
µ0
4π

m, H →
√

4πµ0H, µ→ µ, χ→ 1

4π
χ,

äå µ0 = 4π · 10−7 Ãí/ì ≃ 1, 257 · 10−6 Ãí/ì � ìàãíiòíà ïðîíèêíiñòü âàêóóìó
àáî ìàãíiòíà ñòàëà. Øâèäêiñòü ñâiòëà ó âàêóóìi c ïðè ïåðåõîäi âiä ãàóññîâî¨
ñèñòåìè äî ñèñòåìè ÑI çàìiíÿ¹òüñÿ âèðàçîì 1/

√
ε0µ0.

Ïîâåðíiìîñÿ äî ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i. Ñêîðèñòàâøèñü âèðàçîì (1.69) òà
ðîçïîäiëîì Áîëüöìàíà äëÿ ìîëåêóë iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó â çîâíiø-
íüîìó ïîëi, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî êîíöåíòðàöiÿ ãàçó íåïîëÿðíèõ ìîëå-
êóë ìiæ ïëàñòèíàìè çàðÿäæåíîãî êîíäåíñàòîðà âèçíà÷à¹òüñÿ â îäèíèöÿõ
ÑI ôîðìóëîþ

n = n0e
ε0αE2/2kT .

Áà÷èìî, ùî âîíà çðîñòà¹ â ïîðiâíÿííi ç êîíöåíòðàöi¹þ ãàçó ïîçà ìåæàìè
êîíäåíñàòîðà, òîáòî ìîëåêóëè âòÿãóþòüñÿ â åëåêòðè÷íå ïîëå êîíäåíñàòîðà.
Çîêðåìà, ïðè α = 1, 73 · 10−30 ì3 (ìîëåêóëà N2), E = 3 · 106 Â/ì i T = 300Ê
âiäíîñíà çìiíà êîíöåíòðàöi¨ (n− n0)/n0 = eε0αE

2/2kT − 1 ≃ ε0αE
2/2kT ≈

≈ 2 · 10−8. Âiäïîâiäíèì ÷èíîì çðîñòà¹ é òèñê ãàçó ìiæ ïëàñòèíàìè. Íàãà-
äà¹ìî, ùî öi ðåçóëüòàòè áóëè îòðèìàíi â íàáëèæåííi, êîëè âçà¹ìíèì âïëè-
âîì ìîëåêóë ìîæíà çíåõòóâàòè, à òîìó ïîëå, ùî äi¹ íà âèäiëåíó ìîëåêóëó
âñåðåäèíi ãàçó, çáiãà¹òüñÿ iç çîâíiøíiì ïîëåì.

Ïðèêëàäàìè íåïîëÿðíèõ ìîëåêóë ¹ H2 (α = 0, 80 · 10−30 ì3) , N2, O2

(1, 56 · 10−30 ì3) òà ¨ì ïîäiáíi, CO2 (2, 59 · 10−30 ì3), CH4 (2, 4 · 10−30 ì3),
CCl4 (10 · 10−30 ì3).
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Äèïîëüíèé ãàç ó çîâíiøíüîìó ïîëi

Çàâäàííÿ 23. Iäåàëüíèé êëàñè÷íèé ãàç äèïîëüíèõ ìîëåêóë çi ñòàëèìè
åëåêòðè÷íèìè ìîìåíòàìè p çíàõîäèòüñÿ ó ñòàòè÷íîìó îäíîðiäíîìó åëåê-
òðè÷íîìó ïîëi E0. Çíàéäiòü:

à) ðiâíîâàæíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó çà íàïðÿìàìè ìîìåíòó ìîëåêóëè;
á) äèïîëüíèé ìîìåíò ãàçó â ïîëi.
ßê çìiíÿòüñÿ ðåçóëüòàòè, ÿêùî ìîâà éòèìå ïðî ãàç ìîëåêóë çi ñòàëèìè

ìàãíiòíèìè ìîìåíòàìè m ó ñòàòè÷íîìó îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi H0?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ïðîñòîòè ââàæàòèìåìî, ùî ìîëåêóëè ãàçó ¹ æîðñòêè-
ìè òà ìàþòü ôîðìó ðîòàòîðiâ, à ¨õ åëåêòðè÷íi ìîìåíòè íàïðÿìëåíi âçäîâæ
ñàìèõ ìîëåêóë (ðîòàòîðiâ). Òàêi ìîëåêóëè äàëi íàçèâàòèìåìî äèïîëÿìè.

Ïîëîæåííÿ äèïîëÿ ó ïðîñòîði ìîæíà îäíîçíà÷íî îïèñàòè çà äîïîìî-
ãîþ ï'ÿòüîõ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò: òðüîõ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò X,Y, Z
öåíòðà ìàñ äèïîëÿ òà äâîõ êóòiâ θ é α, ùî âèçíà÷àþòü îði¹íòàöiþ äèïîëÿ
âiäíîñíî ñèñòåìè öåíòðà ìàñ. Ïðè íàÿâíîñòi çîâíiøíüîãî ïîëÿ E0 âiñü OZ
îñòàííüî¨ çðó÷íî íàïðÿìèòè âçäîâæ E0 òà ïåðåéòè äî ñôåðè÷íèõ êîîðäè-
íàò, ðîçãëÿäàþ÷è êóò θ ìiæ íàïðÿìîì ïîëÿ òà âiññþ äèïîëÿ ÿê ïîëÿðíèé
êóò, à êóò α � ÿê àçèìóòàëüíèé êóò ó öié ñèñòåìi. Âiäïîâiäíèìè óçàãàëüíå-
íèìè iìïóëüñàìè âèñòóïàþòü òðè äåêàðòîâi êîìïîíåíòè Px, Py, Pz iìïóëüñó
öåíòðà ìàñ òà êîìïîíåíòè Mθ i Mα ìåõàíi÷íîãî ìîìåíòó äèïîëÿ.

ßêùî ïîëÿ íåìà¹, òî ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà äèïîëÿ çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ
Ãàìiëüòîíà ðîòàòîðà é ìà¹ âèãëÿä (äèâ. çàâäàííÿ 28)

H =
1

2M

(
P 2
x + P 2

y + P 2
z

)
+

1

2I

(
M2
θ +

M2
α

sin2 θ

)
,

äå ïåðøèé äîäàíîê äîðiâíþ¹ êiíåòè÷íié åíåðãi¨ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó äèïîëÿ,
à äðóãèé � êiíåòè÷íié åíåðãi¨ éîãî îáåðòàëüíîãî ðóõó (M òà I � ìàñà òà
ìîìåíò iíåðöi¨ äèïîëÿ). Ó çîâíiøíüîìó ïîëi E0 äèïîëü íàáóâà¹ äîäàòêîâî¨
ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨

U = −p ·E0 = −pE0 cos θ. (1.70)

Ñïðàâäi, åíåðãiÿ U äîðiâíþ¹ ñóìi åíåðãié çàðÿäiâ +|q| òà −|q|, ùî óòâîðþ-
þòü äèïîëü, çíàõîäÿ÷èñü ó òî÷êàõ iç ðàäióñ-âåêòîðàìè r+ = r+ l òà r− = r:
U = |q| [φ(r+ l)− φ(r)], äå φ(r) � ïîòåíöiàë çîâíiøíüîãî åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ
â òî÷öi r. Óâàæàþ÷è âåêòîð l íåñêií÷åííî ìàëèì, ìîæåìî çàïèñàòè:

U ≃ |q|
[
φ(r) +

∂φ(r)

∂r
· l− φ(r)

]
= −|q|E0 · l = −p ·E0.

Îòæå, ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà äèïîëÿ, ùî ïåðåáóâà¹ â çîâíiøíüîìó ïîëi,

H ′ = H + U =
1

2M

(
P 2
x + P 2

y + P 2
z

)
+

1

2I

(
M2
θ +

M2
α

sin2 θ

)
− pE0 cos θ. (1.71)
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Ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó òàêèõ äèïîëiâ äîðiâíþ¹
ñóìi âñiõ îäíî÷àñòèíêîâèõ âíåñêiâ âèäó (1.71):

H ′
sys =

N∑
i=1

H ′
i,

äå iíäåêñ i íóìåðó¹ äèïîëi.
Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò òà âiäïîâiäíèõ

óçàãàëüíåíèõ iìïóëüñiâ äèïîëiâ ïîïàäàþòü â åëåìåíòàðíó îáëàñòü

dΓ =

N∏
i=1

dPixdPiydPizdMiθdMiαdXidYidZidθidαi

ôàçîâîãî ïðîñòîðó ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà

dW (Γ) ∼ e−H
′
sys/kTdΓ.

Ó ñèëó àäèòèâíî¨ ñòðóêòóðè H ′
sys âií ðîçïàäà¹òüñÿ íà äîáóòîê ðîçïîäiëiâ

âèäó (iíäåêñ i îïóñêà¹ìî)

dw (Px, Py, Pz,Mθ,Mα, X, Y, Z, θ, α) ∼ e−H
′/kTdPxdPydPzdMθdMα×

×dXdY dZdθdα (1.72)

äëÿ îêðåìèõ äèïîëiâ, äåH ′ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.71). Ðîçïîäië (1.72) âèçíà-
÷à¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ äè-
ïîëÿ ïîïàäóòü â iíòåðâàëè çíà÷åíü, ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàðíié îáëàñòi
dPxdPydPzdMθdMαdXdY dZdθdα éîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó.

Îòæå, óíàñëiäîê òîãî, ùî äèïîëi ìiæ ñîáîþ íå âçà¹ìîäiþòü, ðîçïîäiëè,
ùî âèçíà÷àþòü ¨õ ïðîñòîðîâi ïîëîæåííÿ òà îði¹íòàöi¨ â çîâíiøíüîìó ïîëi,
¹ ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíèìè; êîæíèé ç öèõ ðîçïîäiëiâ îïèñó¹òüñÿ ôîðìó-
ëîþ (1.72). Ç íå¨, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî âñi ïîëîæåííÿ öåíòðà ìàñ äèïîëÿ
ó ïðîñòîði ¹ ðiâíîéìîâiðíèìè.

à) Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (1.72), ùîá îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü dw(θ, α)
çíàéòè äèïîëü (òîáòî éîãî åëåêòðè÷íèé ìîìåíò) îði¹íòîâàíèì òàêèì ÷è-
íîì, ùî çíà÷åííÿ êóòiâ θ i α ëåæàòü â iíòåðâàëàõ âiäïîâiäíî (θ, θ + dθ) i
(α, α+ dα), à ðåøòà êîîðäèíàò òà iìïóëüñè ìàþòü äîâiëüíi äîïóñòèìi çíà-
÷åííÿ. Iìîâiðíiñòü dw(θ, α) i âèçíà÷à¹ ðiâíîâàæíèé ðîçïîäië çà íàïðÿìàìè
ìîìåíòó äèïîëÿ.

Çãiäíî iç çàãàëüíèì ïðàâèëîì, äëÿ îá÷èñëåííÿ dw(θ, α) ðîçïîäië (1.72)
òðåáà çiíòåãðóâàòè çà êîîðäèíàòàìè X, Y , Z, ñïðÿæåíèìè äî íèõ iìïóëüñà-
ìè Px, Py, Pz, òà çà ìîìåíòàìè Mθ i Mα. Ç ÿâíîãî âèãëÿäó ôóíêöi¨ Ãàìiëü-
òîíà (1.71) ëåãêî áà÷èòè, ùî ðåçóëüòàòè iíòåãðóâàííÿ çà êîîðäèíàòàìè òà
êîìïîíåíòàìè iìïóëüñó öåíòðà ìàñ äèïîëÿ âiä êóòiâ íå çàëåæàòü. Òå ñàìå
ñòîñó¹òüñÿ é ðåçóëüòàòó iíòåãðóâàííÿ çà ìîìåíòîì Mθ. Âèêîíàâøè öi ií-
òåãðóâàííÿ òà âêëþ÷èâøè ¨õ ðåçóëüòàòè â êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi, äëÿ
dw(θ, α) ìàòèìåìî:

42



dw(θ, α) ∼

 ∞∫
−∞

e−M
2
α/2IkT sin2 θdMα

 epE0 cos θ/kTdθdα.

Iíòåãðàë, ùî çàëèøèâñÿ â öié ôîðìóëi, ¹ iíòåãðàëîì Ïóàññîíà:

∞∫
−∞

e−M
2
α/2IkT sin2 θdMα =

√
2πIkT sin θ.

Îòæå, äëÿ øóêàíîãî ðîçïîäiëó äiñòà¹ìî

dw(θ, α) = CepE0 cos θ/kT sin θdθdα, (1.73)

äå ìíîæíèê C âèçíà÷à¹ìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ:

C

π∫
0

dθ

2π∫
0

dα sin θ epE0 cos θ/kT = [çàìiíà x = cos θ] =

= 2πC

1∫
−1

e(pE0/kT )xdx = C
4πkT

pE0
sh
pE0

kT
= 1,

C =
pE0

4πkT sh pE0

kT

. (1.74)

Îñêiëüêè sin θdθdα = dΩ � åëåìåíò òiëåñíîãî êóòà, òî ôîðìóëè (1.73) i
(1.74) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

dw(Ω) = Ce−U/kTdΩ, C =

(∫
e−U/kTdΩ

)−1

.

Áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ dw(Ω), ÿêà âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü äèïîëþ (ìîìåíòó
äèïîëÿ) áóòè îði¹íòîâàíèì ïîëåì â åëåìåíòàðíèé òiëåñíèé êóò dΩ, ç òî÷-
íiñòþ äî íîðìóâàëüíîãî ìíîæíèêà äîðiâíþ¹ äîáóòêó âåëè÷èíè öüîãî êóòà
íà áîëüöìàíiâñüêèé ìíîæíèê e−U/kT (ç åíåðãi¹þ (1.70)), òîáòî ìà¹ òàêó
ñàìó ñòðóêòóðó, ùî é ðîçïîäië Áîëüöìàíà (1.61) äëÿ éìîâiðíîñòi òî÷êî-
âié ÷àñòèíöi iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó â çîâíiøíüîìó ïîëi çíàõîäèòèñÿ â
ïåâíié åëåìåíòàðíié îáëàñòi ïðîñòîðó.

á) Ïiä äi¹þ çîâíiøíüîãî åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ êîæíèé äèïîëü íàìàãà¹òü-
ñÿ âèøèêóâàòèñÿ â íàïðÿìi öüîãî ïîëÿ, îñêiëüêè òàêà îði¹íòàöiÿ âiäïîâiäà¹
ìiíiìàëüíîìó çíà÷åííþ éîãî ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ (1.70). Öüîìó ïåðåøêî-
äæà¹ òåïëîâèé ðóõ äèïîëiâ, ÿêèé íàìàãà¹òüñÿ çðîáèòè îði¹íòàöiþ äèïîëiâ
õàîòè÷íîþ. Ó ðåçóëüòàòi êîíêóðåíöi¨ öèõ äâîõ ôàêòîðiâ äèïîëi âèøèêîâó-
þòüñÿ ïiä ïåâíèìè êóòàìè θi äî íàïðÿìó ïîëÿ E0. Î÷åâèäíî, ùî ñåðåäíi
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çíà÷åííÿ p⟨cos θi⟩ ïðîåêöié åëåêòðè÷íèõ ìîìåíòiâ äèïîëiâ íà íàïðÿì ïîëÿ
çáiãàþòüñÿ; îá÷èñëþ¹ìî ¨õ çà äîïîìîãîþ ðîçïîäiëó (1.73), (1.74):

p⟨cos θ⟩ = pC

π∫
0

dθ

2π∫
0

dα cos θ sin θepE0 cos θ/kT = [çàìiíà x = cos θ] =

= 2πpC

1∫
−1

x e(pE0/kT )xdx = pL
(
pE0

kT

)
,

äå ìè âðàõóâàëè, ùî

1∫
−1

xeλxdx =
∂

∂λ

1∫
−1

eλxdx =
∂

∂λ

(
2

λ
shλ

)
=

2

λ

(
chλ− shλ

λ

)
,

i ââåëè â ðîçãëÿä ôóíêöiþ Ëàíæåâåíà

L(λ) = cthλ− 1

λ
.

Îñêiëüêè ñåðåäíi çíà÷åííÿ ïðîåêöié åëåêòðè÷íèõ ìîìåíòiâ äèïîëiâ íà
íàïðÿì, ïåðïåíäèêóëÿðíèé ïîëþ, äîðiâíþþòü íóëþ (ïîêàæiòü öå!), ïðèõî-
äèìî äî âèñíîâêó, ùî ïîâíèé äèïîëüíèé ìîìåíò ãàçó íàïðÿìëåíèé óçäîâæ
çîâíiøíüîãî ïîëÿ i ìà¹ âåëè÷èíó

P = Np⟨cos θ⟩ = NpL
(
pE0

kT

)
. (1.75)

Ùîá ïðîàíàëiçóâàòè ðåçóëüòàò (1.75), äîñëiäèìî àñèìïòîòèêè òà çîáðàçè-
ìî ãðàôiê ôóíêöi¨ Ëàíæåâåíà äëÿ íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó (ðèñ. 23.1).

Ïðè x≪ 1 ìà¹ìî

chx ≈ 1 +
1

2
x2, shx ≈ x+

1

6
x3,

cthx ≈
1 +

1

2
x2

x

(
1 +

1

6
x2
) ≈ 1

x

(
1 +

1

2
x2
)(

1− 1

6
x2
)

≈

≈ 1

x

(
1 +

1

2
x2 − 1

6
x2
)

=
1

x
+

1

3
x,

îòæå,

L(x) ≈ 1

3
x.

Ïðè x≫ 1

cthx→ 1,
1

x
→ 0,

îòæå,
L(x) → 1.
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Ðèñ. 23.1. Ôóíêöiÿ Ëàíæåâåíà òà ¨¨ àñèìïòîòè.

Áà÷èìî, ùî ó âèïàäêó ñëàáêèõ ïîëiâ i âèñîêèõ òåìïåðàòóð (pE0 ≪ kT )
ïîâíèé äèïîëüíèé ìîìåíò ãàçó

P ≃ Np2

3kT
E0,

à ïîëÿðèçàöiÿ (äèïîëüíèé ìîìåíò îäèíèöi îá'¹ìó) ãàçó

P =
P
V

≃ np2

3kT
E0.

Çâiäñè, íåõòóþ÷è ðiçíèöåþ ìiæ çîâíiøíiì ïîëåì E0 i ñåðåäíiì ìàêðîñêî-
ïi÷íèì ïîëåì E â ãàçi, îòðèìó¹ìî îöiíêè äëÿ äiåëåêòðè÷íî¨ ñïðèéíÿòëè-
âîñòi χ (îçíà÷åíî¨ ñïiââiäíîøåííÿì P = χE) òà äiåëåêòðè÷íî¨ ïðîíèêíîñòi
ε = 1 + 4πχ (D = E+ 4πP = εE, D � âåêòîð åëåêòðè÷íî¨ iíäóêöi¨) ãàçó:

χ ≃ np2

3kT
, ε = 1 + 4πχ ≃ 1 +

4πnp2

3kT
.

Ó ñèëüíèõ ïîëÿõ i ïðè íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ (pE0 ≫ kT ) óñi äèïîëi
çîði¹íòîâàíi âçäîâæ ïîëÿ, òîìó ïîâíèé äèïîëüíèé ìîìåíò ãàçó äîñÿãà¹
ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ

P = Np,

òîáòî âèõîäèòü íà íàñè÷åííÿ.
Åëåêòðè÷íèé äèïîëüíèé ìîìåíò ìîëåêóë ïðèéíÿòî âèìiðþâàòè â äåáà-

ÿõ, Ä: 1Ä = 1 · 10−18 îä. ÑÃÑÅ = 3, 34 · 10−30Êë · ì. Éîãî çíà÷åííÿ äëÿ
äåÿêèõ ïîëÿðíèõ ìîëåêóë íàâåäåíî â òàáëèöi 23.1.
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Òàáëèöÿ 23.1

Ãàç HCl HBr HF CO H2O NH3

p,Ä 1,08 0,80 1,91 0,12 1,85 1,47

Íåõàé iíäèâiäóàëüíèé äèïîëüíèé ìîìåíò ìîëåêóë ãàçó p = 1Ä. Äëÿ
òåìïåðàòóðè T = 300Ê óìîâà ñëàáêîñòi çîâíiøíüîãî ïîëÿ E0 ≪ kT/p áó-
äå ñïðàâäæóâàòèñÿ ïðè E0 ≪ 109 Â/ì, òîáòî íàâiòü äëÿ ïîëiâ, ùî ìîæóòü
ñïðè÷èíÿòè åëåêòðè÷íèé ïðîáié ó ãàçi (ó ïîâiòði ïðè àòìîñôåðíîìó òèñ-
êó ïðîáié âiäáóâà¹òüñÿ ïðè E0 ≈ 3 · 106 Â/ì). Ç äðóãîãî áîêó, äëÿ ïîëÿ
íàïðóæåíiñòþ E0 = 107 Â/ì ïiä âèñîêèìè ñëiä ðîçóìiòè òåìïåðàòóðè, ùî
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó T ≫ pE0/k ≈ 2Ê.

Äëÿ ãàçó ìîëåêóë, ùî ìàþòü ñòàëi ìàãíiòíi ìîìåíòè m i ïåðåáóâàþòü ó
ñòàòè÷íîìó îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi H0, äå âîíè ìàþòü ïîòåíöiàëüíó
åíåðãiþ U = −m ·H0 = −mH0 cos θ, àíàëiç âèêîíó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. Òîìó
â îòðèìàíèõ âèùå ðåçóëüòàòàõ äîñòàòíüî ïåðåïîçíà÷èòè p→ m, E0 → H0,
P → M, P → M i ε → µ, ðîçóìiþ÷è ïiä M, M , χ i µ âiäïîâiäíî ïîâ-
íèé ìàãíiòíèé ìîìåíò, íàìàãíi÷åíiñòü, ìàãíiòíó ñïðèéíÿòëèâiñòü i ìàãíiò-
íó ïðîíèêíiñòü ãàçó.

Çàëåæíiñòü χ ∼ 1/T äîáðå âèêîíó¹òüñÿ íà åêñïåðèìåíòi äëÿ ïàðàìàãíiò-
íèõ ãàçiâ; âîíà âiäîìà ÿê çàêîí Êþði.

Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî äèïîëüíi ìîëåêóëè, ÿê i íåïîëÿðíi, òåæ
ïîëÿðèçóþòüñÿ â çîâíiøíüîìó ïîëi, à òîìó ïîëÿðèçàöiÿ äèïîëüíîãî ãàçó
ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëÿðèçàöi¨ îði¹íòàöiéíîãî óïîðÿäêóâàííÿ ìîëåêóë òà ïîëÿ-
ðèçàöi¨ ¨õ êâàçiïðóæíî¨ äåôîðìàöi¨. Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüî¨ ïîâíèé äè-
ïîëüíèé ìîìåíòó ãàçó â ñëàáêèõ ïîëÿõ îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì

P =

(
Nα+

Np2

3kT

)
E0,

äå α � ïîëÿðèçîâíiñòü äèïîëüíî¨ ìîëåêóëè. Âiäïîâiäíi çìiíè òðåáà âíåñòè
i â iíøi ôîðìóëè.

Ñèñòåìà êëàñè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ

Çàâäàííÿ 24*. Ïîáóäóéòå êàíîíi÷íèé ðîçïîäië Ãiááñà äëÿ íîðìàëüíèõ
êîîðäèíàò òà âiäïîâiäíèõ iìïóëüñiâ ñèñòåìè íåâçà¹ìîäiþ÷èõ êëàñè÷íèõ îñ-
öèëÿòîðiâ. Çà éîãî äîïîìîãîþ îá÷èñëiòü ñåðåäíi çíà÷åííÿ êîîðäèíàò òà
iìïóëüñiâ, ¨õ êâàäðàòiâ òà åíåðãié îêðåìèõ îñöèëÿòîðiâ.

Âêàçiâêà. Êîëèâàëüíà ÷àñòèíà ôóíêöi¨ Ãàìiëüòîíà ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ
â íîðìàëüíèõ êîîðäèíàòàõ âèðàçîì

H(Pi,Qi) =
1

2

N∑
i=1

(
P2
i + ω2

iQ2
i

)
,
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äå Qi, Pi òà ωi � êîîðäèíàòà, iìïóëüñ òà ÷àñòîòà i-òîãî îñöèëÿòîðà.

Âiäïîâiäi. Ðîçïîäië Ãiááñà:

dW (Pi,Qi) ∼
N∏
i=1

(
1√

2πkT
e−P2

i /2kTdPi
)(

ωi√
2πkT

e−ω
2
iQ2

i/2kTdQi

)
.

Ñåðåäíi çíà÷åííÿ:

⟨Qi⟩ = 0; ⟨Pi⟩ = 0; ⟨Q2
i ⟩ =

kT

ω2
i

; ⟨P2
i ⟩ = kT ;

⟨εi⟩ =

⟨
1

2

(
P2
i + ω2

iQ2
i

)⟩
= kT.
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2. Ñòàòèñòè÷íà òåðìîäèíàìiêà iäåàëüíèõ ñèñòåì

Iäåàëüíèé îäíîàòîìíèé ãàç

Çàâäàííÿ 25. Äëÿ iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî îäíîàòîìíîãî ãàçó çíàéäiòü:
à) ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë; á) âiëüíó åíåðãiþ; â) âíóòðiøíþ åíåðãiþ; ã) òèñê,
òåðìi÷íå ðiâíÿííÿ ñòàíó òà ðiâíÿííÿ içîòåðìi÷íîãî, içîõîðè÷íîãî é içîáà-
ðè÷íîãî ïðîöåñiâ; ä) içîòåðìi÷íó ñòèñëèâiñòü; å) êîåôiöi¹íò òåïëîâîãî ðîç-
øèðåííÿ; ¹) åíòðîïiþ; æ) ïèòîìó òåïëî¹ìíiñòü ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi òà òåï-
ëî¹ìíiñòü, ùî ïðèïàäà¹ íà îäèí ñòóïiíü âiëüíîñòi; ç) ïèòîìó òåïëî¹ìíiñòü
ïðè ñòàëîìó òèñêó; è) ðiâíÿííÿ àäiàáàòè÷íîãî ïðîöåñó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé iäåàëüíèé êëàñè÷íèé ãàç ñêëàäà¹òüñÿ ç N îäíàêî-
âèõ ÷àñòèíîê (íàïðèêëàä, àòîìiâ) ìàñîþ m, ùî ìîæóòü ðóõàòèñÿ ëèøå
ïîñòóïàëüíî i ìiæ ñîáîþ íå âçà¹ìîäiþòü. Ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà òàêîãî ãàçó
ìà¹ âèãëÿä

H =

N∑
i=1

p2
i

2m
, (2.1)

äå pi � iìïóëüñ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ÷àñòèíêè ç íîìåðîì i. Äëÿ ïîäàëüøîãî
àíàëiçó ìåõàíi÷íèé ñòàí ãàçó çðó÷íî îïèñóâàòè çà äîïîìîãîþ êàíîíi÷íî
ñïðÿæåíèõ ðàäióñ-âåêòîðiâ ri = (xi, yi, zi) òà iìïóëüñiâ pi = (pix, piy, piz)
÷àñòèíîê ó äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò; òîäi p2

i = p2ix + p2iy + p2iz.

à) Ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë ãàçó

Z =

∫
e−H/kT

dΓ

N !(2π~)3N
, dΓ = dr1 . . . drNdp1 . . .pN ,

äå iíòåãðóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî âñüîìó ôàçîâîìó ïðîñòîðó ãàçó. Ç îãëÿäó íà
ÿâíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ (2.1) ìà¹ìî:

Z =
1

N !(2π~)3N

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN

∫
dp1 . . .

∫
dpN e

−
N∑

i=1

p2
i

2mkT
=

=
V N

N !(2π~)3N
N∏
i=1

(∫
dpi e

−p2
i/2mkT

)
=

V N

N !(2π~)3N

(∫
dp1 e

−p2
1/2mkT

)N
=

=
V N

N !(2π~)3N

 ∞∫
−∞

dp1x e
−p21x/2mkT

∞∫
−∞

dp1y e
−p21y/2mkT

∞∫
−∞

dp1z e
−p21z/2mkT

N

=

=
V N

N !(2π~)3N

 ∞∫
−∞

dp1x e
−p21x/2mkT

3N

.
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Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð iíòåãðàëîì Ïóàñcîíà
∞∫

−∞
dx e−αx

2

=
√
π/α, α > 0,

îñòàòî÷íî çíàõîäèìî:

Z =
V N

N !(2π~)3N
(2πmkT )3N/2. (2.2)

Ïiäêðåñëèìî, ùî ôîðìóëà (2.2) íå âðàõîâó¹ âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó àòî-
ìiâ (äèâ. çàâäàííÿ 38).

á) Âiëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè ïîâ'ÿçàíà iç ñòàòèñòè÷íèì iíòåãðàëîì ñïiââiä-
íîøåííÿì

F = −kT lnZ.

Ïiäñòàâèìî ñþäè âèðàç (2.2) òà ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Ñòiðëiíãà: lnN ! ≃
≃ N lnN −N ïðè N ≫ 1. Äiñòà¹ìî:

F = −NkT lnV + kT lnN !− 3N

2
kT ln

[
2πmkT

(2π~)2

]
=

= −NkT lnV +NkT

(
lnN − 1− 3

2
ln
mkT

2π~2

)
. (2.3)

â) Âíóòðiøíþ åíåðãiþ çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ Ãiááñà�Ãåëüì-
ãîëüöà äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨:

U = F − T

(
∂F

∂T

)
V,N

= −T 2

(
∂

∂T

F

T

)
V,N

.

Ç îãëÿäó íà (2.3) ìà¹ìî:

U = −T 2

{
∂

∂T

[
−Nk lnV +Nk

(
lnN − 1− 3

2
ln
mkT

2π~2

)]}
V,N

=

= −T 2

(
−3

2
Nk

1

T

)
=

3

2
NkT. (2.4)

ã) Òèñê ó ñèñòåìi âèçíà÷à¹òüñÿ ïîõiäíîþ

P = −
(
∂F

∂V

)
T,N

.

Äèôåðåíöiþþ÷è (2.3) çà îá'¹ìîì, çíàõîäèìî:

P =
NkT

V
.

Öå ôàêòè÷íî i ¹ òåðìi÷íå ðiâíÿííÿ ñòàíó iäåàëüíîãî ãàçó

PV = NkT. (2.5)

Óâàæàþ÷è êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ñòàëîþ (N = const) òà ôiêñóþ÷è ïî
÷åðçi òåìïåðàòóðó, îá'¹ì òà òèñê, äiñòà¹ìî ç (2.5) ðiâíÿííÿ içîòåðìi÷íîãî
(PV = const), içîõîðè÷íîãî (P/T = const) òà içîáàðè÷íîãî (V/T = const)
ïðîöåñiâ iäåàëüíîãî ãàçó.
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ä) Içîòåðìi÷íà ñòèñëèâiñòü õàðàêòåðèçó¹ âiäíîñíó çìiíó îá'¹ìó ñèñòåìè
ïðè çìiíi òèñêó íà îäèíèöþ çà óìîâè, ùî òåìïåðàòóðà ñèñòåìè çàëèøà¹òüñÿ
ñòàëîþ:

βT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T,N

.

Äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó V = NkT/P , (∂V /∂P )T,N = −NkT/P 2 = −V/P , îòæå,

βT =
1

P
.

å) Êîåôiöi¹íò òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ õàðàêòåðèçó¹ âiäíîñíó çìiíó îá'¹ìó
ñèñòåìè ïðè çìiíi òåìïåðàòóðè íà îäèíèöþ çà óìîâè, ùî òèñê ó ñèñòåìi
ïiäòðèìó¹òüñÿ ñòàëèì:

αP =
1

V

(
∂V

∂T

)
P,N

.

Äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó (∂V /∂T )P,N = Nk/P = V/T , òîìó

αP =
1

T
.

¹) Åíòðîïiþ îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

.

Ñêîðèñòàâøèñü (2.3), çíàõîäèìî:

S = Nk lnV −Nk

(
lnN − 1− 3

2
ln
mkT

2π~2

)
+

3

2
Nk =

= Nk lnV −Nk lnN +
5

2
Nk +

3

2
Nk ln

mkT

2π~2
. (2.6)

æ) Òåïëî¹ìíiñòü äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi òåïëà, ÿêó òðåáà ïiäâåñòè äî ñè-
ñòåìè, ùîá ïiäíÿòè ¨¨ òåìïåðàòóðó íà îäèíèöþ. Âîíà çàëåæèòü âiä óìîâ
ïðîâåäåííÿ ïðîöåñó. ßêùî, íàïðèêëàä, îá'¹ì ñèñòåìè ïiäòðèìó¹òüñÿ ñòà-
ëèì, ãîâîðÿòü ïðî òåïëî¹ìíiñòü ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi:

CV =

(
δQ

δT

)
V,N

.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè V = const ðîáîòà ñèñòåìîþ íå çäiéñíþ¹òüñÿ: δA = 0.
Òîäi, çãiäíî ç ïåðøèì íà÷àëîì òåðìîäèíàìiêè, δQ = dU . Êðiì òîãî, äëÿ
êâàçiñòàòè÷íèõ ïðîöåñiâ δQ = TdS. Ïðè öèõ çàñòåðåæåííÿõ

CV =

(
∂U

∂T

)
V,N

= T

(
∂S

∂T

)
V,N

.
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Ñêîðèñòàâøèñü öi¹þ ôîðìóëîþ òà (2.4) àáî (2.6), äëÿ iäåàëüíîãî îäíîàòîì-
íîãî ãàçó çíàõîäèìî:

CV =
3

2
Nk.

Ïèòîìà (îá÷èñëåíà íà îäíó ÷àñòèíêó) òåïëî¹ìíiñòü òàêîãî ãàçó

cV =
CV
N

=
3

2
k.

Îñêiëüêè êîæíà éîãî ÷àñòèíêà ìà¹ òðè ïîñòóïàëüíi ñòóïåíi âiëüíîñòi, ðîáè-
ìî âèñíîâîê, ùî îäíîìó ïîñòóïàëüíîìó ñòóïåíþ âiëüíîñòi âiäïîâiäà¹ âíå-
ñîê k/2 ó ïèòîìó òåïëî¹ìíiñòü cV .

ç) Òåïëî¹ìíiñòü ïðè ñòàëîìó òèñêó

CP =

(
δQ

δT

)
P,N

.

Äëÿ ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü CP ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ êiëüêîìà ñïîñîáà-
ìè. Çîêðåìà, ç ïåðøîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìiêè òà óìîâè êâàçiñòàòè÷íîñòi
ïðîöåñó ìà¹ìî: δQ = TdS = dU + pdV . Âiäïîâiäíî,

CP = T

(
∂S

∂T

)
P,N

=

(
∂U

∂T

)
P,N

+ P

(
∂V

∂T

)
P,N

. (2.7)

Ç äðóãîãî áîêó, ìîæíà çàñòîñóâàòè ñòðîãå òåðìîäèíàìi÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

CP = CV − T

(
∂P

∂T

)2

V,N

/(
∂P

∂V

)
T,N

, (2.8)

ÿêå äîâåäåìî äåùî ïiçíiøå.
Ñïåðøó îá÷èñëþ¹ìî ïîõiäíó åíòðîïi¨ çà òåìïåðàòóðîþ ó ôîðìóëi (2.7).

Äëÿ öüîãî â (2.6) çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ ñòàíó âèðàæà¹ìî V ÷åðåç P i T :
V = NkT/P . Äiñòà¹ìî:

S = Nk ln
NkT

P
−Nk lnN +

5

2
Nk +

3

2
Nk ln

mkT

2π~2
,(

∂S

∂T

)
P,N

= Nk
1

T
+

3

2
Nk

1

T
=

5

2
Nk

1

T
,

CP = T

(
∂S

∂T

)
P,N

= T
5

2
Nk

1

T
=

5

2
Nk.

Òåïåð çíàõîäèìî ñóìó ïîõiäíèõ ó ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (2.7) (äèâ. òàêîæ
ôîðìóëó (2.4)):

CP =

(
∂U

∂T

)
P,N

+ P

(
∂V

∂T

)
P,N

=
3

2
Nk + P

Nk

P
=

5

2
Nk.
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I, íàðåøòi, ñïiââiäíîøåííÿ (2.8) äà¹:

CP = CV − T

(
Nk

V

)2/(
−NkT

V 2

)
=

3

2
Nk +Nk =

5

2
Nk.

ßê i ñëiä áóëî î÷iêóâàòè, â óñiõ âèïàäêàõ äiñòà¹ìî òîé ñàìèé ðåçóëüòàò.
Ïèòîìà òåïëî¹ìíiñòü (âiäíåñåíà äî îäíi¹¨ ÷àñòèíêè) iäåàëüíîãî îäíîàòîì-
íîãî ãàçó ïðè ñòàëîìó òèñêó

cP =
CP
N

=
5

2
k.

è) Äëÿ ðiâíîâàæíîãî àäiàáàòè÷íîãî ïðîöåñó

S = const.

Äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü ó öüîìó ðiâíÿííi çðó÷íiøå ïåðåéòè äî âåëè-
÷èí, ÿêi âiäíîñíî ïðîñòî âèìiðþâàòè åêñïåðèìåíòàëüíî, íàïðèêëàä, òèñêó
òà îá'¹ìó ãàçó. Âèðàçèâøè òåìïåðàòóðó ÷åðåç íèõ iç ðiâíÿííÿ ñòàíó (2.5),
T = PV/Nk, òà ïiäñòàâèâøè ðåçóëüòàò ó ôîðìóëó (2.6), äiñòà¹ìî:

Nk lnV −Nk lnN +
5

2
Nk +

3

2
Nk ln

mPV

2π~2N
= const.

Êðiì P i V , óñi iíøi âåëè÷èíè â öié ôîðìóëi � ñòàëi, òîìó äàëi ìîæåìî
çàïèñàòè

lnV + ln
(
P 3/2V 3/2

)
= const

àáî, îñòàòî÷íî,
PV 5/3 = const.

Çäîáóòèé ðåçóëüòàò � öå îêðåìèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ àäiàáàòè÷íîãî ïðî-
öåñó äëÿ iäåàëüíèõ ãàçiâ PV γ = const, äå γ = CP /CV = cP /cV � ïîêàçíèê
àäiàáàòè, çàïèñàíå äëÿ ãàçó, ÷àñòèíêè ÿêîãî ìîæóòü ðóõàòèñÿ ëèøå ïîñòó-
ïàëüíî.

Çìiøóâàííÿ iäåàëüíèõ îäíîàòîìíèõ ãàçiâ

Çàâäàííÿ 26. Ïîñóäèíó ðîçäiëåíî ïåðåãîðîäêîþ íà äâi ÷àñòèíè, ÿêi çà-
ïîâíåíi îäíàêîâèìè iäåàëüíèìè îäíîàòîìíèìè ãàçàìè ïðè îäíàêîâèõ çíà-
÷åííÿõ òåìïåðàòóðè é òèñêó. ßê çìiíèòüñÿ ïîâíà åíòðîïiÿ ñèñòåìè, ÿêùî
ïåðåãîðîäêó óñóíóòè é ãàçè çìiøàþòüñÿ? Ïîÿñíiòü îòðèìàíèé ðåçóëüòàò.
ßê âií çìiíèòüñÿ, ÿêùî ãàçè ðiçíi?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ÷àñòèíè ïîñóäèíè ìàþòü îá'¹ìè V1 i V2, êiëüêîñòi
÷àñòèíîê ãàçó â íèõ N1 i N2. Îñêiëüêè çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè T é òèñêó P
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ãàçiâ ó öèõ ÷àñòèíàõ îäíàêîâi, òî ç ðiâíÿíü ñòàíó PV1 = N1kT i PV2 = N2kT
âèïëèâà¹, ùî êîíöåíòðàöi¨ ÷àñòèíîê ãàçiâ ó íèõ òåæ çáiãàþòüñÿ:

N1

V1
=
N2

V2
≡ n.

Ïiñëÿ çìiøóâàííÿ êîíöåíòðàöiÿ ãàçó â ïîñóäèíi çàëèøà¹òüñÿ ðiâíîþ n.
Ñïðàâäi, ç îãëÿäó íà ïîïåðåäí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ìà¹ìî:

N1 +N2

V1 + V2
=
N1

V1

1 + N2

N1

1 + V2

V1

=
N1

V1
= n.

Çà óìîâîþ çàäà÷i ïîñóäèíó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çàìêíåíó ñèñòåìó.
Òîäi ñóìà åíåðãié ãàçiâ äî çìiøóâàííÿ äîðiâíþ¹ åíåðãi¨ ¨õ ñóìiøi ïiñëÿ
çìiøóâàííÿ: U1 + U2 = U1+2. Óðàõîâóþ÷è (2.4), ìîæåìî çàïèñàòè

3

2
N1kT +

3

2
N2kT =

3

2
(N1 +N2)kT

′.

Áà÷èìî, ùî ïiñëÿ çìiøóâàííÿ ãàçiâ òåìïåðàòóðà â ïîñóäèíi T ′ = T . Âiäïî-
âiäíî, çíà÷åííÿ òèñêó ïiñëÿ çìiøóâàííÿ P ′ = P .

Òåïåð óæå ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ (2.6). Ïîâíà åíòðîïiÿ ñè-
ñòåìè äî çìiøóâàííÿ

S = S1 + S2,

äå

S1 = N1k lnV1 −N1k lnN1 +
5

2
N1k +

3

2
N1k ln

mkT

2π~2
,

S2 = N2k lnV2 −N2k lnN2 +
5

2
N2k +

3

2
N2k ln

mkT

2π~2
,

ïîâíà åíòðîïiÿ ñèñòåìè ïiñëÿ çìiøóâàííÿ

S1+2 = (N1 +N2)k ln(V1 + V2)− (N1 +N2)k ln(N1 +N2)+

+
5

2
(N1 +N2)k +

3

2
(N1 +N2)k ln

mkT

2π~2
,

çìiíà ïîâíî¨ åíòðîïi¨ âíàñëiäîê çìiøóâàííÿ

∆S = S1+2 − (S1 + S2) = (N1 +N2)k ln(V1 + V2)− (N1 +N2)k ln(N1 +N2)−

− (N1k lnV1 −N1k lnN1 +N2k lnV2 −N2k lnN2) =

= −(N1 +N2)k ln
N1 +N2

V1 + V2
+N1k ln

N1

V1
+N2k ln

N2

V2
= 0.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè çìiøóâàííi îäíàêîâèõ ãàçiâ, ùî ïåðåáóâàþòü â îä-
íàêîâèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ óìîâàõ, ïîâíà åíòðîïiÿ ñèñòåìè íå çìiíþ¹òüñÿ.
Ç ìàêðîñêîïi÷íîãî ïîãëÿäó öåé ôàêò ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïiñëÿ óñóíåííÿ
ïåðåãîðîäêè â ñèñòåìi íå âiäáóâà¹òüñÿ æîäíèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ.
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Ó ðàìêàõ ìiêðîñêîïi÷íîãî ïiäõîäó ðiâíiñòü∆S = 0 çàáåçïå÷ó¹òüñÿ íàÿâ-
íiñòþ â çíàìåííèêó ñòàòèñòè÷íîãî iíòåãðàëà êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè ìíîæíèêà
N !, ïîâ'ÿçàíîãî ç êâàíòîâîìåõàíi÷íîþ òîòîæíiñòþ ¨¨ ÷àñòèíîê. Íàãàäà¹ìî,
ùî öåé ìíîæíèê óâîäèòüñÿ äëÿ òîãî, ùîá ó ñòàòèñòè÷íîìó iíòåãðàëi ïåðå-
éòè âiä iíòåãðóâàííÿ ïî îáëàñòÿõ, ùî âiäïîâiäàþòü ôiçè÷íî ðiçíèì ñòàíàì
ñèñòåìè, äî iíòåãðóâàííÿ ïî âñüîìó ôàçîâîìó ïðîñòîðó ñèñòåìè. Ïiñëÿ òà-
êîãî ïåðåõîäó êîæíîìó ôiçè÷íîìó ñòàíó ñèñòåìè âiäïîâiäàþòü N ! åëåìåí-
òàðíèõ êîìiðîê ôàçîâîãî ïðîñòîðó, îòðèìóâàíèõ âçà¹ìíèìè ïåðåñòàíîâêà-
ìè N òîòîæíèõ ÷àñòèíîê. Ó ðåçóëüòàòi äiëåííÿ íà ÷èñëî N ! óðàõîâó¹òüñÿ
âíåñîê ëèøå îäíi¹¨ ç íèõ.

ßêùî ìíîæíèê N ! ó çíàìåííèêó ñòàòèñòè÷íîãî iíòåãðàëà îïóñòèòè, òî
äëÿ åíòðîïi¨ iäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçó äiñòàíåìî âèðàç

S = Nk lnV +
3

2
Nk +

3

2
Nk ln

mkT

2π~2
,

à äëÿ çìiíè åíòðîïi¨ ïðè çìiøóâàííi äâîõ îäíàêîâèõ ãàçiâ � çíà÷åííÿ

∆S = N1k ln
V1 + V2
V1

+N2k ln
V1 + V2
V2

> 0.

Îòæå, iãíîðóâàííÿ ìíîæíèêà N ! âåäå äî ïàðàäîêñàëüíîãî âèñíîâêó, ùî
åíòðîïiÿ ñèñòåìè çìiíþ¹òüñÿ, õî÷ ¨¨ êiíöåâèé òà ïî÷àòêîâèé ñòàíè òåðìî-
äèíàìi÷íî íå âiäðiçíÿþòüñÿ.

ßêùî ÷àñòèíè ïîñóäèíè çàïîâíåíi ðiçíèìè ãàçàìè, òî ïiñëÿ óñóíåííÿ ïå-
ðåãîðîäêè â ñèñòåìi âiäáóâà¹òüñÿ ÿâèùå äèôóçi¨ � âèíèêàþòü ìàòåðiàëüíi
ïîòîêè ÷àñòèíîê öèõ ãàçiâ ç îäíi¹¨ ÷àñòèíè ïîñóäèíè â äðóãó, ÿêi â êiíöå-
âîìó ïiäñóìêó âåäóòü äî âèðiâíþâàííÿ ïàðöiàëüíèõ êîíöåíòðàöié ãàçiâ ïî
îá'¹ìó ïîñóäèíè. Ó öüîìó âèïàäêó ∆S ̸= 0.

Çàâäàííÿ 27*. Ïîáóäóéòå ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë äëÿ ñóìiøi äâîõ iäå-
àëüíèõ êëàñè÷íèõ îäíîàòîìíèõ ãàçiâ. Çà éîãî äîïîìîãîþ çíàéäiòü: à) âiëü-
íó òà âíóòðiøíþ åíåðãi¨ ñóìiøi, ¨¨ åíòðîïiþ òà òåïëî¹ìíiñòü; á) òèñê ñóìi-
øi; â) çìiíó åíòðîïi¨ â ïîïåðåäíüîìó çàâäàííi äëÿ âèïàäêó, êîëè ÷àñòèíè
ïîñóäèíè çàïîâíåíi ðiçíèìè ãàçàìè. Óçàãàëüíiòü îòðèìàíi ðåçóëüòàòè íà
âèïàäîê áàãàòîêîìïîíåíòíî¨ ñóìiøi îäíîàòîìíèõ ãàçiâ.

Âêàçiâêà. Åëåìåíò ôàçîâîãî ïðîñòîðó äâîêîìïîíåíòíî¨ ñóìiøi iäåàëü-
íèõ êëàñè÷íèõ îäíîàòîìíèõ ãàçiâ

dΓ = dΓ(1)dΓ(2),

äå
dΓ(1) = dr

(1)
1 dr

(1)
2 . . . dr

(1)
N1
dp

(1)
1 dp

(1)
2 . . . dp

(1)
N1

� åëåìåíò ôàçîâîãî ïðîñòîðó ÷àñòèíîê ñîðòó 1,

dΓ(2) = dr
(2)
1 dr

(2)
2 . . . dr

(2)
N2
dp

(2)
1 dp

(2)
2 . . . dp

(2)
N2

� åëåìåíò ôàçîâîãî ïðîñòîðó ÷àñòèíîê ñîðòó 2. Ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë ñó-
ìiøi (ma � ìàñà àòîìà ñîðòó a)
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Z =
1

N1!N2!(2π~)3(N1+N2)

∫
dΓ(1)

∫
dΓ(2) e

−
( ∑

1≤i≤N1

p
(1)2
i
2m1

+
∑

1≤j≤N2

p
(2)2
j

2m2

)/
kT

=

=
V N1+N2

N1!N2!(2π~)3(N1+N2)
(2πm1kT )

3N1/2(2πm2kT )
3N2/2

äîðiâíþ¹ äîáóòêó ñòàòèñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ îêðåìèõ êîìïîíåíòiâ. Òîìó âiëü-
íà òà âíóòðiøíÿ åíåðãi¨ ñóìiøi, ¨¨ åíòðîïiÿ, òåïëî¹ìíiñòü i òèñê äîðiâíþþòü
ñóìi âíåñêiâ âiä êîæíîãî ç êîìïîíåíòiâ. Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ñïðàâäæó-
þòüñÿ i äëÿ áàãàòîêîìïîíåíòíî¨ ñóìiøi.

Iäåàëüíèé äâîàòîìíèé ãàç

Çàâäàííÿ 28. Îá÷èñëiòü òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ òà òåðìîäèíàìi÷íi
êîåôiöi¹íòè iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó äâîàòîìíèõ ìîëåêóë, ó ÿêèõ çáó-
äæåíî ëèøå ïîñòóïàëüíi òà îáåðòàëüíi ñòóïåíi âiëüíîñòi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîëîæåííÿ àòîìà ó ïðîñòîði âèçíà÷à¹òüñÿ òðüîìà êîîðäè-
íàòàìè. Òîìó êiëüêiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi äâîàòîìíî¨ ìîëåêóëè çà óìîâè,
ùî âiäñòàíü ìiæ àòîìàìè ôiêñîâàíà, äîðiâíþ¹ ï'ÿòè: 2 · 3− 1 = 5 (çàãàëü-
íà êiëüêiñòü êîîðäèíàò äâîõ àòîìiâ ìiíóñ êiëüêiñòü íàêëàäåíèõ â'ÿçåé).
Äîâiëüíèé ðóõ òàêî¨ ìîëåêóëè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñóïåðïîçèöiþ ïîñòó-
ïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóëè ÿê öiëîãî òà ¨¨ îáåðòàëüíîãî ðóõó íàâêîëî öåí-
òðà ìàñ. Äëÿ éîãî îïèñó çðó÷íî ñêîðèñòàòèñÿ íàñòóïíèìè êàíîíi÷íî ñïðÿ-
æåíèìè óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè òà iìïóëüñàìè: 1) ðàäióñ-âåêòîðîì
R = (X,Y, Z) òà iìïóëüñîì P = (Px, Py, Pz) öåíòðà ìàñ ìîëåêóëè, ÿêi îïè-
ñóþòü ïîñòóïàëüíèé ðóõ ìîëåêóëè âiäíîñíî äåêàðòîâî¨ ëàáîðàòîðíî¨ ñè-
ñòåìè êîîðäèíàò; 2) ïîëÿðíèì i àçèìóòàëüíèì êóòàìè θ i α, ùî çàäàþòü
îði¹íòàöiþ ìîëåêóëè âiäíîñíî ñèñòåìè öåíòðà ìàñ (äèâ. ðèñ. 28.1), òà âiäïî-
âiäíèìè óçàãàëüíåíèìè iìïóëüñàìè (êîìïîíåíòàìè ìåõàíi÷íîãî ìîìåíòó)
Mθ i Mα ìîëåêóëè. Ñïîðÿäèâøè ïåðåëi÷åíi âåëè÷èíè äîäàòêîâèì iíäåêñîì
i = 1, . . . , N äëÿ íóìåðàöi¨ ìîëåêóë, ôóíêöiþ Ãàìiëüòîíà ãàçó ïîäàìî ó
âèãëÿäi

H = Htr +Hrot =

N∑
i=1

Pi
2

2M
+

N∑
i=1

1

2I

(
M2
iθ +

M2
iα

sin2 θi

)
, (2.9)

äå ïåðøà ñóìà (Htr) ìà¹ çìiñò êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìî-
ëåêóë, à äðóãà (Hrot) � êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ¨õ îáåðòàëüíîãî ðóõó. Òóò M =
= m1 +m2 òà I = µa2 � âiäïîâiäíî ìàñà òà ìîìåíò iíåðöi¨ ìîëåêóëè (m1 i
m2 � ìàñè àòîìiâ ìîëåêóëè, µ = m1m2/(m1 + m2) � ¨õ çâåäåíà ìàñà, a �
âiäñòàíü ìiæ àòîìàìè ìîëåêóëè).

Åëåìåíò ôàçîâîãî ïðîñòîðó ãàçó

dΓ = dΓtrdΓrot,
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                                          m1

                                                            

                                      R=(X,Y,Z)

                                                                  

                                                                 m2

               

Ðèñ. 28.1. Óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè æîðñòêî¨ äâîàòîìíî¨ ìîëåêóëè. Âiäñòàíi l1,
l2 ìiæ öåíòðàìè àòîìiâ i öåíòðîì ìàñ ìîëåêóëè âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ-
ìè l1 + l2 = a, m1l1 = m2l2. Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà (êiíåòè÷íà åíåðãiÿ) âiëüíî-

ãî îáåðòàííÿ ìîëåêóëè Lrot = 1
2m1l

2
1

(
θ̇2 + α̇2 sin2 θ

)
+ 1

2m2l
2
2

(
θ̇2 + α̇2 sin2 θ

)
=

= 1
2I
(
θ̇2 + α̇2 sin2 θ

)
. Âiäïîâiäíî, Mθ=∂Lrot/∂θ̇=Iθ̇, Mα=∂Lrot/∂α̇=Iα̇ sin2 θ.

äå
dΓtr = dR1 . . . dRNdP1 . . . dPN ,

dΓrot = dθ1dα1 . . . dθNdαNdM1θdM1α . . . dMNθdMNα.

Ó êâàçiêëàñè÷íîìó íàáëèæåííi íà êîæíèé ìiêðîñòàí ãàçó ïðèïàäà¹ åëå-
ìåíòàðíà êîìiðêà (îáëàñòü) ôàçîâîãî ïðîñòîðó îá'¹ìîì (2π~)5N , òîìó êiëü-
êiñòü êâàçiêëàñè÷íèõ ñòàíiâ ãàçó â åëåìåíòi dΓ äîðiâíþ¹ dΓ/(2π~)5N .

Ïðè îá÷èñëåííi ñòàòèñòè÷íîãî iíòåãðàëà ñëiä óðàõîâóâàòè âíåñêè ëèøå
âiä ôiçè÷íî ðiçíèõ ìiêðîñòàíiâ ñèñòåìè. ßêùî ìîëåêóëè ãàçó òîòîæíi òà
ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ðiçíèõ àòîìiâ, òî îäíîìó é òîìó ñàìîìó ôiçè÷íîìó
ìiêðîñòàíó ãàçó âiäïîâiäà¹ N ! åëåìåíòàðíèõ êîìiðîê ôàçîâîãî ïðîñòîðó,
îòðèìóâàíèõ óñiìà ìîæëèâèìè ïåðåñòàíîâêàìè N ìîëåêóë ãàçó ìiæ ñîáîþ.
ßêùî æ ìîëåêóëè ãàçó ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ îäíàêîâèõ àòîìiâ, òî êiëüêiñòü
öèõ êîìiðîê çðîñòà¹ ó 2N ðàçiâ, îñêiëüêè òåïåð êîæíà ç N ìîëåêóë ìà¹ äâi
åêâiâàëåíòíi îði¹íòàöi¨ ó ïðîñòîði (ñóìiùà¹òüñÿ ñàìà ç ñîáîþ ïðè ïîâîðîòi
íà 1800).

Òàêèì ÷èíîì, îäíîìó é òîìó ñàìîìó ôiçè÷íîìó ìiêðîñòàíó äâîàòîì-
íîãî ãàçó âiäïîâiäà¹ N !σN åëåìåíòàðíèõ êîìiðîê ôàçîâîãî ïðîñòîðó, äå
÷èñëî σ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ôiçè÷íî åêâiâàëåíòíèõ ïîëîæåíü äâîàòîìíî¨
ìîëåêóëè ïðè ¨¨ ïîâîðîòàõ ó ïðîñòîði ÿê òâåðäîãî òiëà:

σ =

{
1, ÿêùî ìîëåêóëà ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiçíèõ àòîìiâ;

2, ÿêùî ìîëåêóëà ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíàêîâèõ àòîìiâ.
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Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå òà ñòðóêòóðó ôóíêöi¨ Ãàìiëüòîíà (2.9), äëÿ ñòàòè-
ñòè÷íîãî iíòåãðàëà iäåàëüíîãî ãàçó æîðñòêèõ äâîàòîìíèõ ìîëåêóë ìîæåìî
çàïèñàòè:

Z =

∫
e−H/kT

dΓ

N !σN (2π~)5N
=

∫
e−Htr/kT dΓtr

N !(2π~)3N
×

×
∫
e−Hrot/kT dΓrot

σN (2π~)2N
= ZtrZrot,

äå Ztr i Zrot � âíåñêè ó ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë âiä, âiäïîâiäíî, ïîñòóïàëüíèõ
òà îáåðòàëüíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ìîëåêóë. Ó ñèëó àäèòèâíîñòi Htr òà Hrot

ìà¹ìî:

Ztr =
1

N !(2π~)3N

∫
V

dR1 . . .

∫
V

dRN

∫
dP1 . . .

∫
dPN e

−
N∑

i=1

P2
i

2MkT
=

=
V N

N !(2π~)3N

(∫
dP1 e

−P2
1/2MkT

)N
=

=
V N

N !(2π~)3N

 ∞∫
−∞

dP1x e
−P 2

1x/2MkT

3N

=
V N

N !(2π~)3N
(2πMkT )3N/2,

Zrot =
1

σN (2π~)2N

π∫
0

dθ1

2π∫
0

dα1 . . .

π∫
0

dθN

2π∫
0

dαN

∞∫
−∞

dM1θ×

×
∞∫

−∞

dM1α . . .

∞∫
−∞

dMNθ

∞∫
−∞

dMNα e
−

N∑
i=1

1

2IkT

(
M2

iθ+
M2

iα
sin2 θi

)
=

=
1

σN (2π~)2N

 π∫
0

dθ1

2π∫
0

dα1

∞∫
−∞

dM1θ

∞∫
−∞

dM1α e
− M2

1θ
2IkT

− M2
1α

2IkT sin2 θ1

N

=

=
1

σN (2π~)2N

2π

π∫
0

dθ1

∞∫
−∞

dM1θ e
− M2

1θ
2IkT

∞∫
−∞

dM1α e
− M2

1α
2IkT sin2 θ1

N

=

=
1

σN (2π~)2N

2π

π∫
0

dθ1
√
2πIkT

√
2πIkT sin2 θ1

N

=

=
1

σN (2π~)2N

4π2IkT

π∫
0

dθ1 sin θ1

N

=

=
1

σN (2π~)2N
(
8π2IkT

)N
=

(
2IkT

σ~2

)N
.
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Ç îòðèìàíèõ ôîðìóë âèïëèâà¹, ùî âiëüíà åíåðãiÿ iäåàëüíîãî ãàçó æîðñò-
êèõ äâîàòîìíèõ ìîëåêóë äîðiâíþ¹ ñóìi âíåñêiâ ¨õ ïîñòóïàëüíèõ (Ftr) òà
îáåðòàëüíèõ (Frot) ñòóïåíiâ âiëüíîñòi:

F = −kT lnZ = Ftr + Frot,

äå

Ftr = −kT lnZtr = −NkT lnV +NkT

(
lnN − 1− 3

2
ln
MkT

2π~2

)
,

Frot = −kT lnZrot = −NkT ln
2IkT

σ~2
.

Ó ñèëó ëiíiéíîñòi îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ iíøi òåðìîäèíàìi÷íi âåëè÷è-
íè ãàçó òåæ ìàþòü âèãëÿä ñóìè �ïîñòóïàëüíî¨� òà �îáåðòàëüíî¨� ÷àñòèí.
Îñêiëüêè ïåðøi âæå ôàêòè÷íî çíàéäåíî â çàâäàííi 25 (ó âiäïîâiäíèõ ðå-
çóëüòàòàõ òðåáà ëèøå çàìiíèòè m íà M), çàëèøà¹òüñÿ îá÷èñëèòè âíåñêè
îáåðòàëüíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi.

Äëÿ îáåðòàëüíèõ ÷àñòèí âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨, åíòðîïi¨ òà òåïëî¹ìíîñòi
ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi ìà¹ìî:

Urot = −T 2

[
∂

∂T

(
Frot

T

)]
V,N

= −T 2

[
∂

∂T

(
−Nk ln 2IkT

σ~2

)]
N

=

= NkT 2 1

T
= NkT,

Srot = −
(
∂Frot

∂T

)
V,N

= Nk ln
2IkT

σ~2
+Nk,

CV,rot =

(
∂Urot

∂T

)
V,N

= T

(
∂Srot
∂T

)
V,N

= Nk.

Âiäïîâiäíî,

U =
5

2
NkT,

S = Nk lnV −Nk lnN +
7

2
Nk +

3

2
Nk ln

MkT

2π~2
+Nk ln

2IkT

σ~2
,

CV =
5

2
Nk.

Îòæå, íà îäèí îáåðòàëüíèé ñòóïiíü âiëüíîñòi ìîëåêóëè ïðèïàäà¹ âíåñîê
kT/2 ó âíóòðiøíþ åíåðãiþ òà âíåñîê k/2 ó òåïëî¹ìíiñòü ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi.
Ó òîé ñàìèé ÷àñ îáåðòàëüíi ñòóïåíi âiëüíîñòi íå äàþòü âíåñêó â òèñê ãàçó.
Ñïðàâäi, îñêiëüêè Frot âiä îá'¹ìó íå çàëåæèòü, òî

Prot = −
(
∂Frot

∂V

)
T,N

= 0.
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ßê ðåçóëüòàò, òåðìi÷íå ðiâíÿííÿ ñòàíó, içîòåðìi÷íà ñòèñëèâiñòü òà êîåôi-
öi¹íò òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ ìàþòü òîé ñàìèé âèãëÿä, ùî é äëÿ iäåàëüíîãî
êëàñè÷íîãî ãàçó îäíîàòîìíèõ ìîëåêóë:

PV = NkT, βT =
1

P
, αP =

1

T
.

Òåïëî¹ìíiñòü ïðè ñòàëîìó òèñêó

CP = CV +Nk =
7

2
Nk.

Ðiâíÿííÿ àäiàáàòè÷íîãî ïðîöåñó äëÿ iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó æîðñò-
êèõ äâîàòîìíèõ ìîëåêóë âèâåäiòü ñàìîñòiéíî.

Çàâäàííÿ 29. Òå ñàìå äëÿ iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó äâîàòîìíèõ ìî-
ëåêóë, ó ÿêèõ çáóäæåíî ïîñòóïàëüíi, îáåðòàëüíi òà êîëèâàëüíi ñòóïåíi âiëü-
íîñòi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Òåïåð êîæíà ìîëåêóëà ìà¹ øiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi � òðè
ïîñòóïàëüíi, äâà îáåðòàëüíi òà îäèí êîëèâàëüíèé. Äîäàòêîâî (äèâ. ïî-
ïåðåäí¹ çàâäàííÿ) äî ðàäióñ-âåêòîðiâ Ri = (Xi, Yi, Zi), iìïóëüñiâ Pi =
= (Pix, Piy, Piz), êóòiâ θi, αi òà êîìïîíåíò ìåõàíi÷íèõ ìîìåíòiâ Miθ, Miα

ââîäèìî íîðìàëüíi êîîðäèíàòè Qi òà ñïðÿæåíi ¨ì iìïóëüñè Pi, ùî îïèñó-
þòü êîëèâàííÿ àòîìiâ ó ìîëåêóëàõ. ßêùî àìïëiòóäè êîëèâàíü äîñòàòíüî
ìàëi, òî àíãàðìîíiçìîì êîëèâàíü i âçà¹ìíèì âïëèâîì îáåðòàëüíîãî é êî-
ëèâàëüíîãî ðóõiâ ìîæíà çíåõòóâàòè òà ïîäàòè ôóíêöiþ Ãàìiëüòîíà ãàçó
ÿê ñóìó åíåðãié ïîñòóïàëüíîãî (Htr), îáåðòàëüíîãî (Hrot) i êîëèâàëüíîãî
(Hvib) ðóõiâ ìîëåêóë:

H = Htr+Hrot+Hvib =

N∑
i=1

Pi
2

2M
+

N∑
i=1

1

2I

(
M2
iθ +

M2
iα

sin2 θi

)
+

N∑
i=1

1

2

(
P2
i + ω2Q2

i

)
,

(2.10)
äå ω � ÷àñòîòà êîëèâàíü àòîìiâ ó ìîëåêóëàõ.

Òåïåð åëåìåíò ôàçîâîãî ïðîñòîðó ãàçó

dΓ = dΓtrdΓrotdΓvib, dΓvib = dQ1 . . . dQNdP1 . . . dPN ,

à ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë ãàçó

Z =

∫
e−H/kT

dΓ

N !σN (2π~)6N
=

∫
e−Htr/kT dΓtr

N !(2π~)3N
×

×
∫
e−Hrot/kT dΓrot

σN (2π~)2N

∫
e−Hvib/kT dΓvib

(2π~)N
= ZtrZrotZvib,

äå âíåñêè ïîñòóïàëüíèõ (Ztr) òà îáåðòàëüíèõ (Zrot) ñòóïåíiâ âiëüíîñòi òi æ
ñàìi, ùî â ïîïåðåäíüîìó çàâäàííi, à âíåñîê êîëèâàëüíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi
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Zvib =
1

(2π~)N

∞∫
−∞

dQ1 . . .

∞∫
−∞

dQN

∞∫
−∞

dP1 . . .

∞∫
−∞

dPN e
−

N∑
i=1

(P2
i +ω

2Q2
i )
/
2kT

=

=
1

(2π~)N

 ∞∫
−∞

dQ1 e
−ω2Q2

1/2kT

∞∫
−∞

dP1 e
−P2

1/2kT

N

=

=
1

(2π~)N

(√
2πkT

ω2

√
2πkT

)N
=

(
kT

~ω

)N
.

Âiëüíà åíåðãiÿ ãàçó

F = −kT lnZ = Ftr + Frot + Fvib,

äå êîëèâàëüíà ÷àñòèíà

Fvib = −kT lnZvib = −NkT ln
kT

~ω
.

Çâiäñè äëÿ âíåñêiâ êîëèâàíü ó âíóòðiøíþ åíåðãiþ, åíòðîïiþ, òåïëî¹ìíiñòü
ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi òà òèñê äiñòà¹ìî:

Uvib = −T 2

[
∂

∂T

(
Fvib

T

)]
V,N

= NkT,

Svib = −
(
∂Fvib

∂T

)
V,N

= Nk ln
kT

~ω
+Nk,

CV,vib =

(
∂Uvib

∂T

)
V,N

= T

(
∂Svib
∂T

)
V,N

= Nk,

Pvib = −
(
∂Fvib

∂V

)
T,N

= 0.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíèé êîëèâàëüíèé ñòóïiíü âiëüíîñòi ìîëåêóë äà¹ âíå-
ñîê kT ó âíóòðiøíþ åíåðãiþ ãàçó òà âíåñîê k ó òåïëî¹ìíiñòü ãàçó ïðè ñòà-
ëîìó îá'¹ìi. Îäíàê êîëèâàëüíi ñòóïåíi âiëüíîñòi íå âïëèâàþòü íà òåðìi÷íå
ðiâíÿííÿ ñòàíó òà âiäïîâiäíi òåðìîäèíàìi÷íi êîåôiöi¹íòè.

Îñòàòî÷íî äëÿ iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó �ïðóæíèõ� äâîàòîìíèõ ìî-
ëåêóë ìà¹ìî:

U =
7

2
NkT,

S = Nk lnV −Nk lnN +
9

2
Nk +

3

2
Nk ln

MkT

2π~2
+Nk ln

2IkT

σ~2
+Nk ln

kT

~ω
,

CV =
7

2
Nk, CP =

9

2
Nk,

PV = NkT, βT =
1

P
, αP =

1

T
.
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Iäåàëüíèé áàãàòîàòîìíèé ãàç

Çàâäàííÿ 30*. Çíàéäiòü ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë i òåðìîäèíàìi÷íi ôóíê-
öi¨ iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó íåëiíiéíèõ áàãàòîàòîìíèõ ìîëåêóë, ó ÿêèõ
çáóäæåíî âñi ïîñòóïàëüíi, îáåðòàëüíi òà êîëèâàëüíi ñòóïåíi âiëüíîñòi.

Âiäïîâiäü:

Z = ZtrZrotZvib =
V N

N !(2π~)3N
(2πMkT )

3N

2 ×

× 1

σN (2π~)3N
[
8π2 (I1I2I3)

1

2 (2πkT )
3

2

]N (3n−6∏
α=1

kT

~ωα

)N
,

äå I1, I2, I3 òà ωα � ãîëîâíi ìîìåíòè iíåðöi¨ òà íîðìàëüíi ÷àñòîòè êîëèâàíü
n-àòîìíî¨ ìîëåêóëè, M � ¨¨ ìàñà, σ � ìíîæíèê ñèìåòði¨, ÿêèé äîðiâíþ¹
êiëüêîñòi ôiçè÷íî åêâiâàëåíòíèõ ïîëîæåíü ìîëåêóëè ïðè ¨¨ ïîâîðîòàõ ÿê
òâåðäîãî òiëà.

Òåïëî¹ìíiñòü iäåàëüíîãî áàãàòîàòîìíîãî ãàçó

Çàâäàííÿ 31. Ñôîðìóëþéòå ïðàâèëî êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòèêè äëÿ îá-
÷èñëåííÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ òà òåïëî¹ìíîñòi iäåàëüíîãî áàãàòîàòîìíîãî
ãàçó. Çà éîãî äîïîìîãîþ çíàéäiòü òåïëî¹ìíîñòi iäåàëüíèõ n-àòîìíèõ ãàçiâ
(n ≥ 3), ìîëåêóëè ÿêèõ: à) ëiíiéíi òà æîðñòêi; á) íåëiíiéíi òà æîðñòêi;
â) ëiíiéíi òà �ïðóæíi�; ã) íåëiíiéíi òà �ïðóæíi�.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç ïîïåðåäíiõ çàâäàíü âèïëèâà¹, ùî êîæíîìó ïîñòóïàëüíî-
ìó ñòóïåíþ âiëüíîñòi ìîëåêóëè âiäïîâiäà¹ âíåñîê kT/2 ó âíóòðiøíþ åíåð-
ãiþ ãàçó òà âíåñîê k/2 ó òåïëî¹ìíiñòü ãàçó ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi, êîæíîìó
îáåðòàëüíîìó ñòóïåíþ âiëüíîñòi � òåæ âíåñêè kT/2 i k/2 ó öi âåëè÷èíè,
êîæíîìó êîëèâàëüíîìó � âíåñêè kT i k. Òîìó äëÿ ïèòîìî¨ (íà îäíó ìîëå-
êóëó) òåïëî¹ìíîñòi cV iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó ìà¹ìî ïðàâèëî

cV = Ntr
k

2
+Nrot

k

2
+Nvibk,

äå Ntr, Nrot i Nvib � êiëüêiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi âiäïîâiäíî ïîñòóïàëüíîãî,
îáåðòàëüíîãî òà êîëèâàëüíîãî ðóõiâ ìîëåêóëè. Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî îá÷èñ-
ëåííÿ öèõ êiëüêîñòåé äëÿ çàäàíèõ òèïiâ ìîëåêóë.

à) Ëiíiéíà æîðñòêà ìîëåêóëà (ðîòàòîð) ìà¹ òðè ïîñòóïàëüíi ñòóïåíi
âiëüíîñòi, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ðóõ öåíòðà ìàñ ìîëåêóëè, òà äâà îáåðòàëüíi
ñòóïåíi âiëüíîñòi, ÿêi çàäàþòü îði¹íòàöiþ ðîòàòîðà ó ïðîñòîði. Äëÿ ïèòîìî¨
òåïëî¹ìíîñòi (íà îäíó ìîëåêóëó) ãàçó ìà¹ìî:

cV = 3
k

2
+ 2

k

2
=

5

2
k.
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á) Íåëiíiéíà æîðñòêà ìîëåêóëà ìà¹ òðè ïîñòóïàëüíi òà òðè îáåðòàëüíi
ñòóïåíi âiëüíîñòi; îñòàííi çàäàþòü îði¹íòàöiþ æîðñòêî¨ êîíôiãóðàöi¨ ç n
àòîìiâ ó ïðîñòîði. Òîìó

cV = 3
k

2
+ 3

k

2
= 3k.

â) Çà óìîâè, ùî àòîìè êîëèâàþòüñÿ ëèøå âçäîâæ îñi ìîëåêóëè, ëiíiéíà
ïðóæíà ìîëåêóëà ìà¹ òðè ïîñòóïàëüíi, äâà îáåðòàëüíi òà n− 1 êîëèâàëüíi
ñòóïåíi (êîëèâàëüíèõ ñòóïåíiâ) âiëüíîñòi. Äiñòà¹ìî:

cV = 3
k

2
+ 2

k

2
+ (n− 1)k =

(
n+

3

2

)
k.

ßêùî æ ìîæëèâèìè ¹ i ïîïåðå÷íi êîëèâàííÿ àòîìiâ, òî êiëüêiñòü êîëèâàëü-
íèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ìîëåêóëè çðîñòà¹ äî 3n− 5. Âiäïîâiäíî,

cV = 3
k

2
+ 2

k

2
+ (3n− 5)k =

(
3n− 5

2

)
k.

ã) Íåëiíiéíà ïðóæíà ìîëåêóëà ìà¹ òðè ïîñòóïàëüíi, òðè îáåðòàëüíi òà
3n− 6 êîëèâàëüíi ñòóïåíi (êîëèâàëüíèõ ñòóïåíiâ) âiëüíîñòi. Âiäïîâiäíî,

cV = 3
k

2
+ 3

k

2
+ (3n− 6)k = 3(n− 1)k.

Îñêiëüêè òåðìi÷íå ðiâíÿííÿ ñòàíó äëÿ iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî áàãàòî-
àòîìíîãî ãàçó ìà¹ âèãëÿä PV = NkT (ïîÿñíiòü ÷îìó!), òî òåïëî¹ìíiñòü
ïðè ñòàëîìó òèñêó â óñiõ âèïàäêàõ çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ cP = cV + k,
ÿêà âèïëèâà¹ iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.8). Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî âèïàäêó äâî-
àòîìíèõ ãàçiâ âiäïîâiäàþòü ðåçóëüòàòè à) òà â) ïðè n = 2.

Çàêîí Äàëüòîíà

Çàâäàííÿ 32*. Çíàéäiòü òèñê ñóìiøi êëàñè÷íèõ iäåàëüíèõ áàãàòîàòîì-
íèõ ãàçiâ.

Âiäïîâiäü. Ñïðàâäæó¹òüñÿ çàêîí Äàëüòîíà P =
s∑

a=1
Pa, äå Pa = NakT/V �

ïàðöiàëüíèé òèñê ãàçó ñîðòó a, ùî ìiñòèòü Na ÷àñòèíîê; ñóìà áåðåòüñÿ çà
âñiìà s ñîðòàìè ãàçiâ ó ñóìiøi.

Óëüòðàðåëÿòèâiñòñüêèé ãàç

Çàâäàííÿ 33*. Çíàéäiòü òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ iäåàëüíîãî ãàçó êëà-
ñè÷íèõ óëüòðàðåëÿòèâiñòñüêèõ ÷àñòèíîê, ùî ìàþòü åíåðãiþ ε(p) = cp, äå
p � âåëè÷èíà iìïóëüñó ÷àñòèíêè, c � øâèäêiñòü ñâiòëà ó âàêóóìi.

Âiäïîâiäü. Ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë ãàçó

Z =
1

π2NN !
V N

(
kT

~c

)3N

.
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Âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ U = 3NkT òà òåïëî¹ìíiñòü ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi CV =
= 3Nk óäâi÷i ïåðåâèùóþòü âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ äëÿ íåðåëÿòèâiñòñüêîãî îä-
íîàòîìíîãî ãàçó. Åíòðîïiÿ

S = Nk lnV −Nk lnN + 4Nk + 3Nk ln
kT

π2/3~c
.

Ðiâíÿííÿ ñòàíó

PV = NkT =
U

3
.

Ïàðàìàãíiòíèé ãàç ó çîâíiøíüîìó ïîëi

Çàâäàííÿ 34*. Iäåàëüíèé êëàñè÷íèé ãàç ìîëåêóë çi ñòàëèìè ìàãíiò-
íèìè ìîìåíòàìè m çíàõîäèòüñÿ ó ñòàòè÷íîìó îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó
ïîëi H. Îá÷èñëiòü ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë òà, çà éîãî äîïîìîãîþ, ìàãíiòíèé
ìîìåíò ãàçó â ïîëi.

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàâøèñü ÿâíèì âèäîì ôóíêöi¨ Ãàìiëüòîíà äëÿ ãàçó â
ïîëi, ïîêàæiòü, ùî ìàãíiòíèé ìîìåíò M òà âiëüíà åíåðãiÿ F ãàçó ïîâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿì

M = −
(
∂F

∂H

)
T,V

.

Âiäïîâiäü. Ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë Z = Z0Z(H), äå Z0 � ñòàòèñòè÷íèé
iíòåãðàë ãàçó ïðè âèìêíåíîìó ïîëi,

Z(H) =

[
kT

mH
sh

(
mH

kT

)]N
.

Ìàãíiòíèé ìîìåíò ãàçó

M = NmL
(
mH

kT

)
.

Ñèñòåìà êâàíòîâèõ îñöèëÿòîðiâ

Çàâäàííÿ 35. Äëÿ ñèñòåìè íåçàëåæíèõ êâàíòîâèõ îñöèëÿòîðiâ:
à) îá÷èñëiòü ñòàòèñòè÷íó ñóìó;
á) çíàéäiòü âiëüíó åíåðãiþ, âíóòðiøíþ åíåðãiþ òà òåïëî¹ìíiñòü;
â) äîñëiäiòü íèçüêî- òà âèñîêîòåìïåðàòóðíi àñèìïòîòèêè âíóòðiøíüî¨

åíåðãi¨ òà òåïëî¹ìíîñòi, ïîðiâíÿéòå îñòàííi ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñèñòåìè
êëàñè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ;

ã) ïîáóäóéòå ãðàôiêè òåìïåðàòóðíî¨ çàëåæíîñòi âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ òà
òåïëî¹ìíîñòi, îá÷èñëåíèõ íà îäèí îñöèëÿòîð.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Òóò i äàëi íàçèâà¹ìî ÷àñòèíêè íåçàëåæíèìè, ÿêùî âèêî-
íóþòüñÿ äâi óìîâè. Ïî-ïåðøå, ìîæíà çíåõòóâàòè ÿê áåçïîñåðåäíüîþ ñèëî-
âîþ âçà¹ìîäi¹þ, òàê i îáìiííèìè åôåêòàìè ìiæ ÷àñòèíêàìè. Îñòàíí¹ ìîæ-
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ëèâî ó âèïàäêó, êîëè ñåðåäíi ÷èñëà çàïîâíåííÿ nk îäíî÷àñòèíêîâèõ êâàí-
òîâèõ ñòàíiâ k ó ñèñòåìi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü nk ≪ 1. Òîäi âèìîãè
ñèìåòði¨ äî õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ñèñòåìè ïðàêòè÷íî íå çìiíþþòü êiëüêiñòü
ìîæëèâèõ ìiêðîñòàíiâ, à òîìó ÷àñòèíêè ôàêòè÷íî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
ðîçðiçíþâàíi. Ïî-äðóãå, ðåàëiçó¹òüñÿ ôiçè÷íà ñèòóàöiÿ, êîëè ïðèíöèï êâàí-
òîâî¨ òîòîæíîñòi ÷àñòèíîê íå ìà¹ çíà÷åííÿ i ïðè îá÷èñëåííi ñòàòèñòè÷íî¨
ñóìè ñèñòåìè. Çîêðåìà, òàêà ñèòóàöiÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ ñèñòåìè ãàðìîíi÷íèõ
îñöèëÿòîðiâ, ïðîñòîðîâi ïîëîæåííÿ ÿêèõ ôiêñîâàíi � íàïðèêëàä, ó âóçëàõ
êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè òâåðäîãî òiëà. Íåçàëåæíèìè ìîæíà ââàæàòè i âíóò-
ðiøíi ñòóïåíi âiëüíîñòi, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî ðiçíèõ ìîëåêóë iäåàëüíîãî íåâè-
ðîäæåíîãî ãàçó.

à) Íåõàé Ĥi � ãàìiëüòîíiàí i-òîãî îñöèëÿòîðà. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñòàöiîíàðíå
ðiâíÿííÿ Øðåäèíãåðà

ĤiΨni
= Eni

Ψni
,

çíàõîäèìî åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð Eni
òà âiäïîâiäíi âëàñíi õâèëüîâi ôóíêöi¨

Ψni
îñöèëÿòîðà. ßê âiäîìî ç êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, öåé ñïåêòð íåâèðîäæåíèé

i îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Eni
= ~ω

(
ni +

1

2

)
, (2.11)

äå ω � ÷àñòîòà îñöèëÿòîðà, ni � êâàíòîâå ÷èñëî, ÿêå ïðîáiãà¹ íåâiä'¹ìíi öiëi
çíà÷åííÿ: ni = 0, 1, 2, . . . .

Ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè N íåçàëåæíèõ îñöèëÿòîðiâ ìà¹ âèãëÿä

Ĥ =

N∑
i=1

Ĥi, (2.12)

à ¨¨ (íåñèìåòðèçîâàíà) õâèëüîâà ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹ äîáóòêó õâèëüîâèõ ôóíê-
öié îêðåìèõ îñöèëÿòîðiâ:

Ψn1,...,nN
= Ψn1

. . .ΨnN
.

Îñêiëüêè

ĤΨn1,...,nN
=
(
Ĥ1Ψn1

)
Ψn2

. . .ΨnN
+Ψn1

(
Ĥ2Ψn2

)
. . .ΨnN

+

+Ψn1
Ψn2

. . .
(
ĤNΨnN

)
= (En1

+ En2
+ · · ·+EnN

)Ψn1
Ψn2

. . .ΨnN
≡

≡ En1,...,nN
Ψn1,...,nN

,

òî ñïåêòð ñèñòåìè N íåçàëåæíèõ îñöèëÿòîðiâ îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì

En1,...,nN
=

N∑
i=1

Eni
=

N∑
i=1

~ω
(
ni +

1

2

)
, n1, . . . , nN = 0, 1, 2, . . . .
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Ñòàòèñòè÷íà ñóìà êâàíòîâî¨ ñèñòåìè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Z =
∑
n

e−En/kT , (2.13)

äå ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà âñiìà êâàíòîâèìè ñòàíàìè n ñèñòåìè. Äëÿ
ñèñòåìè íåçàëåæíèõ îñöèëÿòîðiâ iíäåêñ n îçíà÷à¹ ñóêóïíiñòü óñiõ êâàíòî-
âèõ ÷èñåë ni, ùî õàðàêòåðèçóþòü ñòàíè îêðåìèõ îñöèëÿòîðiâ. Ìà¹ìî:

Zvib =

∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

nN=0

e−En1,...,nN
/kT =

∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

nN=0

e−En1/kT . . . e−EnN
/kT =

=

( ∞∑
n1=0

e−En1/kT

)
. . .

( ∞∑
nN=0

e−EnN
/kT

)
=

( ∞∑
n1=0

e−En1/kT

)N
= ZN1vib,

äå

Z1vib =

∞∑
n1=0

e−En1/kT

� ñòàòèñòè÷íà ñóìà, îá÷èñëåíà äëÿ îäíîãî îñöèëÿòîðà.
Òàêèì ÷èíîì, ñòàòèñòè÷íà ñóìà ñèñòåìè íåçàëåæíèõ êâàíòîâèõ îñöèëÿ-

òîðiâ çâîäèòüñÿ äî äîáóòêó ñòàòèñòè÷íèõ ñóì îêðåìèõ îñöèëÿòîðiâ. Òàêà
ôàêòîðèçàöiÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè íà äîáóòîê îäíî÷àñòèíêîâèõ ñóì âiäáó-
âà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè íåçàëåæíèõ ÷àñòèíîê.

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ (2.11), çàïèñó¹ìî Z1vib ó âèãëÿäi

Z1vib =

∞∑
n1=0

e−~ω(n1+
1

2)/kT = e−~ω/2kT
∞∑

n1=0

e−(~ω/kT )n1

òà ïîìi÷à¹ìî, ùî îñòàííÿ ñóìà äîðiâíþ¹ ñóìi íåñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè÷íî¨
ïðîãðåñi¨, ïåðøèé ÷ëåí ÿêî¨ äîðiâíþ¹ îäèíèöi, à çíàìåííèê x ≡ e−~ω/kT< 1.
Îñêiëüêè

∞∑
n1=0

xn1 =
1

1− x
,

îñòàòî÷íî äiñòà¹ìî:

Z1vib =
e−~ω/2kT

1− e−~ω/kT .

á) Çíàõîäèìî òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ ñèñòåìè íåçàëåæíèõ îñöèëÿòîðiâ.
Âiëüíà åíåðãiÿ

Fvib = −kT lnZvib = −NkT lnZ1vib = −NkT ln
e−~ω/2kT

1− e−~ω/kT =

= NkT

[
~ω
2kT

+ ln
(
1− e−~ω/kT

)]
= N

~ω
2

+NkT ln
(
1− e−~ω/kT

)
.
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Âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ

Uvib = −T 2

[
∂

∂T

(
Fvib

T

)]
V,N

= −NkT 2

(
− ~ω
2kT 2

− ~ω
kT 2

e−~ω/kT

1− e−~ω/kT

)
=

= N

(
~ω
2

+
~ω

e~ω/kT − 1

)
.

Òåïëî¹ìíiñòü

CV vib =

(
∂Uvib

∂T

)
V,N

= N
(~ω)2

kT 2

e~ω/kT(
e~ω/kT − 1

)2 .
â) Äîñëiäæó¹ìî ïîâåäiíêó Uvib òà CV vib ó ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ íèçüêèõ

(kT ≪ ~ω) òà âèñîêèõ (kT ≫ ~ω) òåìïåðàòóð.
Íèçüêi òåìïåðàòóðè: ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi ~ω/kT ≫ 1, e~ω/kT ≫ 1,

òîìó

Uvib ≃ N

(
~ω
2

+ ~ωe−~ω/kT
)
,

CV vib ≃ N
(~ω)2

kT 2
e−~ω/kT .

Îòæå, ïðè T → 0 âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ñèñòåìè îñöèëÿòîðiâ ïðÿìó¹ äî ñêií-
÷åííîãî çíà÷åííÿ, ÿêå äîðiâíþ¹ ñóìi åíåðãié íóëüîâèõ êîëèâàíü îñöèëÿ-
òîðiâ, à òåïëî¹ìíiñòü ñïàäà¹ äî íóëÿ (ó âiäïîâiäíîñòi ç òåîðåìîþ Íåðíñòà)
çà çàêîíîì, áëèçüêèì äî åêñïîíåíöiàëüíîãî.

Âèñîêi òåìïåðàòóðè: òåïåð ~ω/kT ≪ 1, e~ω/kT = 1 + ~ω
kT + 1

2

(~ω
kT

)2
+

+1
6

(~ω
kT

)3
+ . . . , i äëÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ äiñòà¹ìî:

Uvib = N

[
~ω
2

+
~ω

~ω
kT + 1

2

(~ω
kT

)2
+ 1

6

(~ω
kT

)3
+ . . .

]
=

= N

[
~ω
2

+ kT
1

1 + 1
2

(~ω
kT

)
+ 1

6

(~ω
kT

)2
+ . . .

]
=

= N

{
~ω
2

+ kT

[
1− 1

2

(
~ω
kT

)
− 1

6

(
~ω
kT

)2

+
1

4

(
~ω
kT

)2

+ . . .

]}
=

= NkT

[
1 +

1

12

(
~ω
kT

)2

+ . . .

]
.

Àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ (âèêîíàéòå ¨õ ñàìîñòiéíî) äëÿ òåïëî¹ìíîñòi äà-
þòü:

CV vib = Nk

[
1− 1

12

(
~ω
kT

)2

+ . . .

]
.

Áà÷èìî, ùî ç òî÷íiñòþ äî ïîïðàâîê ïîðÿäêó (~ω/kT )2 äëÿ âíóòðiøíüî¨
åíåðãi¨ òà òåïëî¹ìíîñòi äiñòà¹ìî êëàñè÷íi çíà÷åííÿ � âiäïîâiäíîNkT òàNk.
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Çðó÷íèì êiëüêiñíèì ïàðàìåòðîì äëÿ âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíîãî ðå-
æèìó, ÿêèé ðåàëiçó¹òüñÿ â ñèñòåìi îñöèëÿòîðiâ, âèñòóïà¹ õàðàêòåðèñòè÷íà
êîëèâàëüíà òåìïåðàòóðà θvib = ~ω/k. Ïðè T ≪ θvib (íèçüêi òåìïåðàòóðè)
åíåðãiÿ òåïëîâèõ çáóäæåíü ¹ íàáàãàòî ìåíøîþ çà âiäñòàíü ìiæ ñóñiäíiìè
êîëèâàëüíèìè ðiâíÿìè îñöèëÿòîðà. ßê íàñëiäîê, êîëèâàëüíi ñòóïåíi âiëü-
íîñòi çàëèøàþòüñÿ ïðàêòè÷íî íåçáóäæåíèìè (�çàìîðîæåíèìè�), à òîìó äà-
þòü ìàëèé âíåñîê ó òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ ñèñòåìè. Ïðè T ≫ θvib (âèñîêi
òåìïåðàòóðè) åíåðãiÿ òåïëîâèõ çáóäæåíü íàñòiëüêè âåëèêà, ùî êâàíòóâàí-
íÿ åíåðãi¨ ñòà¹ íåñóòò¹âèì i ñèñòåìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè êâàçiêëàñè÷íî.

Ó òåðìiíàõ òåìïåðàòóðè θvib çäîáóòi ðåçóëüòàòè ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

Uvib = Nk

{
θvib

(
1
2 + e−θvib/T + . . .

)
, T ≪ θvib,

T
[
1 + 1

12

(
θvib
T

)2
+ . . .

]
, T ≫ θvib;

CV vib = Nk

{(
θvib
T

)2
e−θvib/T + . . . , T ≪ θvib,

1− 1
12

(
θvib
T

)2
+ . . . , T ≫ θvib.

Ïîâåäiíêó âåëè÷èí Uvib i CV vib ÿê ôóíêöié òåìïåðàòóðè ïîêàçàíî íà
ðèñ. 35.1.

���� ����

����

����

��

Uvib /(Nħω) = Uvib /(Nkθvib)                                                      CVvib /(Nk) 

                                                                           T/θvib                                                                                T/θvib
���� ����

����

����

��

Ðèñ. 35.1. Òåìïåðàòóðíi çàëåæíîñòi âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ òà òåïëî¹ìíîñòi ñèñòåìè
íåçàëåæíèõ îñöèëÿòîðiâ � êâàíòîâèõ (ñóöiëüíi ëiíi¨) i êëàñè÷íèõ (øòðèõîâi).

Ñèñòåìà êâàíòîâèõ ðîòàòîðiâ

Çàâäàííÿ 36. Äëÿ ñèñòåìè íåçàëåæíèõ êâàíòîâèõ ðîòàòîðiâ:
à) îá÷èñëiòü ñòàòèñòè÷íó ñóìó òà äîñëiäiòü ¨¨ íèçüêî- òà âèñîêîòåìïå-

ðàòóðíó àñèìïòîòèêè;
á) äîñëiäiòü àñèìïòîòèêè âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ òà òåïëî¹ìíîñòi, ïîðiâ-

íÿéòå ¨õ ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñèñòåìè êëàñè÷íèõ ðîòàòîðiâ;
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â) ïîáóäóéòå ãðàôiêè òåìïåðàòóðíî¨ çàëåæíîñòi âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ òà
òåïëî¹ìíîñòi, îá÷èñëåíèõ íà îäèí ðîòàòîð.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ãàìiëüòîíiàí i-òîãî ðîòàòîðà (ç ìîìåíòîì iíåðöi¨ I) ìà¹
âèãëÿä

Ĥi =
M̂2

i

2I
,

äå M̂2
i � îïåðàòîð êâàäðàòà ìåõàíi÷íîãî ìîìåíòó ðîòàòîðà. Òîìó: 1) õâè-

ëüîâi ôóíêöi¨ ðîòàòîðà Ψlimi
çáiãàþòüñÿ ç âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà

M̂2
i (ñôåðè÷íèìè ãàðìîíiêàìè), òîáòî õàðàêòåðèçóþòüñÿ äâîìà êâàíòîâè-

ìè ÷èñëàìè � îðáiòàëüíèì li, ÿêå íàáóâà¹ äîâiëüíèõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ
çíà÷åíü li = 0, 1, 2, . . . , òà ìàãíiòíèì mi, ÿêå ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó
çíà÷åííi li íàáóâà¹ 2li + 1 çíà÷åíü mi = 0,±1, . . . ,±li; 2) åíåðãåòè÷íèé
ñïåêòð ðîòàòîðà îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì

Eli =
li (li + 1) ~2

2I
(2.14)

i ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi li ¹ âèðîäæåíèì âiäíîñíî mi ç êðàò-
íiñòþ 2li + 1.

Ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè N íåçàëåæíèõ ðîòàòîðiâ ìà¹ ñòðóêòóðó (2.12),
(íåñèìåòðèçîâàíà) õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ äîáóòêó õâèëüîâèõ
ôóíêöié îêðåìèõ ðîòàòîðiâ, à åíåðãiÿ ñèñòåìè � ñóìi åíåðãié ðîòàòîðiâ:

Ψl1m1,...,lNmN
= Ψl1m1

. . .ΨlNmN
,

El1,...,lN =

N∑
i=1

Eli =

N∑
i=1

li (li + 1) ~2

2I
, l1, . . . , lN = 0, 1, 2, . . . .

Ñòàòèñòè÷íó ñóìó ñèñòåìè íåçàëåæíèõ ðîòàòîðiâ îá÷èñëþ¹ìî çà ôîð-
ìóëîþ (2.13), ðîçóìiþ÷è ïiä n óñþ ñóêóïíiñòü iíäåêñiâ li òà mi:

Zrot =

∞∑
l1=0

l1∑
m1=−l1

· · ·
∞∑

lN=0

lN∑
mN=−lN

e−El1,...,lN
/kT =

=

( ∞∑
l1=0

l1∑
m1=−l1

e−El1/kT

)
. . .

( ∞∑
lN=0

lN∑
mN=−lN

e−ElN
/kT

)
=

=

( ∞∑
l1=0

(2l1 + 1) e−El1/kT

)
. . .

( ∞∑
lN=0

(2lN + 1) e−ElN
/kT

)
= ZN1rot,

äå, ç îãëÿäó íà (2.14),

Z1rot =

∞∑
l1=0

(2l1 + 1) e−El1/kT =

∞∑
l1=0

(2l1 + 1) e−~2l1(l1+1)/2IkT (2.15)

� ñòàòèñòè÷íà ñóìà, îá÷èñëåíà äëÿ îäíîãî ðîòàòîðà. Çâåðíåìî óâàãó, ùî
ïiäñóìîâóâàííÿ â íié âåäåòüñÿ íå çà ðiçíèìè êâàíòîâèìè ñòàíàìè, à çà ðiç-
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íèìè åíåðãåòè÷íèìè ðiâíÿìè ðîòàòîðà; ìíîæíèê (2l1 + 1) äîðiâíþ¹ êðàò-
íîñòi âèðîäæåííÿ öèõ ðiâíiâ.

Ñóìà ðÿäó (2.15) äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè îá÷èñëþ¹òüñÿ ÷èñ-
ëîâèìè ìåòîäàìè. Îäíàê ó ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ íèçüêèõ (kT ≪ ~2/2I) òà
âèñîêèõ (kT ≫ ~2/2I) òåìïåðàòóð âîíà îïèñó¹òüñÿ âiäíîñíî ïðîñòèìè âè-
ðàçàìè.

Íèçüêi òåìïåðàòóðè: ìà¹ìî íåðiâíîñòi ~2/2IkT ≫ 1 i e−~2/2IkT ≪ 1, òî-
ìó â ñóìi Z1rot ìîæåìî îáìåæèòèñÿ êiëüêîìà ïåðøèìè ÷ëåíàìè. Äiñòà¹ìî:

Z1rot ≃ 1 + 3e−~2/IkT + 5e−3~2/IkT = 1 + 3e−2θrot/T + 5e−6θrot/T ,

äå θrot = ~2/2Ik � õàðàêòåðèñòè÷íà îáåðòàëüíà òåìïåðàòóðà.
Âèñîêi òåìïåðàòóðè: òåïåð ~2/2IkT ≪ 1, åêñïîíåíöiàëüíà ôóíêöiÿ

e−~2l1(l1+1)/IkT ïiä çíàêîì ñóìè (2.15) çìiíþ¹òüñÿ ç l1 ìàéæå íåïåðåðâíî, à
çíà÷åííÿ ñàìî¨ ñóìè ôîðìó¹òüñÿ äîñòàòíüî øèðîêèì iíòåðâàëîì çíà÷åíü
l1, íà ÿêîìó âiäíîñíà çìiíà ÷èñëà l1 (l1 + 1) ïðè çðîñòàííi l1 íà îäèíèöþ ¹
ìàëîþ. Òîìó â (2.15) âiä ïiäñóìîâóâàííÿ çà çìiííîþ l1 ìîæíà ïåðåéòè äî
iíòåãðóâàííÿ çà íåþ:

Z1rot =

∞∑
l1=0

(2l1 + 1) e−~2l1(l1+1)/2IkT ≈
∞∫
0

(2l1 + 1) e−~2l1(l1+1)/2IkTdl1 =

= [çàìiíà x = l1 (l1 + 1) , dx = (2l1 + 1) dl1] =

=

∞∫
0

e−(~2/2IkT )xdx =
2IkT

~2
=

T

θrot
. (2.16)

Äiñòà¹ìî (ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà ñèìåòði¨ σ) êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò (äèâ.
çàâäàííÿ 28).

Íàñòóïíi ïîïðàâêè äî çíàéäåíîãî âèñîêîòåìïåðàòóðíîãî çíà÷åííÿ Z1rot

ìîæíà îá÷èñëèòè, ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ ïiäñóìîâóâàííÿ Åéëåðà�Ìàê-
ëîðåíà, çàïèñàíîþ äëÿ ôóíêöié, ùî ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè ñïàäà-
þòü äî íóëÿ íà íåñêií÷åííîñòi (f(∞) = f ′(∞) = f ′′(∞) = · · · = 0):

∞∑
l1=0

f(l1) =

∞∫
0

f(l1) dl1 +
1

2
f(0)− 1

12
f ′(0) +

1

720
f ′′′(0)− 1

30240
f (V)(0) + . . . .

Äëÿ ôóíêöi¨ f(l1) = (2l1 + 1) e−l1(l1+1)θrot/T çíàõîäèìî:

f(0) = 1, f ′(0) = 2− θrot
T
, f ′′′(0) = −12

θrot
T

+ 12

(
θrot
T

)2

−
(
θrot
T

)3

;

áiëüø âèñîêi ïîõiäíi ìàþòü ïîðÿäîê íå íèæ÷èé çà (θrot/T )
2. Îáìåæèâ-

øèñü äâîìà íàñòóïíèìè (êâàíòîâèìè) ïîïðàâêàìè äî êëàñè÷íîãî çíà÷åííÿ
(2.16), äëÿ âèñîêîòåìïåðàòóðíî¨ àñèìïòîòèêè Z1rot äiñòà¹ìî:

Z1rot =
T

θrot

[
1 +

1

3

θrot
T

+
1

15

(
θrot
T

)2

+ . . .

]
.
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á) Êîðèñòóþ÷èñü ïîïåðåäíiìè ðåçóëüòàòàìè, äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè
N íåçàëåæíèõ ðîòàòîðiâ çíàõîäèìî:

Frot = −kT lnZrot = −NkT lnZ1rot =

= −NkT

{
ln
(
1 + 3e−2θrot/T + . . .

)
, T ≪ θrot,

ln
(

T
θrot

+ 1
3 + 1

15
θrot
T + . . .

)
, T ≫ θrot.

Çâiäñè äëÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ òà òåïëî¹ìíîñòi ñèñòåìè ìà¹ìî:

Urot = −T 2

[
∂

∂T

(
Frot

T

)]
V,N

=

= Nk

{
6θrote

−2θrot/T + . . . , T ≪ θrot,

T
[
1− 1

3
θrot
T − 1

45

(
θrot
T

)2
+ . . .

]
, T ≫ θrot;

CV rot =

(
∂Urot

∂T

)
V,N

= Nk

{
12
(
θrot
T

)2
e−2θrot/T + . . . , T ≪ θrot,

1 + 1
45

(
θrot
T

)2
+ . . . , T ≫ θrot.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè T → 0 âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ òà òåïëî¹ìíiñòü ñèñòå-
ìè íåçàëåæíèõ êâàíòîâèõ ðîòàòîðiâ ñïàäàþòü äî íóëÿ �åêñïîíåíöiàëüíî�.
Ïðè âèñîêèõ òåìïåðàòóðàõ âîíè ïåðåõîäÿòü ó êëàñè÷íi çíà÷åííÿ âiäïîâiä-
íî NkT òà Nk, òîáòî kT/2 i k/2 ó ðîçðàõóíêó íà îäèí îáåðòàëüíèé ñòóïiíü
âiëüíîñòi (ðîòàòîð ìà¹ äâà ñòóïåíi âiëüíîñòi).

Òåìïåðàòóðíó çàëåæíiñòü âåëè÷èí Urot i CV rot iëþñòðóþòü ðèñ. 36.1
i 36.2.

Urot /(Nkθrot)                                                                                          Urot /(Nkθrot)

                                                                                                   T/θrot                                                                         T/θrot���� ����

����

����

�� ��� ���

���

���

��

Ðèñ. 36.1. Òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè íåçàëåæíèõ
ðîòàòîðiâ � êâàíòîâèõ (ñóöiëüíi ëiíi¨) i êëàñè÷íèõ (øòðèõîâi) � íà ðiçíèõ òåìïå-
ðàòóðíèõ iíòåðâàëàõ.
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 CVrot /(Nk) 

                                                                         T /θrot  ���� ����

����

����

��

Ðèñ. 36.2. Òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü òåïëî¹ìíîñòi ñèñòåìè íåçàëåæíèõ
ðîòàòîðiâ � êâàíòîâèõ (ñóöiëüíà ëiíiÿ) i êëàñè÷íèõ (øòðèõîâà).

Õàðàêòåðèñòè÷íi òåìïåðàòóðè

Çàâäàííÿ 37. Îöiíiòü:
à) õàðàêòåðèñòè÷íó òåìïåðàòóðó ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîëåêóë;
á) õàðàêòåðèñòè÷íi òåìïåðàòóðè îáåðòàëüíèõ i êîëèâàëüíèõ ðóõiâ ìî-

ëåêóë;
â) òåìïåðàòóðó, ïðè ÿêié ñòà¹ ñóòò¹âèì âçà¹ìíèé âïëèâ îáåðòàëüíèõ i

êîëèâàëüíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ìîëåêóë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ïðèïóñòèìî, ùî ìîëåêóëà (ìàñîþ M), ÿêà ìà¹ ëèøå
ïîñòóïàëüíi ñòóïåíi âiëüíîñòi, çíàõîäèòüñÿ â îáëàñòi D, ùî ìà¹ ôîðìó êóáà
{0 ≤ x, y, z ≤ L} òà îáìåæåíà òâåðäèìè ñòiíêàìè. Êîîðäèíàòíà ÷àñòèíà
õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ìîëåêóëè çàäîâîëüíÿ¹ âñåðåäèíi D ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ
Øðåäèíãåðà

− ~2

2M

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
Ψ(x, y, z) = EΨ(x, y, z)

òà îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà ¨¨ ñòiíêàõ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âîíà ìà¹ âèãëÿä

Ψn1n2n3
(x, y, z) = C sin

πn1x

L
sin

πn2y

L
sin

πn3z

L
,

äå n1, n2, n3 = 1, 2, ... � êâàíòîâi ÷èñëà. Çíà÷åííÿ åíåðãi¨ ìîëåêóëè â öèõ
ñòàíàõ îïèñóþòüñÿ âèðàçîì

En1n2n3
=

π2~2

2ML2

(
n21 + n22 + n23

)
. (2.17)

Ðîçãëÿíåìî äâà ñóñiäíi ðiâíi ïîñòóïàëüíî¨ åíåðãi¨ ìîëåêóëè, ùî õàðàê-
òåðèçóþòüñÿ êâàíòîâèìè ÷èñëàìè n1, n2, n3 òà n′1 = n1+1, n′2 = n2, n

′
3 = n3.

Âiäñòàíü ìiæ öèìè ðiâíÿìè
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∆E =
π2~2

2ML2
(2n1 + 1) ,

òîìó ñïîíòàííi ïåðåõîäè ìiæ íèìè ìîæóòü âiäáóâàòèñÿ çà óìîâè, ùî åíåð-
ãiÿ òåïëîâîãî çáóäæåííÿ, ÿêó îòðèìó¹ ìîëåêóëà, ìà¹ âåëè÷èíó kT & ∆E.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ç òî÷íiñòþ äî êîåôiöi¹íòà ïîðÿäêó êiëüêîõ îäèíèöü
õàðàêòåðèñòè÷íà òåìïåðàòóðà äëÿ ïîñòóïàëüíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi θtr =
= π2~2/2ML2k. ÏðèM = 4·10−27 êã òà L = 1·10−5 ì äiñòà¹ìî θtr ≈ 1·10−8Ê.
Iç çáiëüøåííÿì ìàñè M ÷è ðîçìiðó L çíà÷åííÿ θtr ñòà¹ ùå ìåíøèì. Áà÷è-
ìî, ùî äëÿ ðåàëüíî äîñÿæíèõ íèçüêèõ òåìïåðàòóð i ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì
ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà T ≫ θtr. Öå îçíà÷à¹, ùî êâàíòóâàííÿì ïîñòóïàëüíî¨
åíåðãi¨ ìîëåêóë ìîæíà íåõòóâàòè i ââàæàòè ¨õ ïîñòóïàëüíèé ðóõ êâàçiêëà-
ñè÷íèì.

Íà ïiäòâåðäæåííÿ öüîãî âèñíîâêó îöiíèìî ñòàòèñòè÷íó ñóìó Z1tr äëÿ
÷àñòèíêè, åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ÿêî¨ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.17). Ïðè T ≫
≫ θtr ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ Åéëåðà�Ìàêëîðåíà (äèâ. çàâäàí-
íÿ 36). Äiñòà¹ìî (V = L3):

Z1tr =

∞∑
n1=1

∞∑
n2=1

∞∑
n3=1

e−
θtr
T

(n2
1+n

2
2+n

2
3) =

( ∞∑
n1=1

e−
θtr
T
n2

1

)3

≃

≃

 ∞∫
0

e−
θtr
T
n2

1 dn1

3

=

(
1

2

√
πT

θtr

)3

=
V

(2π~)3
(2πMkT )3/2

� êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò. Ñòàòèñòè÷íà ñóìà ñèñòåìè N òàêèõ ÷àñòèíîê íàáè-
ðà¹ âèãëÿäó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè êëàñè÷íîãî iäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçó
(äèâ. çàâäàííÿ 25)

Z =
1

N !
ZN1tr,

ÿêùî çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíîãî êîåôiöi¹íòà N ! ó çíàìåííèêó äîäàòêî-
âî âðàõóâàòè ¨õ êâàíòîâîìåõàíi÷íó òîòîæíiñòü (êâàíòîâèé ñòàí ãàçó, ÿêèé
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïåâíèì íàáîðîì N îäíî÷àñòèíêîâèõ åíåðãié (2.17), íå
çìiíþ¹òüñÿ ïðè áóäü-ÿêîìó ïåðåðîçïîäiëi N òîòîæíèõ ÷àñòèíîê ãàçó ïî
öèõ ðiâíÿõ).

á) Õàðàêòåðèñòè÷íó òåìïåðàòóðó îáåðòàëüíîãî ðóõó ìîëåêóë âèçíà÷à¹-
ìî çà ôîðìóëîþ θrot = ~2/2Ik, äå I � ìîìåíò iíåðöi¨ ìîëåêóëè. Äëÿ äâî-
àòîìíî¨ ìîëåêóëè I = µa2, µ � çâåäåíà ìàñà àòîìiâ ìîëåêóëè, a � ðiâ-
íîâàæíà âiäñòàíü ìiæ íèìè. Óçÿâøè µ = 2 · 10−27 êã, a = 3 · 10−10 ì,
~ = 1, 05 · 10−34Äæ · ñ òà k = 1, 38 · 10−23Äæ/Ê, äiñòà¹ìî îöiíêó θrot ≈ 2Ê.
Äëÿ áiëüøîñòi ãàçiâ, çà âèíÿòêîì ëåãêèõ (H2 òà éîãî içîòîïiâ HD i D2),
çíà÷åííÿ θrot ëåæàòü â iíòåðâàëi 1 ÷ 10Ê. Îñêiëüêè êîíäåíñàöiÿ öèõ ãàçiâ
âiäáóâà¹òüñÿ ïðè áiëüø âèñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, çàìîðîæóâàííÿ îáåðòàëü-
íèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi â íèõ íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷íà òåìïåðàòóðà êîëèâàëüíîãî ðóõó θvib = ~ω/k = hν/k,
äå ν � ëiíiéíà ÷àñòîòà ìîëåêóëÿðíèõ êîëèâàíü. Äëÿ òèïîâèõ çíà÷åíü ν ∼
∼ 1013÷14 ñ−1 äiñòà¹ìî îöiíêó θvib ∼ 5 · 102÷3Ê. Ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòó-
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ðàõ êîëèâàëüíi ñòóïåíi âiëüíîñòi ïðàêòè÷íî çàìîðîæåíi, à òîìó íå äàþòü
ïîìiòíèé âíåñîê ó òåïëî¹ìíiñòü.

Çíà÷åííÿ θrot i θvib äëÿ íèçêè äâîàòîìíèõ ãàçiâ íàâåäåíî â òàáëèöi 37.1.

Òàáëèöÿ 37.1

Ãàç H2 HD D2 N2 O2 NO HCl Cl2
θrot,K 87,5 64 43,8 2,86 2,08 2,45 15,2 0,35
θvib,K 6320 5737 4490 3390 2278 2745 4330 814

â) Äëÿ îöiíîê ðîçãëÿíåìî ãàç äâîàòîìíèõ ìîëåêóë ç ìîìåíòîì iíåðöi¨
I = µa2. Íåõàé àòîìè ìîëåêóëè êîëèâàþòüñÿ ç ÷àñòîòîþ ω. Î÷åâèäíî,
ùî çìiíîþ ìîìåíòó iíåðöi¨ ìîëåêóëè ïðè öüîìó ìîæíà çíåõòóâàòè, ÿêùî
ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà |x|/a ≪ 1, äå x � çìiùåííÿ àòîìiâ âiäíîñíî îäèí
îäíîãî ïðè êîëèâàííÿõ.

Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè çàäàíié òåìïåðàòóði T çìiùåííÿ x ìà¹ çíà-
÷åííÿ â iíòåðâàëi (x, x+ dx), âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì Áîëüöìàíà dw(x) =
= Ce−µω

2x2/2kTdx, C � íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê. Çâiäñè çíàõîäèìî: x2 =

= kT/µω2. Óìîâà |x|/a∼
√
x2/a≪1 âåäå äî ñïiââiäíîøåííÿ kT/µω2a2≪1,

çâiäêè T ≪ Iω2/k. Áà÷èìî, ùî âïëèâ êîëèâàíü àòîìiâ ìîëåêóëè íà ¨¨ îáåð-
òàëüíèé ðóõ ïî÷èíà¹ ïðîÿâëÿòèñÿ ïðè òåìïåðàòóðàõ T ′ ≈ Iω2/k. Óçÿâøè
µ = 1 · 10−26 êã, a = 5 · 10−10 ì, ω = 1 · 1014 ñ−1 òà k = 1, 38 · 10−23Äæ/Ê,
äëÿ äîñèòü âåëèêèõ ìîëåêóë ìà¹ìî îöiíêó T ′ ≈ 2 · 106Ê. Äëÿ íåâåëèêèõ
ìîëåêóë çíà÷åííÿ T ′ íà îäèí-äâà ïîðÿäêè íèæ÷i.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè òåìïåðàòóðàõ ïîðÿäêó T ′ òðåáà âðàõîâóâàòè íå ëèøå
âçà¹ìîäiþ îáåðòàëüíèõ i êîëèâàëüíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi, àëå é àíãàðìîíiçì
êîëèâàíü, à òàêîæ çáóäæåííÿ åëåêòðîííèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ìîëåêóë (õà-
ðàêòåðèñòè÷íà òåìïåðàòóðà θel ∼ 104÷5Ê). Çà íåâåëèêèì âèíÿòêîì (íà-
ïðèêëàä, ìîëåêóëè NO, O2, CO, Cl2), çáóäæåííÿ îñíîâíîãî åëåêòðîííîãî
ðiâíÿ âåäå äî äèñîöiàöi¨ ìîëåêóëè.

Çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè äëÿ âíóòðiøíüîÿäåðíèõ ñòó-
ïåíiâ âiëüíîñòi θnuc ∼ 107÷8Ê.

Çàóâàæåííÿ. 1) Ïðè àíàëiçi åíåðãåòè÷íèõ ñïåêòðiâ äâîàòîìíèõ ìîëå-
êóë â àäiàáàòè÷íîìó íàáëèæåííi ïàðàìåòðîì ìàëèçíè âèñòóïà¹ âiäíîøåí-
íÿ ìàñè åëåêòðîíà me äî çâåäåíî¨ ìàñè ÿäåð µ. Ó íóëüîâîìó ïîðÿäêó çà
me/µ ðóõ åëåêòðîíiâ âiäáóâà¹òüñÿ â ïîëi íåðóõîìèõ ÿäåð i õàðàêòåðèçó¹òü-
ñÿ ïåâíèìè ðiâíÿìè åíåðãi¨ E el

i � åëåêòðîííèìè òåðìàìè ìîëåêóëè; öi òåð-
ìè ðîçíåñåíi iíòåðâàëàìè ∆E el

i , ùî âçàãàëi íå çàëåæàòü âiä µ. Íàñòóïíi
ïîðÿäêè çà me/µ äîçâîëÿþòü óðàõóâàòè ðóõ ÿäåð ïðè çàäàíîìó åëåêòðîí-
íîìó ñòàíi. Çîêðåìà, êîëèâàëüíèé ðóõ ÿäåð ðîçùåïëþ¹ åëåêòðîííi òåðìè
íà êîëèâàëüíi ðiâíi E vib

in , iíòåðâàëè ∆E vib
in ìiæ ÿêèìè ïðîïîðöiéíi ÷àñòî-

òàì êîëèâàíü ω ÿäåð, òîáòî ìíîæíèêó 1/
√
µ. Îáåðòàëüíèé ðóõ ìîëåêóëè,

ó ñâîþ ÷åðãó, ðîçùåïëþ¹ êîëèâàëüíi ðiâíi íà îáåðòàëüíi ðiâíi E rot
inJ , âè-

ðîäæåíi ç êðàòíiñòþ 2J + 1 çà íàïðÿìàìè ìîìåíòó ìîëåêóëè; iíòåðâàëè
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∆E rot
inJ ìiæ ðiâíÿìè ç ðiçíèìè çíà÷åííÿìè J îáåðíåíî ïðîïîðöiéíi ìîìåíòó

iíåðöi¨ I ìîëåêóëè, òîáòî ïðîïîðöiéíi 1/µ. ßê ðåçóëüòàò, åíåðãiÿ âíóòðiø-
íüîìîëåêóëÿðíèõ ñòàíiâ ìîëåêóëè ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí:

EinJ = E el
i + E vib

in + E rot
inJ ,

äå |∆E el
i | ≫ |∆E vib

in | ≫ |∆E rot
inJ |. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî åëåêòðîííîãî

ñòàíó i êîëèâàëüíå êâàíòîâå ÷èñëî n ïðîáiãà¹ öiëi çíà÷åííÿ 0, 1, 2, ..., nmax,
à äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ ïàðè çíà÷åíü i, n êâàíòîâå ÷èñëî J ïîâíîãî ìå-
õàíi÷íîãî ìîìåíòó ïðîáiãà¹ öiëi çíà÷åííÿ, ùî ëåæàòü ó ìåæàõ âiä Jmin äî
Jmax òà çàëåæàòü âiä ñèìåòði¨ ìîëåêóëè. Ó ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi äâîàòîì-
íèõ ìîëåêóë ïîâíèé ñïií åëåêòðîíiâ òà ïðîåêöiÿ ¨õ ïîâíîãî îðáiòàëüíîãî
ìîìåíòó íà âiñü ìîëåêóëè äîðiâíþþòü â îñíîâíîìó åëåêòðîííîìó ñòàíi
íóëþ. Äëÿ ãîìîÿäåðíèõ ìîëåêóë òàêîãî òèïó çíà÷åííÿ J ó öüîìó åëåê-
òðîííîìó ñòàíi ¹ ïàðíèìè, ÿêùî çàãàëüíèé ñïií ÿäåð ìîëåêóëè ïàðíèé, i
íåïàðíèìè, ÿêùî âií íåïàðíèé. Äëÿ ãåòåðîÿäåðíèõ ìîëåêóë J ïðîáiãà¹ âñi
öiëi çíà÷åííÿ âiä 0 äî Jmax.

2) Ó íàéïðîñòiøîìó íàáëèæåííi êîëèâàëüíèé òà îáåðòàëüíèé ðóõè ìî-
ëåêóëè ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè âiä ¨¨ åëåêòðîííîãî ñòàíó òà ìiæ ñîáîþ,
à ¨õ åíåðãi¨ îïèñóþòüñÿ ìîäåëüíèìè âèðàçàìè äëÿ, âiäïîâiäíî, ãàðìîíi÷-
íîãî îñöèëÿòîðà òà æîðñòêîãî ðîòàòîðà: E vib

n = ~ω
(
n+ 1

2

)
, nmax ≫ 1, òà

E rot
J = ~2

2I J(J + 1), Jmax ≫ 1. Ñòàòèñòè÷íà ñóìà çà âíóòðiøíüîìîëåêóëÿð-
íèìè ñòàíàìè â òàêié ìîäåëi ôàêòîðèçó¹òüñÿ íà äîáóòîê òðüîõ íåçàëåæíèõ
âíåñêiâ âiä åëåêòðîííî¨, êîëèâàëüíî¨ òà îáåðòàëüíî¨ ÷àñòèí ñïåêòðà.

Áiëüø ñòðîãi ìîäåëi âðàõîâóþòü íå ëèøå àíãàðìîíiçì êîëèâàíü òà çà-
ëåæíiñòü ìîìåíòó iíåðöi¨ ìîëåêóëè âiä âiäöåíòðîâàíîãî ðîçòÿãó, àëå i âçà-
¹ìíèé âïëèâ êîëèâàëüíèõ òà îáåðòàëüíèõ ðóõiâ, óíàñëiäîê ÿêîãî ç'ÿâëÿþòü-
ñÿ äîäàòêîâi êîëèâàëüíî-îáåðòàëüíi ðiâíi åíåðãi¨, à íåçàëåæíèé ðîçãëÿä
êîëèâàëüíî¨ é îáåðòàëüíî¨ ÷àñòèí ñïåêòðà ñòà¹ íåìîæëèâèì. Ïðè òåìïå-
ðàòóðàõ T & θel, êîëè ñóòò¹âèìè òàêîæ ñòàþòü çáóäæåíi åëåêòðîííi ñòà-
íè ìîëåêóëè, ñòàòèñòè÷íà ñóìà çà âíóòðiøíüîìîëåêóëÿðíèìè ñòàíàìè ìà¹
ñòðóêòóðó

Z1 el−vib−rot =
∑
i

e−E
el
i /kTZ

(i)
1vib−rot,

äå
Z

(i)
1vib−rot =

∑
n

∑
J

ginJe
−(E vib

in +E rot
inJ)/kT

� êîëèâàëüíî-îáåðòàëüíà ÷àñòèíà ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîëåêóëè â i-îìó åëåê-
òðîííîìó ñòàíi, ginJ � êðàòíiñòü âèðîäæåííÿ, ç óðàõóâàííÿì ñïiíó ÿäåð,
êîëèâàëüíî-îáåðòàëüíîãî ðiâíÿ i, n, J . Ïiäñóìîâóâàííÿ â öèõ ôîðìóëàõ âå-
äåòüñÿ çà âñiìà äîïóñòèìèìè çíà÷åííÿìè i, n òà J .

Iäåàëüíi ãàçè ÷àñòèíîê ç äèñêðåòíèì ñïåêòðîì

Çàâäàííÿ 38*. Óâàæàþ÷è îáåðòàëüíó, êîëèâàëüíó òà åëåêòðîííó ÷à-
ñòèíè åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðà ìîëåêóëè íåçàëåæíèìè òà íåõòóþ÷è åôåêòà-
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ìè, ïîâ'ÿçàíèìè çi ñïiíàìè ÿäåð, äîñëiäiòü òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨: à) iäå-
àëüíîãî äâîàòîìíîãî ãàçó; á) iäåàëüíîãî ãàçó áàãàòîàòîìíèõ ìîëåêóë. Ïî-
áóäóéòå ãðàôiêè òåìïåðàòóðíî¨ çàëåæíîñòi òåïëî¹ìíîñòåé öèõ ãàçiâ.

Îêðåìî ïðîàíàëiçóéòå, ÿê çìiíþþòüñÿ òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ iäåàëü-
íîãî îäíîàòîìíîãî ãàçó (äèâ. çàâäàííÿ 25) ïðè âðàõóâàííi âíóòðiøíüîàòîì-
íèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi.

Âêàçiâêè.Ïðèïóùåííÿ çàäà÷i âiäíîñíî ñïåêòðà ìîëåêóëè ñïðàâäæóþòü-
ñÿ äëÿ íå äóæå íèçüêèõ i íå äóæå âèñîêèõ òåìïåðàòóð: θrot ≪ T ≪ θel. Òîäi
ñòàòèñòè÷íà ñóìà iäåàëüíîãî äâîàòîìíîãî ãàçó

Z ≃ Ztr

(
1

σ
Z1rot

)N
ZN1vibZ

N
1el,

äå Z1el = g0e
−ε0/kT � âíåñîê ó ñòàòèñòè÷íó ñóìó ìîëåêóëè âiä ¨¨ îñíîâíîãî

åëåêòðîííîãî ðiâíÿ ε0, g0 � êðàòíiñòü âèðîäæåííÿ öüîãî ðiâíÿ. Äëÿ êîæíî¨
ìîëåêóëè ââåäåíî ìíîæíèê 1/σ, ùîá ïðè îá÷èñëåííi Z1rot äëÿ ãîìîÿäåðíî¨
ìîëåêóëè âiä ïiäñóìîâóâàííÿ ëèøå çà ïàðíèìè ÷è ëèøå çà íåïàðíèìè J
ïåðåéòè äî ïiäñóìîâóâàííÿì çà âñiìà J (ÿê äëÿ ãåòåðîÿäåðíî¨ ìîëåêóëè;
ôàêòè÷íî òàêèé ïåðåõiä çäiéñíèìèé ïðè T & 5θrot), òà îïóùåíî ìíîæíèê
(2s1 + 1) (2s2 + 1), ÿêèé óðàõîâó¹ êðàòíiñòü âèðîäæåííÿ îáåðòàëüíèõ ðiâíiâ
çà ðàõóíîê ÿäåðíèõ ñïiíiâ s1 i s2. Îáåðòàëüíèé ðóõ áàãàòîàòîìíèõ ìîëåêóë
óíàñëiäîê çíà÷íî¨ âåëè÷èíè ¨õ ìîìåíòiâ iíåðöi¨ ìîæíà ââàæàòè êâàçiêëà-
ñè÷íèì.

Ç óðàõóâàííÿì åëåêòðîííèõ ñòàíiâ àòîìà, à òàêîæ ñïiíó s éîãî ÿäðà,
ñòàòèñòè÷íà ñóìà iäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçó

Z ≃ ZtrZ
N
1el(2s+ 1)N ,

äå äëÿ òåìïåðàòóð, íàáàãàòî íèæ÷èõ çà òåìïåðàòóðó iîíiçàöi¨ (ñòàíîâèòü
âiä 4, 5 · 104K äëÿ àòîìiâ Cs äî 2, 8 · 105K äëÿ àòîìiâ He), ó ñóìi

Z1el =
∑
i

gie
−E el

i /kT

äîñòàòíüî îáìåæèòèñÿ ÷ëåíàìè, ùî âiäïîâiäàþòü îñíîâíîìó åëåêòðîííîìó
ðiâíþ ÷è (ÿêùî ïîâíèé îðáiòàëüíèé ìîìåíò i ïîâíèé ñïií åëåêòðîíiâ àòîìà
â íîðìàëüíîìó ñòàíi âiäìiííi âiä íóëÿ) êîìïîíåíòàì éîãî òîíêî¨ ñòðóêòóðè;
gi � êðàòíiñòü âèðîäæåííÿ öèõ ðiâíiâ.

Çàâäàííÿ 39.* Äîñëiäiòü òåìïåðàòóðíi çàëåæíîñòi òåïëî¹ìíîñòåé ìî-
ëåêóëÿðíèõ âîäíþ, äåéòåðiþ òà äåéòåðîâîäíþ.

Âêàçiâêà. ßêùî ÿäðà (çi ñïiíîì s êîæíå) äâîàòîìíî¨ ãîìîÿäåðíî¨ ìîëå-
êóëè ïiäêîðÿþòüñÿ ñòàòèñòèöi Ôåðìi, òî äëÿ îñíîâíîãî åëåêòðîííîãî ñòà-
íó ìîëåêóëè ÿäåðíi êðàòíîñòi âèðîäæåííÿ îáåðòàëüíèõ ðiâíiâ ïðè ïàðíèõ
çíà÷åííÿõ ïîâíîãî ñïiíó (ïàðíèõ J) äîðiâíþþòü s(2s + 1), ïðè íåïàðíèõ
(íåïàðíèõ J) � (s+1)(2s+1). Äëÿ ÿäåð, ùî ïiäêîðÿþòüñÿ ñòàòèñòèöi Áîçå,
ìà¹ìî âiäïîâiäíî (s+ 1)(2s+ 1) òà s(2s+ 1).
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3. Òåðìîäèíàìi÷íi ïåðåòâîðåííÿ òà ¨õ

çàñòîñóâàííÿ

Òåðìîäèíàìiêà iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó

Çàâäàííÿ 40. Äëÿ îäíîãî ìîëÿ iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó, òåïëî¹ì-
íiñòü ÿêîãî íå çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè, ìåòîäàìè òåðìîäèíàìiêè çíàé-
äiòü:

à) åíòðîïiþ òà ðiâíÿííÿ êâàçiñòàòè÷íîãî àäiàáàòè÷íîãî ïðîöåñó;
á) ðîáîòó, ÿêó çäiéñíþ¹ ãàç ïðè içîõîðè÷íîìó, içîáàðè÷íîìó, içîòåðìi÷-

íîìó òà àäiàáàòè÷íîìó ïåðåõîäàõ ìiæ äâîìà ñòàíàìè;
â) êiëüêîñòi òåïëà, îòðèìàíi ãàçîì ó öèõ ïåðåõîäàõ;
ã) çìiíó òåìïåðàòóðè ãàçó ïðè éîãî ðîçøèðåííi ó âàêóóì.
ä)*õiìi÷íèé ïîòåíöiàë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Òåðìîäèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó
âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿìè

PV = NRT (3.1)

òà
U = NfRT = NcV T, (3.2)

äå N � êiëüêiñòü ìîëiâ ãàçó, R � óíiâåðñàëüíà ãàçîâà ñòàëà, f � ÷èñëîâèé
êîåôiöi¹íò, ïîâ'ÿçàíèé iç âèäîì òà êiëüêiñòþ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ìîëåêóë
ãàçó, cV = fR � ìîëÿðíà òåïëî¹ìíiñòü ãàçó ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi. Iíêîëè (3.1)
i (3.2) íàçèâàþòü âiäïîâiäíî òåðìi÷íèì i êàëîðè÷íèì ðiâíÿííÿìè ñòàíó
iäåàëüíîãî ãàçó.

Ôiêñóþ÷è â (3.1) ïî ÷åðçi çíà÷åííÿ çìiííèõ V , P i T , äiñòà¹ìî ðiâíÿííÿ
içîõîðè÷íîãî, içîáàðè÷íîãî òà içîòåðìi÷íîãî ïðîöåñiâ iäåàëüíîãî ãàçó:

P

T
= const (ïðè V = const, içîõîðè÷íèé ïðîöåñ); (3.3)

V

T
= const (ïðè P = const, içîáàðè÷íèé ïðîöåñ); (3.4)

PV = const (ïðè T = const, içîòåðìi÷íèé ïðîöåñ). (3.5)

à) Çà îçíà÷åííÿì, â àäiàáàòè÷íîìó ïðîöåñi îáìií òåïëîì ìiæ ñèñòåìîþ
i íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì íå âiäáóâà¹òüñÿ. Äëÿ êâàçiñòàòè÷íîãî ïðîöåñó
åëåìåíòàðíà êiëüêiñòü òåïëîòè, ÿêó ñèñòåìà (ó íàøîìó âèïàäêó � ãàç) îòðè-
ìó¹ âiä çîâíiøíiõ òië ïðè òåìïåðàòóði T , äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ δQ = TdS,
äå dS � çìiíà åíòðîïi¨ ñèñòåìè âíàñëiäîê òåïëîïiäâîäó (çàìiñòü çâè÷íîãî
ïîçíà÷åííÿ äèôåðåíöiàëà d ó öié ôîðìóëi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñèìâîë δ � ùîá
ïiäêðåñëèòè, ùî êiëüêiñòü òåïëîòè ¹ ôóíêöi¹þ ïðîöåñó, òîáòî çàëåæèòü âiä
óìîâ, ó ÿêèõ âîíà ïåðåäà¹òüñÿ). Òîìó óìîâà àäiàáàòè÷íîñòi ïðîöåñó δQ = 0
íàáèðà¹ âèãëÿäó dS = 0, àáî S = const.
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Ïåðåéäåìî äî îá÷èñëåííÿ åíòðîïi¨ iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó. Íåõàé
s = S/N , u = U/N òà v = V/N � ìîëÿðíi åíòðîïiÿ, âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ
òà îá'¹ì ãàçó. Ç îñíîâíî¨ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîñòi du = Tds − Pdv äëÿ
ïðèðîñòó ds ìà¹ìî:

ds =
1

T
du+

P

T
dv. (3.6)

Ïðè iíòåãðóâàííi öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ òà éîìó ïîäiáíèõ òðåáà âðàõî-
âóâàòè íàñòóïíå.

1) Çìiííi u i v ¹ ïðèðîäíèìè (�ñâî¨ìè�) äëÿ ìîëÿðíî¨ åíòðîïi¨ â òî-
ìó ðîçóìiííi, ùî ñàìå ÿê ôóíêöiÿ s = s(u, v) öèõ çìiííèõ âîíà íåñå âñþ
òåðìîäèíàìi÷íó iíôîðìàöiþ ïðî ñèñòåìó. Òîìó, ùîá çiíòåãðóâàòè (3.6), âå-
ëè÷èíè 1/T i P/T â íüîìó òðåáà âèðàçèòè ÷åðåç çìiííi u i v. Äëÿ öüîãî
êîðèñòó¹ìîñÿ ðiâíÿííÿìè (3.1) i (3.2):

1

T
=
cV
u
,

P

T
=
R

v
.

Äiñòà¹ìî:

ds(u, v) =
cV
u
du+

R

v
dv. (3.7)

2) Ñïiââiäíîøåííÿ âèäó

ds(u, v) = A(u, v)du+B(u, v)dv, (3.8)

äå A(u, v) i B(u, v) � ôóíêöi¨ u i v, ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ó ÷à-
ñòèííèõ ïîõiäíèõ, ÿêå íå ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå ïî÷ëåííèì iíòåãðóâàííÿì.
Ñèòóàöiÿ ñïðîùó¹òüñÿ òèì, ùî s(u, v) � ôóíêöiÿ ñòàíó, à òîìó ds(u, v) �
ïîâíèé äèôåðåíöiàë. Âiäïîâiäíî, ïðàâó ÷àñòèíó (3.8) òåæ òðåáà ïîäàâàòè
ÿê ïîâíèé äèôåðåíöiàë. Ó íàøîìó âèïàäêó (äèâ. òàêîæ çàâäàííÿ 54) öå
çðîáèòè ïðîñòî. Îñêiëüêè, çà óìîâîþ, cV = const, òî ìà¹ìî:

ds(u, v) = cV d lnu+Rd ln v = d (cV lnu+R ln v) ,

s(u, v) = cV lnu+R ln v + σ,

äå σ � còàëà iíòåãðóâàííÿ, ÿêà â ðàìêàõ òåðìîäèíàìi÷íîãî ïiäõîäó çà-
ëèøà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíîþ. �¨ ïðèéíÿòî âèðàæàòè ÷åðåç ïàðàìåòðè u0, v0
i s0 = s(u0, v0) äåÿêîãî äîâiëüíîãî ñòàíó ãàçó:

s(u0, v0) = cV lnu0 +R ln v0 + σ,

çâiäêè
σ = −cV lnu0 −R ln v0 + s0.

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî:

s(u, v) = cV ln
u

u0
+R ln

v

v0
+ s0. (3.9)
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3) Ôîðìàëüíî òàêèé ñàìèé ðåçóëüòàò ìîæíà îäåðæàòè, ÿêùî ñêîðèñòà-
òèñÿ ñïiââiäíîøåííÿì du = cV dT òà ïåðåïèñàòè (3.6) ó âèãëÿäi

ds(T, v) =
cV
T
dT +

R

v
dv,

çâiäêè

s(T, v) = cV ln
T

T0
+R ln

v

v0
+ s̃0,

äå s̃0 = s(T0, v0). Ïiäñòàâèâøè T = u/cV , áà÷èìî, ùî âèðàç äëÿ s(T, v) ïåðå-
õîäèòü ó âèðàç äëÿ s(u, v). Îäíàê òðåáà ïàì'ÿòàòè, ùî â çàãàëüíîìó âèïàä-
êó ôóíêöi¨ s(u, v) òà s(T, v) íå ¹ ïîâíiñòþ òåðìîäèíàìi÷íî åêâiâàëåíòíèìè,
íàâiòü ÿêùî âîíè é äàþòü îäíàêîâi ÷èñëîâi çíà÷åííÿ. Ñïðàâäi, îñêiëüêè
T = (∂u/∂s)v, òî çàëåæíiñòü s = s(u, v) äîçâîëÿ¹ îäíîçíà÷íî âiäíîâèòè
çàëåæíiñòü s = s(T, v), òîäi ÿê çàëåæíiñòü s = s(T, v) ôàêòè÷íî ¹ äèôå-
ðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì, ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî çàëåæèòü âiä äîâiëüíèõ ôóíêöié
iíòåãðóâàííÿ, äëÿ çíàõîäæåííÿ ÿêèõ, à ç íèìè � i çàëåæíîñòi s = s(u, v),
ïîòðiáíà äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ. Çîêðåìà, ïðè v = const ôóíêöiÿ s(T, v)
¹ îäíàêîâîþ äëÿ âñi¹¨ ìíîæèíè ôóíêöié, îòðèìóâàíèõ iç çàäàíî¨ s(u, v)
ïàðàëåëüíèìè çñóâàìè ¨¨ ãðàôiêà âçäîâæ îñi u, à òîìó íå ¹ îäíîçíà÷íî
ïîâ'ÿçàíîþ ç îêðåìèìè ôóíêöiÿìè öi¹¨ ìíîæèíè. Öå îçíà÷à¹, ùî ÷àñòèíó
òåðìîäèíàìi÷íî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ñèñòåìó ôóíêöi¹þ s(T, v) âòðà÷åíî.

4) Ùîá óáåçïå÷èòè ñåáå âiä ïîäiáíèõ âòðàò, íåîáõiäíî êîðèñòóâàòèñÿ
òåðìîäèíàìi÷íèìè ïîòåíöiàëàìè ÿê ôóíêöiÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ñâî¨õ ïðè-
ðîäíèõ çìiííèõ i ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïåðåòâîðåííÿìè Ëåæàíäðà (äèâ. çà-
óâàæåííÿ). Çîêðåìà, íà îñíîâi ôóíêöi¨ s(u, v) ìîæíà ïîáóäóâàòè òðè òåðìî-
äèíàìi÷íî åêâiâàëåíòíi ¨é ôóíêöi¨ ñòàíó (¨õ íàçèâàþòü ôóíêöiÿìè Ìàñü¹),
äëÿ ÿêèõ ïðèðîäíèìè çìiííèìè âèñòóïàþòü ïàðè 1/T i v, u i P/T òà 1/T
i P/T :

s1

(
1

T
, v

)
= s(u, v)− 1

T
u, ds1

(
1

T
, v

)
= −ud

(
1

T

)
+
P

T
dv;

s2

(
u,
P

T

)
= s(u, v)− P

T
v, ds2

(
u,
P

T

)
=

1

T
du− vd

(
P

T

)
;

s3

(
1

T
,
P

T

)
= s(u, v)− 1

T
u− P

T
v, ds3

(
1

T
,
P

T

)
= −ud

(
1

T

)
− vd

(
P

T

)
.

Ïîâåðíiìîñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i à). Çàëèøèëîñÿ âiäøóêàòè ðiâ-
íÿííÿ àäiàáàòè÷íîãî (içîåíòðîïiéíîãî) ïðîöåñó iäåàëüíîãî ãàçó. Ç óìîâè
s(u, v) = const, çàïèñàíî¨ â çìiííèõ T i v, äiñòà¹ìî:

T cV vR = const.

Çðîçóìiëî, ùî àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ i ç óìîâè ds(u, v) = 0, ÿêà
ïåðåòâîðþ¹ (3.7) íà çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ðîçäiëåíèìè çìií-
íèìè. Éîãî ëåãêî çiíòåãðóâàòè (− lnC � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ):

−cV
du

u
= R

dv

v
, −cV lnu = R ln v − lnC, ucV vR = C, T cV vR = const.
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Ç ðiâíÿííÿ (3.1) T = Pv/R, òîìó äàëi ìà¹ìî:

P cV vcV +R = const.

Íàðåøòi, ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì Ìàé¹ðà cP = cV +R äëÿ ìîëÿð-
íèõ òåïëî¹ìíîñòåé iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó ïðè ñòàëèõ òèñêó é îá'¹ìi,
çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ àäiàáàòè ó âèãëÿäi

Pvγ = const, (3.10)

äå γ = cP /cV � ïîêàçíèê àäiàáàòè.
Ðiâíÿííÿ àäiàáàòè (3.10) ìîæíà çàïèñàòè é ó çìiííèõ T, v i T, P . Çðîáiòü

öå ñàìîñòiéíî.

Çàóâàæåííÿ. Íåõàé f(x, y) � ôóíêöiÿ äâîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ x i y,
ïðèðiñò ÿêî¨ ïðè çìiíi àðãóìåíòiâ íà íåñêií÷åííî ìàëi âåëè÷èíè dx i dy ìà¹
âèãëÿä

df(x, y) = A(x, y)dx+B(x, y)dy.

Äëÿ òåðìîäèíàìiêè ôóíäàìåíòàëüíå çíà÷åííÿ ìà¹ âèïàäîê, êîëè df(x, y) �
ïîâíèé äèôåðåíöiàë (f � ôóíêöiÿ ñòàíó, òàêà ÿê åíòðîïiÿ, âíóòðiøíÿ åíåð-
ãiÿ ÷è áóäü-ÿêèé iíøèé òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë). Òîäi, ïî-ïåðøå,

A =

(
∂f

∂x

)
y

, B =

(
∂f

∂y

)
x

, (3.11)

i, ïî-äðóãå, ó ñèëó ðiâíîñòi çìiøàíèõ ïîõiäíèõ

[
∂
∂y

(
∂f
∂x

)
y

]
x

=
[
∂
∂x

(
∂f
∂y

)
x

]
y

ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Ìàêñâåëëà(
∂A

∂y

)
x

=

(
∂B

∂x

)
y

. (3.12)

Ïîõiäíi A i B òåæ ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ïðè îïèñi ñèñòåìè ÿê
íåçàëåæíi çìiííi. Äëÿ öüîãî òðåáà çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü Ëåæàíäðà
ïåðåéòè âiä f(x, y) äî òåðìîäèíàìi÷íî åêâiâàëåíòíèõ ¨é ôóíêöié

f1(A, y) = f(x, y)−Ax, f2(x,B) = f(x, y)−By, f3(A,B) = f(x, y)−Ax−By,

äå ñòàði çìiííi ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íîâi íåçàëåæíi çìiííi
çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü (3.11), òîáòî ¹, âiäïîâiäíî, ôóíêöiÿìè âèäó
x = x(A, y), y = y(x,B) òà x = x(A,B), y = y(A,B). Äèôåðåíöiàëè ôóíêöié
fi ìàþòü âèãëÿä

df1(A, y) = −xdA+Bdy, df2(x,B) = Adx− ydB, df3(A,B) = −xdA− ydB,

i äî íèõ òàêîæ çàñòîñîâíi ïðàâèëà (3.11), (3.12). Ìà¹ìî, íàïðèêëàä,

x = −
(
∂f1
∂A

)
y

, B =

(
∂f1
∂y

)
A

,

(
∂x

∂y

)
A

= −
(
∂B

∂A

)
y

òîùî.
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á) Åëåìåíòàðíà ðîáîòà, ÿêó ñèñòåìà (çîêðåìà, ãàç) âèêîíó¹ íàä çîâíiø-
íiìè òiëàìè ïðè ðîçøèðåííi ïðè òèñêó P íà ìàëèé îá'¹ì dV , äà¹òüñÿ ôîð-
ìóëîþ δA = PdV . ßê i êiëüêiñòü ïåðåäàíî¨ òåïëîòè, åëåìåíòàðíà ðîáîòà
¹ ôóíêöi¹þ ïðîöåñó, òîáòî çàëåæèòü âiä óìîâ, ó ÿêèõ âîíà çäiéñíþ¹òüñÿ.
Ðîáîòà ñèñòåìè ïðè ñêií÷åííîìó ïåðåõîäi ìiæ äâîìà ñòàíàìè (çíà÷åííÿ
çìiííèõ, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó, ïîçíà÷àòèìåìî iíäåêñîì 1,
êiíöåâîãî � iíäåêñîì 2) âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðàëîì (óçäîâæ çàäàíîãî øëÿõó)

A1→2 =

2∫
1

P dV. (3.13)

Ç ãåîìåòðè÷íîãî ïîãëÿäó A1→2 äîðiâíþ¹ ïëîùi ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ó
ïëîùèíi (V, P ) êðèâîþ P = P (V ), âiññþ V òà âåðòèêàëÿìè V = V1, V = V2.

Îá÷èñëèìî ðîáîòó îäíîãî ìîëÿ iäåàëüíîãî ãàçó (V = v) ó ïðîöåñàõ
(3.3)�(3.5) i (3.10).

Içîõîðè÷íèé ïðîöåñ: v = const, dv = 0, òîìó A1→2 = 0. Â içîõîðè÷íîìó
ïðîöåñi ðîáîòà ãàçîì íå çäiéñíþ¹òüñÿ. Âiäïîâiäíî, çìiíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨
ãàçó äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ïåðåäàíî¨ éîìó òåïëîòè.

Içîáàðè÷íèé ïðîöåñ: P = P1 = P2 = const, òîìó

A1→2 = P1

v2∫
v1

dv = P1(v2 − v1) = R(T2 − T1).

Içîòåðìi÷íèé ïðîöåñ: çàïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ (3.5) ó âèãëÿäi, ùî ïîâ'ÿçó¹
ïî÷àòêîâèé ñòàí (P1, v1, T1) òà äîâiëüíèé ïðîìiæíèé ñòàí (P, v, T1): Pv =
= P1v1, çâiäêè P = P1v1/v. Òîäi

A1→2 = P1v1

v2∫
v1

dv

v
= P1v1 ln

v2
v1

= RT1 ln
v2
v1
.

Àäiàáàòè÷íèé ïðîöåñ: çàïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ (3.10) ó âèãëÿäi Pvγ = P1v
γ
1 .

Çâiäñè P = P1v
γ
1/v

γ , òîìó

A1→2 = P1v
γ
1

v2∫
v1

dv

vγ
=
P1v

γ
1

1− γ

(
1

vγ−1
2

− 1

vγ−1
1

)
=

=
P1v1
γ − 1

[
1−

(
v1
v2

)γ−1
]
=

RT1
γ − 1

[
1−

(
v1
v2

)γ−1
]
.

Öþ ðîáîòó ãàç çäiéñíþ¹ çà ðàõóíîê ñâî¹¨ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨.

â) Îñêiëüêè åëåìåíòàðíà êiëüêiñòü òåïëîòè, ÿêó ñèñòåìà êâàçiñòàòè÷íî
îòðèìó¹ âiä çîâíiøíiõ òië ïðè òåìïåðàòóði T i ÿêà ñïðè÷èíÿ¹ çìiíó éîãî
åíòðîïi¨ íà ìàëó âåëè÷èíó dS, äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ δQ = TdS, òî êiëüêiñòü
òåïëîòè, ÿêó îòðèìó¹ ñèñòåìà ïðè ñêií÷åííîìó ïåðåõîäi ìiæ äâîìà ñòàíàìè
1 i 2, âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðàëîì (óçäîâæ çàäàíîãî øëÿõó)
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Q1→2 =

2∫
1

T dS. (3.14)

Ç ãåîìåòðè÷íîãî ïîãëÿäó Q1→2 äîðiâíþ¹ ïëîùi ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ó
ïëîùèíi (S, T ) êðèâîþ T = T (S), âiññþ S òà âåðòèêàëÿìè S = S1, S = S2.

Îá÷èñëþ¹ìî Q1→2 äëÿ îäíîãî ìîëÿ iäåàëüíîãî ãàçó (S = s) ó ðiçíèõ
ïðîöåñàõ.

Içîõîðè÷íèé ïðîöåñ: ïðè v = const çìiíà åíòðîïi¨ ds = du/T = cV dT/T,
òîìó

Q1→2 =

T2∫
T1

cV dT = cV (T2 − T1).

Î÷åâèäíî, ùî öþ ôîðìóëó ìîæíà çàïèñàòè âiäðàçó æ, ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ
îçíà÷åííÿì òà óìîâîþ ñòàëîñòi cV .

Òåïåð çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (3.1) äëÿ ïî÷àòêîâîãî òà êiíöåâîãî ñòàíiâ ãàçó
(v2 = v1): P1v1 = RT1, P2v1 = RT2. Âiäíÿâøè ïåðøå ðiâíÿííÿ ç äðóãîãî,
çíàõîäèìî: T2 − T1 = (P2 − P1)v1/R. Îòðèìàíèé ðàíiøå ðåçóëüòàò íàáèðà¹
âèãëÿäó

Q1→2 =
cV
R

(P2 − P1)v1 =
v1

γ − 1
(P2 − P1).

Içîáàðè÷íèé ïðîöåñ: ïðè P = const ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Tds = du+ Pdv = cV dT + Pdv = cV dT +RdT = (cV +R) dT = cPdT.

Îòæå,

Q1→2 =

T2∫
T1

cP dT = cP (T2 − T1),

ó âiäïîâiäíîñòi ç îçíà÷åííÿì òà óìîâîþ ñòàëîñòi cP . Ñêîðèñòàâøèñü ðiâ-
íÿííÿì ñòàíó (3.1), ìîæåìî òàêîæ çàïèñàòè:

Q1→2 =
cP
R

(v2 − v1)P1 =
γP1

γ − 1
(v2 − v1).

Içîòåðìi÷íèé ïðîöåñ: îñêiëüêè T = T1 = const, òî

Q1→2 = T1

s2∫
s1

ds = T1(s2 − s1).

Òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè

Tds = Pdv =
RT1
v
dv,

òîìó

Q1→2 = RT1

v2∫
v1

dv

v
= RT1 ln

v2
v1
.
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Àäiàáàòè÷íèé ïðîöåñ:
Q1→2 = 0.

ã) Ïðè ðîçøèðåííi ó âàêóóì ãàç íå çäiéñíþ¹ ðîáîòè íàä çîâíiøíiìè
òiëàìè é íå îáìiíþ¹òüñÿ ç íèìè òåïëîì. Òîìó éîãî âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ íå
çìiíþ¹òüñÿ. Óðàõîâóþ÷è, ùî âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ iäåàëüíîãî ãàçó çàëåæèòü
ëèøå âiä òåìïåðàòóðè, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òåìïåðàòóðà iäåàëüíîãî ãàçó
ïðè ðîçøèðåííi ó âàêóóì çàëèøà¹òüñÿ ñòàëîþ.

ä)* Øóêà¹ìî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë µ, ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì
Ãiááñà�Äþãåìà

d
(µ
T

)
= ud

(
1

T

)
+ vd

(
P

T

)
.

Ðîçãëÿäàþ÷è âåëè÷èíó µ/T ÿê ôóíêöiþ çìiííèõ u i v, çíàéäåìî (iíäåêñîì
�0� ïîçíà÷åíî ïàðàìåòðè äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî ñòàíó ãàçó):

µ

T
= −cV ln

u

u0
−R ln

v

v0
+
(µ
T

)
0
. (3.15)

Áà÷èìî, çîêðåìà, ùî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ÿê ôóíêöiÿ T i P ìà¹ äëÿ iäåàëü-
íîãî ãàçó ñòðóêòóðó

µ (T, P ) = χ(T ) +RT ln
P

P0
,

äå χ(T ) � ôóíêöiÿ ëèøå òåìïåðàòóðè.

Çàóâàæåííÿ. 1) Ó ðàìêàõ ñòàòèñòè÷íîãî (ìiêðîñêîïi÷íîãî) ïiäõîäó õi-
ìi÷íèé ïîòåíöiàë îäíîêîìïîíåíòíî¨ ñèñòåìè ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìó-
ëîþ

µ =

(
∂F

∂N

)
T,V

,

äå òåïåðN � êiëüêiñòü ÷àñòèíîê. Ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòàìè çàâäàííÿ 25,
ïîêàæiòü, ùî äëÿ êëàñè÷íîãî iäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçó

µ = −kT ln
V

N
− 3

2
kT ln

mkT

2π~2
, (3.16)

m � ìàñà àòîìà.
2) Ïiäêðåñëèìî, ùî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë � iíòåíñèâíà âåëè÷èíà. Àëå ¨¨

ðîçìiðíîñòi â ðàìêàõ ìiêðîñêîïi÷íîãî òà ìàêðîñêîïi÷íîãî ïiäõîäiâ ìîæóòü
âiäðiçíÿòèñÿ. Çîêðåìà, ùîá ïåðåéòè âiä ðåçóëüòàòó (3.16) äî ðåçóëüòàòó
(3.15), ïåðøèé òðåáà ïîìíîæèòè íà ñòàëó Àâîãàäðî NA.

3) Ñïiââiäíîøåííÿ Ãiááñà�Äþãåìà äëÿ s-êîìïîíåíòíî¨ ñèñòåìè ìà¹ âè-
ãëÿä

s∑
a=1

Nad
(µa
T

)
= Ud

(
1

T

)
+ V d

(
P

T

)
,
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äå Na i µa � êiëüêiñòü ìîëiâ (÷àñòèíîê) i õiìi÷íèé ïîòåíöiàë a-òîãî êîì-
ïîíåíòà, U i V � âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ é îá'¹ì ñèñòåìè. Áåçïîñåðåäíüîþ ïiä-
ñòàíîâêîþ ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî äëÿ áàãàòîêîìïîíåíòíî¨ ñóìiøi êëàñè÷íèõ
iäåàëüíèõ îäíîàòîìíèõ ãàçiâ öå ðiâíÿííÿ ñïðàâäæó¹òüñÿ òîòîæíî. Íàãà-
äà¹ìî, ùî òåðìi÷íå ðiâíÿííÿ ñòàíó, êàëîðè÷íå ðiâíÿííÿ ñòàíó òà õiìi÷íi
ïîòåíöiàëè êîìïîíåíòiâ òàêî¨ ñóìiøi äàþòüñÿ ôîðìóëàìè

PV = kT

s∑
a=1

Na, U =
3

2
kT

s∑
a=1

Na, µa = −kT ln
V

Na
− 3

2
kT ln

makT

2π~2
.

Êàëîðè÷íi ðiâíÿííÿ

Çàâäàííÿ 41. Âèõîäÿ÷è ç îñíîâíî¨ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîñòi òà ñïiââiä-
íîøåíü Ìàêñâåëëà äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ, äîâåäiòü òàêi êàëî-
ðè÷íi ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåì ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê:

à)

(
∂U

∂T

)
P

= CP−P
(
∂V

∂T

)
P

; á)

(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

−P ;

â)

(
∂U

∂P

)
T

= −T
(
∂V

∂T

)
P

−P
(
∂V

∂P

)
T

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Äèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ñòîðîíè îñíîâíî¨ òåðìîäèíàìi÷-
íî¨ ðiâíîñòi

dU = TdS − PdV (3.17)

çà òåìïåðàòóðîþ ïðè ñòàëîìó òèñêó. Äiñòà¹ìî:(
∂U

∂T

)
P

= T

(
∂S

∂T

)
P

− P

(
∂V

∂T

)
P

.

Íåõàé δQ � äîñòàòíüî ìàëà êiëüêiñòü òåïëîòè, ÿêó êâàçiñòàòè÷íî íà-
äàþòü ñèñòåìi ïðè ïåâíèõ óìîâàõ âèäó X = const, äå X � äåÿêèé òåð-
ìîäèíàìi÷íèé ïàðàìåòð àáî êiëüêà òàêèõ ïàðàìåòðiâ. ßêùî â ðåçóëüòàòi
öüîãî òåìïåðàòóðà ñèñòåìè çðîñòà¹ íà âåëè÷èíó δT , òî, çà îçíà÷åííÿì, òåï-
ëî¹ìíiñòü ñèñòåìè ïðè öèõ óìîâàõ CX = (δQ/δT )X . Çîêðåìà, òåïëî¹ìíiñòü
ñèñòåìè ïðè ñòàëîìó òèñêó (i ôiêñîâàíié êiëüêîñòi ÷àñòèíîê)

CP =

(
δQ

δT

)
P,N

.

Äëÿ êâàçiñòàòè÷íèõ ïðîöåñiâ δQ = TdS, òîìó äàëi ìîæåìî çàïèñàòè (iíäåêñ
N îïóñêà¹ìî):

CP = T

(
∂S

∂T

)
P

.

83



Ç îãëÿäó íà öå ñïiââiäíîøåííÿ äiñòà¹ìî:(
∂U

∂T

)
P

= CP − P

(
∂V

∂T

)
P

.

á) Ñïåðøó çäèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ñòîðîíè (3.17) çà îá'¹ìîì ïðè ñòàëié
òåìïåðàòóði: (

∂U

∂V

)
T

= T

(
∂S

∂V

)
T

− P. (3.18)

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñïiââiäíîøåííÿì Ìàêñâåëëà äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ñèñòå-
ìè F = U − TS. Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (3.17) äëÿ iíôiíiòåçèìàëüíîãî ïðè-
ðîñòó dF ìà¹ìî:

dF = dU − d(TS) = TdS − PdV − TdS − SdT = −SdT − PdV. (3.19)

Îñêiëüêè F = F (T, V ) � ôóíêöiÿ ñòàíó, òî dF � ïîâíèé äèôåðåíöiàë, à
äðóãi çìiøàíi ïîõiäíi F çà ¨¨ çìiííèìè V i T äîðiâíþþòü îäíà îäíié:[

∂

∂V

(
∂F

∂T

)
V

]
T

=

[
∂

∂T

(
∂F

∂V

)
T

]
V

.

Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (3.19)(
∂F

∂T

)
V

= −S,
(
∂F

∂V

)
T

= −P,

i óìîâà ðiâíîñòi çìiøàíèõ ïîõiäíèõ íàáèðà¹ âèãëÿäó(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

.

Öå i ¹ ñïiââiäíîøåííÿ Ìàêñâåëëà äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨. Çà éîãî äîïîìîãîþ ç
ôîðìóëè (3.18) îñòàòî÷íî çíàõîäèìî:(

∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

− P. (3.20)

â) Òåïåð äèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ñòîðîíè ôîðìóëè (3.17) çà òèñêîì ïðè
ñòàëié òåìïåðàòóði:(

∂U

∂P

)
T

= T

(
∂S

∂P

)
T

− P

(
∂V

∂P

)
T

. (3.21)

Äëÿ íåñêií÷åííî ìàëîãî ïðèðîñòó òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó Ãiááñà Φ =
= U − TS + PV , ÿêèé òåæ ¹ ôóíêöi¹þ ñòàíó, ùî çàëåæèòü âiä T i P , çíàõî-
äèìî: dΦ = −SdT+V dP. Âiäïîâiäíå ñïiââiäíîøåííÿ Ìàêñâåëëà ìà¹ âèãëÿä(

∂S

∂P

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
P

.

Ñêîðèñòàâøèñü íèì ó ôîðìóëi (3.21), äiñòà¹ìî âiäïîâiäü.
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Òåðìîäèíàìiêà åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ

Çàâäàííÿ 42. Ç åëåêòðîäèíàìiêè âiäîìî, ùî òèñê ðiâíîâàæíîãî åëåê-
òðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, ÿêå ïàäà¹ içîòðîïíî íà äîâiëüíó ïîâåðõíþ,
P = u/3, äå u � åíåðãiÿ âèïðîìiíþâàííÿ â îäèíèöi îá'¹ìó. Ïðèïóñòèâøè,
ùî u çàëåæèòü ëèøå âiä òåìïåðàòóðè, u = u(T ) (Áîëüöìàí, 1884 ð.), çíàé-
äiòü âíóòðiøíþ åíåðãiþ ðiâíîâàæíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ
â îáìåæåíié ïîðîæíèíi îá'¹ìîì V , ñòiíêè ÿêî¨ ïiäòðèìóþòüñÿ ïðè ñòàëié
òåìïåðàòóði. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ ñòàíó, ðiâíÿííÿ içîòåðìi÷íîãî òà àäiàáà-
òè÷íîãî ïðîöåñiâ äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çãiäíî iç çðîáëåíèì ïðèïóùåííÿì, âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ðiâ-
íîâàæíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ â ïîðîæíèíi îá'¹ìîì V îïè-
ñó¹òüñÿ âèðàçîì U = V u(T ). Òîäi(

∂U

∂V

)
T

= u(T )

i ðiâíÿííÿ (3.20) íàáèðà¹ âèãëÿäó

u(T ) =
1

3
T
du(T )

dT
− 1

3
u(T ),

àáî

T
du(T )

dT
= 4u(T ).

Öå ¹ çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ðîçâ'ÿçó¹ìî éîãî
ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Ìà¹ìî:

du

u
= 4

dT

T
, lnu = 4 lnT + lnC,

u = CT 4,

äå C � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ (çíàéòè ¨¨ ìåòîäàìè òåðìîäèíàìiêè íåìîæëèâî).
Îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ âèðàæà¹ îäíå ç ôîðìóëþâàíü çàêîíó Ñòåôàíà�
Áîëüöìàíà.

Ïðè òåìïåðàòóði T òèñê ðiâíîâàæíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþ-
âàííÿ P = 1

3CT
4. Áà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ ñòàíó äëÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî âè-

ïðîìiíþâàííÿ ìà¹ âèãëÿä PV = 1
3U , à ðiâíÿííÿ içîòåðìè � P = const.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì Ω = F − Φ = −PV ,
äå Φ � òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Ãiááñà. Îñêiëüêè Φ = µN , äå µ i N � õi-
ìi÷íèé ïîòåíöiàë i êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ñèñòåìè, òî äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó
ñèñòåìè çi çìiííîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê ìîæåìî çàïèñàòè:

dΩ = dF − dΦ = −SdT − PdV + µdN −Ndµ− µdN = −SdT − PdV −Ndµ,

S = −
(
∂Ω

∂T

)
V,µ

.
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Äëÿ ðiâíîâàæíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ Ω = −1
3CV T

4.
Çâiäñè çíàõîäèìî åíòðîïiþ âèïðîìiíþâàííÿ: S = 4

3CV T
3. Áà÷èìî, ùî ðiâ-

íÿííÿ àäiàáàòè ìà¹ âèãëÿä V T 3 = const, àáî PV 4/3 = const.
Ó íàâåäåíîìó ðîçâ'ÿçàííi íåÿâíî âèêîðèñòîâóâàëàñÿ òà îáñòàâèíà, ùî

äëÿ ðiâíîâàæíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ µ = 0. Ïðîàíàëiçóé-
òå ñàìîñòiéíî, ó ÿêèõ ìiñöÿõ öå áóëî çðîáëåíî.

Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ òåðìîäèíàìi÷íèìè ïîõiäíèìè

Çàâäàííÿ 43.Íåõàé òðè çìiííiA,B,C ïîâ'ÿçàíi ðiâíÿííÿì f(A,B,C)=
= 0. Äîâåäiòü ñïiââiäíîøåííÿ(

∂A

∂B

)
C

(
∂B

∂C

)
A

(
∂C

∂A

)
B

= −1,

(
∂A

∂B

)
C

=

(
∂B

∂A

)−1

C

.

Íà ¨õ îñíîâi ïîêàæiòü, ùî êîåôiöi¹íò òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ αP , içîòåðìi÷-
íà ñòèñëèâiñòü βT i êîåôiöi¹íò òåðìi÷íîãî òèñêó γV ïðîñòî¨ òåðìîäèíàìi÷-
íî¨ ñèñòåìè ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ αP

/
βTγV = P .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäà÷ó çà äîïîìîãîþ çâè÷àéíèõ ïðàâèë äè-
ôåðåíöiþâàííÿ. Çàïèøåìî ïîâíèé äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ f :

df =

(
∂f

∂A

)
B,C

dA+

(
∂f

∂B

)
A,C

dB +

(
∂f

∂C

)
A,B

dC = 0.

Äàëi â öüîìó âèðàçi ïî ÷åðçi ôiêñó¹ìî C = const, B = const, A = const.
Ïðè C = const ìà¹ìî:

(df)C =

(
∂f

∂A

)
B,C

dA+

(
∂f

∂B

)
A,C

dB = 0, (3.22)

çâiäêè (
∂A

∂B

)
C

= −
(
∂f

∂B

)
A,C

/(
∂f

∂A

)
B,C

. (3.23)

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî:(
∂C

∂A

)
B

= −
(
∂f

∂A

)
B,C

/(
∂f

∂C

)
A,B

,

(
∂B

∂C

)
A

= −
(
∂f

∂C

)
A,B

/(
∂f

∂B

)
A,C

.

Ïîìíîæèâøè öi ÷àñòèííi ïîõiäíi, äiñòà¹ìî ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ:

(
∂A

∂B

)
C

(
∂B

∂C

)
A

(
∂C

∂A

)
B

= −

(
∂f

∂B

)
A,C(

∂f

∂A

)
B,C

(
∂f

∂C

)
A,B(

∂f

∂B

)
A,C

(
∂f

∂A

)
B,C(

∂f

∂C

)
A,B

= −1.
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Òåïåð çâåðíåìî óâàãó, ùî ç ðiâíîñòi (3.22) ìîæåìî òàêîæ çàïèñàòè:(
∂B

∂A

)
C

= −
(
∂f

∂A

)
B,C

/(
∂f

∂B

)
A,C

. (3.24)

Ïîðiâíþþ÷è ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (3.23) i (3.24), äiñòà¹ìî äðóãå øóêàíå
ñïiââiäíîøåííÿ: (

∂A

∂B

)
C

=

(
∂B

∂A

)−1

C

.

Îá'¹ì V , òåìïåðàòóðà T i òèñê P ïðîñòî¨ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè
ïîâ'ÿçàíi ðiâíÿííÿì ñòàíó f(V, T, P ) = 0. Òîìó ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ(

∂V

∂T

)
P

(
∂T

∂P

)
V

(
∂P

∂V

)
T

= −1.

Òåðìîäèíàìi÷íi ïîõiäíi â íüîìó áåçïîñåðåäíüî ïîâ'ÿçàíi ç òàêèìè òåðìi÷-
íèìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìè ÿê êîåôiöi¹íò òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ αP , êî-
åôiöi¹íò òåðìi÷íîãî òèñêó γV òà içîòåðìi÷íà ñòèñëèâiñòü βT . Ñïðàâäi, çà
îçíà÷åííÿì,

αP =
1

V

(
∂V

∂T

)
P

, γV =
1

P

(
∂P

∂T

)
V

, βT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T

,

çâiäêè (
∂V

∂T

)
P

= V αP ,

(
∂T

∂P

)
V

=

(
∂P

∂T

)−1

V

=
1

PγV
,

(
∂P

∂V

)
T

=

(
∂V

∂P

)−1

T

= − 1

V βT
.

Äiñòà¹ìî:

V αP
1

PγV

(
− 1

V βT

)
= −1,

αP
βTγV

= P.

Íà çàâåðøåííÿ íàâåäåìî ùå îäíå êîðèñíå òåðìîäèíàìi÷íå ñïiââiäíî-
øåííÿ äëÿ âèïàäêó, êîëè A i B ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöi¨ çìiííî¨ D:(

∂A

∂B

)
C

=

(
∂A

∂D

)
C

/(
∂B

∂D

)
C

.

Äîâåäiòü éîãî ñàìîñòiéíî.
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Ìåòîä ÿêîáiàíiâ

Çàâäàííÿ 44. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ÿêîáiàíiâ, äîâåäiòü òàêi ñïiââiä-
íîøåííÿ:

à) βS =
CV
CP

βT ; á) CP−CV = −T
(
∂V

∂T

)2

P

(
∂P

∂V

)
T

;

â)

(
∂T

∂P

)
S

=
T

CP

(
∂V

∂T

)
P

; ã)

(
∂µ

∂N

)
V,T

= −V 2

N2

(
∂P

∂V

)
T,N

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Çà îçíà÷åííÿì,

βS = − 1

V

(
∂V

∂P

)
S

, βT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T

.

Ç îãëÿäó íà âëàñòèâîñòi ÿêîáiàíiâ, äëÿ ïîõiäíî¨ â ïåðøié ôîðìóëi ìîæåìî
çàïèñàòè:(

∂V

∂P

)
S

=
∂(V, S)

∂(P, S)
=
∂(V, S)

∂(V, T )

∂(V, T )

∂(P, S)
=
∂(V, S)

∂(V, T )

∂(P, T )

∂(P, S)

∂(V, T )

∂(P, T )
=

=

(
∂S

∂T

)
V

(
∂T

∂S

)
P

(
∂V

∂P

)
T

=
CV
CP

(
∂V

∂P

)
T

.

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ çàãàëüíèì ïðàâèëîì: ùîá âèêëþ÷èòè åíòðîïiþ ç âè-
ðàçiâ âèäó ∂(X,S) (X � çìiííà V àáî P ), äî íèõ òðåáà ïiäâåñòè âèðàçè
âèäó ∂(X,T ). Òîäi âiäïîâiäíi ïîõiäíi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç òåïëî¹ìíîñòi (êà-
ëîðè÷íi êîåôiöi¹íòè) ñèñòåìè

CV =

(
δQ

δT

)
V

= T

(
∂S

∂T

)
V

, CP =

(
δQ

δT

)
P

= T

(
∂S

∂T

)
P

.

Îòæå,

βS =
CV
CP

βT .

á) Äëÿ ñèñòåìè ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê ïðèðiñò âiëüíî¨ åíåðãi¨
F = F (T, V ) = U − TS, ïîâ'ÿçàíèé iç íåñêií÷åííî ìàëèìè êâàçiñòàòè÷íèìè
çìiíàìè òåìïåðàòóðè é îá'¹ìó, äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

dF = −SdT − PdV.

Îñêiëüêè âiëüíà åíåðãiÿ � ôóíêöiÿ ñòàíó ñèñòåìè, òî âåëè÷èíà dF � ïîâíèé
äèôåðåíöiàë, à òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Ìàêñâåëëà(

∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

, (3.25)
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ÿêå ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi óìîâè êàëiáðóâàííÿ (äèâ. çàóâàæåííÿ)

∂(T, S)

∂(P, V )
= 1. (3.26)

Ôîðìóëè (3.25) i (3.26) äîçâîëÿþòü ñêîðèñòàòèñÿ âëàñòèâîñòÿìè ÿêîáiàíiâ,
ùîá ðîçâ'ÿçàòè çàâäàííÿ á) i â).

Äëÿ òåïëî¹ìíîñòi CP ìà¹ìî:

CP = T

(
∂S

∂T

)
P

= T
∂(S, P )

∂(T, P )
= T

∂(S, P )

∂(T, V )

∂(T, V )

∂(T, P )
=

= T

∣∣∣∣∣∣∣∣
(
∂S

∂T

)
V

(
∂S

∂V

)
T(

∂P

∂T

)
V

(
∂P

∂V

)
T

∣∣∣∣∣∣∣∣
(
∂V

∂P

)
T

=

= T

[(
∂S

∂T

)
V

(
∂P

∂V

)
T

−
(
∂S

∂V

)
T

(
∂P

∂T

)
V

](
∂V

∂P

)
T

.

Ñêîðèñòàâøèñü (3.25) òà ðîçêðèâøè êâàäðàòíi äóæêè, äàëi äiñòà¹ìî:

CP = T

(
∂S

∂T

)
V

− T

(
∂P

∂T

)2

V

(
∂V

∂P

)
T

= CV − T

(
∂P

∂T

)2

V

(
∂V

∂P

)
T

.

Îñêiëüêè(
∂P

∂T

)
V

=
∂(P, V )

∂(T, V )
=
∂(P, V )

∂(P, T )

∂(P, T )

∂(T, V )
= −

(
∂V

∂T

)
P

(
∂P

∂V

)
T

,

òî îñòàòî÷íî çíàõîäèìî:

CP − CV = −T
(
∂V

∂T

)2

P

(
∂P

∂V

)
T

. (3.27)

Äëÿ òåðìîäèíàìi÷íî ñòiéêî¨ ñèñòåìè çàâæäè (∂P/∂V )T < 0, à îòæå,
çãiäíî ç (3.27), CP > CV .

â) Ç îãëÿäó íà (3.26) ìà¹ìî:(
∂T

∂P

)
S

=
∂(T, S)

∂(P, S)
=
∂(T, S)

∂(P, V )

∂(P, V )

∂(P, S)
=
∂(P, V )

∂(P, S)
=
∂(P, V )

∂(P, T )

∂(P, T )

∂(P, S)
=

=

(
∂V

∂T

)
P

(
∂T

∂S

)
P

=

(
∂V

∂T

)
P

(
∂S

∂T

)−1

P

=
T

CP

(
∂V

∂T

)
P

.

ã) Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó çi çìiííîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê N . Ïðèðiñò ¨¨
âiëüíî¨ åíåðãi¨ F = F (T, V,N), ïîâ'ÿçàíèé ç íåñêií÷åííî ìàëèìè êâàçiñòà-
òè÷íèìè çìiíàìè T , V i N , äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

dF = −SdT − PdV + µdN.
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Îñêiëüêè F (T, V,N) � ôóíêöiÿ ñòàíó ñèñòåìè, òî âåëè÷èíà dF � ïîâíèé
äèôåðåíöiàë. Ôiêñóþ÷è ïî ÷åðçi íåçàëåæíi çìiííi T , V i N , çíàõîäèìî òðè
ñïiââiäíîøåííÿ Ìàêñâåëëà:(

∂P

∂N

)
T,V

= −
(
∂µ

∂V

)
T,N

(ïðè T = const), (3.28)

(
∂S

∂N

)
T,V

= −
(
∂µ

∂T

)
V,N

(ïðè V = const), (3.29)(
∂S

∂V

)
T,N

=

(
∂P

∂T

)
V,N

(ïðè N = const). (3.30)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.30) åêâiâàëåíòíå ñïiââiäíîøåííþ (3.25) i âæå áó-
ëî âèêîðèñòàíå â çàâäàííÿõ à)�â). Òåïåð íàì çíàäîáèòüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ (3.28). Ïåðåïèøåìî éîãî çà äîïîìîãîþ ÿêîáiàíiâ ó âèãëÿäi

∂(P, V )

∂(N,V )
= −∂(µ,N)

∂(V,N)
(ïðè T = const).

Çâiäñè äiñòà¹ìî óìîâó êàëiáðóâàííÿ

∂(µ,N)

∂(P, V )
= 1 (ïðè T = const). (3.31)

Òåïåð çãàäà¹ìî, ùî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ¹ ôóíêöi¹þ ëèøå iíòåíñèâíèõ
çìiííèõ T i P , ïðèðiñò ÿêî¨ ïðè ¨õ ìàëèõ êâàçiñòàòè÷íèõ çìiíàõ

dµ = −sdT + vdP. (3.32)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðåçóëüòàò äèôåðåíöiþâàííÿ µ çà îäíi¹þ iç çìiííèõ
T , P (ïðè ôiêñîâàíié äðóãié) íå çàëåæèòü âiä òîãî, çíà÷åííÿ ÿêî¨ ç åêñ-
òåíñèâíèõ çìiííèõ � N ÷è V � ïðè öüîìó òåæ ôiêñó¹òüñÿ. Çîêðåìà, ïðè
ôiêñîâàíié òåìïåðàòóði ç (3.32) ìà¹ìî:(

∂µ

∂P

)
T,N

=

(
∂µ

∂P

)
T,V

= v =
V

N
. (3.33)

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ÿêîáiàíiâ, óìîâîþ êàëiáðóâàííÿ (3.31) òà ôîð-
ìóëàìè (3.33), ïðè T = const çíàõîäèìî:(

∂µ

∂N

)
V,T

=
∂(µ, V )

∂(N,V )
=
∂(µ, V )

∂(P, V )

∂(P, V )

∂(N,V )
=
∂(µ, V )

∂(P, V )

∂(µ,N)

∂(N,V )
=

=
∂(µ, V )

∂(P, V )

∂(µ,N)

∂(P,N)

∂(P,N)

∂(N,V )
=

(
∂µ

∂P

)
T,V

(
∂µ

∂P

)
T,N

(
−∂P
∂V

)
T,N

=

= −V 2

N2

(
∂P

∂V

)
T,N

.
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Çàóâàæåííÿ. ßêîáiàíîì ∂(u, v)/∂(x, y) ïåðåõîäó âiä îäíi¹¨ ïàðè (âèáðà-
íèõ ó ÿêîñòi) íåçàëåæíèõ çìiííèõ u i v äî iíøî¨ ïàðè íåçàëåæíèõ çìiííèõ
x i y íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèê

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(
∂u

∂x

)
y

(
∂u

∂y

)
x(

∂v

∂x

)
y

(
∂v

∂y

)
x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
∂u

∂x

)
y

(
∂v

∂y

)
x

−
(
∂u

∂y

)
x

(
∂v

∂x

)
y

.

Äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïåðåòâîðåíü îñíîâíå çíà÷åííÿ ìàþòü òàêi âëà-
ñòèâîñòi ÿêîáiàíiâ.

1) Ïðè ïåðåñòàíîâöi çìiííèõ óñåðåäèíi îäíi¹¨ ïàðè � (u, v) ÷è (x, y) �
çíà÷åííÿ ÿêîáiàíà çìiíþ¹ ñâié çíàê íà ïðîòèëåæíèé:

∂(v, u)

∂(x, y)
= −∂(u, v)

∂(x, y)
,

∂(u, v)

∂(y, x)
= −∂(u, v)

∂(x, y)
.

2) ßêùî ïàðè (u, v) i (x, y) ìàþòü ñïiëüíó çìiííó, òî ÿêîáiàí çâîäèòüñÿ
äî ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ (ç âiäïîâiäíèì çíàêîì) âåðõíüî¨ ç äâîõ ðiçíèõ çìiííèõ
çà íèæíüîþ ïðè ñòàëîìó çíà÷åííi ñïiëüíî¨ çìiííî¨. Çîêðåìà, ïðè v = y
ìà¹ìî:

∂(u, y)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣
(
∂u

∂x

)
y

(
∂u

∂y

)
x

0 1

∣∣∣∣∣∣ =
(
∂u

∂x

)
y

.

Äëÿ îäíàêîâèõ ïàð çìiííèõ ÿêîáiàí äîðiâíþ¹ îäèíèöi:

∂(u, v)

∂(u, v)
= 1.

3) Íåõàé (r, t) � ùå îäíà ïàðà íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Ñïðàâäæó¹òüñÿ òåî-
ðåìà ìíîæåííÿ ÿêîáiàíiâ:

∂(u, v)

∂(x, y)
=
∂(u, v)

∂(r, t)

∂(r, t)

∂(x, y)
.

Öÿ òåîðåìà ëåãêî ïîøèðþ¹òüñÿ íà áiëüøó êiëüêiñòü ïàð çìiííèõ. ×èòà-
þ÷è âiäïîâiäíi ðiâíîñòi ó çâîðîòíîìó íàïðÿìi, áà÷èìî, ùî ÿêîáiàíàìè ìîæ-
íà ôîðìàëüíî ìàíiïóëþâàòè ÿê çâè÷àéíèìè äðîáàìè, ÷èñåëüíèêàìè ÿêèõ
âèñòóïàþòü âåðõíi, à çíàìåííèêàìè � íèæíi ÷àñòèíè ÿêîáiàíiâ (ó ÿêîáiàíi
∂(u, v)/∂(x, y) � âiäïîâiäíî ∂(u, v) i ∂(x, y)):

∂(u, v)

∂(r, t)

∂(r, t)

∂(p, q)

∂(p, q)

∂(x, y)
=
∂(u, v)

���∂(r, t)

���∂(r, t)

∂(p, q)

∂(p, q)

∂(x, y)
=
∂(u, v)

����∂(p, q)

����∂(p, q)

∂(x, y)
=
∂(u, v)

∂(x, y)
,

∂(u, v)

∂(x, y)
= 1

/
∂(x, y)

∂(u, v)

òîùî.
Ñêîðèñòàéòåñÿ öèìè ïðàâèëàìè, ùîá ðîçâ'ÿçàòè çàâäàííÿ 43 ìåòîäîì

ÿêîáiàíiâ.

91



4) Äëÿ êîíêðåòíî¨ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè çíà÷åííÿ ÿêîáiàíiâ çìií-
íèõ, ùî ¨¨ îïèñóþòü, îáìåæåíi çàãàëüíèìè óìîâàìè êàëiáðóâàííÿ, ÿêi åêâi-
âàëåíòíi ñïiââiäíîøåííÿìÌàêñâåëëà äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ öi¹¨
ñèñòåìè. Íàïðèêëàä, ç îñíîâíî¨ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîñòi

dU = TdS − PdV

äëÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè çi ñòàëîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê ìà¹ìî ñïiââiä-
íîøåííÿ Ìàêñâåëëà (

∂T

∂V

)
S

= −
(
∂P

∂S

)
V

.

Ïåðåïèñàâøè éîãî çà äîïîìîãîþ ÿêîáiàíiâ ó âèãëÿäi

∂(T, S)

∂(V, S)
= −∂(P, V )

∂(S, V )
=
∂(P, V )

∂(V, S)
,

ïðèõîäèìî äî óìîâè êàëiáðóâàííÿ (3.26) äëÿ ïðîñòî¨ ñèñòåìè.
Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî àíàëîãi÷íà óìîâà âèïëèâà¹ é iç ñïiââiäíîøåíü Ìàêñ-

âåëëà äëÿ òåïëîâî¨ ôóíêöi¨ W = U + PV i òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó
Ãiááñà Φ = U − TS + PV òàêî¨ ñèñòåìè.

Òåðìîäèíàìiêà ãóìîâîãî äæãóòà

Çàâäàííÿ 45. Åêñïåðèìåíò ïîêàçó¹: ÿêùî ñèëó íàòÿãó ãóìîâîãî äæãó-
òà ïiäòðèìóâàòè ñòàëîþ, òî ïðè îõîëîäæóâàííi äæãóò âèäîâæó¹òüñÿ. Äî-
âåäiòü, ùî äæãóò íàãðiâàòèìåòüñÿ, ÿêùî éîãî ðîçòÿãóâàòè àäiàáàòè÷íî.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðè êâàçiñòàòè÷íîìó ðîçòÿãóâàííi çîâíiøíüîþ ñèëîþ F
íà ìàëó äîâæèíó dl äæãóò âèêîíó¹ íàä çîâíiøíiìè òiëàìè åëåìåíòàðíó
ðîáîòó δA = −Fdl (âií äi¹ íà íèõ iç ñèëîþ, ðiâíîþ ïðèêëàäåíié ñèëi çà âå-
ëè÷èíîþ, àëå ïðîòèëåæíîþ ¨é çà íàïðÿìîì). Òîìó îñíîâíà òåðìîäèíàìi÷íà
ðiâíiñòü äëÿ äæãóòà ìà¹ âèãëÿä

dU = TdS + Fdl.

Îñêiëüêè dU � ïîâíèé äèôåðåíöiàë, ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Ìàêñ-
âåëëà (

∂T

∂l

)
S

=

(
∂F

∂S

)
l

.

Çàïèñàâøè éîãî ìîâîþ ÿêîáiàíiâ ÿê

∂(T, S)

∂(l, S)
=
∂(F, l)

∂(S, l)
,

ïiñëÿ íåçíà÷íèõ ïåðåòâîðåíü äiñòà¹ìî óìîâó êàëiáðóâàííÿ

∂(T, S)

∂(l, F )
= 1. (3.34)
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Çà óìîâîþ çàäà÷i, äëÿ äæãóòà ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (∂l/∂T )F < 0.
Íà îñíîâi öüîãî ôàêòó òðåáà ïîêàçàòè, ùî (∂T/∂F )S > 0. Ñêîðèñòàâøèñü,
êðiì çàäàíî¨ íåðiâíîñòi, âëàñòèâîñòÿìè ÿêîáiàíiâ, óìîâîþ CF > 0 (òåðìî-
äèíàìi÷íî¨ ñòiéêîñòi äæãóòà) òà óìîâîþ (3.34), îäåðæó¹ìî:(

∂T

∂F

)
S

=
∂(T, S)

∂(F, S)
=
∂(T, S)

∂(l, F )

∂(l, F )

∂(F, S)
=
∂(l, F )

∂(F, S)
=

∂(l, F )

∂(T, F )

∂(T, F )

∂(F, S)
=

= −
(
∂l

∂T

)
F

(
∂T

∂S

)
F

= −
(
∂l

∂T

)
F

T

CF
> 0.

Ðîçïîäië òåìïåðàòóðè â àòìîñôåði

Çàâäàííÿ 46. Îäíi¹þ ç ïðè÷èí ñïàäó òåìïåðàòóðè àòìîñôåðè ç âè-
ñîòîþ ¹ àäiàáàòè÷íå ðîçøèðåííÿ òà, ÿê ðåçóëüòàò, îõîëîäæåííÿ òåïëîãî
ïîâiòðÿ, ùî ïiäíiìà¹òüñÿ âãîðó âíàñëiäîê ïåðåïàäó òèñêó. Íà ìiñöå òåïëî-
ãî ïîâiòðÿ îïóñêà¹òüñÿ õîëîäíå, ÿêå ïðè öüîìó àäiàáàòè÷íî ñòèñêó¹òüñÿ òà
íàãðiâà¹òüñÿ. Ðîçãëÿäàþ÷è àòìîñôåðó ÿê iäåàëüíèé ãàç òà ââàæàþ÷è ïî-
ëå òÿæiííÿ îäíîðiäíèì, îöiíiòü çìiíó òåìïåðàòóðè àòìîñôåðè ç âèñîòîþ,
ñïðè÷èíåíó âêàçàíèì ìåõàíiçìîì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèâøè, ùî ïåðåìiøóâàííÿ øàðiâ ïîâiòðÿ âiäáóâà¹-
òüñÿ êâàçiñòàòè÷íî, ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ òåðìîäèíàìi÷íèìè ñïiââiäíîøåí-
íÿìè. Óìîâà àäiàáàòè÷íîñòi ïðîöåñó ìà¹ âèãëÿä

dS =
1

T
dU +

P

T
dV = 0. (3.35)

Ùîá çíàéòè çâ'ÿçîê ìiæ âiäíîñíèìè çìiíàìè òåìïåðàòóðè é òèñêó, ïåðå-
éäåìî â (3.35) äî çìiííèõ T i P . Äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó ç ðiâíÿííÿìè ñòàíó
PV = NRT i U = NcV T (N � êiëüêiñòü ìîëiâ ãàçó, cV � éîãî ìîëÿðíà
òåïëî¹ìíiñòü ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi) ìà¹ìî:

V =
NRT

P
, dV =

NR

P
dT − NRT

P 2
dP, dU = NcV dT.

Óìîâà (3.35) íàáèðà¹ âèãëÿäó

N (cV +R)
dT

T
−NR

dP

P
= 0.

Çâiäñè, çãàäàâøè ñïiââiäíîøåííÿ Ìàé¹ðà äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó (cP − cV =
= R, äå cP � ìîëÿðíà òåïëî¹ìíiñòü ïðè ñòàëîìó òèñêó) òà ïîçíà÷èâøè
γ ≡ cP /cV , äiñòà¹ìî:

dT

T
=
γ − 1

γ

dP

P
. (3.36)
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Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî òèñê â àòìîñôåði ñïàäà¹ ç âèñîòîþ h çíà÷íî
øâèäøå, íiæ òåìïåðàòóðà. Òîäi äëÿ îöiíêè dP/P ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ áà-
ðîìåòðè÷íîþ ôîðìóëîþ. Ìà¹ìî:

dP

P
= −mg

kT
dh = − µg

RT
dh, (3.37)

äå âiä ìàñè ìîëåêóëè m ìè ïåðåéøëè äî ìîëÿðíî¨ ìàñè µ. Ïiäñòàâèâøè
ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3.37) ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3.36), îñòàòî÷íî
çíàõîäèìî:

dT

dh
= −γ − 1

γ

µg

R
. (3.38)

Óçÿâøè µ ≈ 2, 9 · 10−2 êã/ìîëü, g = 9, 8ì/ñ2, R = 8, 31Äæ/(Ê · ìîëü),
γ ≈ 1, 4, äëÿ øâèäêîñòi çìiíè òåìïåðàòóðè ïîâiòðÿ â àòìîñôåði ç âèñîòîþ
äiñòà¹ìî îöiíêó dT/dh ≈ −9.8Ê/êì.

Øâèäêiñòü çâóêó â ãàçi

Çàâäàííÿ 47. Îöiíiòü øâèäêiñòü ïîøèðåííÿ çâóêó â àòìîñôåði ïðè
êiìíàòíié òåìïåðàòóði.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Íåõòóþ÷è çîâíiøíiìè ïîëÿìè, åôåêòàìè â'ÿçêîñòi òà åôåê-
òàìè, ïîâ'ÿçàíèìè çi çìiíàìè òåìïåðàòóðè, ïîäàìî ðiâíÿííÿ ãiäðîäèíàìiêè
ãàçó (ðiäèíè) ó âèãëÿäi

∂ρ

∂t
+∇ (ρv) = 0, (3.39)

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇P, (3.40)

P = P (ρ), (3.41)

äå ρ = ρ(r, t), v = v(r, t) òà P = P (r, t) � çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî ãóñòèíè,
øâèäêîñòi òà òèñêó ãàçó (ðiäèíè) â òî÷öi r ó ìîìåíò ÷àñó t. Ó ñòàíi ðiâíî-
âàãè öi âåëè÷èíè ìàþòü ñòàëi çíà÷åííÿ ρ = ρ0, v = 0 òà P = P0 = P (ρ0).

Óÿâiìî òåïåð, ùî â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó ñèñòåìó ñëàáêî çáóðåíî, òîá-
òî â íié ñòâîðåíî ìàëå âiäõèëåííÿ õî÷à á îäíi¹¨ ç ïåðåëi÷åíèõ âåëè÷èí
(ñêàæiìî, ãóñòèíè) âiä ðiâíîâàæíîãî çíà÷åííÿ. Öå âiäõèëåííÿ äàëi ãåíåðó¹
âiäõèëåííÿ ðåøòè âåëè÷èí âiä ñâî¨õ ðiâíîâàæíèõ çíà÷åíü òà, ÿê ðåçóëü-
òàò, ïîøèðåííÿ ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ â iíøi òî÷êè ñèñòåìè, òîáòî ïîÿâó â
ñèñòåìi çâóêîâèõ õâèëü. Àíàëiçó¹ìî ¨õ ó ðàìêàõ ìîäåëi (3.39)�(3.41).

Íåõàé ìèòò¹âi ëîêàëüíi çíà÷åííÿ ãóñòèíè, øâèäêîñòi òà òèñêó â çáó-
ðåíié ñèñòåìi äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî ρ(r, t) = ρ0+δρ(r, t), v(r, t) òà P (r, t) =
= P0 + δP (r, t). Ïiäñòàâèâøè öi çíà÷åííÿ â ðiâíÿííÿ (3.39)�(3.41), äiñòà¹ìî:
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∂δρ

∂t
+∇ [(ρ0 + δρ)v] = 0, (3.42)

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = − 1

ρ0 + δρ
∇δP, (3.43)

P0 + δP = P (ρ0 + δρ). (3.44)

Îñêiëüêè âiäõèëåííÿ δρ, v òà δP ìàëi, ñèñòåìó (3.42)�(3.44) ìîæíà çíà÷-
íî ñïðîñòèòè, ðîçâèíóâøè âñi âåëè÷èíè â íié çà öèìè âiäõèëåííÿìè òà
çàëèøèâøè â îòðèìàíèõ âèðàçàõ ëèøå òi ÷ëåíè, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè çà δρ,
v òà δP . Òàêà íàáëèæåíà ïðîöåäóðà íàçèâà¹òüñÿ ëiíåàðèçàöi¹þ ñèñòåìè
(3.42)�(3.44).

Çîêðåìà, ëiíåàðèçîâàíå ðiâíÿííÿ (3.44) íàáèðà¹ âèãëÿäó

P0 + δP = P (ρ0) +

(
∂P

∂ρ

)
0

δρ+ · · · ,

çâiäêè

δP ≈
(
∂P

∂ρ

)
0

δρ,

äå íèæíié iíäåêñ �0� âêàçó¹, ùî ïîõiäíà îá÷èñëþ¹òüñÿ äëÿ ðiâíîâàæíîãî
(òåðìîäèíàìi÷íîãî) ñòàíó ñèñòåìè. Âiäïîâiäíî, òðåáà óòî÷íèòè, çíà÷åííÿ
ÿêèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ âåëè÷èí ïðè öüîìó ôiêñóþòüñÿ. Îñêiëüêè øâèä-
êiñòü ïîøèðåííÿ çâóêîâèõ õâèëü ó ãàçàõ (ðiäèíàõ) íàáàãàòî ïåðåâèùó¹
øâèäêiñòü ïåðåäà÷i òåïëà, ïðèéíÿòî ââàæàòè, ùî åâîëþöiÿ ìàëèõ çáóðåíü
ó íèõ âiäáóâà¹òüñÿ àäiàáàòè÷íî � çà õàðàêòåðíèé ÷àñ ïîøèðåííÿ çâóêó â
ìàëîìó îá'¹ìi ãàçó (ðiäèíè) îáìií òåïëîì ìiæ öèì îá'¹ìîì òà ðåøòîþ ãàçó
(ðiäèíè) ïðàêòè÷íî íå âiäáóâà¹òüñÿ. Îòæå,

δP ≈ c2δρ, (3.45)

äå ìè ïîçíà÷èëè

c2 ≡
(
∂P

∂ρ

)
S

. (3.46)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âåëè÷èíà c2 ìà¹ ðîçìiðíiñòü êâàäðàòà øâèäêîñòi:[
c2
]
= [P ]/[ρ] =

(
Í/ì2

)
/
(
êã/ì3

)
= ì2/ñ2. Ïîêàæåìî, ùî c � öå i ¹ øó-

êàíà øâèäêiñòü ïîøèðåííÿ çâóêó â ãàçi (ðiäèíi).
Ñïðàâäi, ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (3.45) ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ (3.42) i

(3.43) íàáèðàþòü âèãëÿäó

∂δρ

∂t
+ ρ0∇v = 0, (3.47)

∂v

∂t
= − c

2

ρ0
∇δρ. (3.48)
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Çàñòîñóâàâøè îïåðàöiþ ∇ äî îáîõ ÷àñòèí (3.48) òà ïiäñòàâèâøè â îòðèìàíå
ðiâíÿííÿ âèðàç äëÿ ∇v iç (3.47), çíàõîäèìî:

∂

∂t
∇v = − c

2

ρ0
△δρ,

∂2δρ

∂t2
= c2△δρ. (3.49)

Áà÷èìî, ùî ìàëi çáóðåííÿ ãóñòèíè (à òàêîæ òèñêó i øâèäêîñòi) çàäîâîëü-
íÿþòü õâèëüîâå ðiâíÿííÿ (3.49). Öå îçíà÷à¹, ùî âîíè ïîøèðþþòüñÿ â ãàçi
(ðiäèíi) çi øâèäêiñòþ c.

Îñêiëüêè (
∂P

∂ρ

)
S

= − V

ρ0

(
∂P

∂V

)
S

=
1

ρ0βS
,

βS =
cV
cP
βT ,

îñòàòî÷íî ìîæåìî çàïèñàòè (γ ≡ cP /cV , iíäåêñ �0� îïóñêà¹ìî):

c =
1√
ρβS

=

√
γ

ρβT
. (3.50)

Çîêðåìà, äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó ç ðiâíÿííÿì ñòàíó

PV =
m

µ
RT

ìà¹ìî:

ρ =
µP

RT
, βT =

1

P
, c =

√
γRT

µ
.

Ïðè êiìíàòíié òåìïåðàòóði T = 293Ê òà íîðìàëüíîìó àòìîñôåðíîìó òèñêó
äëÿ ïîâiòðÿ µ ≈ 2, 9·10−2 êã/ìîëü, γ ≈ 1, 4. ÓçÿâøèR = 8, 31Äæ/(Ê · ìîëü),
äiñòà¹ìî îöiíêó c ≈ 340ì/ñ.
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4. Ñëàáêîíåiäåàëüíi ñèñòåìè

Òåðìîäèíàìi÷íà òåîðiÿ çáóðåíü

Çàâäàííÿ 48. Çíàéäiòü ïåðøó ïîïðàâêó äî êîëèâàëüíî¨ òåïëî¹ìíîñòi
êëàñè÷íîãî iäåàëüíîãî äâîàòîìíîãî ãàçó, ñïðè÷èíåíó ìàëîþ àíãàðìîíi÷-
íîþ äîáàâêîþ V (x) = αx3+γx4 äî ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨ àòîìiâ ó
êîæíié ìîëåêóëi; òóò x � çìiùåííÿ àòîìiâ ìîëåêóëè âiäíîñíî îäèí îäíîãî
ïðè êîëèâàííÿõ, α i γ � ïàðàìåòðè àíãàðìîíiçìó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîäàìî ôóíêöiþ Ãàìiëüòîíà ãàçó ó âèãëÿäi

H = H0 +H1,

äå H0 � ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà ãàçó áåç óðàõóâàííÿ àíãàðìîíi÷íîñòi êîëèâàíü
àòîìiâ ó ìîëåêóëàõ, H1 � âíåñîê, çóìîâëåíèé àíãàðìîíi÷íiñòþ êîëèâàíü.
Îñêiëüêè ãàç iäåàëüíèé, òî

H0 =

N∑
i=1

(Ti + Ui) ,

H1 =

N∑
i=1

V (xi), (4.1)

äå Ti � ïîâíà êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ïîñòóïàëüíîãî, îáåðòàëüíîãî òà êîëèâàëü-
íîãî ðóõiâ i-òî¨ ìîëåêóëè, Ui ≡ U(xi) = 1

2µω
2x2i � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ

âçà¹ìîäi¨ àòîìiâ öi¹¨ ìîëåêóëè ìiæ ñîáîþ â ãàðìîíi÷íîìó íàáëèæåííi (µ �
çâåäåíà ìàñà àòîìiâ, ω � ÷àñòîòà ãàðìîíi÷íèõ êîëèâàíü). Âïëèâîì êîëè-
âàíü àòîìiâ íà îáåðòàííÿ ìîëåêóë íåõòó¹ìî.

Ðîçãëÿäàþ÷è H1 ÿê ìàëå çáóðåííÿ äî ôóíêöi¨ Ãàìiëüòîíà H0, âiëüíó
åíåðãiþ ãàçó F ìîæåìî íàáëèæåíî îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ òåðìîäèíàìi÷-
íî¨ òåîði¨ çáóðåíü. Ìà¹ìî:

F = F0 +H1 −
1

2kT

(
H1 −H1

)2
+ . . . . (4.2)

Òóò F0 � âiëüíà åíåðãiÿ íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè (ãàçó ç ôóíêöi¹þ Ãàìiëüòî-
íàH0), íàñòóïíi âèïèñàíi äîäàíêè � ïîïðàâêè âiäïîâiäíî ïåðøîãî òà äðóãî-
ãî ïîðÿäêiâ äî âiëüíî¨ åíåðãi¨, ñïðè÷èíåíi çáóðåííÿì H1; ðèñêè íàä âåëè÷è-
íàì îçíà÷àþòü ñåðåäíi çíà÷åííÿ öèõ âåëè÷èí çà ñòàòèñòè÷íèì ðîçïîäiëîì
Ãiááñà ρ ∼ e−H0/kT äëÿ íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè. Çîêðåìà,

H1 =

∫
dΓH1e

−H0/kT∫
dΓ e−H0/kT

, (4.3)
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äå iíòåãðàëè áåðóòüñÿ ïî âñüîìó ôàçîâîìó ïðîñòîðó ñèñòåìè. Iç ñòðóêòóðè
ôóíêöi¨ H0 âèïëèâà¹, ùî çìiííi xi ¹ íåçàëåæíèìè ÿê âiä ðåøòè çìiííèõ
(iìïóëüñiâ ïîñòóïàëüíîãî, îáåðòàëüíîãî òà êîëèâàëüíîãî ðóõiâ, êîîðäèíàò
ïîñòóïàëüíîãî ðóõó, êóòîâèõ çìiííèõ), ùî îïèñóþòü ìåõàíi÷íèé ñòàí ìî-
ëåêóë ãàçó, òàê i ìiæ ñîáîþ (óíàñëiäîê íåçàëåæíîñòi êîëèâàíü îêðåìèõ ìî-
ëåêóë). Ç îãëÿäó íà öåé ôàêò òà çàëåæíiñòü ôóíêöi¨ H1 ëèøå âiä çìiííèõ
xi ôîðìóëó (4.3) ìîæíà ñóòò¹âî ñïðîñòèòè. Äiñòà¹ìî (ìåæi iíòåãðóâàííÿ
ïîêè ùî ÿâíî íå âêàçó¹ìî):

H1 =

∫
dx1 . . .

∫
dxNH1e

−
N∑

j=1

U(xj)/kT

∫
dx1 . . .

∫
dxNe

−
N∑

j=1

U(xj)/kT

=

∫
dx1 . . .

∫
dxN H1

N∏
j=1

e−U(xj)/kT

∫
dx1 . . .

∫
dxN

N∏
j=1

e−U(xj)/kT

.

Áiëüøå òîãî, óíàñëiäîê àäèòèâíîãî õàðàêòåðó ôóíêöi¨ H1 (äèâ. (4.1)) âè-
ðàç äëÿ H1 ðîçïàäà¹òüñÿ íà ñóìó N äðîáiâ, ó ÿêèõ ìíîãîêðàòíi iíòåãðà-
ëè â ÷èñåëüíèêàõ i çíàìåííèêàõ ôàêòîðèçóþòüñÿ íà äîáóòêè îäíîêðàòíèõ
iíòåãðàëiâ. Ñêîðîòèâøè öi äðîáè, îòðèìà¹ìî ñóìó N îäíàêîâèõ çà âåëè-
÷èíîþ äîäàíêiâ, êîæíèé ç ÿêèõ äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ äâîõ îäíîêðàòíèõ
iíòåãðàëiâ:

H1 =

∫
dx1 . . .

∫
dxN

N∑
i=1

V (xi)

N∏
j=1

e−U(xj)/kT

∫
dx1 . . .

∫
dxN

N∏
j=1

e−U(xj)/kT

=

=

N∑
i=1

∫
dx1 . . .

∫
dxN V (xi)

N∏
j=1

e−U(xj)/kT

∫
dx1 . . .

∫
dxN

N∏
j=1

e−U(xj)/kT

=

=

N∑
i=1

∫
dx1 e

−U(x1)/kT . . .

∫
dxi V (xi) e

−U(xi)/kT . . .

∫
dxN e

−U(xN )/kT∫
dx1 e

−U(x1)/kT . . .

∫
dxi e

−U(xi)/kT . . .

∫
dxNe

−U(xN )/kT
=

=

N∑
i=1

∫
dxi V (xi) e

−U(xi)/kT∫
dxi e

−U(xi)/kT
= N

∫
dxV (x) e−U(x)/kT∫
dx e−U(x)/kT

. (4.4)

Îòæå, çàëèøà¹òüñÿ îá÷èñëèòè îäíîêðàòíi iíòåãðàëè â îñòàííüîìó äðîái
â (4.4). Ñêîðèñòàâøèñü ÿâíèì âèãëÿäîì ôóíêöié U(x) i V (x) òà ïåðåéøîâ-
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øè äî iíòåãðàëiâ ç íåñêií÷åííèìè ìåæàìè (öå ìîæíà çðîáèòè, áî ïiäiíòå-
ãðàëüíi âèðàçè øâèäêî ñïàäàþòü), çíàõîäèìî:

∞∫
−∞

dx e−µω
2x2/2kT =

√
π

(
2kT

µω2

)1/2

,

∞∫
−∞

dx
(
αx3 + γx4

)
e−µω

2x2/2kT = γ

∞∫
−∞

dxx4 e−µω
2x2/2kT = γ

3
√
π

4

(
2kT

µω2

)5/2

,

H1 = 3Nγ

(
kT

µω2

)2

. (4.5)

Âèðàç (4.5) îïèñó¹ ïåðøó íåíóëüîâó ïîïðàâêó äî âiëüíî¨ åíåðãi¨ êëàñè÷-
íîãî iäåàëüíîãî äâîàòîìíîãî ãàçó, ñïðè÷èíåíó àíãàðìîíi÷íiñòþ êîëèâàíü
àòîìiâ ó ìîëåêóëàõ. Âiäïîâiäíèé âíåñîê ó òåïëî¹ìíiñòü

∆CV = −T
(
∂2H1

∂T 2

)
V,N

= −6Nγ

(
k

µω2

)2

T.

Îá÷èñëèâøè íàñòóïíèé ïiñëÿ H1 äîäàíîê ó ôîðìóëi (4.2), çíàéäåìî
ïîïðàâêè äðóãîãî ïîðÿäêó äî âiëüíî¨ åíåðãi¨ òà òåïëî¹ìíîñòi ãàçó. Çðîáiòü
öå ñàìîñòiéíî.

Âiðiàëüíå ðiâíÿííÿ ñòàíó

Çàâäàííÿ 49. Âèâåäiòü ðiâíÿííÿ ñòàíó ñëàáêîíåiäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî
ãàçó, ÷àñòèíêè ÿêîãî âçà¹ìîäiþòü çà äîïîìîãîþ êîðîòêîñÿæíîãî ïàðíîãî
ïîòåíöiàëó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ïðîñòîòè ðîçãëÿäà¹ìî ãàç ÿê îäíîàòîìíèé. Öå îçíà-
÷à¹, ùî ÷àñòèíêè ãàçó ìàþòü ëèøå ïîñòóïàëüíi ñòóïåíi âiëüíîñòi. Óâàæà¹-
ìî, ùî ïàðíà âçà¹ìîäiÿ ìiæ íèìè íîñèòü öåíòðàëüíèé õàðàêòåð. Ñòàòè-
ñòè÷íèé iíòåãðàë òàêîãî ãàçó

Z =
1

N !(2π~)3N

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN

∫
dp1 . . .

∫
dpN e

−
(

N∑
i=1

p2
i

2m
+UN (r1,...,rN )

)/
kT
,

(4.6)
äå ïîâíà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê

UN (r1, . . . , rN ) =
1

2

N∑
i,j=1

i ̸=j

φ(|ri − rj |) =
∑

1≤i<j≤N
φ(|ri − rj |).

Òóò φ(|ri − rj |) �ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ (ïîòåíöiàë) âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê ç íî-
ìåðàìè i òà j.
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Iíòåãðóâàííÿ çà iìïóëüñàìè â (4.6) ìîæíà âèêîíàòè íåçàëåæíî âiä ií-
òåãðóâàííÿ çà êîîðäèíàòàìè. Ìà¹ìî:

Z =
1

N !(2π~)3N

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN e
−UN (r1,...,rN )/kT×

×
∫
dp1 . . .

∫
dpN e

−
N∑

i=1

p2
i/2mkT

=

=
1

N !(2π~)3N
(2πmkT )3N/2

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN e
−

∑
1≤i<j≤N

φ(|ri−rj |)
/
kT
.

ßêáè ÷àñòèíêè íå âçà¹ìîäiÿëè (φ(|ri − rj |) = 0), iíòåãðàëè çà êîîðäè-
íàòàìè äàëè á îá'¹ì V N êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó ãàçó, à ñòàòèñòè÷íèé
iíòåãðàë Z äîðiâíþâàâ áè �iäåàëüíîãàçîâîìó� çíà÷åííþ

Z0 =
1

N !(2π~)3N
(2πmkT )3N/2V N .

Çà äîïîìîãîþ îñòàííüîãî äëÿ íåiäåàëüíîãî ãàçó ìîæåìî çàïèñàòè:

Z = Z0
1

V N

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN e
−

∑
1≤i<j≤N

φ(|ri−rj |)
/
kT

=

= Z0
1

V N

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN
∏

1≤i<j≤N
e−φ(|ri−rj |)

/
kT ,

äå âðàõîâàíî, ùî åêñïîíåíòà ç ïîêàçíèêîì ó âèãëÿäi ñêií÷åííî¨ ñóìè (íåîïå-
ðàòîðíèõ) âèðàçiâ äîðiâíþ¹ äîáóòêó åêñïîíåíò ç ïîêàçíèêàìè, ùî äîðiâ-
íþþòü öèì âèðàçàì.

Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó çðó÷íî ñêîðèñòàòèñÿ ôóíêöi¹þ Ìàé¹ðà, ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

fij ≡ f(|ri − rj |) = e−φ(|ri−rj |)/kT − 1.

Ïîâåäiíêó öi¹¨ ôóíêöi¨ äëÿ êîðîòêîñÿæíèõ ïîòåíöiàëiâ òèïó ïîòåíöiàëó
Ëåííàðäà�Äæîíñà

φ(r) = 4ε

[(a
r

)12
−
(a
r

)6]
äåìîíñòðó¹ ðèñ. 49.1. Óíàñëiäîê êîðîòêîñÿæíîñòi ïîòåíöiàëó φ(r) ôóíêöiÿ
Ìàé¹ðà f(r) ôàêòè÷íî äîðiâíþ¹ íóëþ, êîëè âiäñòàíü r ìiæ äâîìà àòîìàìè
ïåðåâèùó¹ õàðàêòåðíèé ðàäióñ äi¨ ìiæàòîìíèõ ñèë r0 ∼ (2 ÷ 3)d, äå d ≈ a
� äiàìåòð àòîìà (a � ïàðàìåòð ïîòåíöiàëó; äðóãèé ïàðàìåòð ε âèçíà÷à¹
ãëèáèíó ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè). Â îáëàñòi r < d äîìiíó¹ âiäøòîâõóâàííÿ ìiæ
àòîìàìè, çíà÷åííÿ φ(r) ðiçêî çðîñòà¹ i òîìó f(r) ≃ −1. Ó ïðîìiæíié îáëàñòi
d < r < r0 ôóíêöiÿ f(r) çðîñòà¹, ïðîõîäèòü ÷åðåç íóëü ïðè r = a, äîñÿãà¹
ñêií÷åííîãî ìàêñèìóìó â òî÷öi r = 6

√
2 a (òî÷êà ìiíiìóìó ïîòåíöiàëó) i äàëi

ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ.
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1 

2 

3 0 

1 2 3 

–1.0 

–0.5 

�0 

    φ(r) 

                                                                                                                    r/a

    f(r) 

                                                                                                     r/a

Ðèñ. 49.1. Ïîòåíöiàë Ëåííàðäà�Äæîíñà òà âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Ìàé¹ðà
äëÿ àðãîíîïîäiáíèõ ãàçiâ ïðè êiìíàòíié òåìïåðàòóði.

Çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ìàé¹ðà ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë Z çàïèñó¹òüñÿ ó
âèãëÿäi

Z = Z0
1

V N

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN
∏

1≤i<j≤N
(1 + fij) .

Ðîçêðèâàþ÷è äîáóòîê äîêëàäíî, ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ó öié ôîðìóëi ìî-
æåìî ïîäàòè ó âèãëÿäi ðÿäó (�ãðóïîâîãî ðîçêëàäó�) çà ñòåïåíÿìè ôóíê-
öié fij . Äiñòà¹ìî:

Z = Z0
1

V N

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN

1 + ∑
1≤i<j≤N

fij +
∑∑

1≤i<j≤ k<l≤N
fijfkl + . . .

 .
(4.7)

Ïðîàíàëiçó¹ìî çìiñò îêðåìèõ ÷ëåíiâ öüîãî ðÿäó òà îöiíèìî âåëè÷èíè ¨õ
âíåñêiâ.
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Ïåðøèé ÷ëåí (îäèíèöÿ) âiäïîâiäà¹ âíåñêó â Z âiä íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ÷à-
ñòèíîê (íàáëèæåííÿ iäåàëüíîãî ãàçó). ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, çíà÷åííÿ ìíî-
ãîêðàòíîãî iíòåãðàëà âiä öüîãî äîäàíêà ôîðìó¹òüñÿ âñiì êîíôiãóðàöiéíèì
ïðîñòîðîì ãàçó é äîðiâíþ¹ V N .

Êîæíèé îêðåìèé äîäàíîê fij ó äðóãîìó ÷ëåíi (ïåðøié ïîäâiéíié ñóìi)
âiäïîâiäà¹ âíåñêó â Z âiä âçà¹ìîäi¨ ïàðè ÷àñòèíîê ç íîìåðàìè i òà j. Ùîá
óòî÷íèòè öå òâåðäæåííÿ, çàçíà÷èìî, ùî âiäïîâiäíèé ìíîãîêðàòíèé iíòå-
ãðàë âiä fij ôîðìó¹òüñÿ òi¹þ îáëàñòþ êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó, ó ÿêié
êîîðäèíàòè ÷àñòèíîê i òà j çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ |ri − rj | . r0.
Öå âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨, êîëè ÷àñòèíêè i òà j çáëèæóþòüñÿ íàñòiëüêè, ùî
ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ¨õ �çiòêíåííÿ�, ïðè öüîìó âñi iíøi ÷àñòèíêè ìiæ ñîáîþ
íå âçà¹ìîäiþòü. Iíòåãðàë âiä ñóìè âñiõ äîäàíêiâ âèäó fij âèçíà÷à¹ çàãàëüíèé
âíåñîê Z1 òàêèõ �îäèíî÷íèõ� ïàðíèõ âçà¹ìîäié. Îñêiëüêè çàãàëüíà êiëü-
êiñòü öèõ äîäàíêiâ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi êîìáiíàöié C2

N = N !
(N−2)!2! =

N(N−1)
2 ,

ÿêèìè äâi ÷àñòèíêè ìîæíà âèáðàòè iç çàäàíî¨ ãðóïè N ÷àñòèíîê, à çíà÷åí-
íÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà íå çàëåæèòü âiä ïîçíà÷åíü çìiííèõ iíòåãðóâàííÿ,
òî ìîæåìî çàïèñàòè:

Z1 = Z0
1

V N

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN
∑

1≤i<j≤N
fij = Z0

1

V N

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN×

× (f12 + f13 + · · ·+ f1N + f23 + f24 + · · ·+ f2N + · · ·+ fN−1,N )︸ ︷︷ ︸
N(N−1)/2 äîäàíêiâ

=

= Z0
1

V N

N(N − 1)

2

∫
V

dr1 . . .

∫
V

drN f12 =

= Z0
1

V N

N(N − 1)

2
V N−2

∫
V

dr1

∫
V

dr2 f(|r1 − r2|).

Ïåðåéøîâøè â îñòàííüîìó ïîäâiéíîìó iíòåãðàëi âiä iíòåãðóâàííÿ çà çìií-
íèìè r1 i r2 äî iíòåãðóâàííÿ çà çìiííèìè r1 i r = r2 − r1, ç îãëÿäó íà
êîðîòêîñÿæíèé õàðàêòåð ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ (i, âiäïîâiäíî, ôóíêöi¨ Ìàé-
¹ðà) çíàõîäèìî:

Z1 = Z0
N(N − 1)

2V 2

∫
V

dr1

∫
V

dr f(|r|) = Z0
N(N − 1)

2V
β(T ),

äå ââåäåíî òàê çâàíèé ïåðøèé íåçâiäíèé iíòåãðàë

β(T ) ≡
∫
V

dr f(|r|)

i âðàõîâàíî, ùî äëÿ ìàêðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè (V → ∞) âií çàëåæèòü ëèøå
âiä òåìïåðàòóðè.

Òðåòié ÷ëåí (äâi ïîäâiéíi ñóìè) ó ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi ôîðìóëè (4.7)
îïèñó¹ âíåñêè â Z äâîõ òèïiâ: âiä äâîõ îäíî÷àñíèõ ïàðíèõ çiòêíåíü ó ãðóïi
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ç ÷îòèðüîõ ÷àñòèíîê (óñi iíäåêñè ïiäñóìîâóâàííÿ i, j, k òà l ðiçíi), àáî
âiä ïîïàðíèõ çiòêíåíü äâîõ ÷àñòèíîê iç òðåòüîþ ó ãðóïi ç òðüîõ ÷àñòèíîê
(i ̸= j = k ̸= l). Ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî äëÿ ñëàáêîíåiäåàëüíîãî (äî-
ñòàòíüî ðîçðiäæåíîãî) ãàçó éìîâiðíiñòü öèõ ïðîöåñiâ ¹ çíà÷íî ìåíøîþ çà
éìîâiðíiñòü ðàíiøå ðîçãëÿíóòèõ �îäèíî÷íèõ� ïàðíèõ âçà¹ìîäié, à òîìó ¨õ
âíåñêàìè ìîæíà çíåõòóâàòè. Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ñòîñó¹òüñÿ i âíåñêiâ
âiä âçà¹ìîäié óñåðåäèíi ãðóï ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê, ÿêi îïèñóþòüñÿ
ïîäàëüøèìè ÷ëåíàìè â ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi ôîðìóëè (4.7).

Òàêèì ÷èíîì, âåëè÷èíà Z1 äà¹ ïåðøó ïîïðàâêó äî �iäåàëüíîãàçîâîãî�
çíà÷åííÿ Z0 ñòàòèñòè÷íîãî iíòåãðàëà, ïîâ'ÿçàíó ç íåiäåàëüíiñòþ ãàçó:

Z = Z0 + Z1 + · · · = Z0

[
1 +

N(N − 1)

2V
β(T ) + . . .

]
. (4.8)

Ç îãëÿäó íà ¨¨ ìàëèçíó, âiëüíó åíåðãiþ é òèñê ñëàáêîíåiäåàëüíîãî êëàñè÷-
íîãî ãàçó ìîæåìî ïîäàòè ó âèãëÿäi

F = −kT lnZ = F0 − kT ln

[
1 +

N(N − 1)

2V
β(T ) + . . .

]
≃

≃ F0 − kT
N(N − 1)

2V
β(T ) + . . . ,

P = −
(
∂F

∂V

)
N,T

= P0 − kT
N(N − 1)

2V 2
β(T ) + . . . ,

äå F0 = −kT lnZ0 òà P0 = − (∂F0/∂V )N,T = NkT/V � âiëüíà åíåðãiÿ é òèñê
iäåàëüíîãî ãàçó. Ïåðåéøîâøè ó ôîðìóëi äëÿ P äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi
N → ∞, V → ∞, N/V → n, îòðèìó¹ìî âiðiàëüíå ðiâíÿííÿ ñòàíó

P = nkT [1 +B(T )n+ . . . ] , (4.9)

äå

B(T ) = −1

2
β(T ) = −2π

∞∫
0

drr2f(r) = 2π

∞∫
0

drr2
[
1− e−φ(r)/kT

]
(4.10)

� äðóãèé âiðiàëüíèé êîåôiöi¹íò.
Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî, ùî îïóùåíi íàìè ÷ëåíè â ïiäiíòåãðàëüíîìó

âèðàçi ôîðìóëè (4.7) âåäóòü äî ïîÿâè â ðiâíÿííi (4.9) ïîïðàâîê áiëüø âèñî-
êèõ ïîðÿäêiâ çà ãóñòèíîþ. Òîìó â çàãàëüíîìó âèïàäêó âiðiàëüíå ðiâíÿííÿ
ñòàíó ìà¹ çìiñò ðÿäó çà ñòåïåíÿìè ãóñòèíè:

P = nkT
[
1 +B(T )n+ C(T )n2 +D(T )n3 + . . .

]
,

äå C(T ) � òðåòié âiðiàëüíèé êîåôiöi¹íò, D(T ) � ÷åòâåðòèé, òîùî. Ïîäiá-
íi ðÿäè ìîæíà îòðèìàòè i äëÿ iíøèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié, àëå âñi
âîíè çáiãàþòüñÿ âiäíîñíî øâèäêî ëèøå äëÿ äîñòàòíüî ðîçðiäæåíèõ ãàçiâ.
Iç çðîñòàííÿì ãóñòèíè çáiæíiñòü âiðiàëüíèõ ðÿäiâ ïîãiðøó¹òüñÿ, ùî çíà÷-
íî îáìåæó¹ ¨õ îáëàñòü çàñòîñîâíîñòi. Ïðè çíà÷åííÿõ ãóñòèíè, òèïîâèõ äëÿ
ãóñòèõ ãàçiâ i ðiäèí, âiðiàëüíi ðîçêëàäè âçàãàëi ñòàþòü ðîçáiæíèìè.
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Çàâäàííÿ 50. Îá÷èñëiòü äðóãèé âiðiàëüíèé êîåôiöi¹íò äëÿ äâîêîìïî-
íåíòíî¨ ñóìiøi ñëàáêîíåiäåàëüíèõ ãàçiâ ç êîðîòêîñÿæíèìè ïàðíèìè ïîòåí-
öiàëàìè ìiæ÷àñòèíêîâî¨ âçà¹ìîäi¨.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ïîòåíöiàë ïàðíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè ñîðòiâ
a òà b (a, b = 1, 2), ðîçòàøîâàíèõ íà âiäñòàíi r îäíà âiä îäíî¨, äîðiâíþ¹
φab(r), êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ñîðòó a ñòàíîâèòü Na, ñóìiø çàéìà¹ îá'¹ì V .
Ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë òàêî¨ ñóìiøi

Z =
1

N1!N2!(2π~)3(N1+N2)
×

×
∫
dΓ(1)

∫
dΓ(2) e

−
( ∑

1≤i≤N1

p
(1)2
i
2m1

+
∑

1≤j≤N2

p
(2)2
j

2m2
+UN1+N2

(r
(1)
1 ,..., r

(1)
N1
, r

(2)
1 ,..., r

(2)
N2

)

)/
kT

,

äå
dΓ(1) = dr

(1)
1 dr

(1)
2 . . . dr

(1)
N1
dp

(1)
1 dp

(1)
2 . . . dp

(1)
N1

� åëåìåíò ôàçîâîãî ïðîñòîðó ÷àñòèíîê ñîðòó 1,

dΓ(2) = dr
(2)
1 dr

(2)
2 . . . dr

(2)
N2
dp

(2)
1 dp

(2)
2 . . . dp

(2)
N2

� åëåìåíò ôàçîâîãî ïðîñòîðó ÷àñòèíîê ñîðòó 2,

UN1+N2
(r

(1)
1 , . . . , r

(1)
N1
, r

(2)
1 , . . . , r

(2)
N2

) =
∑

1≤i<m≤N1

φ11(|r(1)i − r(1)m |)+

+
∑

1≤j<n≤N2

φ22(|r(2)j − r(2)n |) +
∑

1≤i≤N1, 1≤j≤N2

φ12(|r(1)i − r
(2)
j |)

� ïîâíà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê ñóìiøi, ÿêà äîðiâíþ¹ ñóìi
ïîâíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê ñîðòó 1 ìiæ ñîáîþ, ïîâíî¨
ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê ñîðòó 2 ìiæ ñîáîþ i ïîâíî¨ ïîòåí-
öiàëüíî¨ åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè ðiçíèõ ñîðòiâ.

Çiíòåãðóâàâøè çà iìïóëüñàìè p
(1)
1 , p

(1)
2 , . . . , p

(1)
N1

òà p
(2)
1 , p

(2)
2 , . . . , p

(2)
N2
,

äiñòà¹ìî:

Z =
1

N1!N2!(2π~)3(N1+N2)
(2πm1kT )

3N1/2(2πm2kT )
3N2/2×

×
∫
V

dr
(1)
1 . . .

∫
V

dr
(1)
N1

∫
V

dr
(2)
1 . . .

∫
V

dr
(2)
N2
e−UN1+N2 (r

(1)
1 ,..., r

(1)
N1
,r

(2)
1 ,..., r

(2)
N2

)
/
kT =

= Z0
1

V N1+N2

∫
V

dr
(1)
1 . . .

∫
V

dr
(1)
N1

×

×
∫
V

dr
(2)
1 . . .

∫
V

dr
(2)
N2
e−UN1+N2 (r

(1)
1 ,..., r

(1)
N1
,r

(2)
1 ,..., r

(2)
N2

)
/
kT ,

äå Z0 � ñòàòèñòè÷íà ñóìà äâîêîìïîíåíòíî¨ ñóìiøi iäåàëüíèõ ãàçiâ.
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Òåïåð óâåäåìî òðè ôóíêöi¨ Ìàé¹ðà

fab = fba = e−φab/kT − 1, a, b = 1, 2.

Ç îãëÿäó íà ñòðóêòóðó åíåðãi¨ UN1+N2
(r

(1)
1 , . . . , r

(1)
N1
, r

(2)
1 , . . . , r

(2)
N2

) ïiäiíòå-
ãðàëüíèé âèðàç ó Z ïåðåòâîðþ¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

e
−

∑
1≤i<m≤N1

φ11(|r(1)i −r(1)m |)/kT
e
−

∑
1≤j<n≤N2

φ22(|r(2)j −r(2)n |)/kT
×

× e
−

∑
1≤i≤N1, 1≤j≤N2

φ12(|r(1)i −r
(2)
j |)/kT

=

=
∏

1≤i<m≤N1

e−φ11(|r(1)i −r(1)m |)/kT
∏

1≤j<n≤N2

e−φ22(|r(2)j −r(2)n |)/kT×

×
∏

1≤i≤N1, 1≤j≤N2

e−φ12(|r(1)i −r
(2)
j |)/kT =

=
∏

1≤i<m≤1

[
1 + f11(|r(1)i − r(1)m |)

] ∏
1≤j<n≤1

[
1 + f22(|r(2)j − r(2)n |)

]
×

×
∏

1≤i≤N1, 1≤j≤N2

[
1 + f12(|r(1)i − r

(2)
j |)

]
.

Ðîçêðè¹ìî öi äîáóòêè, âèïèñóþ÷è â ÿâíîìó âèãëÿäi ëèøå ÷ëåíè, ëiíiéíi çà
ôóíêöiÿìè Ìàé¹ðà. Äëÿ ñòàòèñòè÷íîãî iíòåãðàëà Z äiñòà¹ìî:

Z = Z0
1

V N1+N2

∫
V

dr
(1)
1 . . .

∫
V

dr
(1)
N1

×

×
∫
V

dr
(2)
1 . . .

∫
V

dr
(2)
N2

1 + ∑
1≤i<m≤N1

f11(|r(1)i − r(1)m |)+

+
∑

1≤j<n≤N2

f22(|r(2)j − r(2)n |) +
∑

1≤i≤N1, 1≤j≤N2

f12(|r(1)i − r
(2)
j |) + . . .

 .
Îñêiëüêè çàãàëüíà êiëüêiñòü äîäàíêiâ ó ïåðøié ñóìi â êâàäðàòíèõ äóæêàõ
äîðiâíþ¹ N1(N1 − 1)/2, ó äðóãié � N2(N2 − 1)/2, i â òðåòié � N1N2, äàëi
ìà¹ìî:

Z = Z0
1

V N1+N2

∫
V

dr
(1)
1 . . .

∫
V

dr
(1)
N1

×

×
∫
V

dr
(2)
1 . . .

∫
V

dr
(2)
N2

[
1 +

N1(N1 − 1)

2
f11(|r(1)1 − r

(1)
2 |)+

+
N2(N2 − 1)

2
f22(|r(2)1 − r

(2)
2 |) +N1N2f12(|r(1)1 − r

(2)
1 |) + . . .

]
=
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= Z0
1

V N1+N2

V N1+N2 +
N1(N1 − 1)

2
V N1−2+N2

∫
V

dr
(1)
1 ×

×
∫
V

dr
(1)
2 f11(|r(1)1 − r

(1)
2 |)+

+
N2(N2 − 1)

2
V N1+N2−2

∫
V

dr
(2)
1

∫
V

dr
(2)
2 f22(|r(2)1 − r

(2)
2 |)+

+N1N2V
N1−1+N2−1

∫
V

dr
(1)
1

∫
V

dr
(2)
1 f12(|r(1)1 − r

(2)
1 |) + . . .

 .
Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñÿ êîðîòêîñÿæíiñòþ ïàðíèõ ïîòåíöiàëiâ φab(r) òà ââåäå-
ìî òðiéêó ïåðøèõ íåçâiäíèõ iíòåãðàëiâ äëÿ äâîêîìïîíåíòíî¨ ãàçîâî¨ ñóìiøi:

βab(T ) = βba(T ) ≡
∫
V

drfab(|r|).

Ïåðåéøîâøè â ïîäâiéíèõ iíòåãðàëàõ äî âiäïîâiäíèõ çìiííèõ iíòåãðóâàí-
íÿ, äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè äâîêîìïîíåíòíî¨ ñóìiøi ñëàáêîíåiäåàëüíèõ ãàçiâ
îñòàòî÷íî äiñòà¹ìî:

Z = Z0

[
1 +

N1(N1 − 1)

2V
β11(T ) +

N2(N2 − 1)

2V
β22(T ) +

N1N2

V
β12(T ) + . . .

]
.

(4.11)
Çîêðåìà, ÿêùî ÷àñòèíêè ñîðòiâ 1 i 2 îäíàêîâi, òî β11 = β22 = β12 ≡ β

i âèðàç (4.11) ïåðåõîäèòü ó âèðàç (4.8) äëÿ ñëàáêîíåiäåàëüíîãî îäíîêîìïî-
íåíòíîãî ãàçó, ùî ìiñòèòü N = N1 +N2 ÷àñòèíîê.

Âiëüíà åíåðãiÿ òà òèñê ñëàáêîíåiäåàëüíîãî äâîêîìïîíåíòíîãî ãàçó äîðiâ-
íþþòü:

F = −kT lnZ ≃

≃ F0 − kT

[
N1(N1 − 1)

2V
β11(T ) +

N2(N2 − 1)

2V
β22(T ) +

N1N2

V
β12(T ) + . . .

]
,

P = −
(
∂F

∂V

)
N1,N2,T

=

= P0 − kT

[
N1(N1 − 1)

2V 2
β11(T ) +

N2(N2 − 1)

2V 2
β22(T ) +

N1N2

V 2
β12(T ) + . . .

]
,

äå P0 = (N1 +N2)kT/V � òèñê ñóìiøi iäåàëüíèõ ãàçiâ (çàêîí Äàëüòîíà).
Ïåðåéøîâøè äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi Na → ∞, V → ∞, Na/V → na
òà ââiâøè çàãàëüíó êîíöåíòðàöiþ ÷àñòèíîê n = n1 + n2, äëÿ òèñêó ñóìiøi
äiñòà¹ìî âiðiàëüíå ðiâíÿííÿ ñòàíó (4.9) ç äðóãèì âiðiàëüíèì êîåôiöi¹íòîì

B(n1, n2, T ) = − 1

2n2
[
n21β11(T ) + 2n1n2β12(T ) + n22β22(T )

]
.
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Îñòàííié íàñïðàâäi ¹ ôóíêöi¹þ ëèøå äâîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Öå ëåãêî
ïîáà÷èòè, ÿêùî ïåðåéòè äî âiäíîñíî¨ êîíöåíòðàöi¨ x îäíîãî ç êîìïîíåí-
òiâ ãàçó, ñêàæiìî, ïåðøîãî: x = n1/n. Òîäi äðóãèé âiðiàëüíèé êîåôiöi¹íò
íàáèðà¹ âèãëÿäó

B(x, T ) = −1

2

[
x2β11(T ) + 2x(1− x)β12(T ) + (1− x)2β22(T )

]
.

Ðiâíÿííÿ Âàí-äåð-Âààëüñà

Çàâäàííÿ 51. Ñëàáêîíåiäåàëüíèé ãàç ìîæíà ìîäåëþâàòè ÿê ñóêóï-
íiñòü òâåðäèõ àáî ìàéæå òâåðäèõ êóëüîê äiàìåòðîì d, ùî äóæå ñèëüíî âiä-
øòîâõóþòüñÿ ïðè çáëèæåííi äî âiäñòàíåé r < d ìiæ ¨õ öåíòðàìè, àëå ñëàáêî
ïðèòÿãóþòüñÿ, êîëè öi âiäñòàíi r > d. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî ïðèòÿãóâàëüíà
÷àñòèíà ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ êóëüîê ¹ êîðîòêîñÿæíîþ, òî âiðiàëüíå ðiâíÿí-
íÿ ñòàíó òàêîãî ãàçó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ Âàí-äåð-Âààëüñà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç îãëÿäó íà ïåðåëi÷åíi âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨
φ(r) ïðèïóñòèìî, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

1) ÿêùî r < d, òî φ(r)/kT ≫ 1 i, âiäïîâiäíî, e−φ(r)/kT ≪ 1;
2) ÿêùî r > d, òî |φ(r)|/kT ≪ 1 i, ÿê íàñëiäîê, 1 − e−φ(r)/kT =
= 1− e|φ(r)|/kT ≃− |φ(r)|/kT ;

3)
∞∫
d

drr2|φ(r)| <∞ (çãiäíî ç óìîâîþ êîðîòêîñÿæíîñòi φ(r)).

Òîäi äëÿ äðóãîãî âiðiàëüíîãî êîåôiöi¹íòà (4.10) äiñòà¹ìî:

B(T ) = 2π

∞∫
0

drr2
[
1− e−φ(r)/kT

]
=

= 2π

d∫
0

drr2
[
1− e−φ(r)/kT

]
+ 2π

∞∫
d

drr2
[
1− e−φ(r)/kT

]
≃

≃ 2π

d∫
0

drr2 − 2π

kT

∞∫
d

drr2|φ(r)| = b− a

kT
, (4.12)

äå a òà b � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

a = 2π

∞∫
d

drr2|φ(r)|, b = 2π

d∫
0

drr2 =
2π

3
d3. (4.13)

Ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòîì (4.12), ç âiðiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.9) ìà¹ìî:

P ≃ nkT
(
1 + nb− an

kT

)
= nkT (1 + nb)− an2,

çâiäêè (
P + an2

)
= nkT (1 + nb) .
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Ç òi¹þ æ ñàìîþ òî÷íiñòþ ìîæåìî çàïèñàòè:(
P + an2

)
≃ nkT

1− nb
,

(
P + an2

)
(1− nb) = nkT,

òîáòî îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ñòàíó Âàí-äåð-Âààëüñà(
P + a

N2

V 2

)
(V −Nb) = NkT.

Ç (4.13) i ïîäàëüøèõ ôîðìóë âèïëèâà¹, ùî: 1) ïàðàìåòð a â ðiâíÿííi
Âàí-äåð-Âààëüñà ïîâ'ÿçàíèé iç âçà¹ìíèì ïðèòÿãàííÿì ÷àñòèíîê ãàçó, ÿêå
åôåêòèâíî âåäå äî çìåíøåííÿ òèñêó â ñèñòåìi â ïîðiâíÿííi ç òèñêîì iäå-
àëüíîãî ãàçó; 2) ïàðàìåòð b âðàõîâó¹ åôåêò çðîñòàííÿ òèñêó, ñïðè÷èíåíèé
çìåíøåííÿì � óíàñëiäîê âçà¹ìíî¨ íåïðîíèêíîñòi (âiäøòîâõóâàííÿ) ÷àñòè-
íîê � îá'¹ìó, äîñòóïíîãî äëÿ ¨õ ðóõó. Çâåðíåìî óâàãó, ùî b = 4v0, äå v0 �
iíäèâiäóàëüíèé îá'¹ì ÷àñòèíêè-êóëüêè.

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ ïîòåíöiàëiâ òèïó Ëåííàðäà�Äæîíñà óìîâà 1) ïðè
T → ∞ ïîðóøó¹òüñÿ. Ó öüîìó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó åêñïîíåíòà ïiä çíàêîì
iíòåãðàëà (4.10) áëèçüêà äî îäèíèöi i, îòæå, B(T ) → 0. Áåðó÷è äî óâàãè
öåé ðåçóëüòàò òà ôîðìóëó (4.12) äëÿ îáìåæåíèõ çíà÷åíü T , áà÷èìî, ùî ïî-
âåäiíêà äðóãîãî âiðiàëüíîãî êîåôiöi¹íòà â øèðîêîìó iíòåðâàëi òåìïåðàòóð
ìà¹ âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 51.1. Òåìïåðàòóðà TB, ïðè ÿêié B(T ) = 0,
íàçèâà¹òüñÿ òåìïåðàòóðîþ Áîéëÿ. Ïðè öié òåìïåðàòóði âíåñêè âiäøòîâõó-
âàëüíî¨ òà ïðèòÿãóâàëüíî¨ ÷àñòèí ïîòåíöiàëó φ(r) óðiâíîâàæóþòüñÿ. ßêùî
ïðè öüîìó âiðiàëüíi ïîïðàâêè áiëüø âèñîêèõ ïîðÿäêiâ íåõòîâíî ìàëi, òî ãàç
âåäå ñåáå ÿê iäåàëüíèé. Î÷åâèäíî, ùî ïîâåäiíêà ãàçó íàáëèæà¹òüñÿ äî iäå-
àëüíîãàçîâî¨ i ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó T → ∞.

  B(T) 

      0                 TB                                            T

Ðèñ. 51.1. Òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü äðóãîãî âiðiàëüíîãî êîeôiöi¹íòà
äëÿ ãàçó ç ïàðíèì ìiæ÷àñòèíêîâèì ïîòåíöiàëîì òèïó Ëåííàðäà�Äæîíñà;
TB � òåìïåðàòóðà Áîéëÿ.
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Çàâäàííÿ 52. Îá÷èñëiòü äðóãèé âiðiàëüíèé êîåôiöi¹íò òà ïàðàìåòðè
ðiâíÿííÿ ñòàíó Âàí-äåð-Âààëüñà äëÿ ñëàáêîíåiäåàëüíîãî ãàçó ç êîðîòêî-
ñÿæíèì ïàðíèì ìiæ÷àñòèíêîâèì ïîòåíöiàëîì, ùî îïèñó¹òüñÿ òàêèì ñïðî-
ùåíèì ìîäåëüíèì âèðàçîì (U0 ≥ 0):

à) φ(r) =


∞, r < d,

−U0, d ≤ r ≤ r0,

0, r > r0;

á) φ(r) =

{
∞, r < d,

−U0

(
d
r

)6
, r ≥ d.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ñïåðøó êîðèñòó¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (4.10). Óðàõîâóþ÷è
êóñêîâó íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöiàëó φ(r), ðîçáèâà¹ìî iíòåãðàë (4.10) íà òðè
iíòåãðàëè ïî äiëÿíêàõ, ùî çáiãàþòüñÿ ç îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ ãiëîê ôóíêöi¨
φ(r). Ìà¹ìî:

B(T ) = 2π

∞∫
0

drr2
[
1− e−φ(r)/kT

]
=

= 2π

 d∫
0

drr2 +

r0∫
d

drr2
(
1− eU0/kT

)
+

∞∫
r0

drr2 0

 =

=
2π

3
d3 +

2π

3

(
1− eU0/kT

) (
r30 − d3

)
.

Ïàðàìåòðè ðiâíÿííÿ ñòàíó Âàí-äåð-Âààëüñà îá÷èñëþ¹ìî çà äîïîìîãîþ
ôîðìóë (4.13), äîäàòêîâî ïðèïóñòèâøè, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 0 ≤ U0≪ kT .
Çíàõîäèìî:

a = 2π

∞∫
d

drr2|φ(r)| = 2π

 r0∫
d

drr2U0 +

∞∫
r0

drr2 0

 =
2π

3
U0

(
r30 − d3

)
,

b = 2π

d∫
0

drr2 =
2π

3
d3.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè 0 ≤ U0 ≪ kT äðóãèé âiðiàëüíèé êîåôiöi¹íò ìà¹
ñòðóêòóðó

B(T ) ≃ 2π

3
d3 − 2π

3

U0

kT

(
r30 − d3

)
= b− a

kT
,

ÿê i ñëiä áóëî î÷iêóâàòè.
Âèïàäîê á) ðîçãëÿíüòå ñàìîñòiéíî.
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Òåðìîäèíàìiêà ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà

Çàâäàííÿ 53. Ïîêàæiòü, ùî ìîëÿðíà òåïëî¹ìíiñòü cV ãàçó Âàí-äåð-
Âààëüñà íå çàëåæèòü âiä îá'¹ìó, à ¹ ôóíêöi¹þ ëèøå òåìïåðàòóðè: cV =
= cV (T ).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ íàñòóïíèì êàëîðè÷íèì ðiâíÿííÿì, çàïèñà-
íèì äëÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ u òà îá'¹ìó v îäíîãî ìîëÿ äîâiëüíî¨ ðå÷îâèíè:(

∂u

∂v

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
v

− P.

Ðiâíÿííÿ ñòàíó äëÿ îäíîãî ìîëÿ ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà ìà¹ âèãëÿä

P =
RT

v − b
− a

v2
, (4.14)

äå a i b � âiäïîâiäíi ñòàëi. Òîäi(
∂u

∂v

)
T

=
RT

v − b
−
(
RT

v − b
− a

v2

)
=

a

v2
.

Áà÷èìî, ùî âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà ÿê ôóíêöiÿ T i v ìà¹
ñòðóêòóðó

u(T, v) = f(T )− a

v
, (4.15)

äå f(T ) � ôóíêöiÿ ëèøå òåìïåðàòóðè. Òåïëî¹ìíiñòü öüîãî ãàçó

cV =

(
∂u

∂T

)
v

= f ′(T )

� òåæ ôóíêöiÿ ëèøå òåìïåðàòóðè.

Çàâäàííÿ 54. Äàëåêî âiä êðèòè÷íî¨ òî÷êè i äëÿ íå äóæå øèðîêèõ òåì-
ïåðàòóðíèõ iíòåðâàëiâ içîõîðíó òåïëî¹ìíiñòü ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà ìîæíà
ââàæàòè íåçàëåæíîþ âiä òåìïåðàòóðè, òîáòî ñòàëîþ âåëè÷èíîþ. Äëÿ îä-
íîãî ìîëÿ òàêîãî ãàçó ìåòîäàìè òåðìîäèíàìiêè çíàéäiòü:

à) âíóòðiøíþ åíåðãiþ, åíòðîïiþ òà ðiâíÿííÿ êâàçiñòàòè÷íîãî àäiàáàòè÷-
íîãî ïðîöåñó;

á) çìiíó òåìïåðàòóðè ãàçó ïðè éîãî ðîçøèðåííi ó âàêóóì;
â)* ðîáîòó, ÿêó çäiéñíþ¹ ãàç ïðè içîõîðè÷íîìó, içîáàðè÷íîìó, içîòåðìi÷-

íîìó òà àäiàáàòè÷íîìó ïåðåõîäàõ ìiæ äâîìà ñòàíàìè;
ã)* êiëüêîñòi òåïëà, îòðèìàíi ãàçîì ó öèõ ïåðåõîäàõ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ïî÷íåìî ç âèðàçó (4.15). Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó v → ∞,
êîëè âçà¹ìîäi¹þ ìiæ ÷àñòèíêàìè ãàçó ìîæíà çíåõòóâàòè, âií ïîâèíåí ïåðå-
õîäèòè ó âèðàç äëÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ iäåàëüíîãî ãàçó. Çíàõîäèìî: f(T ) =
= cV T i, îòæå,

u(T, v) = cV T − a

v
. (4.16)
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Ç îãëÿäó íà (4.14) i (4.16) ìîæåìî çàïèñàòè:

1

T
=

cV
u+ a

v

,

P

T
=

R

v − b
− 1

T

a

v2
=

R

v − b
− cV
u+ a

v

a

v2
.

Äëÿ ìîëÿðíî¨ åíòðîïi¨ s ÿê ôóíêöi¨ çìiííèõ u i v ìà¹ìî:

ds(u, v) =
1

T
du+

P

T
dv =

cV
u+ a

v

du+

[
R

v − b
− cV
u+ a

v

a

v2

]
dv =

=

[
cV

u+ a
v

du− cV
u+ a

v

a

v2
dv

]
+

R

v − b
dv = cV d ln

(
u+

a

v

)
+Rd ln (v − b) =

= d
[
cV ln

(
u+

a

v

)
+R ln (v − b)

]
,

çâiäêè

s(u, v) = R ln

[(
u+

a

v

)cV /R
(v − b)

]
+ const. (4.17)

Ó ðàìêàõ òåðìîäèíàìi÷íîãî ïiäõîäó ñòàëà iíòåãðóâàííÿ â (4.17) âèðà-
æà¹òüñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðè u0, v0 i s0 = s(u0, v0) äåÿêîãî âèáðàíîãî ñòàíó:

s0 = R ln

[(
u0 +

a

v0

)cV /R
(v0 − b)

]
+ const.

Ìà¹ìî:

s(u, v) = R ln

[(
u+

a

v

)cV /R
(v − b)

/(
u0 +

a

v0

)cV /R
(v0 − b)

]
+ s0. (4.18)

Çâiäñè çíàõîäèìî i âíóòðiøíþ åíåðãiþ ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà ÿê ôóíêöiþ
çìiííèõ s i v:

u(s, v) =

(
u0 +

a

v0

)(
v − b

v0 − b

)−R/cV
e(s−s0)/cV − a

v
. (4.19)

Ðiâíÿííÿ àäiàáàòè÷íîãî ïðîöåñó îäåðæó¹ìî ç óìîâè s = const. Ó çìií-
íèõ T , v ìà¹ìî:

T cV /R (v − b) = const. (4.20)

Çâåðíåìî óâàãó, ùî íà âiäìiíó âiä iäåàëüíîãî ãàçó äëÿ ãàçó Âàí-äåð-
Âààëüñà cP − cV ̸= R (äèâ. çàâäàííÿ 55).

á) Ïðè ðîçøèðåííi ó âàêóóì ãàç íå âèêîíó¹ àíi ðîáîòè, àíi âòðà÷à¹ ÷è
îäåðæó¹ òåïëî. Öå îçíà÷à¹, ùî éîãî âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ â öüîìó ïðîöåñi
çáåðiãà¹òüñÿ. Äëÿ áóäü-ÿêèõ éîãî äâîõ ïîñëiäîâíèõ ñòàíiâ 1 i 2 ìîæåìî
çàïèñàòè:

u1 = u2, cV T1 −
a

v1
= cV T2 −

a

v2
,

çâiäêè
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∆T ≡ T2 − T1 =
a

cV

(
1

v2
− 1

v1

)
.

Îñêiëüêè cV > 0 i a > 0, òî ïðè ðîçøèðåííi (v2 > v1) ãàçó Âàí-äåð-
Âààëüñà éîãî òåìïåðàòóðà ñïàäà¹: ∆T < 0. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïðè
ðîçøèðåííi ãàçó éîãî ÷àñòèíêè âèòðà÷àþòü ÷àñòèíó ñâî¹¨ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨
íà ðîáîòó ïðîòè ñèë âçà¹ìíîãî ïðèòÿãàííÿ. Ó âèïàäêó iäåàëüíîãî ãàçó, êîëè
òàêå ïðèòÿãàííÿ âiäñóòí¹ (a = 0), ∆T = 0.

Çàâäàííÿ 55. Çíàéäiòü ðiçíèöþ cP − cV ìîëÿðíèõ òåïëî¹ìíîñòåé äëÿ
ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèõîäèìî iç ñïiââiäíîøåííÿ

cP − cV = −T
(
∂v

∂T

)2

P

(
∂P

∂v

)
T

,

ïîõiäíi â ÿêîìó çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ (4.14).
Äèôåðåíöiþþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè (4.14) çà T ïðè ñòàëîìó P , äiñòà¹ìî

ðiâíiñòü
R

v − b
− RT

(v − b)2

(
∂v

∂T

)
P

+
2a

v3

(
∂v

∂T

)
P

= 0,

çâiäêè

(
∂v

∂T

)
P

=

R

v − b
RT

(v − b)2
− 2a

v3

=
R

RT

v − b
− 2a

v3
(v − b)

=
R

P − a

v2
+

2ab

v3

,

äå ìè âðàõóâàëè, ùî
RT

v − b
= P +

a

v2
.

Äðóãó áàæàíó ïîõiäíó çíàõîäèìî, äèôåðåíöiþþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè (4.14)
çà v ïðè ñòàëié T :(

∂P

∂v

)
T

= − RT

(v − b)2
+

2a

v3
= − 1

v − b

[
RT

v − b
− 2a

v3
(v − b)

]
=

= − 1

v − b

(
P − a

v2
+

2ab

v3

)
.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

cP − cV =
R2T

(v − b)

(
P − a

v2
+

2ab

v3

) = R
1 +

a

Pv2

1− a

Pv2
+

2ab

Pv3

.

Äëÿ äîñòàòíüî ðîçðiäæåíîãî ãàçó, êîëè ïîïðàâêè íà íåiäåàëüíiñòü ìàëi,

cP − cV ≈ R

(
1 +

2a

Pv2

)
≈ R

(
1 +

2a

RTv

)
.
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Åôåêò Äæîóëÿ�Òîìñîíà

Çàâäàííÿ 56. Îá÷èñëiòü êîåôiöi¹íò Äæîóëÿ�Òîìñîíà äëÿ òàêèõ ñè-
ñòåì:

à) iäåàëüíèé ãàç;
á) ñëàáêîíåiäåàëüíèé ãàç iç âiðiàëüíèì ðiâíÿííÿì ñòàíó

P = nkT + n2kTB(T ); (4.21)

â) ãàç Âàí-äåð-Âààëüñà. Ó öüîìó âèïàäêó ïðîàíàëiçóéòå òà çîáðàçiòü
ãðàôi÷íî çàëåæíiñòü òåìïåðàòóðè iíâåðñi¨ âiä òèñêó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Òåìïåðàòóðà ãàçó ìîæå çìiíþâàòèñÿ ïðè éîãî íåîáîðîò-
íîìó àäiàáàòè÷íîìó ïðîïóñêàííi ÷åðåç ïîðèñòó ïåðåãîðîäêó ç îáëàñòi ç
áiëüøèì òèñêîì â îáëàñòü ç ìåíøèì òèñêîì (äèâ. ðèñ. 56.1). Öå ÿâèùå
íàçèâà¹òüñÿ åôåêòîì Äæîóëÿ�Òîìñîíà.

                                        P1, V1, T1                  P2, V2, T2

                  1                                                                                       
                                        

2

                                                                  

                                                                                                     

Ðèñ. 56.1. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ ïðîöåñó Äæîóëÿ�Òîìñîíà. Ó òåïëîiçîëüîâà-
íîìó öèëiíäði Ö ãàç ïîâiëüíî i ñòàöiîíàðíî ïðîòèñêàþòü êðiçü ïîðèñòó ïåðåãî-
ðîäêó ÏÏ ç îáëàñòi ç áiëüøèì òèñêîì P1 â îáëàñòü ç ìåíøèì òèñêîì P2. Ñòàëi
çíà÷åííÿ òèñêó â îáëàñòÿõ ïiäòðèìóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðóõîìèõ ïîðøíiâ Ï1

i Ï2. Óíàñëiäîê íåiäåàëüíîñòi ãàçó éîãî òåìïåðàòóðà â öüîìó ïðîöåñi ìîæå çìi-
íþâàòèñÿ.

Êiëüêiñíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ åôåêòó âèñòóïà¹ (äèôåðåíöiàëüíèé) êîå-
ôiöi¹íò Äæîóëÿ�Òîìñîíà

µ ≡
(
∂T

∂P

)
W

=
1

CP

[
T

(
∂V

∂T

)
P

− V

]
, (4.22)

äå W � òåïëîâà ôóíêöiÿ ãàçó. ßêùî òåìïåðàòóðà ãàçó ó ïðîöåñi cïàäà¹
(∆T < 0 ïðè ∆P < 0), òî µ > 0, à åôåêò íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì. Ó ñóïðî-
òèâíîìó âèïàäêó, êîëè òåìïåðàòóðà çðîñòà¹ i µ < 0, ìà¹ìî âiä'¹ìíèé åôåêò
Äæîóëÿ�Òîìñîíà. Òî÷êè, äå µ = 0, íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè iíâåðñi¨.

Ç îãëÿäó íà âèðàç (4.22) çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨ ó
êâàäðàòíèõ äóæêàõ.
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à) Äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó

V =
NkT

P
, T

(
∂V

∂T

)
P

= V,

òîìó µ = 0. Îòæå, òåìïåðàòóðà iäåàëüíîãî ãàçó ó ïðîöåñi Äæîóëÿ�Òîìñîíà
íå çìiíþ¹òüñÿ, òîáòî äëÿ òàêîãî ãàçó åôåêò âiäñóòíié.

á) Ïiäñòàâèâøè n = N/V òà çãàäàâøè, ùî âiðiàëüíèé êîåôiöi¹íò B(T )
çàëåæèòü ëèøå âiä òåìïåðàòóðè, äèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ
(4.21) çà T ïðè ñòàëèõ P i N . Ìà¹ìî:

0 =
∂

∂T

[
N

V
kT +

N2

V 2
kTB(T )

]
=

=
N

V
k +

N2

V 2
kB(T ) +

N2

V 2
kTB′(T )−

[
N

V 2
kT + 2

N2

V 3
kTB(T )

](
∂V

∂T

)
P

,

äå B′(T ) ≡ dB(T )/dT . Çâiäñè

T

(
∂V

∂T

)
P

=
V +NB(T ) +NTB′(T )

1 + 2NV B(T )
.

Äëÿ êîåôiöi¹íòà (4.22) äiñòà¹ìî:

µ =
1

cP

TB′(T )−B(T )

1 + 2nB(T )
, (4.23)

äå cP = CP /N . Îñêiëüêè ïîïðàâêà íà íåiäåàëüíiñòü ãàçó ìàëà, |nB(T )| ≪ 1,
òî çíàê åôåêòó çáiãà¹òüñÿ çi çíàêîì ÷èñåëüíèêà ó ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìó-
ëè (4.23). Òåìïåðàòóðà iíâåðñi¨, ïðè ÿêié öåé çíàê çìiíþ¹òüñÿ íà ïðîòèëåæ-
íèé, âèçíà÷à¹òüñÿ iç ñïiââiäíîøåííÿ µ = 0, òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
TB′(T ) = B(T ).

â) Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Âàí-äåð-Âààëüñà ó âèãëÿäi

P =
NkT

V −Nb
− a

N2

V 2
(4.24)

òà çäèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi éîãî ÷àñòèíè çà òåìïåðàòóðîþ ïðè ñòàëèõ P i N .
Äiñòà¹ìî:

0 =
Nk

V −Nb
−
[

NkT

(V −Nb)2
− 2a

N2

V 3

](
∂V

∂T

)
P

,(
∂V

∂T

)
P

=
Nk

V−Nb
NkT

(V−Nb)2 − 2aN
2

V 3

=
k (V −Nb)

kT − 2a NV 3 (V −Nb)2
.

Äàëi ìà¹ìî:

µ =
1

CP

[
kT (V −Nb)

kT − 2a NV 3 (V −Nb)2
− V

]
=

1

cP

2a
V 2 (V −Nb)2 − kTb

kT − 2a NV 3 (V −Nb)2
. (4.25)
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Òåïåð ïîêàæåìî, ùî çíàê µ çáiãà¹òüñÿ çi çíàêîì ÷èñåëüíèêà ó ïðàâié
÷àñòèíi âèðàçó (4.25). Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ çàãàëüíîþ óìîâîþ ñòiéêîñòi
òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (

∂P

∂V

)
T

< 0

òà ðiâíÿííÿì (4.24). Çíàõîäèìî (N = const):(
∂P

∂V

)
T

= − NkT

(V −Nb)2
+ 2a

N2

V 3
= −

NkT − 2aN
2

V 3 (V −Nb)2

(V −Nb)2
< 0.

Îòæå, ìà¹ ñïðàâäæóâàòèñÿ íåðiâíiñòü

kT − 2a
N

V 3
(V −Nb)2 > 0,

ùî é äîâîäèòü ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ âiäíîñíî çíàêà µ.
Òåìïåðàòóðó iíâåðñi¨ Ti ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà øóêà¹ìî ç óìîâè µ = 0,

ÿêà äà¹ ðiâíÿííÿ
2a

V 2
(V −Nb)2 − kTib = 0. (4.26)

Çàëåæíiñòü Ti âiä òèñêó îòðèìà¹ìî, âèêëþ÷èâøè çìiííó V ç ðiâíÿíü (4.26)
i (4.24) (ïðè T = Ti). Äëÿ öüîãî ââåäåìî íîâó çìiííó x = (V − Nb)/V ,
ó òåðìiíàõ ÿêî¨, ç îãëÿäó íà ðiâíÿííÿ (4.26),

V = Nb
1

1− x
, V −Nb = Nb

x

1− x
, kTi =

2a

b
x2.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè öèõ âèðàçiâ ó ðiâíÿííÿ (4.24) âîíî íàáèðà¹ âèãëÿäó

P =
2a

b2
x(1− x)− a

b2
(1− x)2,

àáî

3x2 − 4x+

(
1 +

b2

a
P

)
= 0.

Ðîçâ'ÿçêè îñòàííüîãî äàþòüñÿ ôîðìóëîþ

x =
2

3

(
1± 1

2

√
1− 3

b2

a
P

)
.

Çâiäñè äëÿ òåìïåðàòóðè iíâåðñi¨ äiñòà¹ìî:

Ti =
2a

kb
x2 =

8a

9kb

(
1± 1

2

√
1− 3

b2

a
P

)2

.

Ïåðåéøîâøè, äëÿ çðó÷íîñòi, âiä ïàðàìåòðiâ a i b äî êðèòè÷íî¨ òåìïåðà-
òóðè Tc = 8a/27kb i êðèòè÷íîãî òèñêó Pc = a/27b2 ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà,
îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

Ti = 3Tc

(
1± 1

2

√
1− P

9Pc

)2

. (4.27)
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Ôîðìóëà (4.27) âèçíà÷à¹ êðèâó iíâåðñi¨ ó ïëîùèíi (T, P ). Âîíà ìà¹ êóïî-
ëîâèäíó ôîðìó (ðèñ. 56.2), ïðè öüîìó äîäàòíîìó åôåêòó Äæîóëÿ�Òîìñîíà
âiäïîâiäà¹ îáëàñòü ïiä êóïîëîì. Ïðè çàäàíîìó çíà÷åííi òèñêó P = P ′ < 9Pc
òåîðåòè÷íî iñíóþòü âåðõíÿ T â

i i íèæíÿ T í
i òåìïåðàòóðè iíâåðñi¨, äå åôåêò

çìiíþ¹ ñâié çíàê. �õ, âiäïîâiäíî, ìàêñèìàëüíå òà ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ äîðiâ-
íþþòü 27Tc/4 òà 3Tc/4. Äëÿ áiëüøîñòi ãàçiâ T â

i äîñòàòíüî âèñîêà, òîìó ïðè

        P 

     9Pc

                                                                     µ < 0 
                                                                            

                                                    µ > 0         

       P' 

               3Tc /4  Ti
н             3Tc                     Ti

в       27Tc /4     T

Ðèñ. 56.2. Êðèâà iíâåðñi¨ äëÿ ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà ó ïëîùèíi (T, P ). Çàäàíîìó
çíà÷åííþ òèñêó P ′ < 9Pc âiäïîâiäàþòü âåðõíÿ T âi òà íèæíÿ Tíi òåìïåðàòóðè
iíâåðñi¨.

êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ åôåêò äîäàòíèé (î÷iêó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ùî ïðè
ïðîïóñêàííi êèñíþ çi ñòàíó ç T1 = 273 Ê i P1 = 250 àòì ó ñòàí ç P2 = 1 àòì
éîãî òåìïåðàòóðà çíèçèòüñÿ íà 75 Ê). Âèíÿòîê ñêëàäàþòü ãåëié, âîäåíü i
íåîí, ÿêi ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ ó ïðîöåñi Äæîóëÿ�Òîìñîíà íàãðiâà-
þòüñÿ. Ùîá öi ãàçè ìîæíà áóëî îõîëîäæóâàòè çà äîïîìîãîþ öüîãî ïðîöåñó,
¨õ òðåáà ñïåðøó îõîëîäèòè äî òåìïåðàòóðè T < T â

i . Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî
ïðè íå äóæå âèñîêîìó ðîáî÷îìó òèñêó áiëüøiñòü ãàçiâ êîíäåíñó¹òüñÿ â ði-
äèíó ùå äî òîãî, ÿê ¨õ òåìïåðàòóðà ñïàäå äî T í

i .
Òåîðåòè÷íi îöiíêè (íà îñíîâi ðiâíÿííÿ Âàí-äåð-Âààëüñà) òà åêñïåðè-

ìåíòàëüíi äàíi äëÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ T â
i äëÿ íèçêè ãàçiâ íàâåäåíî

â òàáëèöi 56.1. Åêñïåðèìåíòàëüíi çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà µ äëÿ ÷àñòèíè öèõ
ãàçiâ ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ i òèïîâèõ çíà÷åííÿõ òèñêó íàâåäåíî â
òàáëèöi 56.2.
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Òàáëèöÿ 56.1

Ãàç Pc, àòì Tc,K
max T â

i ,
K, òåîð

max T â
i ,

K, åêñï
He 2, 24 5, 19 35 43

H2 12, 8 33, 2 224 202

Ne 27, 2 44, 4 300 260

N2 33, 5 126, 2 852 623

O2 49, 8 154, 6 1044 761

Ar 48, 1 150, 8 1018 794

CO2 72, 8 304, 2 2053 1500

Òàáëèöÿ 56.2

Ãàç P, àòì µ, K/àòì
He < 200 −0, 068

N2 1÷ 100 0, 222÷ 0, 140

O2 1÷ 100 0, 222÷ 0, 140

Ar 1÷ 100 0, 371÷ 0, 264

CO2 1÷ 100 1, 105÷ 0, 070

Çàóâàæåííÿ. Ó ïðîöåñi Äæîóëÿ�Òîìñîíà çáåðiãà¹òüñÿ òåïëîâà ôóíêöiÿ
(åíòàëüïiÿ) ãàçó W = U + PV . Ñïðàâäi, ùîá êâàçiñòàòè÷íî ïåðåâåñòè ãàç
iç ñòàíó 1, ó ÿêîìó âií çàéìà¹ îá'¹ì V1 òà ìà¹ òèñê P1, ó ñòàí 2, äå éîãî
îá'¹ì V2 i òèñê P2, íàä íèì òðåáà âèêîíàòè ðîáîòó A′ = P1V1−P2V2. Íåõàé
âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ãàçó ïðè öüîìó çìiíþ¹òüñÿ íà äåÿêó âåëè÷èíó ∆U =
= U2 − U1. Îñêiëüêè ïðîöåñ àäiàáàòè÷íèé (ïåðåäàíå ãàçó òåïëî Q = 0), òî
ïåðøå íà÷àëî òåðìîäèíàìiêè (Q = ∆U −A′) íàáèðà¹ âèãëÿäó

U2 − U1 − (P1V1 − P2V2) = 0.

Çâiäñè áà÷èìî, ùî

U1 + P1V1 = U2 + P2V2 = const.

Âiäïîâiäíî, êiëüêiñíèì ïàðàìåòðîì, ùî õàðàêòåðèçó¹ çìiíó òåìïåðàòó-
ðè ãàçó ó ïðîöåñi Äæîóëÿ�Òîìñîíà, âèñòóïà¹ ïîõiäíà (∂T/∂P )W . Çãàäàâøè,
ùî dW = TdS + V dP , ìåòîäîì ÿêîáiàíiâ çíàõîäèìî:(

∂T

∂P

)
W

=
∂(T,W )

∂(P,W )
=
∂(T,W )

∂(T, P )

∂(T, P )

∂(P,W )
= −

(
∂W

∂P

)
T

/(
∂W

∂T

)
P

=

= − 1

CP

[
T

(
∂S

∂P

)
T

+ V

]
.
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I, íàðåøòi, ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì Ìàêñâåëëà(
∂S

∂P

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
P

äëÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó Ãiááñà Φ = U − TS + PV (dΦ = −SdT +
+V dP ), äiñòà¹ìî ôîðìóëó (4.22).

Åêðàíóâàííÿ çàðÿäiâ ó ïëàçìi

Çàâäàííÿ 57. Çíàéäiòü ïîòåíöiàë åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ïîáëèçó òî÷êî-
âîãî çàðÿäó, óìîâíî âèäiëåíîãî â iäåàëüíié ïëàçìi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ïëàçìà çàéìà¹ îá'¹ì V i ñêëàäà¹òüñÿ iç çàðÿäæåíèõ
÷àñòèíîê s ñîðòiâ (åëåêòðîíiâ i éîíiâ), ïðè öüîìó ÷àñòèíêè ñîðòó a ìàþòü
çàðÿäè Zae, à ¨õ êiëüêiñòü äîðiâíþ¹ Na. Òóò Za � äîäàòíi àáî âiä'¹ìíi öiëi
÷èñëà, e � âåëè÷èíà åëåìåíòàðíîãî çàðÿäó. Îñêiëüêè ïîâíèé çàðÿä ÷àñòèíîê
ïëàçìè äîðiâíþ¹ íóëþ, òî

s∑
a=1

ZaeNa = 0.

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà eV , ïðèõîäèìî äî óìîâè åëåê-
òðîíåéòðàëüíîñòi ïëàçìè ó âèãëÿäi

s∑
a=1

Zan
(0)
a = 0, (4.28)

äå n(0)a = Na/V . Âåëè÷èíè n
(0)
a ìàþòü çìiñò ïàðöiàëüíèõ êîíöåíòðàöié ÷à-

ñòèíîê ïðè ¨õ ðiâíîìiðíîìó ðîçïîäiëi ïî îá'¹ìó ïëàçìè.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíó ÷àñòèíêó ïëàçìè; äëÿ çðó÷íîñòi, ïîçíà÷èìî

¨¨ çàðÿä ÷åðåç q. Óíàñëiäîê ïðèòÿãàííÿ äî íå¨ ÷àñòèíîê iç çàðÿäàìè ïðîòè-
ëåæíîãî çíàêà òà âiäøòîâõóâàííÿ ÷àñòèíîê iç çàðÿäàìè òîãî ñàìîãî çíàêà
âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåðîçïîäië ÷àñòèíîê ïëàçìè � íàâêîëî âèäiëåíî¨ ÷àñòèíêè
ôîðìó¹òüñÿ îáëàñòü, ó ÿêié ÷àñòèíêè âñiõ ñîðòiâ ðîçïîäiëåíi íåðiâíîìiðíî,
ç äåÿêèìè êîíöåíòðàöiÿìè na, âiäìiííèìè âiä n(0)a . Óâàæàþ÷è öi ðîçïîäi-
ëè â ñåðåäíüîìó ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèìè òà âèáèðàþ÷è ñôåðè÷íó ñèñòåìó
êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì ó âèäiëåíié ÷àñòèíöi, ìîæåìî çàïèñàòè: na = na(r),
äå r � âiäñòàíü âiä ÷àñòèíêè äî çàäàíî¨ òî÷êè ïðîñòîðó. Âiäïîâiäíî, â îá-
ëàñòi íàâêîëî âèäiëåíî¨ ÷àñòèíêè ãóñòèíà åëåêòðè÷íîãî çàðÿäó ρa = ρa(r)
÷àñòèíîê ñîðòó a òà çàãàëüíà ãóñòèíà çàðÿäó ρ = ρ(r) ÷àñòèíîê óñiõ ñîðòiâ
îïèñóþòüñÿ âèðàçàìè ρa(r) = Zaena(r) òà ρ(r) =

∑s
a=1 Zaena(r), à ðiâíÿííÿ

Ïóàññîíà äëÿ ïîòåíöiàëó φ = φ(r) åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ìà¹ âèãëÿä

∆φ(r) = −4πρ(r) = −4πe

s∑
a=1

Zana(r), r ̸= 0. (4.29)
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Ùîá çàìêíóòè öå ðiâíÿííÿ, ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì Äåáàÿ�Õþêêåëÿ
(1923 ð.). Iäåÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ó ïðîöåñi âñòàíîâëåííÿ òåïëîâî¨ ðiâíî-
âàãè â ïëàçìi ïîòåíöiàë ïîëÿ i çàðÿäè �ïiäëàøòîâóþòüñÿ� îäèí ïiä îäíîãî
òàêèì ÷èíîì, ùîá ¨õ ðîçïîäiëè ñòàëè âçà¹ìíî óçãîäæåíèìè. ßê ðåçóëüòàò,
ó ñòàíi òåïëîâî¨ ðiâíîâàãè çàðÿäè â ïîëi φ(r) ðîçïîäiëåíi òàê, ùî ñòâîðþ-
âàíå íèìè ïîëå i ¹ ïîëåì φ(r). Çíàõîäÿ÷èñü ó íüîìó, êîæíèé çàðÿä Zae
ìà¹ ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ Zaeφ(r), à òîìó éìîâiðíiñòü dwa(r) çíàéòè öåé
çàðÿä ó ìàëié îáëàñòi îá'¹ìîì dV íà âiäñòàíi r âiä çàðÿäó q âèçíà÷à¹òü-
ñÿ ðîçïîäiëîì Áîëüöìàíà: dwa(r) ∼ e−Zaeφ(r)/kTdV . Ïîìíîæèâøè îáèäâi
÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà Na, ïîäiëèâøè ¨õ íà dV òà âðàõóâàâøè, ùî ïðè
âiäñóòíîñòi âçà¹ìîäi¨ (òîáòî ïðè φ(r) → 0) ÷àñòèíêè ìàþòü ðîçïîäiëÿòèñÿ
ïî îá'¹ìó ïëàçìè ðiâíîìiðíî, çíàõîäèìî êîíöåíòðàöiþ çàðÿäiâ ñîðòó a ÿê
ôóíêöiþ ïîòåíöiàëó φ(r):

na(r) = n(0)a e−Zaeφ(r)/kT .

Ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç ó (4.29), äiñòà¹ìî çàìêíåíå ðiâíÿííÿ äëÿ ïîòåíöià-
ëó φ(r):

∆φ(r) = −4πe

s∑
a=1

Zan
(0)
a e−Zaeφ(r)/kT , r ̸= 0. (4.30)

Ðiâíÿííÿ (4.30) ñóòò¹âî íåëiíiéíå, òîìó â çàãàëüíîìó âèïàäêó éîãî ðîç-
â'ÿçàòè íå âäà¹òüñÿ. Ñèòóàöiÿ çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ äëÿ iäåàëüíî¨ ïëàçìè,
ó ÿêié, çà îçíà÷åííÿì, ñåðåäíÿ åíåðãiÿ êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê ¹
çíà÷íî ìåíøîþ çà ¨õ ñåðåäíþ êiíåòè÷íó åíåðãiþ. Ïðè âèêîíàííi öi¹¨ óìîâè
åêñïîíåíòó ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.30) ìîæíà ðîçâèíóòè â ðÿä çà ñòåïåíÿìè
Zaeφ(r)/kT . Îáìåæèâøèñü ëiíiéíèìè ÷ëåíàìè òà ñêîðèñòàâøèñü óìîâîþ
åëåêòðîíåéòðàëüíîñòi (4.28), ìîæåìî çàïèñàòè:

s∑
a=1

Zan
(0)
a e−Zaeφ(r)/kT ≃

s∑
a=1

Zan
(0)
a −

(
s∑

a=1

Z2
an

(0)
a

)
eφ(r)

kT
=

= − e

kT

(
s∑

a=1

Z2
an

(0)
a

)
φ(r).

ßê íàñëiäîê, äëÿ iäåàëüíî¨ ïëàçìè äiñòà¹ìî ç (4.30) ðiâíÿííÿ

∆φ− κ2φ = 0, (4.31)

äå

κ2 =
4πe2

kT

(
s∑

a=1

Z2
an

(0)
a

)
. (4.32)

Çãàäàâøè ÿâíèé âèðàç äëÿ ðàäiàëüíî¨ ÷àñòèíè ëàïëàñiàíà ó ñôåðè÷íié
ñèñòåìi êîîðäèíàò, ïåðåïèøåìî (4.31) ó âèãëÿäi (øòðèõ îçíà÷à¹ äèôåðåí-
öiþâàííÿ çà çìiííîþ r)

1

r2
(
r2φ′)′ − κ2φ = 0
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òà ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïiäñòàíîâêîþ φ = χ/r, äå χ = χ(r) � ïîêè ùî íåâiäîìà
ôóíêöiÿ. Îñêiëüêè

φ′ =
χ′

r
− χ

r2
,(

r2φ′) = (rχ′ − χ
)′
= rχ′′,

äëÿ ôóíêöi¨ χ(r) äiñòà¹ìî ðiâíÿííÿ

χ′′ − κ2χ = 0,

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî

χ(r) = Ae−κr +Beκr,

äå A i B � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ. Âiäïîâiäíî,

φ(r) =
A

r
e−κr +

B

r
eκr.

Ç óìîâè îáìåæåíîñòi ïîòåíöiàëó φ(r) ïðè r → ∞ âèïëèâà¹, ùî B = 0.
Ç äðóãîãî áîêó, ó áåçïîñåðåäíüîìó îêîëi çàðÿäó q, òîáòî ïðè r → 0, ïîòåí-
öiàë φ(r) ïîâèíåí ïåðåõîäèòè â êóëîíiâñüêèé ïîòåíöiàë q/r öüîãî çàðÿäó;
çâiäñè A = q. Îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

φ(r) =
q

r
e−κr =

q

r
e−r/rD , (4.33)

äå, ç îãëÿäó íà (4.32),

rD =

√√√√√ kT

4πe2
(

s∑
a=1

Z2
an

(0)
a

) . (4.34)

Òàêèì ÷èíîì, ó ïëàçìi ïîòåíöiàë ïîëÿ ïîáëèçó áóäü-ÿêî¨ ÷àñòèíêè iç
çàðÿäîì q çìiíþ¹òüñÿ âiä ÷èñòî êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó q/r ïîëÿ ñàìî¨
÷àñòèíêè äî ïîòåíöiàëó (4.33) ïîëÿ, ùî ñòâîðþ¹òüñÿ ÷àñòèíêîþ ðàçîì ç
¨¨ îòî÷åííÿì. Öå ïîëå ñïàäà¹ çà åêñïîíåíöiàëüíèì çàêîíîì, òîáòî çíà÷íî
øâèäøå çà êóëîíiâñüêå ïîëå ÷àñòèíêè; õàðàêòåðíà âiäñòàíü rD, íà ÿêié
âîíî çìåíøó¹òüñÿ â e ðàçiâ, íàçèâà¹òüñÿ ðàäióñîì Äåáàÿ. Ôàêòè÷íî ïîëå
îêðåìî¨ ÷àñòèíêè ùåçà¹ âæå íà âiäñòàíÿõ ïîðÿäêó êiëüêîõ rD âiä íå¨ (äèâ.
ðèñ. 57.1). Êàæóòü, ùî åëåêòðè÷íå ïîëå ÷àñòèíêè ó ïëàçìi åêðàíó¹òüñÿ.
Ïðè÷èíîþ åêðàíóâàííÿ ¹ ïåðåðîçïîäië ÷àñòèíîê ïëàçìè ïîáëèçó âèäiëåíî¨,
óíàñëiäîê ÿêîãî ¨õ çàãàëüíèé çàðÿä ìà¹ ïðîòèëåæíèé çíàê, à òîìó ¨õ ïîëå
ïîñëàáëþ¹ ïîëå ÷àñòèíêè.

Ùîá ïðîäåìîíñòðóâàòè ñêàçàíå, îá÷èñëèìî ðàäiàëüíèé ðîçïîäië òà çà-
ãàëüíó êiëüêiñòü çàðÿäó ÷àñòèíîê â îáëàñòi íàâêîëî çàðÿäó q. Îñêiëüêè
ãóñòèíà çàãàëüíîãî çàðÿäó â öié îáëàñòi

ρ(r) = − 1

4π
∆φ(r) ≃ −κ

2

4π
φ(r) = −q κ

2

4πr
e−κr,
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1 2 3 4

2

4

6

8

10

0

1 2 3 4

–1

0

φ(r) 

                                                                                                     r/rD

dQ(r)/dr 

                                                                                                     r/rD

Ðèñ. 57.1. Ïîâåäiíêà ïîòåíöiàëó åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ó ïëàçìi â îêîëi òî÷êîâîãî
çàðÿäó q > 0 òà ðàäiàëüíî¨ ãóñòèíè çàãàëüíîãî çàðÿäó ÷àñòèíîê, ùî éîãî îòî-
÷óþòü (ñóöiëüíi êðèâi). Äëÿ ïîðiâíÿííÿ òàêîæ ïîêàçàíî ïîâåäiíêó ïîëÿ çàðÿäó
q ó âàêóóìi (øòðèõîâà ëiíiÿ). Óêàçàíi âåëè÷èíè ïîäàíî â îäíàêîâèõ óìîâíèõ
îäèíèöÿõ.

òî çàãàëüíà êiëüêiñòü çàðÿäó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ìàëîìó îêîëi îá'¹ìîì dV =
= r2dr sin θdθdα òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (r, θ, α), äà¹òüñÿ âèðàçîì

dQ(r, θ, α) = ρ(r)dV = −q κ
2

4π
e−κrrdr sin θdθdα.

Çiíòåãðóâàâøè éîãî çà êóòîâèìè çìiííèìè, çíàéäåìî çàãàëüíó êiëüêiñòü
çàðÿäó dQ(r), ùî çíàõîäèòüñÿ ó ñôåðè÷íîìó øàði (r, r + dr) ç öåíòðîì ó
âèäiëåíié ÷àñòèíöi:

dQ(r) =

π∫
0

sin θdθ

2π∫
0

dα

(
−q κ

2

4π
e−κrrdr

)
= −qκ2 e−κrrdr.
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Ãðàôiê ðàäiàëüíî¨ ãóñòèíè dQ(r)/dr çàãàëüíîãî çàðÿäó ÷àñòèíîê ïëàç-
ìè ÿê ôóíêöi¨ âiäñòàíi r äî âèäiëåíîãî çàðÿäó çîáðàæåíî íà ðèñ. 57.1. Ïëî-
ùà ïiä ãðàôiêîì äîðiâíþ¹ çàãàëüíîìó çàðÿäó Q ÷àñòèíîê â îáëàñòi íàâêîëî
öüîãî çàðÿäó:

Q =

∞∫
0

(
−qκ2e−κr

)
rdr = −q.

Ç îñòàííiõ ðåçóëüòàòiâ òàêîæ âèïëèâà¹, ùî âíàñëiäîê iñíóþ÷îãî ðîç-
ïîäiëó çàðÿäiâ ó ïëàçìi óìîâà ¨¨ (êâàçi)íåéòðàëüíîñòi âèêîíó¹òüñÿ ëèøå
äëÿ îáëàñòåé, ëiíiéíi ðîçìiðè ÿêèõ ó êiëüêà ðàçiâ ïåðåâèùóþòü rD.

Çàâäàííÿ 58*. Ïëàçìà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ñîðòiâ ÷àñòèíîê � åëåê-
òðîíiâ iç çàðÿäîì −e òà éîíiâ iç çàðÿäîì ze. Ó íàáëèæåííi ãàðÿ÷î¨ ðîçðiä-
æåíî¨ ïëàçìè çíàéäiòü: à) ðàäióñ Äåáàÿ; á) êîíöåíòðàöi¨ åëåêòðîíiâ ne òà
éîíiâ ni â åëåêòðîííî-éîííié õìàðèíöi íàâêîëî äîâiëüíî âèáðàíîãî éîíà;
â) êiëüêîñòi íàäëèøêîâèõ (âiäíîñíî ¨õ ñåðåäíiõ êiëüêîñòåé) åëåêòðîíiâ∆Ne

òà éîíiâ ∆Ni ó õìàðèíöi; ã) ñåðåäíi êiëüêîñòi åëåêòðîíiâ Ne òà éîíiâ Ni ó
õìàðèíöi.

Âêàçiâêà. Ó ãàðÿ÷ié ðîçðiäæåíié ïëàçìi åíåðãiÿ êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨
÷àñòèíîê íàáàãàòî ìåíøà çà ¨õ êiíåòè÷íó åíåðãiþ, òîìó ìîæíà çàñòîñóâàòè
îïèñàíó âèùå ïðîöåäóðó ëiíåàðèçàöi¨ ðiâíÿííÿ (4.30).

Âiäïîâiäi :

a) rD =

√
kT

4πe2 (z + 1)n
(0)
e

;

á) ne(r) = n(0)e

(
1 +

ze2

kTr
e−r/rD

)
, ni(r) =

n
(0)
e

z

(
1− z2e2

kTr
e−r/rD

)
;

â) ∆Ne =
z

z + 1
, ∆Ni = − z

z + 1
;

ã) îöiíêè çíèçó äëÿ ñôåðè÷íî¨ îáëàñòi ðàäióñîì rD: Nemin ≃ n
(0)
e

4π
3 r

3
D,

Nimin ≃ n
(0)
i

4π
3 r

3
D. Ôàêòè÷íèé ðîçìið õìàðèíêè r ≈ (2 ÷ 3)rD, òîìó ç òî÷-

íiñòþ äî ÷èñëîâîãî êîåôiöi¹íòà ïîðÿäêó îäèíèöi

Ne ≈

 kT

e2(z + 1)n
(0)
e

1/3

3/2

≫ 1, Ni ≈
1

z

 kT

e2(z + 1)n
(0)
e

1/3

3/2

≫ 1.
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Åêðàíóâàííÿ éîíiâ â åëåêòðîëiòi

Çàâäàííÿ 59. Îöiíiòü âåëè÷èíó ðàäióñà åêðàíóâàííÿ éîíiâ ó ðîç÷èíi
1 ã ñîëi NaCl â 1 ë âîäè ïðè êiìíàòíié òåìïåðàòóði.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðè çàäàíèõ êiëüêîñòÿõ ñîëi é âîäè ìîæíà ââàæàòè, ùî
ñiëü ïîâíiñòþ äèñîöiþ¹ íà éîíè Na+ òà Cl− iç çàðÿäàìè âiäïîâiäíî +e
(ZNa+ = +1) òà −e (ZCl− = −1). Îñêiëüêè ìîëÿðíà ìàñà NaCl ñòàíîâèòü
µ = 58, 44 ã/ìîëü, òî çàãàëüíà êiëüêiñòü iîíiâ êîæíîãî ñîðòó â ðîç÷èíi

NNa+ = NCl− = 1/µ · NA ≃ 1, 03 · 1022, à ¨õ ñåðåäíi êîíöåíòðàöi¨ n(0)
Na+

=

= n
(0)

Cl−
≡ n(0) ≃ 1, 03 · 1019 ñì−3.

Òàêîæ ó ðîç÷èíi ïðèñóòíi éîíè H+ òà OH−. �õ ìè, îäíàê, äî óâàãè íå
áðàòèìåìî, îñêiëüêè ¨õ êîíöåíòðàöi¨ â ïîðiâíÿííi ç n(0) íåõòîâíî ìàëi (äëÿ
íåéòðàëüíîãî ðîç÷èíó � ïðèáëèçíî 6 · 1013 ñì−3).

Ïîâåäiíêà éîíiâ â åëåêòðîëiòi çíà÷íîþ ìiðîþ ñõîæà íà ïîâåäiíêó çàðÿä-
æåíèõ ÷àñòèíîê ó ïëàçìi, òîìó äëÿ îöiíîê ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì
ñàìîóçãîäæåíîãî ïîëÿ, ðîçãëÿíóòèì ó çàâäàííi 57. Ïîòðiáíî ëèøå äîäàò-
êîâî âðàõóâàòè òîé ôàêò, ùî âçà¹ìîäiÿ ìiæ iîíàìè âiäáóâà¹òüñÿ â ñåðåäî-
âèùi ðîç÷èííèêà, ÿêèé ìà¹ ïåâíó äiåëåêòðè÷íó ïðîíèêíiñòü ε (äëÿ âîäè
ïðè êiìíàòíié òåìïåðàòóði ε ≈ 81). Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà
äëÿ ïîòåíöiàëó ïîëÿ â îêîëi äîâiëüíî âèáðàíîãî éîíà Na+ ÷è Cl− íàáèðà¹
âèãëÿäó

∆φ(r) = −4πρ(r)

ε
= −4πen(0)

ε

∑
Za=−1,+1

Zae
−Zaeφ(r)/kT =

=
8πen(0)

ε
sh
eφ(r)

kT
, r ̸= 0. (4.35)

Åíåðãiÿ êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨ äâîõ îäíîçàðÿäíèõ iîíiâ â åëåêòðîëiòi

ìà¹ ïîðÿäîê e2/εr, äå â íàøîìó âèïàäêó âiäñòàíü ìiæ iîíàìè r∼
(
2n(0)

)−1/3
.

Âîíà ¹ íàáàãàòî ìåíøîþ çà õàðàêòåðíå çíà÷åííÿ kT êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ éî-
íà, ÿêùî êîíöåíòðàöiÿ n(0) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü n(0) ≪

(
εkT/e2

)3
/2.

Ïðè T = 293Ê öÿ íåðiâíiñòü íàáèðà¹ âèãëÿäó n(0) ≪ 1, 4 · 1021 ñì−3, òîáòî
äëÿ óìîâ çàäà÷i ñïðàâäæó¹òüñÿ. Öå äîçâîëÿ¹ ëiíåàðèçóâàòè ðiâíÿííÿ (4.35)
ó òîé ñàìèé ñïîñiá, ùî áóâ âèêîðèñòàíèé ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàâäàííÿ 57.
Ó ðåçóëüòàòi äiñòà¹ìî ðiâíÿííÿ (4.31) òà éîãî ðîçâ'ÿçîê (4.33), äå òåïåð
ðàäióñ åêðàíóâàííÿ Äåáàÿ

rD =

√
εkT

8πe2n(0)

àáî, ó ñèñòåìi ÑI,

rD =

√
εε0kT

2e2n(0)
.

×èñëîâi îöiíêè äàþòü: rD ≃ 2, 3 · 10−7 ñì = 2, 3 · 10−9 ì.

123



Òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ iäåàëüíî¨ ïëàçìè

Çàâäàííÿ 60. Çíàéäiòü âíóòðiøíþ åíåðãiþ, âiëüíó åíåðãiþ, òèñê, åí-
òðîïiþ òà òåïëî¹ìíiñòü iäåàëüíî¨ ïëàçìè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè ïîòåíöiàë êóëîíiâñüêî¨ âçà¹ìîäi¨ φ(r) = qaqb/r
äâîõ òî÷êîâèõ çàðÿäiâ qa = Zae i qb = Zbe äàëåêîñÿæíèé, ñêîðèñòàòèñÿ ìå-
òîäîì âiðiàëüíèõ ðîçêëàäiâ äëÿ ïëàçìè íåìîæëèâî � âiäïîâiäíi iíòåãðàëè
¹ äëÿ íå¨ ðîçáiæíèìè. Öå ëåãêî áà÷èòè íà ïðèêëàäi äðóãîãî âiðiàëüíîãî

êîåôiöi¹íòà B(T ) = 2π
∞∫
0

drr2
[
1− e−φ(r)/kT

]
. Äëÿ êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöià-

ëó ïîðóøó¹òüñÿ óìîâà
∞∫
d

drr2|φ(r)| < ∞ (d > 0), òîìó iíòåãðàë B(T ) ¹

ðîçáiæíèì â îáëàñòi âåëèêèõ çíà÷åíü r, äå 1− e−φ(r)/kT ≃ φ(r)/kT .
Ùîá îá÷èñëèòè òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ iäåàëüíî¨ ïëàçìè, ñêîðèñòà¹-

ìîñÿ íàñòóïíèìè ìiðêóâàííÿìè. Ïðè ïîâíîìó íåõòóâàííi âçà¹ìîäi¹þ ìiæ
çàðÿäæåíèìè ÷àñòèíêàìè ïëàçìà ïîâèííà âåñòè ñåáå ÿê iäåàëüíèé ãàç öèõ
÷àñòèíîê, ùî ìà¹ äåÿêó âíóòðiøíþ åíåðãi¹þ U0 = U0(T ). Ïåðøà ïîïðàâêà
äî U0, ñïðè÷èíåíà ¨õ âçà¹ìîäi¹þ, äîðiâíþ¹ åíåðãi¨ åëåêòðè÷íî¨ âçà¹ìîäi¨
÷àñòèíîê ïëàçìè i âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîìîþ ç åëåêòðîäèíàìiêè ôîðìóëîþ

Ucor =
1

2

∑
i

qiφi, (4.36)

äå ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà âñiìà çàðÿäàìè qi, à φi � ïîòåíöiàë ïîëÿ,
ñòâîðþâàíîãî â òî÷öi ðîçòàøóâàííÿ çàðÿäó qi âñiìà iíøèìè çàðÿäàìè. Òå-
ïåð çãàäà¹ìî, ùî ïîòåíöiàë ïîëÿ â îêîëi äîâiëüíî âèáðàíî¨ ÷àñòèíêè ïëàç-
ìè iç çàðÿäîì q âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.33). Ó áåçïîñåðåäíüîìó îêîëi
÷àñòèíêè (òîáòî ïðè r → 0) âií ìà¹ âèãëÿä

φ(r) ≃ q

r
− qκ+O(r).

Ïåðøèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ ôîðìóëè äîðiâíþ¹ êóëîíiâñüêîìó
ïîòåíöiàëó ñàìîãî çàðÿäó q; äðóãèé, î÷åâèäíî, ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê
ïîòåíöiàë ïîëÿ, ùî ñòâîðþ¹òüñÿ âñiìà iíøèìè çàðÿäàìè ïëàçìè â òî÷öi
ðîçòàøóâàííÿ çàðÿäó q. Òîìó ïðè íàÿâíîñòi êiëüêîõ ñîðòiâ ÷àñòèíîê iç
çàðÿäàìè qa = Zae òà êiëüêîñòÿìè Na = n

(0)
a V (a = 1, 2, . . . , s) ôîðìóëà

(4.36) íàáèðà¹ âèãëÿäó (äèâ. òàêîæ (4.32))

Ucor =
1

2

s∑
a=1

NaZae (−Zaeκ) = −1

2
V

s∑
a=1

(
n(0)a Z2

ae
2
)
κ =

= − 1

8π
kTV κ3 = −

√
π

kTV
e3

(
s∑

a=1

NaZ
2
a

)3/2

.
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Çàçíà÷èìî, ùî ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ Ucor åëåêòðè÷íî¨ âçà¹ìîäi¨ ÷àñòè-
íîê ïëàçìè âiäìiííà âiä íóëÿ âíàñëiäîê íåðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó (ñêîðå-
ëüîâàíîñòi) ¨õ ïîëîæåíü ó ïðîñòîði; ç öi¹¨ ïðè÷èíè ¨¨ íàçèâàþòü êîðåëÿ-
öiéíîþ. Âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ Ucor âêàçó¹ íà òå, ùî åëåêòðè÷íà âçà¹ìîäiÿ ÷à-
ñòèíîê âåäå äî çìåíøåííÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ïëàçìè â ïîðiâíÿííi çi çíà-
÷åííÿì âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ U0(T ) iäåàëüíîãî ãàçó, óòâîðåíîãî ç òèõ ñàìèõ
÷àñòèíîê, ùî é ïëàçìà, ïðè òié ñàìié òåìïåðàòóði.

Îòæå, ç óðàõóâàííÿì êîðåëÿöiéíî¨ ïîïðàâêè Ucor âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ
iäåàëüíî¨ ïëàçìè ìà¹ ñòðóêòóðó

U ≃ U0(T )−
A

T 1/2V 1/2
,

äå

A =

√
π

k
e3

(
s∑

a=1

NaZ
2
a

)3/2

� äîäàòíà ñòàëà.
Âiëüíó åíåðãiþ ïëàçìè çíàõîäèìî, ñêîðèñòàâøèñü òåðìîäèíàìi÷íèì ñïiâ-

âiäíîøåííÿì

U = −T 2

(
∂

∂T

F

T

)
V,Na

.

Ìà¹ìî:

F

T
=

∫ (
− U

T 2

)
dT + ψ(V ) ≃

∫ (
−U0

T 2

)
dT +

∫
A

T 5/2V 1/2
dT + ψ(V ) =

= χ(T )− 2A

3T 3/2V 1/2
+ ψ(V ),

äå χ(T ) òà ψ(V ) � ôóíêöi¨ ëèøå, âiäïîâiäíî, òåìïåðàòóðè òà îá'¹ìó. Áà÷èìî,
ùî âiëüíà åíåðãiÿ ïëàçìè ìà¹ ñòðóêòóðó

F ≃ T [χ(T ) + ψ(V )]− 2A

3T 1/2V 1/2
.

Ïðè T → ∞ òà (àáî) V → ∞ âiäíîñíà ðîëü âçà¹ìîäi¨ çàðÿäiâ ó ïëàçìi
ñòà¹ íåõòîâíî ìàëîþ, i çíàéäåíèé âèðàç äëÿ F ìà¹ ïåðåõîäèòè ó âèðàç äëÿ
âiëüíî¨ åíåðãi¨ F0 = F0(T, V ) iäåàëüíîãî ãàçó, óòâîðåíîãî ÷àñòèíêàìè ïëàç-
ìè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ç òî÷íiñòþ äî ÷ëåíiâ âèùèõ ïîðÿäêiâ çà 1/(TV )1/2

âiëüíà åíåðãiÿ âèñîêîòåìïåðàòóðíî¨ ðîçðiäæåíî¨ (iäåàëüíî¨) ïëàçìè îïè-
ñó¹òüñÿ âèðàçîì

F ≃ F0 −
2A

3T 1/2V 1/2
= F0 −

2

3

√
π

kTV
e3

(
s∑

a=1

NaZ
2
a

)3/2

.

Äèôåðåíöiþþ÷è F çà V i T , çíàõîäèìî òèñê òà åíòðîïiþ ïëàçìè:

P = −
(
∂F

∂V

)
T,Na

≃ P0 −
A

3T 1/2V 3/2
=

s∑
a=1

NakT

V
− A

3T 1/2V 3/2
,
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S = −
(
∂F

∂T

)
V,Na

≃ S0 −
A

3T 3/2V 1/2
.

Òåïëî¹ìíiñòü ïëàçìè ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi

CV = T

(
∂S

∂T

)
V,Na

≃ CV 0 +
A

2T 3/2V 1/2
.

Òåïëî¹ìíiñòü ïëàçìè ïðè ñòàëîìó òèñêó çíàõîäèìî ç òåðìîäèíàìi÷íîãî
ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ CP i CV :

CP − CV = −T
(
∂P

∂T

)2

V,Na

/(
∂P

∂V

)
T,Na

≃

≃ −T

(
s∑

a=1

Nak

V
+

A

6T 3/2V 3/2

)2/(
−

s∑
a=1

NakT

V 2
+

A

2T 1/2V 5/2

)
=

=

(
s∑

a=1

Nak +
A

6T 3/2V 1/2

)2/(
s∑

a=1

Nak −
A

2T 3/2V 1/2

)
≃

≃
s∑

a=1

Nak +
5A

6T 3/2V 1/2
.

Iç çäîáóòèõ ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹, ùî âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ìiæ çàðÿäæå-
íèìè ÷àñòèíêàìè çíà÷åííÿ òèñêó ó ïëàçìi çìåíøó¹òüñÿ, à òåïëî¹ìíîñòi �
çðîñòà¹, ÿêùî ïîðiâíþâàòè ¨õ ç âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè äëÿ iäåàëüíîãî
ãàçó.
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5. Ôàçîâi ïåðåõîäè òà êðèòè÷íi ÿâèùà

Ðiâíîâàãà ôàç

Çàâäàííÿ 61. Çíàéäiòü çàëåæíiñòü òèñêó íàñè÷åíî¨ ïàðè âiä òåìïåðà-
òóðè âçäîâæ êðèâèõ ñïiâiñíóâàííÿ ðiäèíà�ïàðà i òâåðäå òiëî�ïàðà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Óâàæàþ÷è, ùî ìîëÿðíèé îá'¹ì ïàðè vg äåÿêî¨ ðå÷îâèíè
çíà÷íî ïåðåâèùó¹ ìîëÿðíi îá'¹ìè ðiäêî¨ òà òâåðäî¨ ôàç öi¹¨ æ ðå÷îâèíè,
çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Êëàïåéðîíà�Êëàóçióñà ó âèãëÿäi

dP

dT
=

Q

Tvg
,

äå Q � ïðèõîâàíà òåïëîòà ïåðåõîäó (îá÷èñëåíà íà îäèí ìîëü) ðå÷îâèíè
ç ðiäêî¨ àáî òâåðäî¨ ôàçè â ãàçîâó ôàçó. Ó íàáëèæåííi iäåàëüíîãî ãàçó
vg = RT/P , òîæ öå ðiâíÿííÿ íàáèðà¹ âèãëÿäó

dP

dT
=

Q

RT 2
P. (5.1)

Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî Q � ñòàëà âåëè÷èíà, ÿêà íå çàëåæèòü àíi âiä òåì-
ïåðàòóðè, àíi âiä îá'¹ìó. Òîäi ðiâíÿííÿ (5.1) ìîæíà çiíòåãðóâàòè ìåòîäîì
âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Äiñòà¹ìî:

dP

P
=
Q

R

dT

T 2
,

lnP − lnP0 = − Q

RT
,

äå P0 � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ. Áà÷èìî, ùî â çàïðîïîíîâàíié ìîäåëi òèñê íà-
ñè÷åíî¨ ïàðè ðå÷îâèíè âçäîâæ êðèâî¨ ñïiâiñíóâàííÿ ç ðiäêîþ àáî òâåðäîþ
ôàçàìè îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì

P = P0 exp

(
− Q

RT

)
.

Çàóâàæåííÿ. Óìîâè ðiâíîâàãè äâîõ ôàç âêëþ÷àþòü óìîâó òåïëîâî¨ ðiâ-
íîâàãè T1 = T2, óìîâó ìåõàíi÷íî¨ ðiâíîâàãè P1 = P2 òà óìîâó ìàòåðiàëüíî¨
ðiâíîâàãè µ1(T, P ) = µ2(T, P ) (µi � õiìi÷íi ïîòåíöiàëè ôàç). Ç îñòàííüî¨ ðiâ-
íîñòi âèïëèâà¹, ùî ðiâíîâàãà äâîõ ôàç ðåàëiçó¹òüñÿ âçäîâæ ïåâíî¨ êðèâî¨
P = P (T ). Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ öi¹¨ êðèâî¨ îòðèìó¹ìî, äèôåðåíöiþ-
þ÷è çà òåìïåðàòóðîþ îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi äëÿ õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ.
Ìà¹ìî: (

∂µ1
∂T

)
P

+

(
∂µ1
∂P

)
T

dP

dT
=

(
∂µ2
∂T

)
P

+

(
∂µ2
∂P

)
T

dP

dT
.
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       P 
                                         

   
                                                      рідина                  
                   тверде тіло                                          КТ

                                                             
                                                ПТ
                                                                      газ
              
                             
                                                                                                   T 

Ðèñ. 61.1. Òèïîâà ôàçîâà äiàãðàìà äëÿ îäíîêîìïîíåíòíî¨ ðå÷îâèíè ó
ïëîùèíi (T, P ): ñóöiëüíi ëiíi¨ � êðèâi ñïiâiñíóâàííÿ ôàç, ÏÒ � ïîòðiéíà
òî÷êà, ÊÒ � êðèòè÷íà òî÷êà.

Ïîõiäíi â öié ôîðìóëi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ìîëÿðíi (àáî âiäíåñåíi äî îäíi¹¨
÷àñòèíêè) åíòðîïi¨ si òà îá'¹ìè vi ôàç çà ôîðìóëàìè(

∂µi
∂T

)
P

= −si,
(
∂µi
∂P

)
T

= vi.

Äiñòà¹ìî

−s1 + v1
dP

dT
= −s2 + v2

dP

dT
,

çâiäêè
dP

dT
=
s2 − s1
v2 − v1

� ðiâíÿííÿ Êëàïåéðîíà�Êëàóçióñà. Óâiâøè ïðèõîâàíó òåïëîòó ïåðåõîäó
Q = T (s2 − s1), ìîæåìî òàêîæ çàïèñàòè:

dP

dT
=

Q

T (v2 − v1)
.

Çàâäàííÿ 62. Òâåðäà ôàçà òà ãàç äåÿêî¨ ðå÷îâèíè çíàõîäÿòüñÿ â ðiâ-
íîâàçi. Ñêîðèñòàâøèñü ìîäåëëþ òâåðäîãî òiëà ÿê ñèñòåìè îäíîâèìiðíèõ
ãàðìîíi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ òà ìîäåëëþ iäåàëüíîãî ãàçó, çíàéäiòü çàëåæíiñòü
òèñêó ãàçó íàä òâåðäîþ ôàçîþ âiä òåìïåðàòóðè, à òàêîæ íèçüêîòåìïåðà-
òóðíå òà âèñîêîòåìïåðàòóðíå çíà÷åííÿ òåïëîòè ñóáëiìàöi¨.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Óìîâà ôàçîâî¨ ðiâíîâàãè ìiæ òâåðäîþ (s) i ãàçîâîþ (g)
ôàçàìè ðå÷îâèíè ïðè çàäàíèõ òåìïåðàòóði i òèñêó ìà¹ âèãëÿä

µs(T, P ) = µg(T, P ).
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Çà îçíà÷åííÿì, õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ñèñòåìè

µ =
Φ

N
=
F + PV

N
= f + Pv,

äå Φ i N � òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë i êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ñèñòåìè, F i V �
¨¨ âiëüíà åíåðãiÿ òà îá'¹ì, f i v � ¨õ çíà÷åííÿ, âiäíåñåíi äî îäíi¹¨ ÷àñòèíêè.
Òîìó óìîâó ðiâíîâàãè ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

fs + Pvs = fg + Pvg,

àáî, óðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü vs ≪ vg, ÿê

fs = fg + Pvg. (5.2)

Âåëè÷èíè, ùî âõîäÿòü ó öå ñïiââiäíîøåííÿ, îá÷èñëþ¹ìî çà äîïîìîãîþ íà-
ñòóïíèõ ìîäåëüíèõ óÿâëåíü.

Ðîçãëÿäà¹ìî òâåðäå òiëî ÿê ñóêóïíiñòü Ns îäíàêîâèõ àòîìiâ, ùî çäiéñ-
íþþòü íåçàëåæíi îäíîâèìiðíi ãàðìîíi÷íi êîëèâàííÿ ç ÷àñòîòîþ ω íàâêîëî
ñâî¨õ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè. Åíåðãiþ êîæíîãî îêðåìîãî àòîìà ìîäåëþ¹ìî ó
âèãëÿäi εn = ε0 + n~ω, n = 0, 1, 2, ... . Òóò ε0 = −|ε0| < 0 � åíåðãiÿ îñíîâ-
íîãî ñòàíó àòîìà; óâàæà¹ìî, ùî âîíà âêëþ÷à¹ åíåðãiþ íóëüîâèõ êîëèâàíü
àòîìà òà åíåðãiþ âçà¹ìîäi¨ àòîìà ç iíøèìè àòîìàìè â ñòàíi ðiâíîâàãè. Ïîâ-
íà åíåðãiÿ ñèñòåìè En1...nNs

= Nsε0 + ~ω(n1 + n2 + · · · + nNs
), äå ÷èñëî ni

õàðàêòåðèçó¹ ñòàí i-ãî àòîìà.
Ñòàòèñòè÷íà ñóìà i âiëüíà åíåðãiÿ òâåðäî¨ ôàçè â òàêié ìîäåëi ìàþòü

âèãëÿä:

Zs =

∞∑
n1,n2,...,nNs=0

e−En1...nNs
/kT =

=

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

...

∞∑
nNs=0

e−Nsε0/kT e−~ωn1/kT e−~ωn2/kT ... e−~ωnNs/kT =

= e−Nsε0/kT

( ∞∑
ni=0

e−~ωni/kT

)Ns

= e−Nsε0/kT 1(
1− e−~ω/kT

)Ns
,

Fs = −kT lnZ = −kTNs ln
e−ε0/kT

1− e−~ω/kT .

Çâiäñè

fs = −kT ln
e−ε0/kT

1− e−~ω/kT . (5.3)

Ãàç ðîçãëÿäà¹ìî ÿê iäåàëüíèé. Éîãî ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë òà âiëüíà
åíåðãiÿ äîðiâíþþòü:

Zg =
1

Ng!

V
Ng
g

(2π~)3Ng

(∫
dp e−p2/2mkT

)Ng

=
1

Ng!

V
Ng
g

(2π~)3Ng
(2πmkT )3Ng/2,

Fg = −kT ln
(2πmkT )3Ng/2V

Ng
g

Ng!(2π~)3Ng
= kT lnNg!−NgkT ln

(2πmkT )3/2Vg
(2π~)3

.
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Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ Ñòiðëiíãà lnNg! ≈ Ng(lnNg − 1) (ïðè Ng ≫ 1)
òà âðàõóâàâøè ðiâíÿííÿ ñòàíó iäåàëüíîãî ãàçó Pvg = kT (âîíî âèïëèâà¹ ç
îòðèìàíîãî âèðàçó äëÿ Fg: P = − (∂Fg/∂Vg)T,Ng

), äàëi äiñòà¹ìî:

Fg = NgkT lnNg −NgkT −NgkT ln
(2πmkT )3/2Vg

(2π~)3
=

= −NgkT −NgkT ln
(2πmkT )3/2vg

(2π~)3
= −NgkT −NgkT ln

(2πmkT )3/2kT

(2π~)3P
,

òîáòî

fg = −Pvg − kT ln
(2πmkT )3/2kT

(2π~)3P
. (5.4)

Ïiäñòàâèâøè (5.3) i (5.4) â (5.2), îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

−kT ln
e−ε0/kT

1− e−~ω/kT = −kT ln
(2πmkT )3/2kT

(2π~)3P
,

çâiäêè äëÿ òèñêó âçäîâæ êðèâî¨ ñïiâiñíóâàííÿ òâåðäå òiëî�ãàç çíàõîäèìî:

P (T ) =
( m

2π~2
)3/2

(kT )5/2 eε0/kT
(
1− e−~ω/kT

)
. (5.5)

Ó âèïàäêó íèçüêèõ òåìïåðàòóð (~ω ≫ kT ) âèðàç (5.5) íàáèðà¹ âèãëÿäó

P (T ) ≃
( m

2π~2
)3/2

(kT )5/2 eε0/kT .

Çâiäñè (
dP

dT

)
=

5P

2T
− ε0P

kT 2
=

P

kT 2

(
|ε0|+

5

2
kT

)
.

Ïîðiâíþþ÷è öåé ðåçóëüòàò ç (5.1), çíàõîäèìî íèçüêîòåìïåðàòóðíå çíà÷åí-
íÿ òåïëîòè ñóáëiìàöi¨, îá÷èñëåíî¨ íà îäíó ÷àñòèíêó:

Q = |ε0|+
5

2
kT.

Äëÿ âèñîêèõ òåìïåðàòóð (~ω ≪ kT ), ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ 1 −
− e−~ω/kT ≃ ~ω/kT , ìà¹ìî:

P (T ) ≃
( m

2π~2
)3/2

~ω(kT )3/2 eε0/kT .

Çíàéøîâøè ïîõiäíó dP/dT âiä öüîãî âèðàçó òà ïîðiâíÿâøè ¨¨ ç (5.1), äiñòà-
íåìî âèñîêîòåìïåðàòóðíå çíà÷åííÿ òåïëîòè ñóáëiìàöi¨ (íà îäíó ÷àñòèíêó):

Q = |ε0|+
3

2
kT.

Äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè

Q =
kT 2

P

(
dP

dT

)
= |ε0|+

5

2
kT − ~ω

e~ω/kT − 1
.
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Êðèòè÷íà òî÷êà

Çàâäàííÿ 63. Çíàéäiòü ïàðàìåòðè êðèòè÷íî¨ òî÷êè äëÿ:
à) ðiâíÿííÿ ñòàíó Äiòåði÷i

P =
NRT

V −Nβ
exp

(
− Nα

RTV

)
, (5.6)

äå α i β � ïàðàìåòðè ãàçó, N � êiëüêiñòü ìîëiâ, R � óíiâåðñàëüíà ãàçîâà
ñòàëà;

á)* ðiâíÿííÿ ñòàíó Âàí-äåð-Âààëüñà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïàðàìåòðè êðèòè÷íî¨ òî÷êè âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè(
∂P

∂V

)
T

= 0,

(
∂2P

∂V 2

)
T

= 0. (5.7)

  P 

                    критична ізотерма

                                                 КТ

        
           рідина                  двофазна                         газ
                                        область
                                                                           крива
                                                                          співіснування  

                                                                                                      V

Ðèñ. 63.1. Îêië êðèòè÷íî¨ òî÷êè íà ôàçîâié äiàãðàìi ó ïëîùèíi (V, P ).

à) Äëÿ ðiâíÿííÿ (5.6) ïåðøà óìîâà äà¹:(
∂P

∂V

)
T

= − NRT

(V −Nβ)2
exp

(
− Nα

RTV

)
+

NRT

V −Nβ
· Nα

RTV 2
exp

(
− Nα

RTV

)
=

=
NRT

V −Nβ
exp

(
− Nα

RTV

)[
− 1

V −Nβ
+

Nα

RTV 2

]
= 0,

çâiäêè

− 1

V −Nβ
+

Nα

RTV 2
= 0. (5.8)

Ïîõiäíà
(
∂2P/∂V 2

)
T
äîðiâíþ¹ ñóìi äâîõ äîáóòêiâ � ïîõiäíî¨ çà V âiä âè-

ðàçó ïåðåä êâàäðàòíèìè äóæêàìè â (∂P/∂V )T íà âèðàç ó íèõ i âèðàçó
ïåðåä êâàäðàòíèìè äóæêàìè â (∂P/∂V )T íà ïîõiäíó çà V âiä âèðàçó â
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öèõ äóæêàõ. Ó êðèòè÷íié òî÷öi, çãiäíî ç (5.8), âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæ-
êàõ äîðiâíþ¹ íóëþ. Óðàõîâóþ÷è òàêîæ, ùî ìíîæíèê ïåðåä êâàäðàòíèìè
äóæêàìè íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ç äðóãî¨ óìîâè (5.7) äiñòà¹ìî:

1

(V −Nβ)2
− 2Nα

RTV 3
= 0. (5.9)

Òåïåð ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó (5.8) i (5.9). Äëÿ öüîãî ç (5.8) çíàõîäèìî äðiá
1/(V −Nβ) òà ïiäñòàâëÿ¹ìî ðåçóëüòàò ó (5.9). Ïiñëÿ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü
îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ Vc = Nα/2RTc. Ïiäñòàâèâøè éîãî â (5.8), äiñòà¹-
ìî, ùî Tc = α/4Rβ, à, îòæå, Vc = 2Nβ. Öi çíà÷åííÿ äàëi ïiäñòàâëÿ¹ìî â
ðiâíÿííÿ (5.6) òà çíàõîäèìî Pc = α/4e2β2.

á)* Äëÿ ðiâíÿííÿ ñòàíó Âàí-äåð-Âààëüñà

P =
NRT

V −Nb
− N2a

V 2
,

äå a i b � ïàðàìåòðè ãàçó, àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì äiñòà¹ìî: Pc = a/27b2,
Vc = 3Nb, Tc = 8a/27Rb.

Êðèòè÷íà òî÷êà â ìîäåëi Âàí-äåð-Âààëüñà

Çàâäàííÿ 64. Äëÿ ìîäåëi ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà çíàéäiòü:
à) ðiâíÿííÿ êðèòè÷íî¨ içîòåðìè, êðèòè÷íèé iíäåêñ δ i êðèòè÷íó àìïëiòó-

äó D0;
á) ðiâíÿííÿ êðèòè÷íî¨ içîõîðè;
â) òåìïåðàòóðíó çàëåæíiñòü içîòåðìi÷íî¨ ñòèñëèâîñòi íà êðèòè÷íié içî-

õîði â îäíîôàçíié îáëàñòi, êðèòè÷íèé iíäåêñ γ i êðèòè÷íó àìïëiòóäó Γ;
ã) ôîðìó êðèâî¨ ñïiâiñíóâàííÿ ôàç â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè, êðèòè÷íèé

iíäåêñ β i êðèòè÷íó àìïëiòóäó B0;
ä) ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç êðèòè÷íó òî÷êó âçäîâæ

êðèòè÷íî¨ içîõîðè, êðèòè÷íèé iíäåêñ òåïëî¹ìíîñòi α;
å)* òåìïåðàòóðíó çàëåæíiñòü içîòåðìi÷íî¨ ñòèñëèâîñòi âçäîâæ êðèâî¨

ñïiâiñíóâàííÿ ôàç.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè (ÊÒ) äëÿ îïèñó òåðìîäèíàìi÷íî-
ãî ñòàíó ñèñòåìè âèêîðèñòîâóþòüñÿ áåçðîçìiðíi çìiííi

π =
P − Pc
Pc

, τ =
T − Tc
Tc

, ω =
V − Vc
Vc

, (5.10)

ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ñòóïiíü áëèçüêîñòi äî ÊÒ. Ó öèõ çìiííèõ ðiâíÿííÿ
Âàí-äåð-Âààëüñà ìà¹ âèãëÿä

π =
8τ

3ω + 2
− 3ω3

(3ω + 2)(ω + 1)2
. (5.11)
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Ðèñ. 64.1.Ôàçîâà äiàãðàìà äëÿ ìîäåëi Âàí-äåð-Âààëüñà â îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè.

à) Äëÿ êðèòè÷íî¨ içîòåðìè T = Tc ìà¹ìî τ = 0 i, îòæå,

π = − 3ω3

(3ω + 2)(ω + 1)2
.

Ïðè ω ≪ 1 öå ðiâíÿííÿ íàáèðà¹ âèãëÿäó

π ≃ −3

2
ω3. (5.12)

Ïåðåéøîâøè âiä ω äî íîâî¨ áåçðîçìiðíî¨ çìiííî¨ ∆ρ̃ = (ρ− ρc) /ρc, ÿêà
¹ ìiðîþ âiääàëåíîñòi ãóñòèíè ρ âiä êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ρc, ó öüîìó æ
íàáëèæåííi ìîæåìî çàïèñàòè:

ω =
V − Vc
Vc

=

1

ρ
−

1

ρc
1

ρc

=
ρc − ρ

ρ
≃ −ρ− ρc

ρc
= −∆ρ̃,

π =
3

2
(∆ρ̃)3 . (5.13)

Âåëè÷èíè D0 òà δ âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

π = D0 sign (∆ρ̃) |∆ρ̃|δ.

Ïîðiâíþþ÷è éîãî ç ôîðìóëîþ (5.13), çíàõîäèìî:

D0 =
3

2
, δ = 3. (5.14)
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Ðèñ. 64.2. Ôàçîâà äiàãðàìà òà îêðåìi òåðìîäèíàìi÷íi øëÿõè ó ïëîùèíi (ω, π).

á) Äëÿ êðèòè÷íî¨ içîõîðè V = Vc ìà¹ìî ω = 0, òîìó

π = 4τ. (5.15)

â) Çà îçíà÷åííÿì, içîòåðìi÷íà ñòèñëèâiñòü ñèñòåìè

βT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T,N

.

Â îêîëi ÊÒ öå îçíà÷åííÿ çðó÷íî ïåðåïèñàòè ÷åðåç çìiííi (5.10). Îñêiëüêè
V = Vc(1 + ω), dV = Vcdω, P = Pc(1 + π), dP = Pcdπ, òî

βT = − 1

Pc(1 + ω)

(
∂ω

∂π

)
τ,N

.

Ïîõiäíó â öié ôîðìóëi îá÷èñëþ¹ìî, ñêîðèñòàâøèñü òåðìîäèíàìi÷íîþ ðiâ-
íiñòþ (

∂ω

∂π

)
τ,N

=

(
∂π

∂ω

)−1

τ,N

òà çäèôåðåíöiþâàâøè îáèäâi ñòîðîíè ðiâíÿííÿ ñòàíó (5.11) çà çìiííîþ ω
ïðè ñòàëîìó çíà÷åííi çìiííî¨ τ . Äiñòà¹ìî:(

∂π

∂ω

)
τ,N

= −3
8τ

(3ω + 2)2
− d

dω

[
3ω3

(3ω + 2)(1 + ω)2

]
= −6τ +O

(
|τω|, ω2

)
,

äå ìè âèïèñàëè ÿâíî ëèøå ãîëîâíèé âíåñîê ó øóêàíó ïîõiäíó â îáëàñòi
|τ | ≪ 1 i |ω| ≪ 1. Çîêðåìà, ïðè ω = 0 çíàõîäèìî:

βT =
1

6Pcτ
, ω = 0, τ > 0. (5.16)
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Âèðàç (5.16) îïèñó¹ ïîâåäiíêó içîòåðìi÷íî¨ ñòèñëèâîñòi ãàçó Âàí-äåð-
Âààëüñà ïðè íàáëèæåííi äî ÊÒ ç îäíîôàçíî¨ îáëàñòi âçäîâæ êðèòè÷íî¨
içîõîðè. Éîãî çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi

PcβT = Γτ−γ , ω = 0, τ > 0, (5.17)

äå ïðàâà ÷àñòèíà íå çàëåæèòü âiä iíäèâiäóàëüíèõ ïàðàìåòðiâ ãàçó, òîáòî ¹
óíiâåðñàëüíîþ äëÿ âñiõ ãàçiâ, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì Âàí-äåð-Âààëüñà.
Ñõîæi ñïiââiäíîøåííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ i äëÿ îïèñó êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè
ñïðèéíÿòëèâîñòi iíøèõ êîíäåíñîâàíèõ ñèñòåì.

Ïàðàìåòðè Γ i γ íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî êðèòè÷íîþ àìïëiòóäîþ òà êðè-
òè÷íèì iíäåêñîì içîòåðìi÷íî¨ ñòèñëèâîñòi. ßê âèïëèâà¹ ç (5.16), äëÿ ìîäåëi
Âàí-äåð-Âààëüñà Γ = 1/6 i γ = 1.

ã) Ôîðìó êðèâî¨ ñïiâiñíóâàííÿ ôàç çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà
Ìàêñâåëëà. Ïðè |ω| ≪ 1, |π| ≪ 1 ç ôîðìóëè (5.11) (óðàõîâóþ÷è, ùî τ < 0,
òîìó τ = −|τ |) äiñòà¹ìî:

π ≃ −4|τ |+ 6|τ |ω − 3

2
ω3 + · · · . (5.18)

Ìè çáåðiãà¹ìî â öüîìó ðîçêëàäi âñi ÷ëåíè íàéíèæ÷èõ ïîðÿäêiâ çà |τ |, ÿêi
âiäòâîðþþòü êðèòè÷íó içîõîðó, êðèòè÷íó içîòåðìó òà àñèìïòîòè÷íó ôîðìó
êðèâî¨ ñïiâiñíóâàííÿ (îòðèìàâøè êiíöåâèé ðåçóëüòàò (5.25) òà ïîâåðíóâ-
øèñü äî ðîçêëàäó (5.18), ìîæåìî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî â îñòàííüîìó ñïðàâäi
óòðèìàíî âñi ãîëîâíi ÷ëåíè, ïîðÿäîê ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ |τ |3/2).

Ó äâîôàçíié îáëàñòi ìà¹ìî äâà ðiâíÿííÿ òèïó (5.18) � äëÿ ãàçó i ðiäèíè.
Îá'¹ìó V1 âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ ω1 = (V1 − Vc)/Vc < 0, îá'¹ìó V2 � çíà÷åííÿ
ω2 = (V2 − Vc)/Vc > 0. Òîìó ïðè τ < 0 òèñê ðiäèíè

π1 = −4|τ |+ 6|τ |ω1 −
3

2
ω3
1, (5.19)

òèñê ãàçó

π2 = −4|τ |+ 6|τ |ω2 −
3

2
ω3
2. (5.20)

Âiäðiçîê ðåàëüíî¨ içîòåðìè, ùî ëåæèòü ó äâîôàçíié îáëàñòi, ãîðèçîíòàëü-
íèé, òîáòî çíà÷åííÿ òèñêó íà íüîìó ñòàëå. Ïðèðiâíÿâøè π1 = π2, äiñòà¹ìî
îäíå ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ω1 i ω2 ÿê ôóíêöié τ . Ïîòðiáíî ìàòè ùå
îäíå ðiâíÿííÿ � íèì âèñòóïà¹ ïðàâèëî Ìàêñâåëëà, çãiäíî ç ÿêèì ïëîùi ôi-
ãóð AA′O i OB′B (äèâ. ðèñ. 64.1) äîðiâíþþòü îäíà îäíié: S1 = S2. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî ïëîùà ïiä êðèâîþ AA′OB′B äîðiâíþ¹ ïëîùi ïðÿìîêóòíèêà
ïiä âiäðiçêîì AB, òîáòî ∫ V2

V1

PdV = P (V2 − V1),

äå P = P1 = P2 � çíà÷åííÿ òèñêó íà içîòåðìi�içîáàði.
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Ïåðåõîäèìî äî çìiííèõ π i ω:∫ ω2

ω1

Pc(1 + π)d [Vc(1 + ω)] = Pc(1 + π) [Vc(1 + ω2)− Vc(1 + ω1)] ,

(ω2 − ω1) +

∫ ω2

ω1

πdω = (ω2 − ω1) + π(ω2 − ω1),

òîáòî ∫ ω2

ω1

πdω = π(ω2 − ω1) (5.21)

� ïðàâèëî Ìàêñâåëëà â êîîðäèíàòàõ π, ω. Òóò π � çìiííèé òèñê, ÿêèé äà¹òü-
ñÿ ðiâíÿííÿì Âàí-äåð-Âààëüñà, π � ñòàëèé òèñê óçäîâæ ãîðèçîíòàëüíî¨ äi-
ëÿíêè içîòåðìè.

Ïiäñòàâèìî (5.18) ó (5.21) òà îá÷èñëèìî iíòåãðàë. Ìà¹ìî:∫ ω2

ω1

dω

(
−4|τ |+ 6|τ |ω − 3

2
ω3

)
= π (ω2 − ω1) ,

−4|τ | (ω2 − ω1) + 3|τ |
(
ω2
2 − ω2

1

)
− 3

8

(
ω4
2 − ω4

1

)
= π(ω2 − ω1).

Ñêîðîòèâøè íà (ω2 − ω1), äiñòà¹ìî:

−4|τ |+ 3|τ | (ω1 + ω2)−
3

8
(ω1 + ω2)

(
ω2
1 + ω2

2

)
= π.

Îñêiëüêè çàìiñòü π ìîæíà âçÿòè ÿê π1, òàê i π2, ìîæåìî çàïèñàòè, ñêî-
ðèñòàâøèñü ôîðìóëàìè (5.19) i (5.20), äâà òàêi ðiâíÿííÿ:

−4|τ |+ 3|τ | (ω1 + ω2)−
3

8
(ω1 + ω2)

(
ω2
1 + ω2

2

)
= −4|τ |+ 6|τ |ω1 −

3

2
ω3
1,

−4|τ |+ 3|τ | (ω1 + ω2)−
3

8
(ω1 + ω2)

(
ω2
1 + ω2

2

)
= −4|τ |+ 6|τ |ω2 −

3

2
ω3
2. (5.22)

Äîäàìî öi ðiâíÿííÿ òà ñïðîñòèìî çäîáóòèé ðåçóëüòàò çà äîïîìîãîþ ôîð-
ìóëè (

a3 + b3
)
= (a+ b)

(
a2 − ab+ b2

)
.

Ìà¹ìî:

6|τ |(ω1 + ω2)−
3

4
(ω1 + ω2)

(
ω2
1 + ω2

2

)
= 6|τ |(ω1 + ω2)−

3

2

(
ω3
1 + ω3

2

)
,

−(ω1 + ω2)
(
ω2
1 + ω2

2

)
+ 2

(
ω3
1 + ω3

2

)
= 0,

(ω1 + ω2)
(
−ω2

1 − ω2
2 + 2ω2

1 − 2ω1ω2 + 2ω2
2

)
= 0,

(ω1 + ω2) (ω1 − ω2)
2 = 0. (5.23)

Ç ðiâíÿííÿ (5.23) çíàõîäèìî, ùî ω1 = ω2 (öåé ðåçóëüòàò íå ìà¹ ôiçè÷íîãî
çìiñòó) àáî

ω1 = −ω2. (5.24)
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Ïiäñòàâëÿ¹ìî îñòàííié ðåçóëüòàò ó (5.22). Äiñòà¹ìî:

0 = 6|τ |ω2 −
3

2
ω3
2, ω2

2 = 4|τ |,

çâiäêè
ω2 = 2

√
|τ |, ω1 = −2

√
|τ |. (5.25)

Êðèòè÷íà àìïëiòóäà i êðèòè÷íèé iíäåêñ äëÿ ðiâíÿííÿ áiíîäàëi îçíà÷à-
þòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

∆ρ̃ = ±B0|τ |β. (5.26)

Çàïèñóþ÷è (5.25) ó âèãëÿäi (5.26), çíàõîäèìî:

B0 = 2, β =
1

2
. (5.27)

                                                           ω

                                 газова гілка  
                     

                                                                   КТ          

                                                                              τ

                               
            рідинна гілка
  

Ðèñ. 64.3. Êðèâà ñïiâiñíóâàííÿ ôàç (áiíîäàëü) ó êîîðäèíàòàõ (τ, ω).

ä) Òåïëî¹ìíiñòü

CV =

(
δQ

δT

)
V

=

(
∂U

∂T

)
V

, (5.28)

äå âðàõîâàíî, ùî ïðè V = const ç ïåðøîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìiêè δQ = dU .
Âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ îäíîãî ìîëÿ ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà

U = U0 −
a

V
, (5.29)

äå U0 = U0(T ) � �iäåàëüíîãàçîâèé� âíåñîê. Àíàëiçó¹ìî U òà ¨¨ òåìïåðàòóðíó
ïîõiäíó ó äâîõ îáëàñòÿõ: îäíîôàçíié (ïðè τ > 0) òà äâîôàçíié (ïðè τ < 0).
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Â îäíîôàçíié îáëàñòi(
∂U

∂T

)
V

=

(
∂U0

∂T

)
V

= C
(0)
V , τ > 0,

òîáòî òåïëî¹ìíiñòü ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà çáiãà¹òüñÿ ç òåïëî¹ìíiñòþ iäåàëü-
íîãî ãàçó.

Ó äâîôàçíié îáëàñòi ìà¹ìî ãàç òà ðiäèíó. Çãiäíî ç ïðàâèëîì âàæåëÿ,
ïðè çàäàíîìó çàãàëüíîìó îá'¹ìi ñèñòåìè V ÷àñòêà ðiäèíè ñòàíîâèòü x =
= (V2 − V )/(V2 − V1), ÷àñòêà ïàðè � (1−x) = (V −V1)/(V2−V1). Òîìó ïîâíà
âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ äâîôàçíî¨ ñèñòåìè

U = x

(
U0 −

a

V1

)
+ (1− x)

(
U0 −

a

V2

)
.

Çíàéäåìî x äëÿ êðèòè÷íî¨ içîõîðè V = Vc. Óðàõîâóþ÷è (5.25), ìà¹ìî:

x =
V2 − Vc
V2 − V1

, (1− x) =
Vc − V1
V2 − V1

,
x

1− x
= −ω2

ω1
= 1, x = 1− x, x =

1

2
.

Òîìó

U = U0 −
a

2Vc

(
1

1 + ω1
+

1

1 + ω2

)
= U0 −

a

2Vc

(
1

1− ω2
+

1

1 + ω2

)
=

= U0 −
a

Vc

1

1− ω2
2

,

òîáòî

U = U0 −
a

Vc

1

1 + 4τ
. (5.30)

Çâiäñè

CV (τ < 0) = C
(0)
V − a

Vc

d

dT

(
1

1 + 4τ

)
= C

(0)
V − a

VcTc

d

dτ

1

(1 + 4τ)
=

= C
(0)
V +

4a

VcTc

1

(1 + 4τ)2
.

Îñêiëüêè äëÿ îäíîãî ìîëÿ

4a

VcTc
=

4a

3b · (8a/27Rb)
=

9

2
R,

òî ìîæåìî çàïèñàòè (τ → 0):

CV (τ < 0) = C
(0)
V +

9

2
R.

Îòæå, òåïëî¹ìíiñòü ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà ìà¹ íà êðèòè÷íié içîõîði ñòðè-
áîê: äëÿ îäíîãî ìîëÿ

CV (τ > 0)− CV (τ < 0) = −9

2
R. (5.31)

Âiäïîâiäíî, êðèòè÷íèé iíäåêñ òåïëî¹ìíîñòi

α = 0.
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Ìîäåëü Âåéñà

Çàâäàííÿ 65. Çãiäíî ç ãiïîòåçîþ Âåéñà (1907 ð.), äîäàòêîâî äî çîâ-
íiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ H íà ìàãíiòíi ìîìåíòè àòîìiâ ôåðîìàãíåòèêà
äi¹ âíóòðiøí¹ �ìîëåêóëÿðíå� ïîëå H ′, ñïðè÷èíåíå ÷àñòêîâîþ îði¹íòàöi¹þ
ìîìåíòiâ óíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñîáîþ i ïðîïîðöiéíå íàìàãíi÷åíîñòi ôå-
ðîìàãíåòèêà M : H ′ = γM , äå γ � ñòàëà.

à) Ïîêàæiòü, ùî íàìàãíi÷åíiñòü ôåðîìàãíåòèêà â öié ìîäåëi âèçíà÷à¹òü-
ñÿ òðàíñöåíäåíòíèì ðiâíÿííÿì

M =M0L
(
γmM

kT
+
mH
kT

)
, (5.32)

äå

L(x) = cth(x)− 1

x

� ôóíêöiÿ Ëàíæåâåíà,M0 � íàìàãíi÷åíiñòü íàñè÷åííÿ ôåðîìàãíåòèêà, ÿêó
âií ìà¹ ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó, êîëè âñi éîãî ìàãíiòíi ìîìåíòè, êîæíèé
âåëè÷èíîþ m, íàïðÿìëåíi ïàðàëåëüíî.

á) Äîâåäiòü, ùî ðiâíÿííÿ (5.32) ïåðåäáà÷à¹ iñíóâàííÿ ïðè H = 0 i òåì-
ïåðàòóðàõ T < Tc = γmM0/3k ñòàíó ç íåíóëüîâîþ ñïîíòàííîþ íàìàãíi-
÷åíiñòþ, òîáòî ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïàðàìàãíåòèê�ôåðîìàãíåòèê ïðè òåìïå-
ðàòóði (Êþði) Tc.

â) Çíàéäiòü êðèòè÷íi iíäåêñè β i δ, ÿêi îïèñóþòü ïîâåäiíêó áåçðîçìið-
íîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêó η =M/M0 ÿê ôóíêöi¨, âiäïîâiäíî, òåìïåðàòóðè â
íóëüîâîìó ìàãíiòíîìó ïîëi òà ìàãíiòíîãî ïîëÿ ó êðèòè÷íié òî÷öi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Íà ìàãíiòíi ìîìåíòè àòîìiâ ôåðîìàãíåòèêà äi¹ åôåê-
òèâíå ìàãíiòíå ïîëå H = H+ γM . Äàëi çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëü-
òàòàìè çàâäàííÿ 23 (÷è 34), çàìiíèâøè â íèõ çîâíiøí¹ ïîëå íà åôåêòèâíå.

á) Àíàëiçó¹ìî òðàíñöåíäåíòíå ðiâíÿííÿ

η = L
(
γmM0

kT
η

)
.

Òàíãåíñ êóòà íàõèëó äîòè÷íî¨ äî ãðàôiêà ïðàâî¨ ÷àñòèíè â òî÷öi η = 0
äîðiâíþ¹ γmM0/3kT . ßêùî âií ïåðåâèùó¹ îäèíèöþ, ðiâíÿííÿ ìà¹ íåòðèâi-
àëüíèé ðîçâ'ÿçîê η ̸= 0. Ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó iñíó¹ ëèøå òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê η = 0.

Ïðîiëþñòðóéòå ñêàçàíå ãðàôi÷íî.

â) Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (5.32) ó âèãëÿäi

η = L
(
3Tc
T
η +

mH
kT

)
. (5.33)
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Ïðè íàáëèæåííi äî ÊÒ ïàðàìåòð ïîðÿäêó η → 0, òîáòî ¹ ìàëèì. Ùîá
çíàéòè β i δ, òðåáà ðîçâèíóòè L(x) ó ðÿä çà ìàëîþ çìiííîþ x, îáìåæèâøèñü
ïðè öüîìó êiëüêîìà ïåðøèìè íåíóëüîâèìè ÷ëåíàìè. Îñêiëüêè ïðè x→ 0

cthx =
chx
shx

=
1 +

x2

2
+
x4

24
+ . . .

x+
x3

6
+

x5

120
+ . . .

=
1

x

1 +
x2

2
+
x4

24
+ . . .

1 +
x2

6
+

x4

120
+ . . .

=

=
1

x

(
1 +

x2

2
+
x4

24
+ . . .

)(
1− x2

6
− x4

120
+
x4

36
+ . . .

)
=

=
1

x

(
1− x2

6
− x4

120
+
x4

36
+
x2

2
− x4

12
+
x4

24
+ . . .

)
=

1

x

(
1 +

x2

3
− x4

45
+ . . .

)
,

äëÿ L(x) ïðè x→ 0 äiñòà¹ìî:

L(x) = 1

3
x− 1

45
x3 + . . . . (5.34)

Çíàéäåìî êðèòè÷íèé iíäåêñ β. Ïðè H = 0 i η → 0 çà äîïîìîãîþ (5.33)
i (5.34) ìà¹ìî:

η = L
(
3Tc
T
η

)
=

1

3

(
3Tc
T
η

)
− 1

45

(
3Tc
T
η

)3

+ ... =
Tc
T
η − 3

5

(
Tc
T

)3

η3 + . . . ,

çâiäêè
3

5

(
Tc
T

)3

η2 ≃
(
Tc
T

− 1

)
,

η2 ≃ 5

3

T 3

T 3
c

Tc − T

T
=

5

3

T 2

T 2
c

Tc − T

Tc
=

5

3

T 2

T 2
c

|τ |,

η ≃
√

5

3
|τ |1/2, β =

1

2
. (5.35)

Òåïåð çíàõîäèìî êðèòè÷íèé iíäåêñ δ. Ïðè T = Tc i H → 0 ç (5.33) i
(5.34) äiñòà¹ìî

η =
1

3

(
3η +

mH
kTc

)
− 1

45

(
3η +

mH
kTc

)3

+ . . . ,

çâiäêè

η = η +
m

3kTc
H− 3

5
η3 + . . . ,

H ≃ 9kTc
5m

η3, η ≃
(

5m

9kTc

)1/3

H1/3, δ = 3. (5.36)
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Ìîäåëü Içiíãà

Çàâäàííÿ 66*. Ó íàáëèæåííi Áðåããà�Âiëüÿìñà äëÿ ìîäåëi Içiíãà êîí-
ôiãóðàöiéíi ÷àñòèíè åíåðãi¨ òà åíòðîïi¨ ôåðîìàãíåòèêà ìàþòü âèãëÿä

E = −1

2
NJzη2, (5.37)

S = −Nk
[
1 + η

2
ln

1 + η

2
+

1− η

2
ln

1− η

2

]
, (5.38)

äå N � çàãàëüíà êiëüêiñòü ñïiíiâ ó âóçëàõ êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè, z � êiëüêiñòü
íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ, J > 0 � îáìiííèé iíòåãðàë, η = M/M0 � ïàðàìåòð
äàëüíüîãî ïîðÿäêó. Âèõîäÿ÷è ç öèõ âèðàçiâ:

à) çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ñòàíó ôåðîìàãíåòèêà;
á) ïîêàæiòü, ùî ïðè òåìïåðàòóðàõ T < Tc = Jz/k âií ìà¹ íåíóëüîâó

ñïîíòàííó íàìàãíi÷åíiñòü;
â) âèçíà÷òå òåìïåðàòóðíó çàëåæíiñòü η â îêîëi Tc ïðè íàáëèæåííi äî

íå¨ çíèçó;
ã) äîñëiäiòü òåìïåðàòóðíó ïîâåäiíêó êîíôiãóðàöiéíî¨ ÷àñòèíè òåïëî¹ì-

íîñòi ôåðîìàãíåòèêà â îêîëi Tc;
ä) çàïèøiòü íàáëèæåíèé âèðàç äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ôåðîìàãíåòèêà ç òî÷-

íiñòþ äî ÷ëåíiâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó çà η.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) ×àñòêà âiëüíî¨ åíåðãi¨ ôåðîìàãíåòèêà, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç
îði¹íòàöi¹þ ñïiíiâ, F = E − TS. Îñêiëüêè êiëüêiñòü ñïiíiâ òà îá'¹ì ôå-
ðîìàãíåòèêà â ìîäåëi ôiêñîâàíi, òî óìîâà òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ìà¹
âèãëÿä (∂F/∂η)T = 0. Âîíà äà¹ ðiâíÿííÿ

Jz

kT
η =

1

2
ln

1 + η

1− η
,

ÿêå çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi

η = th

(
Jz

kT
η

)
. (5.39)

á) Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ ñòàíó (5.39) ó áåçðîçìiðíîìó âèãëÿäi ax = thx,
äå a ≡ kT/Jz, x ≡ Jzη/kT . Óðàõîâóþ÷è, ùî òàíãåíñ êóòà íàõèëó äîòè÷íî¨
äî ôóíêöi¨ thx ó òî÷öi x = 0 äîðiâíþ¹ îäèíèöi, áà÷èìî (äèâ. ðèñ. 66.1), ùî
ïðè a > 1 âîíî íå ìà¹ æîäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, êðiì òðèâiàëüíîãî. Íåòðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó (ïðè çàäàíié òåìïåðàòóði T ) çíà÷åííþ
η ̸= 0, ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïðè a < 1, òîáòî ïðè T < Jz/k ≡ Tc (Tc � òåìïåðàòóðà
Êþði).

â) Ïðè íàáëèæåííi äî Tc ç îáëàñòi áiëüø íèçüêèõ òåìïåðàòóð η → 0,
òîáòî ¹ ìàëèì ïàðàìåòðîì. Ðîçâèâàþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (5.39) ó
ðÿä çà íèì òà îáìåæóþ÷èñü ïåðøèìè äâîìà ÷ëåíàìè, äiñòà¹ìî:

η ≃
√
3 |τ |1/2, τ =

T − Tc
Tc

.
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ax, th x

a > 1

                                                                                   a = 1                         a < 1

      0 x0            x

Ðèñ. 66.1. Ãðàôi÷íèé àíàëiç ðiâíÿííÿ ax = thx. Ïðè çàäàíîìó çíà÷åííi a
íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê x0 iñíó¹ ëèøå çà óìîâè, ùî a < 1.

ã) Ìà¹ìî:

CV =

(
∂E

∂T

)
N,V

= −NJz η
(
∂η

∂T

)
N

.

Ç (5.39) ïðè ôiêñîâàíîìó N çíàõîäèìî:

∂η

∂T
=

1

ch2
(
Tc

T η
) (− Tc

T 2
η +

Tc
T

∂η

∂T

)
,

∂η

∂T

[
1− Tc

T

1

ch2
(
Tc

T η
)] = − Tc

T 2

η

ch2
(
Tc

T η
) ,

η
∂η

∂T
= − Tc

T 2

η2

ch2
(
Tc

T η
)
− Tc

T

.

Îòæå,

CV = NJz
Tc
T 2

η2

ch2
(
Tc

T η
)
− Tc

T

= Nk
ϕ2

ch2ϕ− ϕ/thϕ
, ϕ ≡ Tc

T
η. (5.40)

Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó òåïëî¹ìíîñòi (5.40) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ òåìïå-
ðàòóðè.

1) Ïðè T → 0 ìà¹ìî: ϕ→ ∞, ch2ϕ ≃ e2ϕ/4 i ϕ/thϕ→ ϕ. Âiäïîâiäíî,

CV ≃ 4Nkϕ2e−2ϕ = 4Nk

(
Tc
T
η

)2

e−
2Tc
T
η → 0.

2) Ïðè T → Tc − 0 (íàáëèæà¹ìîñÿ äî òî÷êè Êþði çíèçó) ϕ → 0, òîìó
äëÿ çíàìåííèêà äðîáó (5.40) äiñòà¹ìî:

ch2ϕ− ϕ

thϕ
=1+ϕ2+· · ·− ϕ

ϕ− 1
3ϕ

3 + · · ·
=1+ϕ2+ · · · −

(
1 +

1

3
ϕ2 + · · ·

)
≃ 2

3
ϕ2.
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Ó öüîìó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó

CV ≃ 3

2
Nk.

3) Ïðè T > Tc ìà¹ìî η = 0 i

CV = 0.

Îñîáëèâîñòi òåìïåðàòóðíî¨ ïîâåäiíêè CV äåìîíñòðó¹ ðèñ. 66.2. Âîíà
âiäïîâiäà¹ ôàçîâîìó ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó.

 CV

     0                                                    Tc                      T 

Ðèñ. 66.2. Òåìïåðàòóðíà ïîâåäiíêà êîíôiãóðàöiéíî¨ ÷àñòèíè òåïëî¹ìíîñòi
içiíãîâñüêîãî ôåðîìàãíåòèêà â íàáëèæåííi Áðåããà�Âiëüÿìñà.

ä) Ðîçâèíóâøè F ó ðÿä çà ñòåïåíÿìè η, çíàõîäèìî, ùî âiëüíà åíåðãiÿ
ôåðîìàãíåòèêà â îêîëi òî÷êè Êþði ìà¹ ñòðóêòóðó

F ≃ F0 +
1

2
Nk(T − Tc)η

2 +
1

12
NkTη4,

äå F0 � âåëè÷èíà, ïðàêòè÷íî íå÷óòëèâà äî òî÷êè Êþði (i ÿêà âêëþ÷à¹
âíåñêè íåñïiíîâèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi).

Ïðè íàÿâíîñòi çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ H äî ïðàâèõ ÷àñòèí E i F
òðåáà äîäàòè âèðàç −M0ηH (ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ ñïiíiâ ó ïîëi). Äîñëiäiòü
ñàìîñòiéíî, ÿê ïîëå H âïëèâà¹ íà ðîçãëÿíóòèé ôàçîâèé ïåðåõiä.

Çàóâàæåííÿ Âèðàçè (5.37) i (5.38) îòðèìó¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì.
Ó ìîäåëi Içiíãà ìàãíåòèê ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê êðèñòàëi÷íà  ðàòêà, â óñiõ N

âóçëàõ ÿêî¨ çíàõîäÿòüñÿ ìàãíiòíi ìîìåíòè � �ñïiíè� si (i = 1, 2, . . . , N), ÿêi
ìîæóòü áóòè íàïðÿìëåíi ëèøå âãîðó (ïîçíà÷èìî ¨õ êiëüêiñòü ÷åðåç N↑) àáî
âíèç (N↓, N↑+N↓ = N), íàáóâàþ÷è çíà÷åíü âiäïîâiäíî +1 òà −1. Âçà¹ìîäiÿ
ìiæ ñïiíàìè ìà¹ îáìiííó ïðèðîäó é îïèñó¹òüñÿ �ãàìiëüòîíiàíîì�

H = −
∑
i<j

Jijsisj , (5.41)

äå Jij � iíòåãðàë îáìiííî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñïiíàìè si òà sj , ðîçòàøîâàíèìè
ó âóçëàõ ç íîìåðàìè i òà j. Ïðè íàÿâíîñòi çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ h
(ó âiäïîâiäíèõ îäèíèöÿõ) äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ôîðìóëè (5.41) äîäàþòü ÷ëåí
âèäó −h

∑
i
si.
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Ïiäõiä Áðåããà�Âiëüÿìñà äî àíàëiçó ìîäåëi (5.41) áàçó¹òüñÿ íà äâîõ îñ-
íîâíèõ ïðèïóùåííÿõ: 1) óâàæàþòü, ùî êîæíèé ñïií âçà¹ìîäi¹ ëèøå ç íàé-
áëèæ÷èìè ñóñiäàìè (êiëüêiñòþ z); 2) íåõòóþòü, ùî íàñïðàâäi íåïðàâèëü-
íî, êîðåëÿöiÿìè ìiæ îði¹íòàöiÿìè ñóñiäíiõ ñïiíiâ (òîáòî áëèæíiì ïîðÿä-
êîì). Òîäi ñòàòèñòè÷íå ñåðåäí¹ äîáóòêó áóäü-ÿêèõ äâîõ çìiííèõ si òà sj ,
ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âóçëàì i ̸= j, çâîäèòüñÿ äî äîáóòêó ¨õ ñåðåäíiõ:
⟨sisj⟩ = ⟨si⟩⟨sj⟩. Öå îçíà÷à¹ ïåðåõiä äî íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ, êî-
ëè ââàæà¹òüñÿ, ùî ñïiíè ñòâîðþþòü ó ñèñòåìi äåÿêå îäíîðiäíå åôåêòèâíå
ïîëå, ÿêå öi æ ñïiíè é óïîðÿäêîâó¹ ïî âñié ñèñòåìi. Êiëüêiñíîþ õàðàêòåðè-

ñòèêîþ óïîðÿäêóâàííÿ âèñòóïà¹ âåëè÷èíà ⟨si⟩ =
1

N

N∑
i=1

si=(N↑ −N↓) /N =

=M/M0 ≡ η � ïàðàìåòð äàëüíüîãî ïîðÿäêó.
Êîíôiãóðàöiéíà (ïîâ'ÿçàíà ç îði¹íòàöiÿìè ñïiíiâ) åíåðãiÿ ñèñòåìè îá-

÷èñëþ¹òüñÿ ÿê ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ãàìiëüòîíiàíà Içiíãà (5.41). Ç îãëÿäó íà
âêàçàíi íàáëèæåííÿ

E =
⟨
−
∑
i<j

′
Jsisj

⟩
= −J

∑
i<j

′
⟨si⟩⟨sj⟩ = −1

2
JNzη2,

äå âðàõîâàíî, ùî ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè, à çà-
ãàëüíà êiëüêiñòü ïàð ñóñiäíiõ ñïiíiâ äîðiâíþ¹ Nz/2. Äëÿ ïðîñòîòè, åíåðãiþ
îáìiííî¨ âçà¹ìîäi¨ J > 0 ââàæà¹ìî îäíàêîâîþ äëÿ âñiõ òàêèõ ïàð. Íåíó-
ëüîâå ïîëå h äà¹ â E äîäàòêîâèé âíåñîê −hNη.

Êîíôiãóðàöiéíà åíòðîïiÿ ñèñòåìè ñïiíiâ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
S = k lnW , äe W � êiëüêiñòü ôiçè÷íî ðiçíèõ ìiêðîñòàíiâ ñèñòåìè � êîíôi-
ãóðàöié ñïiíiâ � ïðè çàäàíîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà η. Ó íàáëèæåííi Áðåããà�
Âiëüÿìñà âñi òàêi êîíôiãóðàöi¨ ðiâíîïðàâíi, òîìóW äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñïî-
ñîáiâ, ÿêèìè N↑ ñïiíiâ, íàïðÿìëåíèõ óãîðó, i N↓ ñïiíiâ, íàïðÿìëåíèõ óíèç,
ìîæíà ðîçìiñòèòè ïî N = N↑ +N↓ âóçëàõ  ðàòêè: W = N !/(N↑!N↓!). Óðà-
õîâóþ÷è ôîðìóëó Ñòiðëiíãà, ïðè N↑, N↓ ≫ 1 äiñòà¹ìî:

S = −kN
[
N↑
N

ln
N↑
N

+
N↓
N

ln
N↓
N

]
.

Çàëèøèëîñÿ ñêîðèñòàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè N↑/N = (1 + η)/2 òà N↓/N =
= (1− η)/2.

Ìîäåëü Ëàíäàó äëÿ içîòðîïíîãî ìàãíåòèêà

Çàâäàííÿ 67. Ó ðàìêàõ òåîði¨ Ëàíäàó äëÿ îäíîðiäíîãî içîòðîïíîãî
ìàãíåòèêà ïîáëèçó òî÷êè Êþði âèçíà÷òå:

à) ñïîíòàííó íàìàãíi÷åíiñòü ÿê ôóíêöiþ òåìïåðàòóðè;
á) òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë, åíòðîïiþ òà îá'¹ì ó ïàðàìàãíiòíié i ôå-

ðîìàãíiòíié ôàçàõ, ñòðèáêè åíòðîïi¨ é îá'¹ìó â òî÷öi Êþði;
â) ñòðèáêè òåïëî¹ìíîñòi i ñòèñëèâîñòi â òî÷öi Êþði;
ã) ìàãíiòíó ñïðèéíÿòëèâiñòü â îáîõ ôàçàõ.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Çãiäíî ç òåîði¹þ Ëàíäàó, òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë
ìàãíåòèêà Φ â îáëàñòi ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïàðàìàãíåòèê�ôåðîìàãíåòèê
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöiþ éîãî çâè÷àéíèõ çìiííèõ T , P òà äîäàòêî-
âî¨ çìiííî¨ � íàìàãíi÷åíîñòi M, ÿêà äëÿ ìàãíåòèêà âèñòóïà¹ ïàðàìåòðîì
ïîðÿäêó i ñàìà ¹ ôóíêöi¹þ çìiííèõ T i P . Â îêîëi òî÷êè ïåðåõîäó íàìàãíi-
÷åíiñòü ¹ ìàëîþ âåëè÷èíîþ, òîìó ïîòåíöiàë Φ ìîæíà ðîçâèíóòè â ðÿä çà
ñòåïåíÿìèM. Îáìåæèâøèñü ÷ëåíàìè äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî, äëÿ
îäíîðiäíîãî içîòðîïíîãî ìàãíåòèêà ìîæíà çàïèñàòè

Φ(T, P,M) = Φ0(T, P ) +
A(T, P )

2
M2 +

B(T, P )

4
M4, (5.42)

äå, ç îãëÿäó íà içîòðîïíiñòü ñèñòåìè, îïóùåíî ëiíiéíèé i êóái÷íèé çà M
÷ëåíè òà ÿâíî âêàçàíî íà çàëåæíiñòü ïîòåíöiàëó ëèøå âiä ìîäóëÿ íàìàãíi-
÷åíîñòi M (ïîòåíöiàë Φ ïîâèíåí çàëèøàòèñÿ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïåðå-
òâîðåíü iíâåðñi¨ Mi → −Mi òà îäíàêîâî çàëåæàòè âiä êîìïîíåíò Mi íà-
ìàãíi÷åíîñòi).

Çàëåæíiñòü M âiä çìiííèõ T i P âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè ìiíiìóìó ïîòåí-
öiàëó (5.42). Îñòàííÿ âêëþ÷à¹ óìîâó òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ñèñòåìè(

∂Φ

∂M

)
T,P

= 0 (5.43)

òà óìîâó ñòiéêîñòi öi¹¨ ðiâíîâàãè(
∂2Φ

∂M2

)
T,P

> 0. (5.44)

Ðiâíÿííÿ (5.43) äîçâîëÿ¹ çíàéòè M ÿê ôóíêöiþ ïàðàìåòðiâ A i B, à íåðiâ-
íiñòü (5.44) � ñòðîãi îáìåæåííÿ íà öi ïàðàìåòðè, ÿêi óìîæëèâëþþòü ïî-
äàëüøi ïðèïóùåííÿ âiäíîñíî ïîâåäiíêè A i B ó ïëîùèíi (T, P ). ßê ðå-
çóëüòàò, óäà¹òüñÿ äåòàëiçóâàòè ñòðóêòóðó Φ ÿê ôóíêöi¨ T , P òà äîñëiäèòè
áàæàíi âåëè÷èíè. Ïåðåéäåìî äî âiäïîâiäíîãî àíàëiçó.

Äëÿ ïîòåíöiàëó (5.42) äiñòà¹ìî:

M
[
A(T, P ) +B(T, P )M2

]
= 0, (5.45)

A(T, P ) + 3B(T, P )M2 > 0. (5.46)

Ðiâíÿííÿ (5.45) ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè:

M = 0, M =

√
−A
B
. (5.47)

Ïåðøèé âiäïîâiäà¹ ïàðàìàãíiòíié ôàçi ìàãíåòèêà, äðóãèé � ôåðîìàãíiòíié.
Ïiäñòàâèâøè (5.47) ó (5.46), áà÷èìî, ùî ïàðàìàãíiòíà ôàçà ñòiéêà çà

óìîâè A > 0, à ôåðîìàãíiòíà � çà óìîâè −2A > 0, òîáòî A < 0, òà ïðè
B > 0 (iíàêøå äðóãèé ðîçâ'ÿçîê (5.47) áóäå êîìïëåêñíèì). Ïðè âèêîíàííi
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ïðîòèëåæíèõ íåðiâíîñòåé ôàçè ¹ íåñòiéêèìè (ïàðàìàãíiòíà � ïðè A < 0,
ôåðîìàãíiòíà � ïðè A > 0). Îòæå, ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó Êþði (à òî÷-
íiøå � ëiíiþ òî÷îê ïåðåõîäó Tc = Tc(Pc) ó ïëîùèíi (T, P )) êîåôiöi¹íò A
çìiíþ¹ ñâié çíàê, òîáòî â ñàìié öié òî÷öi A(Tc, Pc) = 0. Ïðèïóñòèâøè, ùî
ïàðàìàãíiòíié ôàçi âiäïîâiäà¹ îáëàñòü òåìïåðàòóð T > Tc, ôåðîìàãíiòíié �
T < Tc, ïðèéìåìî, ùî â îêîëi òî÷êè Êþði

A(T, Pc) ≃ α(T − Tc), α ≡
(
∂A

∂T

)
Tc,Pc

> 0. (5.48)

Òîäi ç (5.47) äëÿ íàìàãíi÷åíîñòi ó ôåðîìàãíiòíié ôàçi äiñòà¹ìî:

M =

√
α

B(Tc, Pc)
(Tc − T )1/2 =

√
αTc

B(Tc, Pc)
|τ |1/2.

Îòæå: ïðè íàáëèæåííi äî òî÷êè Êþði íàìàãíi÷åíiñòü ôåðîìàãíiòíî¨
ôàçè ñïàäà¹ äî íóëÿ (äèâ. ðèñ. 67.1); êðèòè÷íèé iíäåêñ íàìàãíi÷åíîñòi
β = 1/2.

      M 
                    
                                          
     M0

                                               H = 0

                                        Tc                                     T 

Ðèñ. 67.1. Òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü ñïîíòàííî¨ íàìàãíi÷åíîñòi
içîòðîïíîãî ìàãíåòèêà â îêîëi òî÷êè Êþði.

Çàóâàæåííÿ. Âèõîäÿ÷è çà ìåæi ÷èñòî òåðìîäèíàìi÷íî¨ òåîði¨, âiä ðîç-
êëàäiâ òèïó (5.42) äîäàòêîâî âèìàãàþòü, ùîá âîíè çàäîâîëüíÿëè óìîâó
ñòiéêîñòi ñèñòåìè âiäíîñíî çíà÷íèõ ôëóêòóàöié. Äëÿ âèðàçó (5.42) âîíà
çâîäèòüñÿ äî óìîâè ïîçèòèâíî¨ âèçíà÷åíîñòi âíåñêó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó,
òîáòî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi B(T, P ) > 0 â óñié îáëàñòi ôàçîâîãî ïåðåõîäó.

á) Ïiäñòàâèâøè (5.47) ó (5.42), çíàõîäèìî òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë
ìàãíåòèêà â ïàðàìàãíiòíié (iíäåêñ 1) òà ôåðîìàãíiòíié (iíäåêñ 2) ôàçàõ.
Äàëi îá÷èñëþ¹ìî éîãî ïåðøi ïîõiäíi � åíòðîïiþ S òà îá'¹ì V ìàãíåòèêà �
â îáîõ ôàçàõ. Äiñòà¹ìî:

Φ1 = Φ0(T, P ), S1 = −
(
∂Φ0

∂T

)
P

≡ S0, V1 =

(
∂Φ0

∂P

)
T

≡ V0, (5.49)
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Φ2 = Φ0(T, P )−
A2(T, P )

4B(T, P )
,

S2 = S0 +

[
∂

∂T

A2(T, P )

4B(T, P )

]
P

, V2 = V0 −
[
∂

∂P

A2(T, P )

4B(T, P )

]
T

. (5.50)

Ç öèõ ôîðìóë çíàõîäèìî ðiçíèöi åíòðîïié òà îá'¹ìiâ ôàç ó òî÷öi ïåðåõîäó
(øòðèõè îçíà÷àþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi çà íèæíiìè iíäåêñàìè, T àáî P ):

∆S = (S2 − S1)|T=Tc, P=Pc
=
A(2A′

TB −AB′
T )

4B2

∣∣∣∣
T=Tc, P=Pc

, (5.51)

∆V = (V2 − V1)|T=Tc, P=Pc
= −

A(2A′
PB −AB′

P )

4B2

∣∣∣∣
T=Tc, P=Pc

. (5.52)

Îñêiëüêè A(Tc, Pc) = 0, òî öi ðiçíèöi îáåðòàþòüñÿ â íóëü � ïåðåõiä ïàðà-
ìàãíåòèê�ôåðîìàãíåòèê íå ¹ ôàçîâèì ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó.

â) Äèôåðåíöiþþ÷è ó ôîðìóëàõ (5.49) i (5.50) åíòðîïi¨ çà òåìïåðàòóðîþ,
îá'¹ìè � çà òèñêîì, çíàõîäèìî òåïëî¹ìíîñòi òà ñòèñëèâîñòi ôàç ìàãíåòèêà:

CP1 = T

(
∂S0
∂T

)
P

≡ CP0, βT1 = − 1

V1

(
∂V0
∂P

)
T

,

CP2=CP0+T

[
∂2

∂T 2

A2(T, P )

4B(T, P )

]
P

, βT2=− 1

V2

(
∂V0
∂P

)
T

+
1

V2

[
∂2

∂P 2

A2(T, P )

4B(T, P )

]
T

.

Óðàõîâóþ÷è (5.48) òà ðåçóëüòàòè á), áà÷èìî, ùî â òî÷öi ïåðåõîäó ¨õ ðiçíèöi
ìàþòü ñêií÷åííi çíà÷åííÿ:

∆CP = (CP2 − CP1)|T=Tc, P=Pc
= Tc

(
A′2
T

2B

)
T=Tc, P=Pc

=
Tcα

2

2B(Tc, Pc)
,

∆βT = (βT2 − βT1)|T=Tc, P=Pc
=

1

Vc

(
A′2
P

2B

)
T=Tc, P=Pc

.

Òàêèì ÷èíîì, ó òî÷öi ïåðåõîäó ïàðàìàãíåòèê�ôåðîìàãíåòèê òåïëî¹ì-
íiñòü òà içîòåðìi÷íà ñòèñëèâiñòü ìàãíåòèêà ìàþòü ñòðèáêè � ïåðåõiä íàëå-
æèòü äî ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ äðóãîãî ðîäó. Ïðè B(Tc, Pc) > 0 ç îòðèìàíèõ
ôîðìóë âèïëèâà¹, ùî öi âåëè÷èíè ìàþòü áiëüøi çíà÷åííÿ ó ôåðîìàãíiòíié
ôàçi, íiæ ó ïàðàìàãíiòíié.

ã) Ìàãíiòíà ñïðèéíÿòëèâiñòü içîòðîïíîãî ìàãíåòèêà îçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïî-
õiäíà

χ =

(
∂M

∂H

)
T,P ;H=0

, (5.53)

äå H � âíóòðiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå. Ùîá ¨¨ çíàéòè, ñïðîáó¹ìî âñòàíîâèòè
ñòðóêòóðó åôåêòèâíîãî òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó äëÿ ìàãíåòèêà ïðè
íàÿâíîñòi ïîëÿ H. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì
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(îäèíèöi îá'¹ìó) φ̃∗ = φ∗ −MH, äëÿ ÿêîãî íåçàëåæíèìè çìiííèìè ¹ T , P
i H; òóò φ∗ = φ − 1

8πH
2 � òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë (îäèíèöi îá'¹ìó)

ìàãíåòèêà ÿê ôóíêöiÿ T , P i M (ïðè íàÿâíîñòi ïîëÿ H).
Ïðè îá÷èñëåííi χ íàñ öiêàâèòü ãðàíè÷íèé âèïàäîê H → 0. Ó öié ñèòó-

àöi¨ íàìàãíi÷åíiñòü â îêîëi òî÷êè Êþði âñå ùå çàëèøà¹òüñÿ ìàëîþ, à òîìó
ïîòåíöiàë φ∗ ìîæíà ðîçâèíóòè â ðÿä âèäó (5.42), õî÷ i ç iíøèìè êîåôiöi¹í-
òàìè. Äëÿ ïîòåíöiàëó Φ̃∗ = V φ̃∗ óñüîãî ìàãíåòèêà äiñòà¹ìî:

Φ̃∗(T, P,H) = Φ̃∗
0(T, P ) + V

[
a(T, P )

2
M2 +

b(T, P )

4
M4 −MH

]
. (5.54)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè (5.54) ÿê ìîäåëüíèé ïîòåíöiàë ó òåîði¨ Ëàíäàó. Òîäi
êîåôiöi¹íòè a(T, P ) òà b(T, P ) ïîâèííi ïðè H = 0 ïåðåõîäèòè â A(T, P )/V
òà B(T, P )/V , à óìîâà òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ìà¹ âèãëÿä(

∂Φ̃∗

∂M

)
T,P,H

= 0.

Ó íàáëèæåííi, êîëè ìàãíiòîñòðèêöi¹þ (çàëåæíiñòþ îá'¹ìó ìàãíåòèêà âiä
ïîëÿ) ìîæíà çíåõòóâàòè, âîíà äà¹ ðiâíÿííÿ

M
[
a(T, P ) + b(T, P )M2

]
= H. (5.55)

Ïðè H ̸= 0 iñíóþòü ëèøå íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ � ïðè äî-
âiëüíèõ òåìïåðàòóðàõ ðåàëiçó¹òüñÿ ëèøå îäíà ôàçà ç íåíóëüîâîþ íàìàãíi-
÷åíiñòþ (äîñëiäiòü ñàìîñòiéíî âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ (5.55) ïðè âèêîíàííi
óìîâè ñòiéêîñòi

(
∂2Φ/∂M2

)
T,P,H

> 0). Òàêèì ÷èíîì, ìàãíiòíå ïîëå �ðóé-
íó¹� ôàçîâèé ïåðåõiä ïàðàìàãíåòèê�ôåðîìàãíåòèê.

Çäèôåðåíöiþâàâøè îáèäâi ÷àñòèíè (5.55) çà H, çíàõîäèìî:(
∂M

∂H

)
T,P

[
a(T, P ) + 3b(T, P )M2

]
= 1,

χ =
V

A(T, P ) + 3B(T, P )M2
.

Ïiäñòàâèâøè â îñòàííþ ôîðìóëó çíà÷åííÿ íàìàãíi÷åíîñòi (5.47) òà ñêîðè-
ñòàâøèñü ôîðìóëîþ (5.48), áà÷èìî, ùî â îêîëi òî÷êè Êþði äëÿ ïàðàìàãíiò-
íî¨ ôàçè

χ1 =
V

A(T, Pc)
≃ V

α(T − Tc)
,

à äëÿ ôåðîìàãíiòíî¨ �

χ2 = − V

2A(T, Pc)
≃ V

2α(Tc − T )
.

Îáèäâi ôîðìóëè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (çàêîí Êþði)

χ = Γ|τ |−γ ,

äå Γ i γ � êðèòè÷íà àìïëiòóäà i êðèòè÷íèé iíäåêñ ìàãíiòíî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi
ñèñòåìè. Äëÿ ìîäåëi Ëàíäàó âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä ñïðèéíÿòëè-
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âîñòi ïàðàìàãíiòíî¨ òà ôåðîìàãíiòíî¨ ôàç, à òàêîæ çíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî
iíäåêñó ñïðèéíÿòëèâîñòi â îáîõ ôàçàõ ìàþòü óíiâåðñàëüíi çíà÷åííÿ:

Γ1

Γ2
= 2, γ = 1.

Ïîâåäiíêó χ ïðè íàáëèæåííi äî òî÷êè Êþði iëþñòðó¹ ðèñ. 67.2.

                                               Tc                                              T

Ðèñ. 67.2. Òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü ìàãíiòíî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi
içîòðîïíîãî ìàãíåòèêà â îêîëi òî÷êè Êþði.

Çàóâàæåííÿ. Íàâåäåìî êiëüêà ôàêòiâ ç òåðìîäèíàìiêè ìàãíåòèêiâ i äi-
åëåêòðèêiâ. Äëÿ ïðîñòîòè, îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì, êîëè îá'¹ì V i êiëüêiñòü
ìîëiâ N ðå÷îâèíè ¹ ñòàëèìè.

1) Åëåìåíòàðíà ðîáîòà, ÿêó ïîòðiáíî çäiéñíèòè íàä îäíîðiäíîþ içîòðîï-
íîþ ðå÷îâèíîþ îá'¹ìîì V , ùîá ñòâîðèòè â íié îäíîðiäíå ìàãíiòíå ïîëå H
òà îäíî÷àñíî íàìàãíiòèòè ¨¨ íà âåëè÷èíó dM, äà¹òüñÿ âèðàçîì

δA′ = d

(
V H2

8π

)
+HdM =

V H

4π
dB, (5.56)

äå M = VM i M � ïîâíèé ìàãíiòíèé ìîìåíò i íàìàãíi÷åíiñòü ðå÷îâèíè,
B = H + 4πM � ìàãíiòíà iíäóêöiÿ â íié. Òîìó îñíîâíà òåðìîäèíàìi÷íà
ðiâíiñòü äëÿ ìàãíåòèêà íàáèðà¹ âèãëÿäó

dU = TdS − PdV + d

(
V H2

8π

)
+HdM = TdS − PdV +

V H

4π
dB. (5.57)

Ïðèðîäíèìè çìiííèìè äëÿ ôóíêöi¨ U ¹, î÷åâèäíî, S, V i B.

2) Âiä âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ U çðó÷íî ïåðåéòè äî ôóíêöi¨ U∗ = U−
(
V H2

8π

)
.

Ïðè òàêîìó ïåðåõîäi çìiùó¹òüñÿ ðiâåíü âiäëiêó äëÿ åíåðãi¨ U∗, àëå ñàì
ôîðìàëiçì òåðìîäèíàìiêè íå çìiíþ¹òüñÿ. Çîêðåìà, ç ôîðìóëè (5.57) ìà¹ìî
ïîâíèé äèôåðåíöiàë

dU∗ = TdS − PdV +HdM = TdS − PdV + V HdM.

Ïðèðîäíèìè çìiííèìè äëÿ ôóíêöi¨ U∗ âèñòóïàþòü S, V i M (÷è M).
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3) Íà îñíîâi ôóíêöié U i U∗ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü Ëåæàíäðà ìîæ-
íà ïîáóäóâàòè íàáið íîâèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ, ÿêi ¹ ôóíêöiÿìè
iíøèõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ, àëå çáåðiãàþòü âñþ òåðìîäèíàìi÷íó iíôîðìà-
öiþ ïðî ñèñòåìó. Íàïðèêëàä, ìîæåìî ââåñòè:

à) òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Φ = U − TS + PV ÿê ôóíêöiþ T , P i B:

dΦ = −SdT + V dP +
V H

4π
dB;

á) òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Φ̃ = Φ− V
4πHB ÿê ôóíêöiþ T , P i H:

dΦ̃ = −SdT + V dP − V B

4π
dH;

â) òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Φ∗ = U∗ − TS + PV = Φ −
(
V H2

8π

)
ÿê

ôóíêöiþ T , P i M (÷è M):

dΦ∗ = −SdT + V dP +H dM = −SdT + V dP + V H dM ;

ã) òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Φ̃∗ = Φ∗ −HM ÿê ôóíêöiþ T , P i H:

dΦ̃∗ = −SdT + V dP −M dH.

Âèáið íåçàëåæíèõ çìiííèõ òà âiäïîâiäíîãî ïîòåíöiàëó âèçíà÷à¹òüñÿ óìî-
âàìè êîíêðåòíî¨ çàäà÷i.

4) Ñõîæi çà ôîðìîþ ñïiââiäíîøåííÿ ñïðàâäæóþòüñÿ i äëÿ äiåëåêòðèêiâ.
Çîêðåìà, åëåìåíòàðíà ðîáîòà, ÿêó òðåáà çäiéñíèòè íàä îäíîðiäíèì içîòðîï-
íèì äiåëåêòðèêîì (îá'¹ìîì V ), ùîá ñòâîðèòè â íüîìó îäíîðiäíå ïîëå E òà
îäíî÷àñíî ïîëÿðèçóâàòè éîãî íà âåëè÷èíó dP, äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

δA′ = d

(
V E2

8π

)
+ EdP =

V E

4π
dD,

äå P = V P i P � ïîâíèé äèïîëüíèé ìîìåíò i ïîëÿðèçàöiÿ äiåëåêòðèêà,
D = E + 4πP � åëåêòðè÷íà iíäóêöiÿ â íüîìó.

Âèâåäiòü ñàìîñòiéíî àíàëîãè ðåøòè ôîðìóë, íàâåäåíèõ âèùå äëÿ ìàã-
íåòèêiâ.

Ñèñòåìè çi ñêàëÿðíèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó

Çàâäàííÿ 68*. Äëÿ ñèñòåìè çi ñêàëÿðíèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó η íàé-
áiëüø çàãàëüíèé âèðàç äëÿ ðîçêëàäó òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó çà ñòå-
ïåíÿìè η äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ìà¹ âèãëÿä

Φ(T, P, η) = Φ0(T, P ) +
A(T, P )

2
η2 +

C(T, P )

3
η3 +

B(T, P )

4
η4,
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äå B > 0, à ïàðàìåòð A ìà¹ ñòðóêòóðó A = α(T − T0), α > 0 � ñòàëà, T0 �
äåÿêà òåìïåðàòóðà. Ïîêàæiòü, ùî â òàêié ìîäåëi ïðè C < 0:

à) iñíóþòü äâi ôàçè ç ðiâíîâàæíèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêó

η = 0, η = − C

2B

(
1 +

√
1− 4AB

C2

)
,

ïðè öüîìó ïåðøà ôàçà ¹ íåñòiéêîþ ïðè T < T0, à äðóãà � ïðè

T > T0 +
C2

4αB
;

á) ïðè òåìïåðàòóði

Tc = T0 +
2C2

9αB

ïèòîìi òåðìîäèíàìi÷íi ïîòåíöiàëè îáîõ ôàç çáiãàþòüñÿ, òîáòî â ñèñòåìi
âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó;

â) òåïëîòà öüîãî ïåðåõîäó

Q = Tc∆S =
2αC2

9B2
Tc .

Îêðåìî äîñëiäiòü âèïàäîê C > 0.

Ôàçîâi ïåðåõîäè â ñåãíåòîåëåêòðèêàõ

Çàâäàííÿ 69. Âèâ÷iòü äiåëåêòðè÷íi âëàñòèâîñòi ïiðî- òà íåïiðîåëåê-
òðè÷íî¨ ôàç ñåãíåòîåëåêòðèêà â îêîëi äiåëåêòðè÷íî¨ òåìïåðàòóðè Êþði Tc.
Äëÿ ïðîñòîòè ââàæàéòå, ùî ñåãíåòîåëåêòðèê ìà¹ ëèøå îäíó ñåãíåòîåëåê-
òðè÷íó âiñü OZ (óçäîâæ iíøèõ îñåé éîãî äiåëåêòðè÷íi âëàñòèâîñòi îñîáëè-
âîñòåé íå ìàþòü).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîìîâèìîñÿ, ùî ïiðîåëåêòðè÷íà ôàçà (ó ÿêié ñïîíòàííèé
äèïîëüíèé ìîìåíò îäèíèöi îá'¹ìó, òîáòî ñïîíòàííà ïîëÿðèçàöiÿ P ̸= 0) âiä-
ïîâiäà¹ òåìïåðàòóðàì T < Tc, íåïiðîåëåêòðè÷íà ôàçà (P = 0) � òåìïåðà-
òóðàì T > Tc, òà ââàæàòèìåìî, ùî ãóñòèíà ñåãíåòîåëåêòðèêà çàëèøà¹òüñÿ
ñòàëîþ.

Ó ðàìêàõ ìîäåëi Ëàíäàó òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë φ̃∗(T, P,Ez) îäè-
íèöi îá'¹ìó ñåãíåòîåëåêòðèêà ìà¹ ñòðóêòóðó

φ̃∗(T, P,Ez) = φ̃∗
0(T, P ) +

a

2
P 2
z +

b

4
P 4
z − EzPz,

äå Pz � ïîëÿðèçàöiÿ âçäîâæ ñåãíåòîåëåêòðè÷íî¨ îñi (âiäiãðà¹ ðîëü ïàðàìåò-
ðà ïîðÿäêó), Ez � êîìïîíåíòà âíóòðiøíüîãî ïîëÿ âçäîâæ öi¹¨ îñi, êîåôi-
öi¹íòè a i b çàëåæàòü ëèøå âiä T i P .
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Óìîâà òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ñåãíåòîåëåêòðèêà:(
∂φ̃∗

∂Pz

)
T,P,Ez

= aPz + bP 3
z − Ez = 0. (5.58)

Óìîâà ¨¨ ñòiéêîñòi:(
∂2φ̃∗

∂P 2
z

)
T,P,Ez

= a+ 3bP 2
z > 0.

Ïîäàëüøèé àíàëiç ìàéæå äîñëiâíî ïîâòîðþ¹ ñõåìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàâ-
äàííÿ 67. Ïðè Ez = 0 ¹ äâà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (5.58): Pz = 0 (íåïiðîåëåê-
òðè÷íà ôàçà) òà P 2

z = −a/b (ïiðîåëåêòðè÷íà ôàçà). Óìîâà òåðìîäèíàìi÷íî¨
ñòiéêîñòi ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ ïiðîåëåêòðè÷íî¨ ôàçè ïðè a < 0, íåïiðîåëåê-
òðè÷íî¨ � ïðè a > 0; ó òî÷öi ôàçîâîãî ïåðåõîäó a = 0. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî
a = α(T − Tc), äå α > 0 � ñòàëà.

Äàëi ïîâåðòà¹ìîñÿ äî ðiâíÿííÿ (5.58) ïðè Ez ̸= 0. Çäèôåðåíöiþâàâøè
îáèäâi ñòîðîíè (5.58) çà Ez, äëÿ äiåëåêòðè÷íî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi ñåãíåòî-
åëåêòðèêà χ = (∂Pz/∂Ez)T,P ;Ez=0 äiñòà¹ìî

χ(a+ 3bP 2
z ) = 1,

çâiäêè

χ =
1

a+ 3bP 2
z

=


1

2α|T − Tc|
, T < Tc,

1

α(T − Tc)
, T > Tc.

Äiåëåêòðè÷íà ïðîíèêíiñòü ñåãíåòîåëåêòðèêà

ε = 1 + 4πχ.

Â îêîëi äiåëåêòðè÷íî¨ òî÷êè Êþði ¨¨ ïîâåäiíêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïîâåäiíêîþ
ñïðèéíÿòëèâîñòi i ìà¹ âèãëÿä, àíàëîãi÷íèé çîáðàæåíîìó íà ðèñ. 67.2.

Çàóâàæåííÿ. Ó ñåãíåòîåëåêòðèêàõ (ôåðîåëåêòðèêàõ) ïåðåõîäè äðóãîãî
ðîäó ìiæ íåïiðîåëåêòðè÷íîþ òà ïiðîåëåêòðè÷íîþ ôàçàìè, à òàêîæ ìiæ ðiç-
íèìè ïiðîåëåêòðè÷íèìè ôàçàìè ñóïðîâîäæóþòüñÿ âiäíîñíî ìàëîþ ïåðåáó-
äîâîþ ñòðóêòóðè êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè, à òîìó âiäáóâàþòüñÿ âiäíîñíî ëåãêî
i õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïîðiâíÿíî ìàëèìè çíà÷åííÿìè ñïîíòàííî¨ åëåêòðè÷íî¨
ïîëÿðèçàöi¨. Öèì ñåãíåòîåëåêòðèêè âiäðiçíÿþòüñÿ âiä çâè÷àéíèõ ïiðîåëåê-
òðèêiâ, ó ÿêèõ ïåðåõiä âiä îäíi¹¨ ìîäèôiêàöi¨ äî iíøî¨ ñóïðîâîäæó¹òüñÿ
ñóòò¹âîþ ïåðåáóäîâîþ êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè, âèìàãà¹ çíà÷íèõ çàòðàò åíåð-
ãi¨, à òîìó i íå çàâæäè ìîæëèâèé.

Íàïðÿì ñïîíòàííî¨ ïîëÿðèçàöi¨ ïiðîåëåêòðè÷íî¨ ôàçè ñåãíåòîåëåêòðè-
êà íàçèâà¹òüñÿ éîãî ïîëÿðíîþ âiññþ i âèçíà÷à¹òüñÿ ñòðóêòóðîþ íåïiðî-
åëåêòðè÷íî¨ ôàçè. Îñòàííÿ ìîæå äîïóñêàòè ïîÿâó ñïîíòàííî¨ ïîëÿðèçàöi¨
â êiëüêîõ íàïðÿìàõ. Äëÿ ïðèêëàäó, íà ðèñ. 69.1 ïîêàçàíî òðàíñôîðìàöiþ
êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè òèòàíàòó áàðiþ BaTiO3 ïðè ôàçîâèõ ïåðåõîäàõ. Òåì-
ïåðàòóðà Êþði òèòàíàòó áàðiþ äîðiâíþ¹ 120 0C. Âèùå öi¹¨ òåìïåðàòóðè (äî
1460 0C)  ðàòêà ìà¹ êóái÷íó ñòðóêòóðó òèïó ïåðîâñêiòó, à âiäïîâiäíà ôàçà
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a                                                                                              b

                                                                          Ti
 4+

                                                                          Ba
 2+

                                                                          O
 2–

c                                                          d                                                            e

Ðèñ. 69.1. Åëåìåíòàðíà êîìiðêà òèòàíàòó áàðiþ â íåïîëÿðíié � êóái÷íié �
ôàçi (a), ¨¨ ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ (b) òà ñòðóêòóðíà ïåðåáóäîâà â ïîëÿðíèõ ôà-
çàõ � òåòðàãîíàëüíié (c), îðòîðîìái÷íié (d), ðîìáîåäðè÷íié (e). Øòðèõîâi ëiíi¨ �
íàïðÿìè ïîëÿðíèõ îñåé.

íåïîëÿðíà. Ïðè ïîíèæåííi òåìïåðàòóðè i âíàñëiäîê çìiùåíü iîíiâ  ðàòêè
(íà âiäñòàíi ≈ 0, 01 ÷ 0, 03 �A ïðè äîâæèíi ðåáðà êóáà 4, 0 �A) ñïåðøó âiä-
áóâà¹òüñÿ ïåðåõiä iç íåïîëÿðíî¨ ôàçè â ïîëÿðíó, à ïîòiì � ñòðóêòóðíi ïå-
ðåõîäè ìiæ ïîëÿðíèìè ôàçàìè ç ðiçíîþ ñèìåòði¹þ. Çîêðåìà, ïðè ïåðåõîäi
÷åðåç 120 0C îäíî ç ðåáåð êóái÷íî¨ êîìiðêè ôëóêòóàöiéíî âèäîâæó¹òüñÿ, à
äâà iíøi ðåáðà îäíàêîâî ñêîðî÷óþòüñÿ � ôîðìó¹òüñÿ ïîëÿðíà ôàçà ç òåòðà-
ãîíàëüíîþ ñèìåòði¹þ, ó ÿêié âèäîâæåíå ðåáðî i ¹ ïîëÿðíîþ âiññþ. Ïðè 5 0C
âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä iç öi¹¨ ôàçè â iíøó ïîëÿðíó ôàçó, ÿêà ìà¹ îðòîðîìái÷-
íó ñèìåòðiþ. Âiäïîâiäíó åëåìåíòàðíó êîìiðêó ìîæíà îòðèìàòè ç êóái÷íî¨,
ðîçòÿãíóâøè ¨¨ âçäîâæ äiàãîíàëi îäíi¹¨ ç ãðàíåé êóáà òà ñòèñíóâøè âçäîâæ
äðóãî¨ äiàãîíàëi öi¹¨ æ ãðàíi. Íàïðÿì ïîëÿðíî¨ îñi � óçäîâæ ðîçòÿãíåíî¨
äiàãîíàëi. Ïðè −90 0C óòâîðþ¹òüñÿ ïîëÿðíà ôàçà ç ðîìáîåäðè÷íîþ ñèìåò-
ði¹þ. Âiäïîâiäíó åëåìåíòàðíó êîìiðêó îòðèìó¹ìî, äåôîðìóþ÷è êóá óçäîâæ
îäíi¹¨ ç éîãî ïðîñòîðîâèõ äiàãîíàëåé; îñòàííÿ ñòà¹ ïîëÿðíîþ âiññþ.

Ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ ñïîíòàííà ïîëÿðèçàöiÿ òèòàíàòó áàðiþ
ñòàíîâèòü ïðèáëèçíî 7, 8 · 104 îä. ÑÃÑÅ = 0, 26 Êë/ì2, äiåëåêòðè÷íà ïðî-
íèêíiñòü � áiëüøå 1500. Íà åêñïåðèìåíòàëüíèõ ãðàôiêàõ òåìïåðàòóðíî¨ çà-
ëåæíîñòi ε â îêîëàõ çàçíà÷åíèõ òî÷îê ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ ÷iòêî âèäíî êiëüêà
ìàêñèìóìiâ, äå ε ìîæå äîñÿãàòè çíà÷åíü ïîðÿäêó 6000÷7000 i íàâiòü 10000.
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Çàâäàííÿ 70*.Äëÿ ñåãíåòîåëåêòðèêiâ òèïó òèòàíàòó áàðiþ, ÿêi â íåïiðî-
åëåêòðè÷íié ôàçi ìàþòü êóái÷íó ñèìåòðiþ, ðîçêëàä òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåí-
öiàëó îäèíèöi îá'¹ìó çà êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨ P = (Px, Py, Pz)
äî ÷ëåíiâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ìà¹ â îêîëi òåìïåðàòóðè ïåðåõîäó
Tc i ïðè âèìêíåíîìó åëåêòðè÷íîìó ïîëi âèãëÿä

φ = φ0 + a
(
P 2
x + P 2

y + P 2
z

)
+ b
(
P 2
x + P 2

y + P 2
z

)2
+ c
(
P 2
xP

2
y + P 2

xP
2
z + P 2

yP
2
z

)
,

(5.59)
äå a = α(T − Tc), α > 0, à îñi x, y i z ïðîõîäÿòü ÷åðåç öåíòðè ïðîòèëåæíèõ
ãðàíåé êóáà. Ïîêàæiòü, ùî â òàêié ìîäåëi:

à) ïðè âèêîíàííi óìîâ b > 0, c > 0 ñïîíòàííà ïîëÿðèçàöiÿ (âåëè÷è-
íîþ P0) íèæ÷å Tc íàïðÿìëåíà âçäîâæ îäíîãî ç ðåáåð êóáà, ïðè öüîìó

P 2
0 =

α(Tc − T )

2b
(òåòðàãîíàëüíà ñèìåòðiÿ ïiðîåëåêòðè÷íî¨ ôàçè);

á) ïðè âèêîíàííi óìîâ b > 0, c < 0, 3b + c > 0 ñïîíòàííà ïîëÿðèçàöiÿ
íèæ÷å Tc íàïðÿìëåíà âçäîâæ ïðîñòîðîâî¨ äiàãîíàëi êóáà, ïðè öüîìó

P 2
x =P

2
y =P

2
z =

α(Tc − T )

2(3b+ c)
(ðîìáîåäðè÷íà ñèìåòðiÿ ïiðîåëåêòðè÷íî¨ ôàçè);

â) óìîâà ïîçèòèâíî¨ âèçíà÷åíîñòi ÷ëåíiâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ïðè b > 0 i 3b+ c > 0.

Çàóâàæåííÿ. Ùîá îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé âiäïîâiäà¹ îðòîðîìái÷íié
ôàçi, âèðàç (5.59) òðåáà äîïîâíèòè ÷ëåíàìè øîñòîãî ïîðÿäêó çà êîìïîíåí-
òàìè ïîëÿðèçàöi¨.

Çàâäàííÿ 71*. Íåõàé ó ñåãíåòîåëåêòðèêó ç ïîïåðåäíüîãî çàâäàííÿ
iñíó¹ ñëàáêå ïîëå E. Ïîêàæiòü, ùî òîäi îäèíèöÿ îá'¹ìó ñåãíåòîåëåêòðèêà
ìà¹ â íåïiðîåëåêòðè÷íié ôàçi äèïîëüíèé ìîìåíò

P =
1

2α(T − Tc)
E,

à â òåòðàãîíàëüíié ïiðîåëåêòðè÷íié ôàçi (ç Pz = P0 ̸= 0 ïðè E = 0) �
äèïîëüíèé ìîìåíò ç êîìïîíåíòàìè

Pz = P0 +
1

4α(Tc − T )
Ez, Px =

b

αc(Tc − T )
Ex, Py =

b

αc(Tc − T )
Ey.

Òàêîæ äîñëiäiòü âèïàäîê ðîìáîåäðè÷íî¨ ôàçè.

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì φ̃∗ = φ−E ·P−
− 1

8πE
2, äå φ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.59), òà óìîâîþ ñëàáêîñòi ïîëÿ.
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Ïåðåõiä ìåòàë�íàäïðîâiäíèê

Çàâäàííÿ 72. Äåÿêi ìåòàëè i ñïëàâè ìàþòü ïðè äóæå íèçüêèõ òåì-
ïåðàòóðàõ ôàçó, ÿêà âiäïîâiäà¹ íàäïðîâiäíîìó ñòàíó s. Ïåðåõiä iç íîð-
ìàëüíîãî ñòàíó n ó íàäïðîâiäíèé ñóïðîâîäæó¹òüñÿ çìiíîþ ìàãíiòíèõ âëà-
ñòèâîñòåé ðå÷îâèíè. Çîêðåìà, ìàãíiòíå ïîëå íå ïðîíèêà¹ â ìàñèâíèé íàä-
ïðîâiäíèê (åôåêò Ìåéññíåðà), òîìó ìàãíiòíà iíäóêöiÿ â íüîìó B = H +
+4πM = 0, çâiäêè M = −H/4π i ìàãíiòíà ñïðèéíÿòëèâiñòü íàäïðîâiäíèêà
χ = (∂M/∂H)

H=0
= −1/4π.

Ïåðåõiä n → s âiäáóâà¹òüñÿ ïðè äåÿêié êðèòè÷íié òåìïåðàòóði Tc. Ïðè
òåìïåðàòóðàõ T < Tc ñòàí íàäïðîâiäíîñòi ðóéíó¹òüñÿ, ÿêùî íàäïðîâiä-
íèê ïîìiñòèòè â çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå, ìiíiìàëüíà âåëè÷èíà ÿêîãî äî-
ñÿãà¹ ïåâíîãî êðèòè÷íîãî (ïîðîãîâîãî) çíà÷åííÿ Hc. Çàëåæíiñòü Hc âiä
òåìïåðàòóðè ïîêàçàíî íà ðèñ. 72.1; âîíà íàáëèæåíî îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Hc(T ) = H0

[
1−

(
T
Tc

)2]
, äå H0 = Hc(0).

       H

       H0               Hc(T)

                                          n

                        s

           0                       Tc             T

Ðèñ. 72.1. Çàëåæíiñòü êðèòè÷íîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ âiä òåìïåðàòóðè.

Óâàæàþ÷è ôóíêöiþ Hc(T ) âiäîìîþ, çíàéäiòü:
à) õiìi÷íi ïîòåíöiàëè íîðìàëüíî¨ òà íàäïðîâiäíî¨ ôàç ìåòàëó â çîâíiø-

íüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi;
á) ñòðèáêè åíòðîïi¨ òà îá'¹ìó ïðè ïåðåõîäi n→ s, òåïëîòó ïåðåõîäó;
â) ïîõiäíó (∂P/∂T )

Hc
(ðiâíÿííÿ Êëàïåéðîíà�Êëàóçióñà) äëÿ öüîãî ïå-

ðåõîäó;
ã) ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi ïðè ïåðåõîäi n→ s.
Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî ïåðåõiä ìåòàë�íàäïðîâiäíèê ó íóëüîâîìó çîâíiø-

íüîìó ïîëi ¹ ôàçîâèì ïåðåõîäîì äðóãîãî ðîäó, à â íåíóëüîâîìó � ôàçîâèì
ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî çðàçîê ïðîâiäíèêà ìà¹ ôîðìó îäíîðiäíîãî åëiïñî¨-
äà, òî, ÿê âiäîìî ç åëåêòðîäèíàìiêè ñóöiëüíèõ ñåðåäîâèù, â îäíîðiäíîìó
çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi H, íàïðÿìëåíîìó ïî îñi åëiïñî¨äà, ìàãíiò-
íà iíäóêöiÿ i íàïðóæåíiñòü ïîëÿ ó çðàçêó, à òàêîæ íàìàãíi÷åíiñòü çðàçêà
îäíîðiäíi òà ïàðàëåëüíi ïîëþ H, à ¨õ âåëè÷èíè ïîâ'ÿçàíi ëiíiéíèì ñïiââiä-
íîøåííÿì H = H + 4πνM , äå òàê çâàíèé êîåôiöi¹íò ðîçìàãíi÷óâàííÿ ν
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âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå ãåîìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè åëiïñî¨äà. Äëÿ íåñêií÷åí-
íîãî öèëiíäðà ç âiññþ, ïàðàëåëüíîþ H, ν = 0 i íàïðóæåíîñòi âíóòðiøíüîãî
i çîâíiøíüîãî ïîëiâ çáiãàþòüñÿ: H = H. Äàëi îáìåæó¹ìîñÿ ðîçãëÿäîì ñà-
ìå öi¹¨ ñèòóàöi¨. Êðiì òîãî, äëÿ äîäàòêîâîãî ñïðîùåííÿ âèêëàäó íåõòó¹ìî
åôåêòàìè ìàãíiòîñòðèêöi¨ (çàëåæíiñòþ îá'¹ìó ïðîâiäíèêà âiä ïîëÿ) òà çà-
ëåæíîñòÿìè îá'¹ìó íàäïðîâiäíî¨ ôàçè âiä òåìïåðàòóðè i òèñêó; öi íàáëè-
æåííÿ äîñèòü äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç åêñïåðèìåíòîì.

Ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäà÷ó çà äîïîìîãîþ òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó
Φ̃∗(T, P,H). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç φ̃∗(T, P,H) éîãî çíà÷åííÿ äëÿ îäíîãî ìî-
ëÿ, òîáòî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ïðîâiäíèêà. Ñïðàâäæó¹òüñÿ òåðìîäèíàìi÷íå
ñïiââiäíîøåííÿ

dφ̃∗(T, P,H) = −sdT + vdP − vMdH, (5.60)

äå s i v � ìîëÿðíi åíòðîïiÿ òà îá'¹ì. Âîíî òåæ çíàäîáèòüñÿ äëÿ ïîäàëüøîãî
àíàëiçó.

à) Íîðìàëüíà ôàçà ïðîâiäíèêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñëàáêèì ïàðàìàãíå-
òèçìîì àáî äiàìàãíåòèçìîì, òîìó çàëåæíiñòþ ¨¨ òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåí-
öiàëó φ̃∗

n âiä ïðèêëàäåíîãî ïîëÿ ìîæíà çíåõòóâàòè. Âiäïîâiäíî, ïðè H =
= Hc(T ) ìîæåìî çàïèñàòè

φ̃∗
n(T, P,Hc) ≃ φ̃∗

n(T, P, 0).

Òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë φ̃∗
s íàäïðîâiäíî¨ ôàçè â ïîëi H çíàõîäèìî

ç (5.60), ïîêëàâøè M = −H/4π. Ïðè ôiêñîâàíèõ òåìïåðàòóði é òèñêó

dφ̃∗
s(T, P,H) = d

(
vs
H2

8π

)
,

äå vs � ìîëÿðíèé îá'¹ì íàäïðîâiäíî¨ ôàçè. Çâiäñè îòðèìó¹ìî:

φ̃∗
s(T, P,H) = φ̃∗

s(T, P, 0) + vs
H2

8π
.

Ïðè T ≤ Tc i H = Hc(T ) íàäïðîâiäíà ôàçà ïåðåõîäèòü ó íîðìàëüíó
(i íàâïàêè), òîìó ìîæåìî çàïèñàòè:

φ̃∗
s(T, P,Hc) = φ̃∗

n(T, P,Hc)

àáî, óðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi ôîðìóëè,

µs(T, P )− µn(T, P ) = − vs
8π
H2
c (T ), (5.61)

äå µn(T, P ) ≡ φ̃∗
n(T, P, 0) i µs(T, P ) ≡ φ̃∗

s(T, P, 0) � õiìi÷íi ïîòåíöiàëè ôàç
ïðè íóëüîâîìó ïîëi.

Ôîðìóëà (5.61) äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè òåðìîäèíàìiêó íàäïðîâiäíèêiâ
(Ãîðòåð i Êàçiìið, 1934 ð.).
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á) Äèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè (5.61) çà T . Îñêiëüêè(
∂µs
∂T

)
P

= −ss,
(
∂µn
∂T

)
P

= −sn,

äëÿ ðiçíèöi ìîëÿðíèõ åíòðîïié íàäïðîâiäíî¨ i íîðìàëüíî¨ ôàç óçäîâæ êðè-
âî¨ ôàçîâîãî ïåðåõîäó Hc = Hc(T ) äiñòà¹ìî:

∆s ≡ ss − sn =
vs
4π
Hc

(
∂Hc

∂T

)
P

. (5.62)

Àíàëîãi÷íî, äèôåðåíöiþþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè (5.61) çà P , ç îãëÿäó íà
ôîðìóëè (

∂µs
∂P

)
T

= vs,

(
∂µn
∂P

)
T

= vn,

à òàêîæ òîé ôàêò, ùî, óçàãàëi êàæó÷è, ôîðìà êðèâî¨ Hc(T ) çàëåæèòü i âiä
òèñêó, äëÿ ðiçíèöi ìîëÿðíèõ îá'¹ìiâ ôàç íà êðèâié Hc = Hc(T ) çíàõîäèìî:

∆v = vs − vn = − vs
4π
Hc

(
∂Hc

∂P

)
T

. (5.63)

ßêùî çîâíiøí¹ ïîëå íå ïðèêëàäåíî, òî ïåðåõiä ìiæ íîðìàëüíîþ i íàä-
ïðîâiäíîþ ôàçàìè âiäáóâà¹òüñÿ ïðè T = Tc, ïðè öüîìó ñòðèáêè ∆s òà ∆v
äîðiâíþþòü íóëþ (Hc = 0), òîáòî ìîëÿðíi åíòðîïiÿ òà îá'¹ì ïðîâiäíèêà ¹
íåïåðåðâíèìè. ßêùî æ ïðîâiäíèê çíàõîäèòüñÿ â çîâíiøíüîìó ïîëi H, òî
ïåðåõiä âiäáóâà¹òüñÿ ïðè T < Tc i H = Hc(T ), à ìîëÿðíi åíòðîïiÿ òà îá'¹ì
ìàþòü ñòðèáêè (ôóíêöiÿ Hc òà ¨¨ ïîõiäíi âiäìiííi âiä íóëÿ). Îòæå, ó çîâ-
íiøíüîìó ïîëi ïåðåõiä ìiæ íîðìàëüíèì i íàäïðîâiäíèì ñòàíàìè ¹ ôàçîâèì
ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó.

Îñêiëüêè (∂Hc/∂T )P < 0, òî âçäîâæ êðèâî¨ êðèòè÷íîãî ïîëÿ ss < sn,
òîáòî íîðìàëüíà ôàçà ¹ ìåíø óïîðÿäêîâàíîþ (äèâ. ðèñ. 72.2). Ïðè íàáëè-
æåííi äî àáñîëþòíîãî íóëÿ òåìïåðàòóðè T = 0 ðiçíèöÿ ss − sn → 0, çãiäíî
ç òðåòiì íà÷àëîì òåðìîäèíàìiêè.

Ç ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà¹, ùî ïðè ïåðåõîäi ç íîðìàëüíî¨ ôàçè â íàäïðî-
âiäíó òåïëî âèäiëÿ¹òüñÿ, ïðè çâîðîòíîìó ïåðåõîäi � ïîãëèíà¹òüñÿ. Ïðèõî-
âàíà òåïëîòà ïåðåõîäó

λ =
TvsHc

4π

(
∂Hc

∂T

)
P

.

Çàëåæíiñòü (∂Hc/∂P )T äëÿ ðiçíèõ ìàòåðiàëiâ ðiçíà, òîìó ñòðèáêè ìî-
ëÿðíèõ îá'¹ìiâ íàäïðîâiäíî¨ i íîðìàëüíî¨ ôàç ìîæóòü ìàòè ïðîòèëåæíi
çíàêè.

â) Îñêiëüêè

ss − sn
vs − vn

= −
(
∂Hc

∂T

)
P

(
∂P

∂Hc

)
T

=

(
∂P

∂T

)
Hc

,
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cs ∆∆ ,

                                                                 2 

          0                                                                Tc            T 
                                                                     1 

Ðèñ. 72.2. Òåìïåðàòóðíà ïîâåäiíêà ñòðèáêiâ åíòðîïi¨ (êðèâà 1) i òåïëî¹ìíîñòi
(êðèâà 2) óçäîâæ êðèâî¨ êðèòè÷íîãî ïîëÿ.

ðiâíÿííÿ Êëàïåéðîíà�Êëàóçióñà ìà¹ âèãëÿä(
∂P

∂T

)
Hc

=
λ

T (vs − vn)
.

ã) Äèôåðåíöiþþ÷è (5.62) çà òåìïåðàòóðîþ, äëÿ ñòðèáêà òåïëî¹ìíîñòi
âçäîâæ êðèâî¨ Hc(T ) äiñòà¹ìî ôîðìóëó

∆c ≡ cs − cn =
vsT

4π

[
Hc

(
∂2Hc

∂T 2

)
P

+

(
∂Hc

∂T

)2

P

]
.

Ïðè T = Tc (Hc = 0) âîíà ïåðåõîäèòü ó ôîðìóëó Ðóòãåðñà

∆c =
vsTc
4π

(
∂Hc

∂T

)2

P,T=Tc

. (5.64)

Áà÷èìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ñòðèáîê òåïëî¹ìíîñòi ∆c > 0, òîáòî òåïëî¹ì-
íiñòü íàäïðîâiäíî¨ ôàçè ïåðåâèùó¹ òåïëî¹ìíiñòü íîðìàëüíî¨ ôàçè.

Òàêèì ÷èíîì, ïåðåõiä ìiæ íîðìàëüíîþ i íàäïðîâiäíîþ ôàçàìè ïðîâiä-
íèêà áåç ïðèêëàäåíîãî ïîëÿ, ÿêèé âiäáóâà¹òüñÿ ïðè T = Tc, íàëåæèòü äî
ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ äðóãîãî ðîäó, îñêiëüêè ∆s = 0 òà ∆v = 0, àëå ∆c ̸= 0.

Îïóñêàþ÷è îáìåæåííÿ, íàêëàäåíi íà vs, ìîæíà äîâåñòè, ùî é içîòåð-
ìi÷íà ñòèñëèâiñòü ìà¹ ñòðèáîê ïðè ïåðåõîäi n → s, ïðè öüîìó äëÿ éîãî
îöiíêè ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (5.63). Óðàõóâàâøè âiäíîñíó
ìàëiñòü ïîõiäíî¨ (∂vs/∂P )T , çðîáiòü òàêó îöiíêó ñàìîñòiéíî.

Òåìïåðàòóðíó ïîâåäiíêó ñòðèáêà òåïëî¹ìíîñòi ∆c óçäîâæ êðèâî¨ Hc(T )
äåìîíñòðó¹ ðèñ. 72.2, òåìïåðàòóðíó ïîâåäiíêó òåïëî¹ìíîñòi ïðè âèìêíåíî-
ìó ïîëi � ðèñ. 72.3, êiëüêiñíå ïîðiâíÿííÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ (òðåòÿ
êîëîíêà) i ðåçóëüòàòiâ îá÷èñëåíü çà ôîðìóëîþ Ðóòãåðñà (÷åòâåðòà êîëîí-
êà) äëÿ ∆c ïðè ïåðåõîäi áåç ïîëÿ � òàáëèöÿ 72.1. Ç îñòàííüî¨ âèäíî, ùî
ôîðìóëà Ðóòãåðñà íåïîãàíî óçãîäæó¹òüñÿ ç åêñïåðèìåíòîì.
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      0                                Tc                                      T 

Ðèñ. 72.3. Òåìïåðàòóðíà ïîâåäiíêà òåïëî¹ìíîñòi ïðîâiäíèêà ïðè ïåðåõîäi ç íàä-
ïðîâiäíîãî ñòàíó â íîðìàëüíèé ó íóëüîâîìó ìàãíiòíîìó ïîëi.

Çàóâàæèìî, ùî ÿâèùå íàäïðîâiäíîñòi âiäêðèâ Êàìåðëiíã Îííåñ (1911 ð.).
Äîñëiäæóþ÷è åëåêòðè÷íi âëàñòèâîñòi ðòóòi, âií âèÿâèâ, ùî çàëåæíiñòü ¨¨
ïèòîìîãî îïîðó ρ âiä T çíèêà¹ ïðè T ≈ 4 K. Íà ñüîãîäíi îòðèìàíî îöií-
êó ρ < 10−26Îì · ì. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ, ïèòîìèé îïið ÷èñòî¨ ìiäi ïðè öié
òåìïåðàòóði ρ ≈ 10−11Îì · ì.

Òàáëèöÿ 72.1

Ïðîâiäíèê Tc,K ∆cexp,
Äæ

K·ìîëü ∆ctheor,
Äæ

K·ìîëü
Pb 7,22 52,79 41,9
Sn 3,73 12,15 10,94
In 3,37 8,46 8,42
Ga 2,38 6,20 6,12
Al 1,20 1,93 2,97

Ãiïîòåçà ïîäiáíîñòi (ñêåéëiíã)

Çàâäàííÿ 73. Ó ðàìêàõ òåîði¨ ìàñøòàáíî¨ ïîäiáíîñòi (ñêåéëiíãó) ïî-
ñòóëþ¹òüñÿ, ùî ïèòîìèé òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë ìàãíiòíî¨ ñèñòåìè â
îêîëi êðèòè÷íî¨ òî÷êè ìà¹ ñòðóêòóðó

φ(λxτ, λyh) = λdφ(τ, h), (5.65)

äå λ ≥ 1 � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî (ïàðàìåòð ïîäiáíîñòi), d � ðîçìiðíiñòü
ïðîñòîðó, x, y � òàê çâàíi ìàñøòàáíi iíäåêñè.

à) Âèðàçiòü êðèòè÷íi iíäåêñè α, β, γ, δ, α′, γ′ ÷åðåç x, y i d.
á) Ïîêàæiòü, ùî α′ = α, γ′ = γ.
â) Ïîêàæiòü, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi γ = β(δ−1) (Âiäîì), α+2β+γ = 2

(Ðàøáðóê�Êóïåðñìiò), α+ β(δ + 1) = 2 (Ãðiôôiòñ).
ã) Ïåðåâiðòå, ÷è âèêîíóþòüñÿ öi ðiâíîñòi äëÿ ìîäåëi Âåéñà, ìîäåëi Içiíãà

â íàáëèæåííi Áðåããà�Âiëüÿìñà, ìîäåëi Ëàíäàó, ðiâíÿííÿ ñòàíó Âàí-äåð-
Âààëüñà, òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó Îíçàãåðà äëÿ äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà (d = 2,
α = 0, β = 1/8, γ = 7/4, δ = 15).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ñïî÷àòêó çíàéäåìî êðèòè÷íèé iíäåêñ β; âií âèçíà÷à¹òü-
ñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

M(τ, 0) ∼ |τ |β, τ < 0.

Äëÿ öüîãî çäèôåðåíöiþ¹ìî (5.65) çà h ïðè ôiêñîâàíîìó τ . Ïîçíà÷èâøè,
äëÿ çðó÷íîñòi, τ̃ = λxτ i h̃ = λyh, ìîæåìî çàïèñàòè:(

∂φ(τ̃ , h̃)

∂h̃

)
τ̃

∂h̃

∂h
= λd

(
∂φ(τ, h)

∂h

)
τ

.

Îñêiëüêè (
∂φ(τ, h)

∂h

)
τ

= −M(τ, h),(
∂φ(τ̃ , h̃)

∂h̃

)
τ̃

= −M(τ̃ , h̃) = −M(λxτ, λyh),
∂h̃

∂h
= λy,

òî
λyM(λxτ, λyh) = λdM(τ, h). (5.66)

Ïîêëàâøè äàëi h = 0, ç (5.66) äiñòà¹ìî:

λyM(λxτ, 0) = λdM(τ, 0). (5.67)

Óðàõó¹ìî òåïåð, ùî ïàðàìåòð λ ìîæå çìiíþâàòèñÿ â øèðîêèõ ìåæàõ
(1 ≤ λ < Λ, Λ ≫ 1). Çîêðåìà, ðiâíiñòü (5.67) ìà¹ ñïðàâäæóâàòèñÿ i òîäi,
êîëè âèáðàòè λ = |τ |−1/x. Òîäi (5.67) íàáèðà¹ âèãëÿäó

M(τ, 0) = λ−d+yM(λxτ, 0) = |τ |(d−y)/xM(sign τ, 0).

Îñêiëüêè ïðè τ < 0M(signτ, 0) =M(−1, 0) � ñòàëà âåëè÷èíà, ðîáèìî âèñíî-
âîê, ùî

β =
d− y

x
. (5.68)

à, á) Êðèòè÷íi iíäåêñè γ i γ′ âèçíà÷àþòü òåìïåðàòóðíó ïîâåäiíêó ìàãíiò-
íî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi ñèñòåìè χ = (∂M/∂h)h=0 ó íåâïîðÿäêîâàíié (τ > 0) i
âïîðÿäêîâàíié (τ < 0) ôàçàõ:

χ ∼ τ−γ , τ > 0; χ ∼ |τ |−γ′
, τ < 0. (5.69)

Ùîá ¨õ çíàéòè, çäèôåðåíöiþ¹ìî (5.66) çà h, ïiñëÿ ÷îãî ïîêëàäåìî h = 0.
Ìà¹ìî:

λ2yχ(λxτ, 0) = λdχ(τ, 0),

çâiäêè
χ(τ, 0) = λ2y−dχ(λxτ, 0).

Âèáðàâøè λ = τ−1/x ïðè τ > 0 i λ = (−τ)−1/x ïðè τ < 0, äiñòà¹ìî:

χ(τ, 0) = τ−(2y−d)/xχ(1, 0) ∼ τ−(2y−d)/x, τ > 0,

χ(τ, 0) = (−τ)−(2y−d)/xχ(−1, 0) ∼ |τ |−(2y−d)/x, τ < 0.
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Ïîðiâíÿâøè öi ôîðìóëè ç (5.69), çíàõîäèìî:

γ = γ′ =
2y − d

x
. (5.70)

à) Êðèòè÷íèé iíäåêñ δ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

M ∼ h1/δ, τ = 0. (5.71)

Ùîá éîãî çíàéòè, ó ôîðìóëi (5.66) ïîêëàäåìî τ = 0 òà âèáåðåìî λ = h−1/y.
Îäåðæó¹ìî:

M(0, h) = λy−dM(0, λyh) = h(d−y)/yM(0, 1),

òîáòî
δ =

y

d− y
. (5.72)

à, á) Òåïëî¹ìíiñòü ïðè ñòàëîìó ïîëi h

ch = T

(
∂s

∂T

)
h

= −T
(
∂2φ

∂T 2

)
h

. (5.73)

Êðèòè÷íi iíäåêñè α i α′ õàðàêòåðèçóþòü òåìïåðàòóðíó çàëåæíiñòü ch ïðè
âèìêíåíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi (h = 0) i âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

ch ∼ τ−α, τ > 0; ch ∼ |τ |−α′
, τ < 0. (5.74)

Äâi÷i äèôåðåíöiþþ÷è (5.65) çà τ ïðè ôiêñîâàíîìó h, äiñòà¹ìî ðiâíiñòü

λ2xch(λ
xτ, λyh) = λdch(τ, h).

Çâiäñè, ïîêëàâøè h = 0 òà âèáðàâøè λ = τ−1/x ïðè τ > 0 i λ = (−τ)−1/x

ïðè τ < 0, çíàõîäèìî:

α = α′ =
2x− d

x
. (5.75)

â) Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êðèòè÷íèìè iíäåêñàìè çíàõîäèìî, ñêîðèñòàâ-
øèñü ôîðìóëàìè (5.68), (5.70), (5.72), (5.75). Äëÿ öüîãî çàïèñó¹ìî òðè ç
öèõ ôîðìóë òà âèêëþ÷à¹ìî ç íèõ ìàñøòàáíi iíäåêñè x i y.

Çàóâàæåííÿ. Ó áåçïîñåðåäíüîìó îêîëi òî÷êè Êþði, äå ðàäióñ êîðåëÿ-
öi¨ ìiæ ñïiíàìè rc → ∞, ìàãíåòèê Içiíãà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñóêóïíiñòü
Ñ = N/λd îáëàñòåé � �áëîêiâ� � ç ëiíiéíèì ðîçìiðîì ã = λa ≪ rc (a �
âiäñòàíü ìiæ ñóñiäíiìè ñïiíàìè, λ ≥ 1 � äåÿêå ÷èñëî). Óñåðåäèíi êîæíîãî
áëîêà âñi éîãî λd ñïiíiâ óíàñëiäîê ¨õ ïîâíî¨ ñêîðåëüîâàíîñòi îäíàêîâî íà-
ïðÿìëåíi i âåäóòü ñåáå ÿê îäíå öiëå, òîìó äëÿ îïèñó áëîêiâ ìîæíà ââåñòè
íîâi çìiííi � �áëîêîâi ñïiíè� s̃α, ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü ±1. ßêùî ñèñòåìà
áëîêiâ ìà¹ ñèìåòðiþ âèõiäíî¨ ñèñòåìè âóçîëüíèõ ñïiíiâ, à ¨¨ ãàìiëüòîíiàí

161



ñõîæèé çà ñòðóêòóðîþ íà ãàìiëüòîíiàí Içiíãà ñèñòåìè ñïiíiâ, àëå ç ïåðåíîð-
ìîâàíèìè îáìiííèì iíòåãðàëîì J̃ (òåìïåðàòóðîþ τ̃) i ïîëåì h̃, òî ôóíê-
öiîíàëüíi çàëåæíîñòi òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ Ãiááñà îáîõ ñèñòåì âiä
�ñâî¨õ� çìiííèõ ïîâèííi, ïðèïóñêà¹ìî, çáiãàòèñÿ. Ç ðiâíîñòi öèõ ïîòåíöiàëiâ
Φ(τ̃ , h̃, Ñ) = Φ(τ, h,N) òà ¨õ îäíîðiäíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî Ñ i
N , äëÿ ïîòåíöiàëiâ Ãiááñà, îá÷èñëåíèõ íà îäèí áëîê i îäèí ñïií, äiñòà¹ìî
φ(τ̃ , h̃) = λdφ(τ, h). Äî ôîðìóëè (5.65) ïðèõîäèìî, äîäàòêîâî ïîñòóëþþ÷è
ëiíiéíèé çâ'ÿçîê ìiæ íîâèìè i ñòàðèìè ïîëüîâèìè çìiííèìè ïðè τ → 0 i
h→ 0: τ̃ = λxτ , h̃ = λyh (Êàäàíîâ, 1967 ð.).

Çàâäàííÿ 74*. Äëÿ ìàãíåòèêiâ ó ðàìêàõ òåîði¨ ïîäiáíîñòi çíàéäiòü:
à) ùiëèííi iíäåêñè ∆′

n, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü òåìïåðàòóðíó ïîâåäiíêó ïî-
ñëiäîâíèõ ïîõiäíèõ çà ïîëåì âiä òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó Ãiááñà:(

∂nΦ

∂hn

)
τ

∼ |τ |−∆′
n

(
∂n−1Φ

∂hn−1

)
τ

, h = 0;

á) ïîêàçíèê ζ â çàëåæíîñòi åíòðîïi¨ âiä íàìàãíi÷åíîñòi:

S ∼ −M1+ζ , τ = 0, h→ 0.

Âèðàçiòü ¨õ ÷åðåç åêñïåðèìåíòàëüíî âèìiðþâàíi iíäåêñè.

Âiäïîâiäi:

à) ∆′
n = y/x = βδ; á) ζ = (y − x)/(d− y) = [(1− α)δ − 1] /(2− α).

Ðiâíÿííÿ ñòàíó Âiäîìà

Çàâäàííÿ 75*. Ïåðøå ìàñøòàáíå ðiâíÿííÿ ñòàíó äëÿ ðiäèíè â îêîëi
êðèòè÷íî¨ òî÷êè ìàëî âèãëÿä (Âiäîì, 1965 ð.)

∆µ̃ = ∆ρ̃ |∆ρ̃ |δ−1h(x),

äå ∆µ̃ = [µ(ρ, T )− µ(ρc, T )] ρc/Pc òà ∆ρ̃ = (ρ− ρc)/ρc � âiäíîñíi âiäõèëåííÿ
õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó òà ãóñòèíè âiä çíà÷åíü íà êðèòè÷íié içîõîði, h(x) �
ìàñøòàáíà ôóíêöiÿ áåçðîçìiðíî¨ çìiííî¨ x = τ/|∆ρ̃|1/β . Çíàéäiòü iç íüîãî:
a) ðiâíÿííÿ êðèòè÷íî¨ içîòåðìè; á) ðiâíÿííÿ êðèâî¨ ñïiâiñíóâàííÿ; â) içî-
òåðìi÷íó ñòèñëèâiñòü íà êðèòè÷íié içîõîði.

Ðîëü ïîâåðõíåâèõ ÿâèù ïðè ïàðîóòâîðåííi i êîíäåíñàöi¨

Çàâäàííÿ 76. Äîñëiäiòü ïðîöåñ óòâîðåííÿ êðàïëi ðiäèíè â ïàði. Çîêðå-
ìà, ïîêàæiòü, ùî:

à) êðàïëÿ ìà¹ ñôåðè÷íó ôîðìó;
á) íà ïîâåðõíi êðàïëi iñíó¹ ñòðèáîê òèñêó ∆P = 2σ/r, äå σ � êîåôi-

öi¹íò ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó ðiäèíè, r � ðàäióñ êðàïëi (òèñê óñåðåäèíi êðàïëi
áiëüøèé çà òèñê ó ïàði íà âåëè÷èíó 2σ/r; îñòàííÿ íàçèâà¹òüñÿ òèñêîì Ëà-
ïëàñà);

â) iñíó¹ êðèòè÷íèé ðîçìið êðàïëi rc, òàêèé, ùî ïðè ðîçìiði r < rc êðàï-
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ëÿ ðiäèíè â ïåðåíàñè÷åíié ïàði âèïàðîâó¹òüñÿ, à ïðè r > rc � çðîñòà¹ (ïàðà
êîíäåíñó¹òüñÿ â êðàïëþ). Îöiíiòü âåëè÷èíó rc;

ã) òèñê íàñè÷åíî¨ ïàðè íàä êðàïëåþ ðàäióñîì r îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì

P (r) = Ps(T ) exp

{
µ

ρRT

2σ

r

}
,

äå Ps(T ) � òèñê íàñè÷åíî¨ ïàðè íàä ïëîñêîþ ïîâåðõíåþ ïðè òåìïåðàòóði T ,
µ i ρ � ìîëÿðíà ìàñà i ãóñòèíà ðiäèíè, R � óíiâåðñàëüíà ãàçîâà ñòàëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, çîáðàæåíó íà ðèñ. 76.1. Ñèñòåìà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ïàðè (âåëè÷èíè, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî íå¨, ïîçíà÷àòèìåìî iíäåê-
ñîì 1) i ðiäèíè (iíäåêñ 2), ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ïiä ðóõîìèì ïîðøíåì. Ïîð-
øåíü ñòâîðþ¹ ñòàëèé çîâíiøíié òèñê P . Ïðè ïàðîóòâîðåííi (êîíäåíñàöi¨)
â òàêié ñèñòåìi ìàñà m1 i îá'¹ì V1 ïàðè, ìàñà m2 i îá'¹ì V2 ðiäèíè, çà-
ãàëüíèé îá'¹ì ïàðè i ðiäèíè V1 + V2 ≡ V (òîáòî çàãàëüíèé îá'¹ì ñèñòåìè)
ìîæóòü çìiíþâàòèñÿ, àëå çàãàëüíà ìàñà îáîõ ôàç m1+m2 ≡ m çàëèøà¹òü-
ñÿ ñòàëîþ. Çðó÷íî ââåñòè â ðîçãëÿä ïèòîìi (íà îäèíèöþ ìàñè) îá'¹ìè ôàç
v1 = V1/m1 i v2 = V2/m2. Ùîá ïðîàíàëiçóâàòè ïîâåäiíêó öi¹¨ ñèñòåìè ïðè
çàäàíié òåìïåðàòóði T , òðåáà âðàõóâàòè iñíóâàííÿ ïîâåðõíi ðîçäiëó ôàç
(ç äåÿêîþ ïëîùåþ S) òà äîñëiäèòè óìîâè åêñòðåìóìó òåðìîäèíàìi÷íîãî
ïîòåíöiàëó ñèñòåìè Φ(T, P ) ïðè âàðiàöiÿõ âíóòðiøíiõ ïàðàìåòðiâ v1, v2,
m2 i S.

                                                  3

                   1 

                                           r 

                                             2 

Ðèñ. 76.1. Êðàïëÿ ðiäèíè ðàäióñîì r ó ïàði: 1 � ïàðà, 2 � ðiäèíà,
3 � ðóõîìèé ïîðøåíü.

Âèðàç äëÿ ïîòåíöiàëó Φ áóäó¹ìî ÿê ñóìó äâîõ îá'¹ìíèõ ÷àñòèí Φi
(i = 1, 2), ïîâ'ÿçàíèõ iç âiëüíèìè åíåðãiÿìè Fi = Fi(T, Vi) ñâî¨õ ôàç ñïiââiä-
íîøåííÿìè Φi = Fi+PVi (áåç óðàõóâàííÿ ïîâåðõíåâèõ åôåêòiâ òèñê â îáîõ
ôàçàõ îäíàêîâèé i çáiãà¹òüñÿ iç çîâíiøíiì òèñêîì), òà äîäàòêîâîãî âíåñêó
σS, ïîâ'ÿçàíîãî ç óòâîðåííÿì ïîâåðõíi ðîçäiëó ôàç. Ìà¹ìî:

Φ(T, P ) = [F1(T, V1) + PV1] + [F2(T, V2) + PV2] + σS. (5.76)

Ïîçíà÷èâøè âiëüíó åíåðãiþ ôàçè i, âiäíåñåíó äî îäèíèöi ¨¨ ìàñè, ÷åðåç
fi = fi(T, vi), çàìiñòü (5.76) ìîæåìî çàïèñàòè:
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Φ(T, P ) = m1 [f1(T, v1) + Pv1] +m2 [f2(T, v2) + Pv2] + σS. (5.77)

Äàëi äîñëiäæó¹ìî óìîâè åêñòðåìóìó âèðàçó (5.77) âiäíîñíî çìiííèõ v1,
v2, m2 i S. Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íò σ âiä ïåðåëi÷åíèõ çìiííèõ
íå çàëåæèòü.

à) Íåõàé ïèòîìi îá'¹ìè v1, v2 i ìàñè m1, m2 ôàç ôiêñîâàíi. Ñòàíó ðiâ-
íîâàãè âiäïîâiäà¹ òàêà ôîðìà êðàïëi, äëÿ ÿêî¨ îñòàííié äîäàíîê ó (5.77)
ìà¹ ìiíiìóì, � êðàïëÿ ïîâèííà ìàòè ìiíiìàëüíó (ïðè ôiêñîâàíîìó îá'¹ìi)
ïëîùó ïîâåðõíi. Öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî êðàïëÿ ìà¹ ñôåðè÷íó ôîðìó.

á) Íåõàé ñôåðè÷íà êðàïëÿ ðiäèíè â ïàði ìà¹ ðàäióñ r. Òîäi ïëîùà ¨¨
ïîâåðõíi S = 4πr2, ¨ ¨ îá'¹ì V2 = 4

3πr
3. Âèðàçèìî îñòàííié ÷åðåç ìàñó m2 òà

ïèòîìèé îá'¹ì v2 ðiäêî¨ ôàçè:

4

3
πr3 = m2v2. (5.78)

Òåïåð ñòàí (ÿê âèÿâèòüñÿ � íåñòiéêî¨) ðiâíîâàãè ñèñòåìè ïðè ôiêñîâàíèõ
çíà÷åííÿõ T i P âèçíà÷à¹òüñÿ òðüîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè v1, v2 i m2 =
= m−m1, m = const. Âiäïîâiäíî, ìà¹ìî òðè íåîáõiäíi óìîâè åêñòðåìóìó
òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó (5.77). Ðîçãëÿíåìî ¨õ äîêëàäíiøå.

Óìîâà åêñòðåìóìó ïîòåíöiàëó (5.77) âiäíîñíî v1:(
∂Φ

∂v1

)
v2,m2

= m1

(
∂f1
∂v1

+ P

)
= m1 (−P1 + P ) = 0,

çâiäêè
P1 = P (5.79)

� òèñê ó ïàði çáiãà¹òüñÿ iç çîâíiøíiì òèñêîì P .
Óìîâà åêñòðåìóìó ïîòåíöiàëó (5.77) âiäíîñíî v2:(
∂Φ

∂v2

)
v1,m2

= m2

(
∂f2
∂v2

+ P

)
+ σ

(
∂S

∂v2

)
v1,m2

= m2

(
−P2 + P +

2σ

r

)
= 0,

äå ìè âðàõóâàëè, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ v1 i m2, çãiäíî ç (5.78),

∂v2
∂r

=
4πr2

m2
,

∂S

∂v2
=
∂S

∂r

∂r

∂v2
= 8πr

m2

4πr2
=

2m2

r
.

Áà÷èìî, ùî ìiæ òèñêîì ðiäèíè âñåðåäèíi êðàïëi i òèñêîì ïàðè çîâíi íå¨
iñíó¹ ðiçíèöÿ

P2 − P1 =
2σ

r
. (5.80)

Òàêèì ÷èíîì, óíàñëiäîê ïîÿâè íåïëîñêî¨ ïîâåðõíi ðîçäiëó çíà÷åííÿ òèñ-
êó âñåðåäèíi ôàç ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ (òà íå çáiãàòèñÿ iç çîâíiøíiì òèñ-
êîì). Ó âèïàäêó ïëîñêî¨ ïîâåðõíi ðîçäiëó (r → ∞) ìiæ ðiäèíîþ i ïàðîþ
òèñê â îáîõ ôàçàõ îäíàêîâèé.
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â) Äîñëiäèìî òåïåð óìîâó åêñòðåìóìó ïîòåíöiàëó (5.77) âiäíîñíî m2.
Âiäïîâiäíà ïîõiäíà(

∂Φ

∂m2

)
v1, v2

= −(f1 + Pv1) + (f2 + Pv2) + σ

(
∂S

∂m2

)
v1, v2

.

Çãiäíî ç (5.78), ïðè ôiêñîâàíèõ v1 i v2

∂m2

∂r
=

4πr2

v2
,

∂S

∂m2
=
∂S

∂r

∂r

∂m2
= 8πr

v2
4πr2

=
2v2
r
,

òîìó(
∂Φ

∂m2

)
v1, v2

= − [f1(T ,v1) + Pv1] +

[
f2(T ,v2) +

(
P +

2σ

r

)
v2

]
. (5.81)

ßêùî âðàõóâàòè (5.79), (5.80) òà ïåðåéòè äî òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ
φi(T, Pi) = fi(T, vi) + Pivi, îá÷èñëåíèõ íà îäèíèöþ ìàñè, ìîæåìî äàëi çà-
ïèñàòè: (

∂Φ

∂m2

)
v1, v2

= φ2(T ,P2)− φ1(T ,P1). (5.82)

Ó ñòàíi ðiâíîâàãè ìiæ êðàïëåþ i ïàðîì öÿ ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëþ, òîæ
ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

φ1(T ,P1) = φ2(T, P2). (5.83)

Áåðó÷è äî óâàãè (5.80), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ðiâíîâàæíèé ðàäióñ êðàïëi
ìà¹ ïåâíå çíà÷åííÿ rc, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

φ1(T, P1) = φ2

(
T, P1 +

2σ

r

)
. (5.84)

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè çàäàíié òåìïåðàòóði T ïàðà ïåðåíàñè÷åíà â òîìó
ðîçóìiííi, ùî ¨¨ ðiâíîâàæíèé òèñê P1 ïåðåâèùó¹ çíà÷åííÿ òèñêó Ps(T ),
ïðè ÿêîìó âîíà ïåðåáóâàëà á ó ðiâíîâàçi ç ðiäèíîþ, ÿêáè ïîâåðõíÿ ðîçäiëó
ôàç áóëà ïëîñêîþ. Óÿâiìî òåïåð, ùî çà öèõ óìîâ ó ñèñòåìi çàðîäæó¹òüñÿ
âiäíîñíî ìàëà êðàïëÿ ðiäèíè ðàäióñîì r′ < rc. Òèñê óñåðåäèíi òàêî¨ êðàï-
ëi P ′

2 > P2 = P1 + 2σ/rc. Îñêiëüêè (∂φ/∂P )T = v > 0, òî ïðè ôiêñîâàíié
òåìïåðàòóði áiëüøèì çíà÷åííÿì òèñêó âiäïîâiäàþòü áiëüøi çíà÷åííÿ ïî-
òåíöiàëó φ. Òîìó ïèòîìèé òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë êðàïëi φ2(T, P

′
2) >

> φ2(T, P2) i, îòæå, ïåðåâèùó¹ çíà÷åííÿ φ1(T, P1). Òîäi ∂Φ/∂m2 > 0 (äèâ.
ôîðìóëó (5.82)), òîáòî ïîäàëüøå çðîñòàííÿ êðàïëi âåñòèìå äî çðîñòàííÿ
òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó ñèñòåìè, ùî åíåðãåòè÷íî íåâèãiäíî. Ñèñòåìi
�âèãiäíiøå�, ùîá êðàïëÿ çìåíøóâàëà ñâîþ ìàñó � âèïàðîâóâàëàñÿ. ßêùî
æ ðîçìið êðàïëi r′ > rc, òî òèñê óñåðåäèíi íå¨ P ′

2 < P2, à ¨¨ ïèòîìèé òåð-
ìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë ¹ ìåíøèì çà ïèòîìèé òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë
ïàðè: φ2(T, P

′
2) < φ2(T, P2) = φ1(T, P1). Òîäi ∂Φ/∂m2 < 0 i ïîäàëüøå çðîñ-

òàííÿ ðiäêî¨ êðàïëi (êîíäåíñàöiÿ ïàðè â íå¨) ¹ òåðìîäèíàìi÷íî âèãiäíèì.
Ïîâåäiíêó òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó ñèñòåìè ïàðà�êðàïëÿ ÿê ôóíêöi¨
ðîçìiðó êðàïëi çîáðàæåíî íà ðèñ. 76.2.
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Ðèñ. 76.2. Çàëåæíiñòü òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó ñèñòåìè ïàðà�
êðàïëÿ âiä ðàäióñà êðàïëi.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè îçíà÷àþòü, ùî ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ r ïîâåðõíåâi
âíåñêè â òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë ñèñòåìè (¨õ âåëè÷èíà ∼ r2) âiäiãðàþòü
áiëüøó ðîëü, íiæ îá'¹ìíi (âåëè÷èíà ÿêèõ ∼ r3), à òîìó êîíäåíñàöiÿ ïàðè
çàãàëüìîâó¹òüñÿ. Ùîá öüîãî íå âiäáóâàëîñÿ, ó ñèñòåìi ïîâèííi iñíóâàòè
çàðîäêè ðiäêî¨ ôàçè äîñòàòíüî âåëèêèõ ðîçìiðiâ (r > rc). ßêùî ¨õ íåìà¹,
ïàðó ìîæíà ïåðåîõîëîäèòè.

Îöiíèìî ðîçìið rc. Äëÿ öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ (5.83) ïîäàìî ó âèãëÿäi

φ1(T, Ps + (P1 − Ps)) = φ2(T, Ps + (P2 − Ps))

òà ðîçâèíåìî éîãî ÷àñòèíè â ðÿäè çà âåëè÷èíàìè P1 −Ps i P2 −Ps . Óðàõî-
âóþ÷è, ùî φ1(T, Ps) = φ2(T, Ps), ó ëiíiéíîìó íàáëèæåííi îòðèìó¹ìî:

φ1(T, Ps) +

(
∂φ1

∂P1

)
T ;P1=Ps

(P1 − Ps) = φ2(T, Ps) +

(
∂φ2

∂P2

)
T ;P2=Ps

(P2 − Ps),

v1(P1 − Ps) = v2(P2 − Ps),

v1(P1 − Ps) = v2(P1 − Ps) + v2(P2 − P1),

(v1 − v2)(P1 − Ps) = v2
2σ

rc
,

çâiäêè

rc =
2σv2

(v1 − v2)(P1 − Ps)
.

Áà÷èìî, ùî êðèòè÷íèé ðàäióñ ïðîïîðöiéíèé êîåôiöi¹íòó ïîâåðõíåâîãî íà-
òÿãó. Ç äðóãîãî áîêó, ÷èì ïàðà ïåðåíàñè÷åíiøà (ðiçíèöÿ P1 − Ps áiëüøà),
òèì âií ìåíøèé.

ã) Íåõòóþ÷è çàëåæíiñòþ σ âiä òèñêó, çäèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè
ðiâíÿííÿ (5.84) çà çìiííîþ P1 ïðè ñòàëié òåìïåðàòóði. Ìà¹ìî:
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∂φ1

∂P1
= v1,

∂φ2

∂P1
=
∂φ2

∂P2

∂P2

∂P1
= v2

(
1− 2σ

r2
∂r

∂P1

)
.

Äîäàòêîâî ââàæàþ÷è, ùî v1 ≫ v2, äiñòà¹ìî:

v1 = −2σ

r2
∂r

∂P1
v2.

Òåïåð äëÿ ïàðè ñêîðèñòà¹ìîñÿ íàáëèæåííÿì iäåàëüíîãî ãàçó:

v1 ≈
RT

µ

1

P1
.

Îòðèìó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

RT

µ

1

P1
= −2σv2

r2
∂r

∂P1
,

ÿêå iíòåãðó¹ìî ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Ìà¹ìî:

dP1

P1
= −2σv2µ

RT

dr

r2
, lnP1 − lnC =

2σv2µ

RT

1

r
,

P1 ≡ P (r) = C exp

(
2σv2µ

RT

1

r

)
,

äå C � ôóíêöiÿ òåìïåðàòóðè, ÿêà äîðiâíþ¹ òèñêó íàä êðàïëåþ ïðè r → ∞,
òîáòî òèñêó íàä ïëîñêîþ ïîâåðõíåþ: C = Ps(T ). Îòðèìàíó ôîðìóëó ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi

P (r) = Ps(T ) exp

(
∆P

P ∗

)
,

äå ∆P � òèñê Ëàïëàñà, P ∗ = RT/v2µ � äåÿêèé õàðàêòåðíèé òèñê (äëÿ âîäè
ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ P ∗ ≃ 1, 3 · 103 àòì).

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíîâàæíèé òèñê ïàðè íàä êðàïëåþ ðiäèíè âèùèé çà
ðiâíîâàæíèé òèñê ïàðè íàä ïëîñêîþ ïîâåðõíåþ ðîçäiëó ðiäèíà�ïàðà ïðè
òié ñàìié òåìïåðàòóði. Éîãî çàëåæíiñòü âiä ðàäióñà êðàïëi çîáðàæåíî íà
ðèñ. 76.3. Íåõàé êðàïëi ðàäióñîì r′ âiäïîâiäà¹ ðiâíîâàæíèé òèñê ïàðè P ′.
Äëÿ êðàïëi ðàäióñîì r < r′ òèñê ïàðè íàä íåþ áóäå áiëüøèì çà P ′, òîìó
êðàïëÿ áóäå âèïàðîâóâàòèñÿ. ßêùî æ r > r′, òî òèñê ïàðè íàä êðàïëåþ ¹
ìåíøèì çà ðiâíîâàæíèé, òîìó âîíà áóäå çáiëüøóâàòèñÿ, ïîêè íå äîñÿãíå
ðîçìiðó, äëÿ ÿêîãî ðiâíîâàæíå çíà÷åííÿ òèñêó áëèçüêå äî Ps.

Çàóâàæåííÿ. Åêñòðåìàëüíi âëàñòèâîñòi òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ
âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç îñíîâíèõ íà÷àë òåðìîäèíàìiêè.

Ðîçãëÿíåìî (äèâ. ðèñ. 76.4) ìàëó, àëå ìàêðîñêîïi÷íó ñèñòåìó (ïiäñèñòå-
ìó), ùî çíàõîäèòüñÿ â êîíòàêòi ç äåÿêîþ âåëèêîþ ñèñòåìîþ (ñåðåäîâèùåì).
Áóäåìî ââàæàòè, ùî êiëüêîñòi ÷àñòèíîê â îáîõ ñèñòåìàõ ¹, äëÿ ïðîñòîòè,
ôiêñîâàíèìè, à åíåðãiÿ òà îá'¹ì ñåðåäîâèùà íàñòiëüêè âåëèêi, ùî éîãî òåì-
ïåðàòóðà T0 i òèñê P0 íå çìiíþþòüñÿ ïðè áóäü-ÿêèõ ïðîöåñàõ ó ïiäñèñòåìi
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Ðèñ. 76.3. Ðiâíîâàæíèé òèñê ïàðè íàä êðàïëåþ ðiäèíè ïðè çàäàíié òåìïåðàòóði
ÿê ôóíêöiÿ ðàäióñà êðàïëi. Êðàïëi ðàäióñîì r′ âiäïîâiäà¹ ðiâíîâàæíèé òèñê P ′.

(òåìïåðàòóðà i òèñê ÿêî¨ âiäïîâiäíî T i P ). Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî ìiæ ïiä-
ñèñòåìîþ òà ñåðåäîâèùåì òåðìîäèíàìi÷íà ðiâíîâàãà ùå íå âñòàíîâèëàñÿ.
Îñêiëüêè âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè, óòâîðåíî¨ ïiäñèñòåìîþ i
ñåðåäîâèùåì, çáåðiãà¹òüñÿ, òî äëÿ çìií âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ïiäñèñòåìè U i
ñåðåäîâèùà U0 ìîæåìî çàïèñàòè

∆U = −∆U0 = −T0∆S0 + P0∆V0,

äå çìiíè îá'¹ìiâ ïiäñèñòåìè i ñåðåäîâèùà ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì ∆V0 =
= −∆V (îá'¹ì çàìêíåíî¨ ñèñòåìè ôiêñîâàíèé), à çìiíè ¨õ åíòðîïié � ñïiââiä-
íîøåííÿì ∆S + ∆S0 ≥ 0 (çàêîí çðîñòàííÿ åíòðîïi¨), àáî −∆S0 ≤ ∆S.
Äiñòà¹ìî

∆U ≤ T0∆S − P0∆V,

çâiäêè
∆(U − T0S + P0V ) ≤ 0. (5.85)

                 , T0, P0

                                             T, P

                            

Ðèñ. 76.4. Äî îá ðóíòóâàííÿ åêñòðåìàëüíèõ âëàñòèâîñòåé
òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ.
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Òàêèì ÷èíîì, ç ïåðåáiãîì íåðiâíîâàæíîãî ïðîöåñó â ïiäñèñòåìi äîñÿãà-
òèìå ñâîãî ìiíiìóìó òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë

Φ′ = U − T0S + P0V = F ′ + P0V,

äå F ′ = U − T0S. ßêùî òåìïåðàòóðà T0 = T , òî F ′ çáiãà¹òüñÿ ç âiëüíîþ
åíåðãi¹þ ïiäñèñòåìè F ïðè çàäàíié òåìïåðàòóði T .

Íåõàé òåïåð T0 = T i V = const. Òîäi íåðiâíiñòü (5.85) íàáèðà¹ âèãëÿäó

∆(U − TS + P0V ) = ∆(U − TS) = ∆F ≤ 0.

Îòæå, ïðè ôiêñîâàíèõ òåìïåðàòóði òà îá'¹ìi ïiäñèñòåìè ïðîöåñè â íié âiä-
áóâàþòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùî ïðÿìó¹ äî ìiíiìóìó ¨¨ âiëüíà åíåðãiÿ F .

ßêùî T0 = T i P0 = P , òî ìàòèìåìî

∆(U − TS + PV ) = ∆Φ ≤ 0.

Ïðè ôiêñîâàíèõ òåìïåðàòóði i òèñêó ïðîöåñè â ïiäñèñòåìi âiäáóâàþòüñÿ
òàêèì ÷èíîì, ùî ñïàäà¹ äî ìiíiìóìó ¨¨ òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Φ.

Ïðè S = const i V = const äiñòà¹ìî

∆U ≤ 0.

Àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì ìîæíà äîñëiäèòè åêñòðåìàëüíi âëàñòèâîñòi ií-
øèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ. Çîêðåìà, óçàãàëüíiòü ïîïåðåäíié àíàëiç
íà âèïàäîê, êîëè ïiäñèñòåìà i ñåðåäîâèùå ìîæóòü îáìiíþâàòèñÿ ÷àñòèí-
êàìè.

Çàâäàííÿ 77. Äîñëiäiòü, ÿê âïëèâà¹ çàðÿä íà êðàïëi íà ¨¨ çðîñòàííÿ
(êàìåðà Âiëüñîíà).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé çàðÿä íà êðàïëi ðàäióñîì r äîðiâíþ¹ e. Ïðèïóñòèìî,
ùî ó ñòàíi òåïëîâî¨ ðiâíîâàãè âií çíàõîäèòüñÿ â öåíòði êðàïëi, ñòâîðþþ÷è
íà âiäñòàíi ρ âiä ñåáå åëåêòðè÷íå ïîëå íàïðóæåíiñòþ

E(ρ) =


e

ερ2
, ρ < r,

e

ρ2
, ρ > r,

äå ε � äiåëåêòðè÷íà ïðîíèêíiñòü ðiäèíè; äiåëåêòðè÷íó ïðîíèêíiñòü ïàðè
ïðèðiâíþ¹ìî äî îäèíèöi. Âiëüíà åíåðãiÿ öüîãî ïîëÿ

Fel =

∫
V1

E2

8π
dV +

∫
V2

εE2

8π
dV =

e2

2

∞∫
r

dρ

ρ2
+
e2

2ε

r∫
a

dρ

ρ2
=
e2
(
1− 1

ε

)
2r

+
e2

2εa
,

äå a � ðàäióñ çàðÿäó. Ó ïðèíöèïi, òðåáà áóëî á ó öié ôîðìóëi ïåðåéòè äî
ãðàíèöi a→ 0; ïðè òàêîìó ïåðåõîäi äîäàíîê, ùî ìiñòèòü a, ñòà¹ ðîçáiæíèì.
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Ìîæíà, îäíàê, ïðèïóñòèòè (ùî ìè i çðîáèìî), ùî äëÿ àíàëiçó ïîâåäiíêè
çàðÿäæåíî¨ êðàïëi öÿ îáñòàâèíà íå ¹ ïåðåøêîäîþ, îñêiëüêè ïðè áóäü-ÿêîìó
ìàëîìó çíà÷åííi a çãàäàíèé äîäàíîê ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ. Îòæå, áóäåìî
ââàæàòè, ùî

Fel =
e2
(
1− 1

ε

)
2r

+ const.

Òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë ñèñòåìè ç óðàõóâàííÿì Fel ìà¹ âèãëÿä

Φ = m1(f1 + Pv1) +m2(f2 + Pv2) + σS + Fel.

Ñêîðèñòàâøèñü ñõåìîþ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîïåðåäíüîãî çàâäàííÿ, äîñëiäæó¹-
ìî öåé ïîòåíöiàë íà åêñòðåìóì çà çìiííèìè v1, v2 i m2. Äëÿ ïåðøèõ äâîõ
çìiííèõ äiñòà¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:(

∂Φ

∂v1

)
v2,m2

= m1

(
∂f1
∂v1

+ P

)
= m1 (−P1 + P ) = 0,

òîáòî P1 = P � òèñê ó ïàði äîðiâíþ¹ çîâíiøíüîìó òèñêó;(
∂Φ

∂v2

)
v1,m2

= m2

(
∂f2
∂v2

+ P

)
+ σ

(
∂S

∂v2

)
v1,m2

+
e2
(
1− 1

ε

)
2

(
∂

∂v2

1

r

)
v1,m2

=

= m2

[
−P2 + P +

2σ

r
−
e2
(
1− 1

ε

)
8πr4

]
= 0,

òîáòî òèñê ðiäèíè â çàðÿäæåíié êðàïëi

P2 = P +
2σ

r
−
e2
(
1− 1

ε

)
8πr4

. (5.86)

Âèäíî, ùî ïiä âïëèâîì çàðÿäó âií ìîæå ñóòò¹âî çìåíøóâàòèñÿ.
Äëÿ ïîõiäíî¨ (∂Φ/∂m2)v1, v2 ìà¹ìî:(
∂Φ

∂m2

)
v1, v2

=f2+Pv2+
2σ

r
v2−

e2
(
1− 1

ε

)
8πr4

v2−(f1+Pv1)=φ2(T ,P2)−φ1(T ,P1).

Ó ñòàíi ðiâíîâàãè öÿ ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëþ, òîìó φ2(T ,P2) = φ1(T ,P1),
äå P2 äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.86). Äëÿ ìàëî¨ êðàïëi óìîâà ¨¨ çðîñòàííÿ
φ2(T ,P2) < φ1(T ,P1) ìîæå âèêîíóâàòèñÿ íàâiòü äëÿ íåíàñè÷åíî¨ ïàðè.

Òàêèì ÷èíîì, çàðÿäè íà çàðîäêîâèõ êðàïëÿõ çíà÷íî ïîëåãøóþòü óìîâè
äëÿ ¨õ çðîñòàííÿ. Öåé ôàêò ëåæèòü â îñíîâi äi¨ êàìåðè Âiëüñîíà � ïðè ðóñi
â íàñè÷åíié ïàði çàðÿäæåíà ÷àñòèíêà ìîæå çàëèøàòè çà ñîáîþ âèäèìèé
òðåê iç êðàïåëü, ùî ôîðìóþòüñÿ íà iîíàõ, ïîðîäæåíèõ ÷àñòèíêîþ â ãàçi.
Íèì ìîæíà ïîÿñíèòè é âèíèêíåííÿ çëèâ ïiä ÷àñ ãðîç.

ßêùî ó ôîðìóëi (5.86) çàìiíèòè
(
1− 1

ε

)
íà 1, äiñòàíåìî ôîðìóëó Òîìñî-

íà, îòðèìàíó íèì äëÿ âèïàäêó, êîëè çàðÿä êðàïëi ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé
ïî ¨¨ ïîâåðõíi. Äîâåäiòü ¨¨ ñàìîñòiéíî.
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6. Ôëóêòóàöi¨ â ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåìàõ

Êâàçiòåðìîäèíàìi÷íà òåîðiÿ ôëóêòóàöié

Çàâäàííÿ 78. Íåõàé ñèñòåìà ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê çíàõî-
äèòüñÿ â òåðìîñòàòi. Ïîêàæiòü, ùî â ðàìêàõ êçàçiòåðìîäèíàìi÷íî¨ òåîði¨
ôëóêòóàöié Åéíøòåéíà ôëóêòóàöi¨ îá'¹ìó òà òåìïåðàòóðè â íié ñòàòèñòè÷-
íî íåçàëåæíi, à ¨õ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ìàþòü âèãëÿä

ρ1 (∆V ) =

(
1

2πkTV βT

)1/2

exp

[
− 1

2kTV βT
(∆V )2

]
, (6.1)

ρ2 (∆T ) =

(
CV

2πkT 2

)1/2

exp

[
− CV
2kT 2

(∆T )2
]
. (6.2)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çãiäíî ç êâàçiòåðìîäèíàìi÷íîþ òåîði¹þ Åéíøòåéíà, ôóíê-
öiÿ ðîçïîäiëó äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ôëóêòóàöié ó ñèñòåìi ç ôiêñîâàíîþ
êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê, ïîìiùåíié ó òåðìîñòàò ç òåìïåðàòóðîþ T , äà¹òüñÿ ôîð-
ìóëîþ

ρ ∼ exp

(
−∆T∆S −∆P∆V

2kT

)
, (6.3)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî êâàäðàòè÷íèõ çà ôëóêòóàöiÿìè äîäàíêiâ
ó ïîêàçíèêó åêñïîíåíòè.

Âèáèðàþ÷è â ÿêîñòi íåçàëåæíèõ çìiííèõ V i T , âèðàçèìî ôëóêòóàöi¨
∆S i ∆P ÷åðåç ôëóêòóàöi¨ ∆V i ∆T . Ìà¹ìî:

∆S ≃
(
∂S

∂V

)
T

∆V +

(
∂S

∂T

)
V

∆T =

(
∂P

∂T

)
V

∆V +
CV
T

∆T,

∆P ≃
(
∂P

∂V

)
T

∆V +

(
∂P

∂T

)
V

∆T,

äå â ïåðøié ôîðìóëi ìè ñêîðèñòàëèñÿ ñïiââiäíîøåííÿì Ìàêñâåëëà(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

(6.4)

äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨. Ó òîìó æ íàáëèæåííi, ó ÿêîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà
(6.3), ìîæåìî çàïèñàòè:

∆T∆S −∆P∆V ≃ ∆T

[(
∂P

∂T

)
V

∆V +
CV
T

(∆T )

]
−

−∆V

[(
∂P

∂V

)
T

∆V +

(
∂P

∂T

)
V

∆T

]
=
CV
T

(∆T )2 −
(
∂P

∂V

)
T

(∆V )2.

171



Òîäi (6.3) íàáèðà¹ âèãëÿäó

ρ = ρ1(∆V )ρ2(∆T ),

äå

ρ1(∆V ) = A exp

[
− 1

2kT

(
−∂P
∂V

)
T

(∆V )2
]
,

ρ2(∆T ) = B exp

[
− CV
2kT 2

(∆T )2
]
.

Îòæå, ðîçïîäië ρ ðîçïàäà¹òüñÿ íà äîáóòîê äâîõ íåçàëåæíèõ ôóíêöié,
ρ1 = ρ1(∆V ) òà ρ2 = ρ2(∆T ). Öå îçíà÷à¹, ùî: 1) ôëóêòóàöi¨ ∆V i ∆T ñòà-
òèñòè÷íî íåçàëåæíi, òîáòî

⟨∆V∆T ⟩ = ⟨∆V ⟩⟨∆T ⟩ = 0;

2) ôóíêöi¨ ρ1(∆V ) i ρ2(∆T ) ìàþòü çìiñò ðîçïîäiëiâ äëÿ öèõ ôëóêòóàöié.
Ñòàëi ìíîæíèêè A i B ó çäîáóòèõ ðîçïîäiëàõ âèçíà÷à¹ìî ç óìîâ íîð-

ìóâàííÿ
∞∫

−∞

ρ1(∆V ) d(∆V ) = 1,

∞∫
−∞

ρ2(∆T ) d(∆T ) = 1.

Òóò ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî õî÷ ôëóêòóàöi¨ é îáìåæåíi çà âåëè÷èíîþ, ìåæi
iíòåãðóâàííÿ ìîæíà âiäñóíóòè íà íåñêií÷åííiñòü, îñêiëüêè êîæíà ïiäiíòå-
ãðàëüíà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä ãàóññîâîãî ðîçïîäiëó ρ(x) ∼ e−αx

2

, α > 0, à
òîìó øâèäêî ñïàäà¹ ïðè çðîñòàííi ïîêàçíèêà åêñïîíåíòè.

Âèïèñàíi iíòåãðàëè çâîäÿòüñÿ äî iíòåãðàëà Ïóàññîíà
∞∫

−∞
e−αx

2

dx=
√
π/α.

Çîêðåìà, äëÿ ρ1(∆V ) ìà¹ìî:

A

∞∫
−∞

e−
1

2kT (−
∂P

∂V )T (∆V )2d(∆V ) = A

[
2πkT

(
−∂V
∂P

)
T

]1/2
= 1,

A =

[
2πkT

(
−∂V
∂P

)
T

]−1/2

= (2πkTV βT )
−1/2 .

Àíàëîãi÷íî,

B

∞∫
−∞

e−
CV

2kT2 (∆T )
2

d(∆T ) = B

(
2πkT 2

CV

)1/2

= 1,

B =

(
CV

2πkT 2

)1/2

.
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Çàâäàííÿ 79.Êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíüîãî çàâäàííÿ, çíàé-
äiòü äèñïåðñi¨ îá'¹ìó òà òåìïåðàòóðè:

⟨(∆V )2⟩ = kTV βT , ⟨(∆T )2⟩ = kT 2

CV
. (6.5)

Òàêîæ äîâåäiòü òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

⟨∆S∆T ⟩ = kT, ⟨∆S∆V ⟩ = kT

(
∂V

∂T

)
P

, (6.6)

⟨∆P∆V ⟩ = −kT, ⟨∆P∆T ⟩ = kT 2

CV

(
∂P

∂T

)
V

. (6.7)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèñïåðñi¨ ⟨(∆V )2⟩ i ⟨(∆T )2⟩ îá÷èñëþ¹ìî, êîðèñòóþ÷èñü
çàãàëüíèì âèðàçîì äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ⟨x2⟩ êâàäðàòà âåëè÷èíè x, ÿêà
îïèñó¹òüñÿ ãàóññîâèì ðîçïîäiëîì

ρ(x) = Ae−αx
2

, A =

 ∞∫
−∞

e−αx
2

dx

−1

=

√
α

π
.

Ìà¹ìî:

⟨x2⟩ = A

∞∫
−∞

x2e−αx
2

dx = A

(
− ∂

∂α

) ∞∫
−∞

e−αx
2

dx =

=

√
α

π

(
− ∂

∂α

)√
π

α
=

1

2α
. (6.8)

Âiäïîâiäíî,

⟨(∆V )2⟩ = 1

2
1

2kT

(
−
∂P

∂V

)
T

= kT

(
−∂V
∂P

)
T

= kTV βT ,

⟨(∆T )2⟩ = 1

2
CV

2kT 2

=
kT 2

CV
.

Ïðàâèëî äëÿ îá÷èñëåííÿ äðóãèõ êîðåëÿöiéíèõ ìîìåíòiâ âèäó (6.6) i
(6.7) ïðîñòå: ÿêùî ðîçâèíóòè ôëóêòóàöi¨ çàäàíèõ âåëè÷èí çà ôëóêòóàöiÿìè
íåçàëåæíèõ çìiííèõ, îáìåæèâøèñü ïðè öüîìó ëiíiéíèì íàáëèæåííÿì, òî
øóêàíi êîðåëÿöiéíi ìîìåíòè çâîäÿòüñÿ äî ëiíiéíèõ êîìáiíàöié äèñïåðñié
(äðóãèõ ìîìåíòiâ ôëóêòóàöié) íåçàëåæíèõ çìiííèõ.

Äëÿ ìîìåíòiâ (6.6) ìà¹ìî:

∆S ≃
(
∂S

∂T

)
V

∆T +

(
∂S

∂V

)
T

∆V,
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⟨∆S∆T ⟩ =
(
∂S

∂T

)
V

⟨(∆T )2⟩+
(
∂S

∂V

)
T

⟨∆V∆T ⟩ = CV
T

kT 2

CV
+ 0 = kT,

⟨∆S∆V ⟩ =
(
∂S

∂T

)
V

⟨∆T∆V ⟩+
(
∂S

∂V

)
T

⟨(∆V )2⟩ =

= 0 +

(
∂S

∂V

)
T

kT

(
−∂V
∂P

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

kT

(
−∂V
∂P

)
T

= kT

(
∂V

∂T

)
P

,

äå ìè ñêîðèñòàëèñÿ ñïiââiäíîøåííÿì Ìàêñâåëëà (6.4) òà ðiâíiñòþ(
∂P

∂T

)
V

(
∂T

∂V

)
P

(
∂V

∂P

)
T

= −1,

çãiäíî ç ÿêîþ (
∂P

∂T

)
V

(
−∂V
∂P

)
T

=

(
∂V

∂T

)
P

.

Ìîìåíòè (6.7) îá÷èñëþ¹ìî çà àíàëîãi÷íîþ ñõåìîþ:

∆P ≃
(
∂P

∂T

)
V

∆T +

(
∂P

∂V

)
T

∆V ,

⟨∆P∆V ⟩ =
(
∂P

∂T

)
V

⟨∆T∆V ⟩+
(
∂P

∂V

)
T

⟨(∆V )2⟩ =

= 0 +

(
∂P

∂V

)
T

kT

(
−∂V
∂P

)
T

= −kT,

⟨∆P∆T ⟩ =
(
∂P

∂T

)
V

⟨(∆T )2⟩+
(
∂P

∂V

)
T

⟨∆V∆T ⟩ =
(
∂P

∂T

)
V

kT 2

CV
.

Çàâäàííÿ 80. Âèáðàâøè çà íåçàëåæíi çìiííi V i T , äîâåäiòü, ùî ñå-
ðåäíié êâàäðàò ôëóêòóàöié åíåðãi¨

⟨(∆U)2⟩ = kT 2CV + kT

(
−∂V
∂P

)
T

[
T

(
∂P

∂T

)
V

− P

]2
. (6.9)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè

∆U ≃
(
∂U

∂T

)
V

∆T +

(
∂U

∂V

)
T

∆V,

òî â ñèëó ñòàòèñòè÷íî¨ íåçàëåæíîñòi ôëóêòóàöié ∆T i ∆V

⟨(∆U)2⟩ =
(
∂U

∂T

)2

V

⟨(∆T )2⟩+
(
∂U

∂V

)2

T

⟨(∆V )2⟩.

Ñêîðèñòàâøèñü äàëi ôîðìóëàìè (6.5), ôîðìóëîþ(
∂U

∂T

)
V

= CV
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òà êàëîðè÷íèì ðiâíÿííÿì(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

− P,

äiñòà¹ìî (6.9).

Çàâäàííÿ 81. Äëÿ ñèñòåìè ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê, ïîìi-
ùåíî¨ â òåðìîñòàò, ïîêàæiòü, ùî êâàçiòåðìîäèíàìi÷íi ôëóêòóàöi¨ òèñêó òà
åíòðîïi¨ â íié ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíi, à ¨õ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ìàþòü âèãëÿä

ρ1(∆P ) =

(
V βS
2πkT

)1/2

exp

[
−V βS
2kT

(∆P )2
]
, (6.10)

ρ2(∆S) =

(
1

2πkCP

)1/2

exp

[
− 1

2kCP
(∆S)2

]
. (6.11)

Òàêîæ çíàéäiòü äèñïåðñi¨ òèñêó òà åíòðîïi¨:

⟨(∆P )2⟩ = −kT
(
∂P

∂V

)
S

, ⟨(∆S)2⟩ = kCP . (6.12)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿäà¹ìî S i P ÿê íåçàëåæíi çìiííi òà âèðàæà¹ìî
ôëóêòóàöi¨ ðåøòè âåëè÷èí ÷åðåç ∆S i ∆P :

∆T ≃
(
∂T

∂S

)
P

∆S +

(
∂T

∂P

)
S

∆P =
T

CP
∆S +

(
∂T

∂P

)
S

∆P,

∆V ≃
(
∂V

∂S

)
P

∆S +

(
∂V

∂P

)
S

∆P =

(
∂T

∂P

)
S

∆S +

(
∂V

∂P

)
S

∆P,

äå ìè âðàõóâàëè ñïiââiäíîøåííÿ Ìàêñâåëëà(
∂V

∂S

)
P

=

(
∂T

∂P

)
S

äëÿ òåïëîâî¨ ôóíêöi¨. Òîäi

∆T∆S −∆P∆V ≃ T

CP
(∆S)2 +

(
−∂V
∂P

)
S

(∆P )2,

òîáòî ðîçïîäië (6.3) ôàêòîðèçó¹òüñÿ:

ρ = ρ1(∆P )ρ2(∆S),

ρ1(∆P ) ∼ exp

[
− 1

2kT

(
−∂V
∂P

)
S

(∆P )2
]
,

ρ2(∆S) ∼ exp

[
− 1

2kCP
(∆S)2

]
.
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Íîðìóþ÷è ρ1(∆P ) i ρ2(∆S) óìîâàìè

∞∫
−∞

ρ1(∆P ) d(∆P ) = 1,

∞∫
−∞

ρ2(∆S) d(∆S) = 1,

îòðèìó¹ìî âèðàçè (6.10) òà (6.11). Çàñòîñîâóþ÷è äî íèõ ôîðìóëó (6.8),
çíàõîäèìî äèñïåðñi¨ (6.12).

Çàâäàííÿ 82*. Çíàéäiòü äèñïåðñiþ òåïëîâî¨ ôóíêöi¨ W , ñêîðèñòàâ-
øèñü çìiííèìè P òà S:

⟨(∆W )2⟩ = −kTV 2

(
∂P

∂V

)
S

+ kT 2CP . (6.13)

Âêàçiâêà. Çìiííi P i S ¹ �ñâî¨ìè� äëÿ òåïëîâî¨ ôóíêöi¨ W = U + PV ,
òîìó

∆W ≃
(
∂W

∂P

)
S

∆P +

(
∂W

∂S

)
P

∆S = V∆P + T∆S.

Çàâäàííÿ 83. Äèñïåðñiþ òèñêó ìîæíà îá÷èñëèòè, ñêîðèñòàâøèñü ÿê
çìiííèìè P , S, òàê i çìiííèìè V , T . Ïîêàæiòü, ùî â îáîõ âèïàäêàõ ðåçóëü-
òàò òîé ñàìèé.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè

∆P ≃
(
∂P

∂V

)
T

∆V +

(
∂P

∂T

)
V

∆T,

òî

⟨(∆P )2⟩ =
(
∂P

∂V

)2

T

⟨(∆V )2⟩+ 2

(
∂P

∂V

)
T

(
∂P

∂T

)
V

⟨∆V∆T ⟩+

+

(
∂P

∂T

)2

V

⟨(∆T )2⟩ =
(
∂P

∂V

)2

T

kT

(
−∂V
∂P

)
T

+

(
∂P

∂T

)2

V

kT 2

CV
=

= kT

(
−∂P
∂V

)
T

+
kT 2

CV

(
∂P

∂T

)2

V

,

äå ìè âðàõóâàëè, ùî (
∂P

∂V

)
T

(
∂V

∂P

)
T

= 1.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ

CP − CV = −T
(
∂P

∂T

)2

V

/(
∂P

∂V

)
T

,
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çâiäêè (
∂P

∂T

)2

V

=
CP − CV

T

(
−∂P
∂V

)
T

,

òà ñïiââiäíîøåííÿì (
∂P

∂V

)
T

=
CV
CP

(
∂P

∂V

)
S

.

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî:

⟨(∆P )2⟩ = kT

(
−∂P
∂V

)
T

+ kT
CP − CV
CV

(
−∂P
∂V

)
T

=

= kT
CP
CV

(
−∂P
∂V

)
T

= kT

(
−∂P
∂V

)
S

.

Öåé âèðàç çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì ðåçóëüòàòîì ó (6.12), îòðèìàíèì ç âè-
êîðèñòàííÿì çìiííèõ P i S.

Ôëóêòóàöi¨ òèñêó â ãàçi

Çàâäàííÿ 84. Ïðè ÿêîìó òèñêó iäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçó, ùî
ìà¹ òåìïåðàòóðó 300K, âiäíîñíà ôëóêòóàöiÿ òèñêó δP â îá'¹ìi V = 1 ìì3

ñêëàäà¹ 1%?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåïèøåìî ïåðøó ç ôîðìóë (6.12) äëÿ äèñïåðñi¨ òèñêó ó
âèãëÿäi

⟨(∆P )2⟩ = kT

(
−∂P
∂V

)
S

= kT
CP
CV

(
−∂P
∂V

)
T

.

Äëÿ iäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçó CP /CV = 5/3, (−∂P/∂V )T = P/V . Ç öèõ
ñïiââiäíîøåíü òà óìîâè çàäà÷i δP =

√
⟨(∆P )2⟩/P = 0, 01 äiñòà¹ìî ðiâíiñòü

0, 01P =
√

5kTP/3V , çâiäêè P = (5kT/3V ) · 104. Ïðè T = 300Ê, k =
= 1, 38 · 10−23 Äæ/Ê, V = 1 · 10−9 ì3 ìà¹ìî îöiíêó P ≈ 7 · 10−8 Ïà.

Ôëóêòóàöi¨ åíåðãi¨ ó ïëàçìi

Çàâäàííÿ 85. Çíàéäiòü âiäíîñíó ôëóêòóàöiþ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ iäå-
àëüíî¨ ïëàçìè, ùî çàéìà¹ ôiêñîâàíèé îá'¹ì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðàíiøå áóëî ïîêàçàíî, ùî ⟨(∆U)2⟩V = kT 2CV , òîìó âiäíî-
ñíà ôëóêòóàöiÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè δU =

√
kT 2CV /U. Âíóòðiøíÿ

åíåðãiÿ iäåàëüíî¨ ïëàçìè

U = CV 0 T + Ucor, Ucor = −e3
√

π

V kT

(∑
i

NiZ
2
i

)3/2

,
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äå CV 0 � òåïëî¹ìíiñòü iäåàëüíîãî ãàçó ÷àñòèíîê ïëàçìè, Ucor � êîðåëÿöiéíà
÷àñòèíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨, Ni � êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ñîðòó i iç çàðÿäàìè
Zie. Çâiäñè òåïëî¹ìíiñòü ïëàçìè

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= CV 0 −
Ucor

2T
.

Âiäïîâiäíî,

δU = T

√
k

(
CV 0 −

Ucor

2T

)/
U.

Ìîëåêóëÿðíå ðîçñiÿííÿ ñâiòëà

Çàâäàííÿ 86*. Òåïëîâi ôëóêòóàöi¨ ∆ε îïòè÷íî¨ äiåëåêòðè÷íî¨ ïðîíèê-
íîñòi ðå÷îâèíè âåäóòü äî òîãî, ùî åëåêòðîìàãíiòíi õâèëi â íié âiäõèëÿþòüñÿ
âiä ñâîãî ïî÷àòêîâîãî íàïðÿìó ïîøèðåííÿ. Öå ÿâèùå âiäîìå ÿê ìîëåêó-
ëÿðíå ðîçñiÿííÿ ñâiòëà. Iíòåãðàëüíà iíòåíñèâíiñòü îäíîêðàòíîãî ðîçñiÿííÿ

I ∼ ⟨(∆ε)2⟩. (6.14)

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ìîæíà ââàæàòè, ùî ôëóêòóàöi¨ ∆ε âèçíà÷àþòüñÿ
â îñíîâíîìó ôëóêòóàöiÿìè ãóñòèíè ∆ρ:

∆ε ≃
(
∂ε

∂ρ

)
T

∆ρ ≃
(
∂ε

∂ρ

)
T

[(
∂ρ

∂S

)
P

∆S +

(
∂ρ

∂P

)
S

∆P

]
.

Âîíè âåäóòü äî ïîÿâè â ñïåêòði ðîçñiÿííÿ òðüîõ ìàêñèìóìiâ (ðèñ. 86.1) �
öåíòðàëüíîãî ïiêà Ðåëåÿ, ñïðè÷èíåíîãî ôëóêòóàöiÿìè åíòðîïi¨, ÿêi, íå ïî-
øèðþþ÷èñü, çàòóõàþòü óíàñëiäîê òåïëîïðîâiäíîñòi, òà äâîõ ïiêiâ Ìàíäåëü-
øòàìà�Áðiëëþåíà, çìiùåíèõ ïî îáèäâà áîêè âiä öåíòðàëüíîãî i ñïðè÷è-
íåíèõ ôëóêòóàöiÿìè òèñêó, ÿêi ïîøèðþþòüñÿ ó âèãëÿäi çâóêîâèõ õâèëü.
Ïîêàæiòü, ùî:

à) çàãàëüíà iíòåíñèâíiñòü ðîçñiÿííÿ

I ∼ βT ;

á) âiäíîøåííÿ iíòåíñèâíîñòåé öåíòðàëüíî¨ òà ái÷íèõ êîìïîíåíò

IR
2IMB

=
cP − cV
cV

(ñïiââiäíîøåííÿ Ëàíäàó�Ïëà÷åêà).

Çàóâàæåííÿ. Êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi ó ôîðìóëi (6.14) âêëþ÷à¹, çî-
êðåìà, ìíîæíèê 1/λ40, λ0 � äîâæèíà ïàäàþ÷î¨ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi. Òîìó
â ñîíÿ÷íîìó ñâiòëi, ðîçñiÿíîìó â àòìîñôåði âíàñëiäîê òåïëîâèõ ôëóêòó-
àöié, ÷àñòêà êîðîòêîõâèëüîâîãî âèïðîìiíþâàííÿ ïåðåâàæà¹ ÷àñòêó öüîãî
âèïðîìiíþâàííÿ ó ïðÿìèõ ñîíÿ÷íèõ ïðîìåíÿõ. ßê íàñëiäîê, íåáî ó ÿñíèé
äåíü âèãëÿäà¹ áëàêèòíèì. ×îìó æ ïðè çàõîäi ñîíöÿ âîíî ñòà¹ áàãðÿíèì?
Ïîÿñíiòü.
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                                                                   I(ω) 

       
                                                                                1 
                                                                                  

                                                                                     ΓR

                                                 2                                                                2 

                                                                                                                        ΓMB

                                    ω0 – cS q                         ω0                        ω0 + cS q                                   ω  
  
Ðèñ. 86.1. Ñïåêòð ïîëÿðèçîâàíîãî îäíîêðàòíîãî ðîçñiÿííÿ ñâiòëà, ñïðè÷èíåíîãî
ôëóêòóàöiÿìè ãóñòèíè â ãàçàõ i ðiäèíàõ. Ó ãiäðîäèíàìi÷íîìó íàáëèæåííi ñïåê-
òðàëüíèé ðîçïîäië iíòåíñèâíîñòi ðîçñiÿííÿ îïèñó¹òüñÿ ñóìîþ òðüîõ ëîðåíöiàíiâ:
êîìïîíåíòè Ðåëåÿ (1), ùî öåíòðîâàíà íà ÷àñòîòi ïàäàþ÷îãî ñâiòëà ω0 i ìà¹ ïiâ-
øèðèíó ΓR = λ

ρcP
q2, òà êîìïîíåíò Ìàíäåëüøòàìà�Áðiëëþåíà (2), ÿêi öåíòðîâàíi

íà ÷àñòîòàõ ω0 ± cSq i ìàþòü ïiâøèðèíè ΓMB = 1
2ρ

[
4
3η + ζ + λ

cP

(
cP
cV

− 1
)]
q2. Ïà-

ðàìåòðè ðå÷îâèíè â öèõ ôîðìóëàõ: ρ � ãóñòèíà, λ � êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi,
cP i cV � òåïëî¹ìíîñòi îäèíèöi ìàñè ïðè ñòàëèõ òèñêó é îá'¹ìi, η i ζ � êîåôiöi¹í-
òè çñóâíî¨ é îá'¹ìíî¨ â'ÿçêîñòåé, cS � àäiàáàòè÷íà øâèäêiñòü ñâiòëà. Ïàðàìåòð
q = 4π

√
ε

λ0
sin θ

2 , äå λ0 = 2πc/ω0, äîðiâíþ¹ çìiíi õâèëüîâîãî âåêòîðà ñâiòëà â ðå÷î-
âèíi ïðè ðîçñiÿííÿ íà êóò θ. Òèïîâi çíà÷åííÿ äëÿ ðiäèí â íåêðèòè÷íié îáëàñòi
ïðè λ0 ∼ 5000 �A i θ = 900: ΓR/2π ∼ (1 ÷ 2) · 107 Ãö, cSq/2π ∼ (3 ÷ 5) · 109 Ãö,
ΓMB/2π ∼ (1÷ 3) · 108 Ãö.

Çàâäàííÿ 87*. Íåõàé îá'¹ì ñèñòåìè ôiêñîâàíèé, àëå âîíà ìîæå îáìi-
íþâàòèñÿ ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì åíåðãi¹þ òà ÷àñòèíêàìè. Âèõîäÿ÷è
ç ïðèíöèïó Áîëüöìàíà, äîâåäiòü, ùî äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè:

à) ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó òåðìîäèíàìi÷íèõ ôëóêòóàöié

ρ ∼ exp

(
−∆T∆S +∆µ∆N

2kT

)
; (6.15)

á) òåðìîäèíàìi÷íi ôëóêòóàöi¨ T i N ¹ ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíèìè, à ¨õ
ðîçïîäiëè ìàþòü âèãëÿä (v = V/N)

ρ1(∆T ) ∼ exp

[
−
CN,V
2kT 2

(∆T )2
]
,

ρ2(∆N) ∼ exp

[
− v2

2NkT

(
−∂P
∂v

)
T,V

(∆N)2

]
;
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â) äèñïåðñi¨

⟨(∆T )2⟩ = kT 2

CN,V
, ⟨(∆N)2⟩ = NkT

v2

(
− ∂v

∂P

)
T,V

.

Âêàçiâêè. Iìîâiðíiñòü äîâiëüíîãî ñòàíó ñèñòåìè, óòâîðåíî¨ äîñëiäæóâà-
íîþ (ìàëîþ) ñèñòåìîþ òà íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì,

W ∼ exp

(
Sï
k

)
,

äå Sï � åíòðîïiÿ ïîâíî¨ ñèñòåìè. Óíàñëiäîê ôëóêòóàöié ó ìàëié ñèñòåìi
(ôëóêòóàöiÿìè â ñåðåäîâèùi ìîæíà çíåõòóâàòè) ìiæ íåþ i ñåðåäîâèùåì
âiäáóâà¹òüñÿ îáìií åíåðãi¹þ òà ÷àñòèíêàìè, ïðè öüîìó Sï çìiíþ¹òüñÿ íà
âåëè÷èíó ∆Sï = ∆S0 +∆S, äå

∆S0 ≃
1

T0
(∆U0 − µ0∆N0) = − 1

T0
(∆U − µ0∆N)

� çìiíà åíòðîïi¨ ñåðåäîâèùà (âåëè÷èíè, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî íüîãî, ïîçíà÷åíi
iíäåêñîì �0�), ∆S � çìiíà åíòðîïi¨ ìàëî¨ ñèñòåìè. Çãiäíî ç êâàçiòåðìîäèíà-
ìi÷íîþ òåîði¹þ Åéíøòåéíà, iìîâiðíiñòü òàêèõ ôëóêòóàöié

w ∼ exp

(
∆Sï
k

)
∼ exp

(
−∆U − µ0∆N − T0∆S

kT0

)
.

Ðîçâèíóâøè ∆U â ïîêàçíèêó åêñïîíåíòè â ðÿä çà ôëóêòóàöiÿìè ∆S i ∆N
äî ÷ëåíiâ äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè, ñêîðîòèâøè ëiíiéíi ÷ëåíè òà îïóñòèâ-
øè iíäåêñ �0� äëÿ ðiâíîâàæíîãî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè, äiñòàíåìî (6.15).

Ïðè àíàëiçi ôëóêòóàöié çà äîïîìîãîþ çìiííèõ T i N âèêîðèñòîâóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ Ìàêñâåëëà(

∂S

∂N

)
T,V

= −
(
∂µ

∂T

)
N,V

äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ òà ôîðìóëè (äèâ. çàâäàííÿ 44 ã))

CN,V = T

(
∂S

∂T

)
N,V

,

(
∂µ

∂N

)
T,V

= v

(
∂P

∂N

)
T,V

= −v
2

N

(
∂P

∂v

)
T,V

.

Îá÷èñëåííÿ ôëóêòóàöié çà äîïîìîãîþ êàíîíi÷íèõ àíñàìáëiâ

Çàâäàííÿ 88. Çíàéäiòü ⟨(∆E)2⟩ i ⟨(∆E)3⟩ äëÿ ñèñòåìè, ùî îïèñó¹òüñÿ
êàíîíi÷íèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà. Ïîðiâíÿéòå ¨õ iç âiäïîâiäíèìè ðåçóëüòàòàìè
êâàçiòåðìîäèíàìi÷íî¨ òåîði¨.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êàíîíi÷íèé ðîçïîäië Ãiááñà îïèñó¹ ñèñòåìè, ÿêi, ìàþ÷è
ôiêñîâàíó êiëüêiñòü ÷àñòèíîê N i ôiêñîâàíèé îá'¹ì V , ïåðåáóâàþòü ó òåï-
ëîâié ðiâíîâàçi ç òåðìîñòàòîì. Âií ìà¹ âèãëÿä

wn =
1

Z
exp

(
−En
kT

)
,
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äå wn � iìîâiðíiñòü çíàéòè òàêó ñèñòåìó ó êâàíòîâîìó ñòàíi n ç åíåðãi¹þ En,
1/Z � íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê. Âåëè÷èíà Z ¹ àíàëîãîì ñòàòèñòè÷íîãî ií-
òåãðàëà ó êëàñè÷íié ñòàòèñòèöi i íàçèâà¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íîþ ñóìîþ. Âîíà
çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè íîðìóâàííÿ∑

n

wn =
1

Z

∑
n

exp

(
−En
kT

)
= 1,

çâiäêè

Z =
∑
n

exp

(
−En
kT

)
.

Ñòàòèñòè÷íà ñóìà ïîâ'ÿçàíà ç âiëüíîþ åíåðãi¹þ ñèñòåìè ñïiââiäíîøåííÿì

F = −kT lnZ,

íà îñíîâi ÿêîãî áóäó¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íà òåðìîäèíàìiêà ñèñòåìè.
Ùîá îá÷èñëèòè äëÿ çàäàíî¨ ñèñòåìè äèñïåðñiþ ⟨(∆E)2⟩, ïîäàìî ¨¨ ó

âèãëÿäi ⟨(∆E)2⟩ = E2 − E
2
. Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî âiäøóêàííÿ ñåðåäíiõ E i

E2 çà êàíîíi÷íèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà.
Îñêiëüêè ïðè ôiêñîâàíèõ N i V çíà÷åííÿ En òàêîæ ôiêñîâàíi, ìà¹ìî

(β ≡ 1/kT , ó ïîõiäíèõ çà β iíäåêñè N,V ÿâíî íå âèïèñó¹ìî):

E =
∑
n

wnEn =

∑
n
Ene

−En/kT∑
n
e−En/kT

=

−
∂

∂β

(∑
n
e−βEn

)
∑
n
e−βEn

= − 1

Z

(
∂Z

∂β

)
,

E2 =
∑
n

wnE
2
n =

∑
n
E2
ne

−En/kT∑
n
e−En/kT

=

∂2

∂β2

(∑
n
e−βEn

)
∑
n
e−βEn

=
1

Z

(
∂2Z

∂β2

)
.

Çà äîïîìîãîþ öèõ ôîðìóë äàëi çíàõîäèìî (ïàì'ÿòà¹ìî, ùî ïîõiäíi çà β
áåðóòüñÿ ïðè ôiêñîâàíèõ N i V ):

⟨(∆E)2⟩ = 1

Z

(
∂2Z

∂β2

)
− 1

Z2

(
∂Z

∂β

)2

=
∂

∂β

(
1

Z

∂Z

∂β

)
=

= −
(
∂E

∂β

)
N,V

= −

(
∂E

∂
(

1
kT

))
N,V

= kT 2

(
∂E

∂T

)
N,V

,

òîáòî
⟨(∆E)2⟩ = kT 2CV .

Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî òàêèé ñàìèé ðåçóëüòàò äiñòà¹ìî i çà äîïîìîãîþ ðîç-
ïîäiëó Ãiááñà äëÿ êëàñè÷íèõ ñèñòåì. Âií çáiãà¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì êâàçi-
òåðìîäèíàìi÷íî¨ òåîði¨ ôëóêòóàöié Åéíøòåéíà äëÿ ñèñòåì ç ôiêñîâàíèìè
N i V .
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Òåïåð îá÷èñëþ¹ìî òðåòié ìîìåíò ôëóêòóàöié ⟨(∆E)3⟩. ßêùî ñêîðèñòà-
òèñÿ êâàçiòåðìîäèíàìi÷íîþ (ãàóññîâîþ) òåîði¹þ ôëóêòóàöié, òî ⟨(∆E)3⟩ =
= 0. Îäíàê ó ðàìêàõ ìåòîäó êàíîíi÷íèõ àíñàìáëiâ ðåçóëüòàò áóäå iíøèé.
Ìà¹ìî:

⟨(∆E)3⟩ = ⟨(E − E)3⟩ = ⟨E3 − 3E2E + 3EE
2 − E

3⟩ =

= E3 − 3E2E + 3E E
2 −E

3
= E3 − 3E2E + 2E

3
,

E3 =
∑
n

wnE
3
n =

∑
n
E3
ne

−βEn∑
n
e−βEn

=

−
∂3

∂β3

(∑
n
e−βEn

)
∑
n
e−βEn

= − 1

Z

(
∂3Z

∂β3

)
,

⟨(∆E)3⟩ = − 1

Z

(
∂3Z

∂β3

)
+

3

Z2

(
∂2Z

∂β2

)(
∂Z

∂β

)
− 2

Z3

(
∂Z

∂β

)3

.

Îñòàííþ ôîðìóëó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

⟨(∆E)3⟩ = − ∂

∂β

[
1

Z

(
∂2Z

∂β2

)
− 1

Z2

(
∂Z

∂β

)2
]
= − ∂

∂β
⟨(∆E)2⟩ =

(
∂2E

∂β2

)
N,V

.

Ñêîðèñòàâøèñü ÿâíèì âèðàçîì äëÿ äðóãîãî ìîìåíòó, îñòàòî÷íî äiñòà¹ìî:

⟨(∆E)3⟩ = − ∂

∂β

(
kT 2CV

)
= k2T 3

[
2CV + T

(
∂CV
∂T

)
N,V

]
.

Ïî÷èíàþ÷è ç òðåòiõ ìîìåíòiâ ôëóêòóàöié, ìåòîä êàíîíi÷íèõ àíñàìáëiâ
òà êâàçiòåðìîäèíàìi÷íà òåîðiÿ ôëóêòóàöié äàþòü ðiçíi ðåçóëüòàòè.

Çàâäàííÿ 89*. Ñèñòåìà ç ôiêñîâàíèì îá'¹ìîì çíàõîäèòüñÿ â êîíòàêòi ç
òåðìîñòàòîì ïðè òåìïåðàòóði T , ÿêèé îäíî÷àñíî âèñòóïà¹ ðåçåðâóàðîì ÷à-
ñòèíîê: ñèñòåìà ìîæå îáìiíþâàòèñÿ ç íèì ÷àñòèíêàìè îäíîãî ñîðòó, õiìi÷íi
ïîòåíöiàëè îáîõ µ. Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî òàêà ñèñòåìà ìiñòèòü N ÷àñòèíîê
i ïðè öüîìó çíàõîäèòüñÿ â n-ìó êâàíòîâîìó ñòàíi ç åíåðãi¹þ ENn, äà¹òüñÿ
âåëèêèì êàíîíi÷íèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà

wNn =
1

Q
exp

(
−ENn − µN

kT

)
.

Äîâåäiòü, ùî äðóãi ìîìåíòè ôëóêòóàöié êiëüêîñòi ÷àñòèíîê òà åíåðãi¨, à
òàêîæ äðóãèé êîðåëÿöiéíèé ìîìåíò öèõ ôëóêòóàöié ìàþòü âèãëÿä

⟨(∆N)2⟩ = kT

(
∂N

∂µ

)
T,V

, ⟨(∆E)2⟩ = kT 2

(
∂E

∂T

)
µ,V

+ kTµ

(
∂E

∂µ

)
T,V

,

⟨∆N∆E⟩ = kT

(
∂E

∂µ

)
T,V

.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç óìîâè íîðìóâàííÿ

∞∑
N=0

∑
n

wNn = 1

çíàõîäèìî, ùî

Q =

∞∑
N=0

∑
n

exp

(
−ENn + µN

kT

)
.

Öÿ âåëè÷èíà íàçèâà¹òüñÿ âåëèêîþ ñòàòèñòè÷íîþ ñóìîþ. Âîíà ïîâ'ÿçàíà ç
òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì Ω ñïiââiäíîøåííÿì

Ω = −kT lnQ,

ÿêå äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè ñòàòèñòè÷íó òåðìîäèíàìiêó ñèñòåìè.
Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî (∆N)2 = N2 −N

2
. Ìà¹ìî:

N =
1

Q

∑
N,n

Ne−βENn+βµN =
1

Qβ

 ∂

∂µ

∑
N,n

e−βENn+βµN


β,V

=

= kT
1

Q

(
∂Q

∂µ

)
T,V

,

N2 =
1

Q

∑
N,n

N2e−βENn+βµN =
1

Qβ2

 ∂2

∂µ2

∑
N,n

e−βENn+βµN


β,V

=

= (kT )2
1

Q

(
∂2Q

∂µ2

)
T,V

,

⟨(∆N)2⟩ = (kT )2
1

Q

(
∂2Q

∂µ2

)
T,V

− (kT )2
1

Q2

(
∂Q

∂µ

)2

T,V

=

= (kT )2

[
∂

∂µ

(
1

Q

(
∂Q

∂µ

)
T,V

)]
T,V

= (kT )2
[
∂

∂µ

(
N

kT

)]
T,V

,

òîáòî

⟨(∆N)2⟩ = kT

(
∂N

∂µ

)
T,V

.

Òåïåð îá÷èñëþ¹ìî êîðåëÿöiéíèé ìîìåíò ⟨∆E∆N⟩. Äëÿ öüîãî ïîäàìî
éîãî òàê:

⟨∆E∆N⟩ = ⟨(E − E)(N −N)⟩ = EN − EN − EN + EN = EN − EN.

Ñåðåäí¹ N áóëî çíàéäåíî ðàíiøå. Äëÿ E ìà¹ìî:

E =
1

Q

∑
N,n

ENne
−βENn+βµN .
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Çäèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ôîðìóëè çà µ ïðè ñòàëèõ β i V . Çãà-
äàâøè âèðàç äëÿ N òà îçíà÷åííÿ ñåðåäíiõ E i EN , äiñòà¹ìî:(

∂E

∂µ

)
β,V

= − 1

Q2

(
∂Q

∂µ

)
β,V

∑
N,n

ENne
−βENn+βµN +

+β
1

Q

∑
N,n

ENnNe
−βENn+βµN = − N

kT
E +

1

kT
EN.

Çâiäñè

EN −EN = ⟨∆E∆N⟩ = kT

(
∂E

∂µ

)
T,V

.

Ïðè îá÷èñëåííi äðóãîãî ìîìåíòó ôëóêòóàöié åíåðãi¨ çðó÷íî ñêîðèñòà-
òèñÿ ôîðìóëàìè

E − µN = − 1

Q

 ∂

∂β

∑
N,n

e−βENn+βµN


µ,V

= − 1

Q

(
∂Q

∂β

)
µ,V

,

(E − µN)2 = E2 − 2µEN + µ2N2 =

=
1

Q

 ∂2

∂β2

∑
N,n

e−βENn+βµN


µ,V

=
1

Q

(
∂2Q

∂β2

)
µ,V

,

(
∂N

∂β

)
µ,V

= µ⟨(∆N)2⟩ − ⟨∆E∆N⟩.

Ôëóêòóàöi¨ ìàãíiòíîãî ìîìåíòó ãàçó

Çàâäàííÿ 90*. Ãàç iç N ÷àñòèíîê çi ñïiíîì 1/2 çíàõîäèòüñÿ â çîâíiø-
íüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi H0 ïðè òåìïåðàòóði T . Íåõòóþ÷è áåçïîñåðåäíüîþ
ñèëîâîþ âçà¹ìîäi¹þ ìiæ ÷àñòèíêàìè òà îáìiííèìè åôåêòàìè, çíàéäiòü ñå-
ðåäí¹ çíà÷åííÿ, äèñïåðñiþ òà âiäíîñíó ôëóêòóàöiþ ìàãíiòíîãî ìîìåíòó
ãàçó.

Âiäïîâiäi :

M = Nm th
mH0

kT
, (∆M)2 = Nm2 ch−2 mH0

kT
, δM =

√
(∆M)2

M
,

äå m = e~/2m0c � ìàãíiòíèé ìîìåíò ÷àñòèíêè, m0 � ¨¨ ìàñà. Ïîðiâíÿéòå
çíà÷åííÿ äëÿ M ç ðåçóëüòàòîì çàâäàííÿ 23.
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Áðîóíiâñüêèé ðóõ

Çàâäàííÿ 91. Çíàéäiòü çâ'ÿçîê ìiæ êîåôiöi¹íòàìè äèôóçi¨ i ðóõëèâî-
ñòi áðîóíiâñüêî¨ ÷àñòèíêè (ôîðìóëà Åéíøòåéíà).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì Ëàíæåâåíà (1908 ð.). Íåõàé ìà-
ëåíüêà ÷àñòèíêà äîìiøêè çäiéñíþ¹ áðîóíiâñüêèé ðóõ ó äåÿêié ðiäèíi. Ðiâ-
íÿííÿ ðóõó Ëàíæåâåíà äëÿ ÷àñòèíêè, ñïðîåêòîâàíå íà âiñü OX, çàïèøåìî
ó âèãëÿäi

mẍ = − 1

B
ẋ+ Fx, (6.16)

äå x � çìiùåííÿ ÷àñòèíêè ç ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ. Ïåðøèé äîäàíîê ó
ïðàâié ÷àñòèíi (6.16) ÿâëÿ¹ ñîáîþ �ãiäðîäèíàìi÷íó� ñèëó òåðòÿ, ÿêà äi¹ íà
÷àñòèíêó ç áîêó ðiäèíè i ïðîïîðöiéíà øâèäêîñòi ÷àñòèíêè, B � êîåôiöi¹íò
ðóõëèâîñòi ÷àñòèíêè (âií âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê øâèäêiñòü, ÿêó ÷àñòèíêà ìà¹,
êîëè íà íå¨ äi¹ îäèíè÷íà ñèëà). Äëÿ ñôåðè÷íî¨ ÷àñòèíêè, ùî ðóõà¹òüñÿ
â ëàìiíàðíîìó ïîòîöi, B = 1/6πηa (ôîðìóëà Ñòîêñà), äå η � â'ÿçêiñòü
ðiäèíè, a � ðàäióñ ÷àñòèíêè. Äðóãèé äîäàíîê � öå ðiâíîäiéíà ñòîõàñòè÷íèõ
(ôëóêòóàöiéíèõ) ñèë, ÿêi ¹ ðåçóëüòàòîì âèïàäêîâèõ i íåñêîìïåíñîâàíèõ
óäàðiâ ìîëåêóë ðiäèíè ïî ïîâåðõíi ÷àñòèíêè. Ç îãëÿäó íà õàîòè÷íiñòü öèõ
óäàðiâ ïðèïóñêà¹ìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ ïðîìiæêiâ ÷àñó ⟨Fx⟩ = 0.

Êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ D áðîóíiâñüêî¨ ÷àñòèíêè ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê êî-
åôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi â àñèìïòîòè÷íîìó ñïiââiäíîøåííi x2 ≃ 2Dt ìiæ
ñåðåäíiì çíà÷åííÿì êâàäðàòà çìiùåííÿ ÷àñòèíêè âçäîâæ îñi OX i ÷àñîì
ïðè t→ ∞.

Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè (6.16) íà x. Ìà¹ìî:

mxẍ = − x

B

dx

dt
+ xFx. (6.17)

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ

d

dt

(
d
(
x2
)

dt

)
= 2

d

dt
(xẋ) = 2xẍ+ 2ẋ2,

ïîäàìî äîáóòîê xẍ ÿê

xẍ =
1

2

d

dt

(
d
(
x2
)

dt

)
− ẋ2.

Òîäi (6.17) íàáèðà¹ âèãëÿäó

m

2

d

dt

(
d
(
x2
)

dt

)
−mẋ2 = − 1

2B

d
(
x2
)

dt
+ xFx.

Òåïåð óñåðåäíèìî öå ðiâíÿííÿ çà âèïàäêîâèìè áëóêàííÿìè ÷àñòèíêè
ïðè t → ∞. Óâàæàþ÷è, ùî òàêå óñåðåäíåííÿ åêâiâàëåíòíå óñåðåäíåííþ
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çà àíñàìáëåì íåçàëåæíèõ áðîóíiâñüêèõ ÷àñòèíîê, ùî ïåðåáóâàþòü ó ñòàíi
òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ç ðiäèíîþ, òà êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ ïðî ðiâ-
íîðîçïîäië åíåðãi¨ çà ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi, äëÿ îäíîãî ïîñòóïàëüíîãî ñòó-
ïåíÿ âiëüíîñòi ìîæåìî çàïèñàòè: mẋ2 = kT . Óðàõîâóþ÷è òàêîæ, ùî â ñèëó
ñòîõàñòè÷íîãî õàðàêòåðó ñèëè Fx ñåðåäí¹ xFx = xFx = 0, äiñòà¹ìî:

m

2

d

dt

d x2

dt
− kT = − 1

2B

dx2

dt
,

àáî

d

dt

(
d x2

dt

)
= − 1

mB

dx2

dt
+

1

mB

d

dt
(2BkTt) = − 1

mB

d

dt

(
x2 − 2BkTt

)
.

Öå ðiâíÿííÿ ëåãêî çiíòåãðóâàòè: ïîçíà÷èâøè z(t) ≡ x2−2BkTt, ïåðåïèñó¹-
ìî éîãî ó âèãëÿäi

d2z

dt2
= − 1

mB

dz

dt
,

çâiäêè
dz

dt
= Ce−t/mB,

äå C � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ. Ïîâåðòàþ÷èñü äî âåëè÷èíè x2, äiñòà¹ìî

d x2

dt
= Ce−t/mB + 2BkT.

Ïðè t→ ∞ îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íàáèðà¹ âèãëÿäó

d x2

dt
≃ 2BkT. (6.18)

Éîãî àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê:

x2 ≃ 2BkTt, t→ ∞.

Çãàäàâøè îçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà äèôóçi¨, îòðèìó¹ìî ôîðìóëó Åéíøòåéíà:

D = BkT.

Ïåððåí (1908 ð.) ñêîðèñòàâñÿ öi¹þ ôîðìóëîþ, ùîá çíàéòè çíà÷åííÿ ñòà-
ëî¨ Áîëüöìàíà åêñïåðèìåíòàëüíî. Îñêiëüêè çíà÷åííÿ óíiâåðñàëüíî¨ ãàçîâî¨
ñòàëî¨ áóëî âiäîìå, öå äîçâîëèëî éîìó âèçíà÷èòè i çíà÷åííÿ ñòàëî¨ Àâî-
ãàäðî.

Çàóâàæèìî, ùî â äîñëiäàõ Ïåððåíà áðîóíiâñüêi ÷àñòèíêè ìàëè ìàñó
m ≈ 10−17 êã òà ðàäióñ a ≈ 10−7 ì. Äëÿ âîäè ïðè êiìíàòíié òåìïåðàòóði η ≈
≈ 10−3Ïà·ñ, òîìó äëÿ òàêèõ ÷àñòèíîê B ≈ 5·108 ñ/êã,mB ≈ 5·10−9 ñ. Îòæå,
ïåðåõiä äî àñèìïòîòè÷íîãî çàêîíó (6.18) ¹ ìîæëèâèì ïðè t ≫ 5 · 10−9 ñ,
òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðåàëiñòè÷íîãî ÷àñó ñïîñòåðåæåííÿ çà ÷àñòèíêàìè.
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7. Iäåàëüíi êâàíòîâi ãàçè

Ðîçïîäiëè Ôåðìi�Äiðàêà òà Áîçå�Åéíøòåéíà

Çàâäàííÿ 92. Åíòðîïiþ ñèñòåìè ìîæíà çíàéòè, îá÷èñëèâøè ñòàòè-
ñòè÷íó âàãó ∆Γ çàäàíîãî ìàêðîñêîïi÷íîãî ñòàíó, òîáòî êiëüêiñòü ìiêðîñêî-
ïi÷íèõ ñïîñîáiâ, ÿêèìè âií ìîæå áóòè çðåàëiçîâàíèé: S = k ln∆Γ. Ïîêà-
æiòü, ùî ÿêùî ïðè îá÷èñëåííi ∆Γ äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó ôåðìiîíiâ óðàõî-
âóâàòè ïðèíöèï òîòîæíîñòi ÷àñòèíîê òà ïðèíöèï Ïàóëi, òî ç óìîâè ìàê-
ñèìóìó åíòðîïi¨ ïðè çàäàíèõ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê òà åíåðãi¨ ãàçó äiñòàíåìî
ðîçïîäië Ôåðìi�Äiðàêà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçiá'¹ìî âñi êâàíòîâi ñòàíè îêðåìî¨ ÷àñòèíêè ãàçó íà
ãðóïè, êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèòü áëèçüêi ñòàíè ç (ìàéæå) îäíàêîâèìè çíà÷åí-
íÿìè åíåðãi¨; íóìåðóâàòèìåìî öi ãðóïè iíäåêñîì j. Íåõàé Gj � êiëüêiñòü
ñòàíiâ ó ãðóïi j ç åíåðãi¹þ εj , Nj � êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ãàçó â öèõ ñòàíàõ
(äèâ. ðèñ. 92.1). Îá÷èñëèìî êiëüêiñòü ñïîñîáiâ ∆Γj , ÿêèìè ÷àñòèíêè îêðå-
ìî¨ ãðóïè ìîæíà ðîçïîäiëèòè ïî ¨¨ ñòàíàõ. Ïðè öüîìó âðàõó¹ìî, ùî ÿêùî
÷àñòèíêè ïiäêîðÿþòüñÿ ñòàòèñòèöi Ôåðìi, òî â êîæíîìó ñòàíi ìîæå çíàõî-
äèòèñÿ íå áiëüøå îäíi¹¨ ÷àñòèíêè. Î÷åâèäíî, ùî ïåðøó äîâiëüíî âèáðàíó

                                                  j  (Gj , Nj )

                                                  

Ðèñ. 92.1. Êëàñèôiêàöiÿ ñòàíiâ iäåàëüíîãî êâàíòîâîãî ãàçó çà ãðóïàìè òà çàïîâ-
íåííÿì îäíî÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ: ãðóïà ïiä íîìåðîì j âêëþ÷à¹ Gj ñòàíiâ îêðåìî¨
÷àñòèíêè ç (ìàéæå) ðiâíèìè çíà÷åííÿìè åíåðãi¨ εj ; ó ãàçi öi ñòàíè çàïîâíþþòüñÿ
Nj ÷àñòèíêàìè; ñóêóïíiñòü ÷èñåë Nj âèçíà÷à¹ ìàêðîñêîïi÷íèé ñòàí óñüîãî ãàçó.

÷àñòèíêó ãðóïè j ìîæíà ðîçìiñòèòè ïî ñòàíàõ öi¹¨ ãðóïè Gj ñïîñîáàìè.
Äëÿ ðåøòè Nj − 1 ÷àñòèíîê çàëèøàþòüñÿ âiëüíèìè Gj − 1 ñòàíiâ. Òîìó
íàñòóïíó ÷àñòèíêó ìîæåìî ðîçìiñòèòè ïî ñòàíàõ ãðóïè Gj − 1 ñïîñîáàìè.
Ïîâòîðþþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, çíàõîäèìî, ùî Nj-òó ÷àñòèíêó ìîæå-
ìî ðîçìiñòèòè Gj − Nj + 1 ñïîñîáàìè. Îòæå, çàãàëüíà êiëüêiñòü ñïîñîáiâ
äîðiâíþ¹ Gj(Gj−1)...(Gj−Nj+1). Îäíàê öå çíà÷åííÿ ìiñòèòü çàéâi ñïîñîáè
ðîçìiùåííÿ ÷àñòèíîê, îñêiëüêè ïðè éîãî îá÷èñëåííi ÷àñòèíêè ðîçãëÿäàëè-
ñÿ ÿê ðiçíi. Ùîá óðàõóâàòè òîòîæíiñòü ÷àñòèíîê, äiëèìî éîãî íà êiëüêiñòü
ìîæëèâèõ ïåðåñòàíîâîê ó ãðóïi ç Nj ÷àñòèíîê. Äiñòà¹ìî:

∆Γj =
Gj(Gj − 1)...(Gj −Nj + 1)

Nj !
=

Gj !

Nj !(Gj −Nj)!
(7.1)
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� êiëüêiñòü ìîæëèâèõ ðîçìiùåíü Nj òîòîæíèõ ôåðìi-÷àñòèíîê ïî Gj ñòà-
íàõ.

Âiäïîâiäíî, çàãàëüíà êiëüêiñòü ìîæëèâèõ ñïîñîáiâ, ÿêèìè ÷àñòèíêè iäå-
àëüíîãî ôåðìi-ãàçó ìîæíà ðîçìiñòèòè ïî âñiõ éîãî êâàíòîâèõ ñòàíàõ, âèçíà-
÷à¹òüñÿ âèðàçîì

∆Γ =
∏
j

∆Γj =
∏
j

Gj !

Nj !(Gj −Nj)!
. (7.2)

Çà äîïîìîãîþ (7.2) âèçíà÷à¹ìî åíòðîïiþ ãàçó, ïîòiì âèðàæà¹ìî ¨¨ ÷åðåç
÷èñëà çàïîâíåííÿ îäíî÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ

nj =
Nj

Gj
(7.3)

òà çíàõîäèìî ¨¨ ìàêñèìóì çà nj ïðè çàäàíèõ çíà÷åííÿõ çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi
÷àñòèíîê N òà ïîâíî¨ åíåðãi¨ E ãàçó. Òèì ñàìèì äiñòàíåìî ðiâíÿííÿ äëÿ
ñåðåäíiõ çíà÷åíü nj ÷èñåë çàïîâíåííÿ îäíî÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ ó ðiâíîâàæ-
íîìó iäåàëüíîìó ôåðìi-ãàçi. Éîãî ðîçâ'ÿçêîì i áóäå ðîçïîäië Ôåðìi�Äiðàêà.
Çðåàëiçó¹ìî îïèñàíó ïðîöåäóðó.

Ç îãëÿäó íà (7.2) ìà¹ìî:

S = k ln∆Γ = k ln
∏
j

∆Γj = k
∑
j

ln∆Γj =

= k
∑
j

[lnGj !− lnNj !− ln(Gj −Nj)!] . (7.4)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåïåð ôîðìóëîþ Ñòiðëiíãà: lnN ! ≃ N lnN −N ïðè N ≫ 1.
Äiñòà¹ìî:

S = k
∑
j

[Gj lnGj −Nj lnNj − (Gj −Nj) ln(Gj −Nj)] .

Äàëi â öié ôîðìóëi ïåðåõîäèìî äî ÷èñåë çàïîâíåííÿ (7.3), äëÿ ÷îãî ïiä-
ñòàâëÿ¹ìî Nj = njGj . Ìà¹ìî:

S = k
∑
j

[Gj lnGj − njGj ln(njGj)− (Gj − njGj) ln(Gj − njGj)] ,

àáî, ïiñëÿ ïåâíèõ ñïðîùåíü,

S = −k
∑
j

Gj [nj lnnj + (1− nj) ln(1− nj)]. (7.5)

Øóêà¹ìî ìàêñèìóì âèðàçó (7.5) çà nj , âèìàãàþ÷è ïðè öüîìó, ùîá çà-
ãàëüíà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê òà ïîâíà åíåðãiÿ ãàçó íàáóâàëè çàäàíèõ çíà÷åíü

N =
∑
j

Nj =
∑
j

Gjnj , E =
∑
j

Njεj =
∑
j

Gjnjεj . (7.6)
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Iíøèìè ñëîâàìè, çíàõîäèìî óìîâíèé åêñòðåìóì ôóíêöi¨ (7.5) ïðè âèêîíàí-
íi óìîâ (7.6). Çãiäíî iç çàãàëüíèì ïðàâèëîì, äëÿ öüîãî áóäó¹ìî ôóíêöiþ

S

k
+ αN − βE, (7.7)

äå α i β � íåâèçíà÷åíi ìíîæíèêè Ëàãðàíæà, çíàõîäèìî ¨¨ ïîõiäíó çà nj òà
ïðèðiâíþ¹ìî îñòàííþ äî íóëÿ. Îñêiëüêè ïðè ôiêñîâàíèõ êiëüêîñòi ÷àñòè-
íîê òà îá'¹ìi ñèñòåìè ¨¨ êâàíòîâi ñòàíè òà ðiâíi åíåðãi¨ íå çìiíþþòüñÿ, òî
âåëè÷èíè Gj i εj ïðè òàêîìó äèôåðåíöiþâàííi ¹ ñòàëèìè. Ïåðåïîçíà÷èâøè,
äëÿ çðó÷íîñòi, iíäåêñ ïiäñóìîâóâàííÿ ÷åðåç k, äiñòà¹ìî:

∂

∂nj

{
−
∑
k

Gk [nk lnnk + (1− nk) ln(1− nk)− αnk + βεknk]

}
= 0,

Gj [lnnj + 1− ln(1− nj)− 1− α+ βεj ] = 0,

çâiäêè

ln
nj

1− nj
= α− βεj ,

nj
1− nj

= eα−βεj ,
1− nj
nj

= e−α+βεj ,
1

nj
− 1 = e−α+βεj

(7.8)
i îñòàòî÷íî

nj =
1

e−α+βεj + 1
� ðîçïîäië Ôåðìi�Äiðàêà. (7.9)

Çàâäàííÿ 93. Âèâåäiòü ðîçïîäië Áîçå�Åéíøòåéíà ïîïåðåäíiì ñïîñî-
áîì, ïðèïóñòèâøè, ùî â êîæíîìó îäíî÷àñòèíêîâîìó ñòàíi ìîæå çíàõîäè-
òèñÿ äîâiëüíà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãðóïó ç íîìåðîì j îäíî÷àñòèíêîâèõ êâàíòî-
âèõ ñòàíiâ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç Gj ñòàíiâ, çàïîâíåíèõ Nj ÷àñòèíêàìè ãàçó ç
åíåðãiÿìè εj . Òåïåð â îêðåìîìó îäíî÷àñòèíêîâîìó ñòàíi ìîæå çíàõîäèòè-
ñÿ äîâiëüíà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê. Ùîá çíàéòè êiëüêiñòü ñïîñîáiâ, ÿêèìè Nj

÷àñòèíîê ìîæíà ðîçïîäiëèòè ïî Gj ñòàíàõ, óÿâiìî ñîái êîæíèé îêðåìèé
ñòàí ÿê êîìiðêó, ó ÿêó ìîæíà ïîìiñòèòè âiä îäíi¹¨ äî Nj ÷àñòèíîê àáî íå
ïîìiñòèòè æîäíî¨. ßêùî ÷àñòèíêè çîáðàæàòè òî÷êàìè, à ñòiíêè ìiæ êî-
ìiðêàìè ãðóïè � âåðòèêàëüíèìè ðèñêàìè (çàãàëüíîþ êiëüêiñòþ Gj − 1),
òî ðiçíèì ñïîñîáàì çàïîâíåííÿ êîìiðîê ÷àñòèíêàìè âiäïîâiäàòèìóòü ðiç-
íi ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê i ðèñîê (äèâ. ðèñ. 93.1). Òîäi çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî
âiäøóêàííÿ çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi ïåðåñòàíîâîê óñåðåäèíi ìíîæèíè, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç Gj − 1 +Nj åëåìåíòiâ (Gj − 1 ðèñîê òà Nj òî÷îê). Óðàõîâóþ÷è,
ùî ðèñêè òîòîæíi ìiæ ñîáîþ, à òî÷êè � ìiæ ñîáîþ, çíàõîäèìî:

∆Γj =
(Gj − 1 +Nj)!

(Gj − 1)!Nj !
. (7.10)
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a)                                                                                     )

                1               2                3                4

                   j  (Gj , Nj )

Ðèñ. 93.1. Çàïîâíåííÿ îäíî÷àñòèíêîâèõ êâàíòîâèõ ñòàíiâ áîçå-÷àñòèíêàìè:
à) ñòàíè ÿê êîìiðêè (çîáðàæåíî ÷îòèðè ñòàíè òà îäèí ç âàðiàíòiâ çàïîâíåííÿ
¨õ òðüîìà ÷àñòèíêàìè); á) äiàãðàìà ç ðèñîê òà òî÷îê, ÿêà åêâiâàëåíòíà ñõåìi à).

Çâiäñè, ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ Ñòiðëiíãà, äiñòà¹ìî

S = k ln
∏
j

∆Γj = k
∑
j

ln
(Gj − 1 +Nj)!

(Gj − 1)!Nj !
=

= k
∑
j

[(Gj − 1 +Nj) ln(Gj − 1 +Nj)− (Gj − 1) ln(Gj − 1)−Nj lnNj ] ,

àáî, äîäàòêîâî çíåõòóâàâøè îäèíèöåþ â ïîðiâíÿííi ç ÷èñëàìè Gj ≫ 1 i
Nj ≫ 1,

S = k
∑
j

[(Gj +Nj) ln(Gj +Nj)−Gj lnGj −Nj lnNj ] .

Ïåðåéäåìî â öié ôîðìóëi äî ÷èñåë çàïîâíåííÿ (7.3). Ïiäñòàâèâøè Nj =
= njGj , ïiñëÿ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹ìî:

S = k
∑
j

[(Gj + njGj) ln (Gj + njGj)−Gj lnGj − njGj ln (njGj)] =

= −k
∑
j

Gj [nj lnnj − (1 + nj) ln(1 + nj)] . (7.11)

Òåïåð çíàõîäèìî ïîõiäíó âèðàçó S/k + αN − βE çà nj òà ïðèðiâíþ¹ìî
¨¨ äî íóëÿ. Äëÿ ñåðåäíiõ çíà÷åíü ÷èñåë çàïîâíåííÿ nj äiñòà¹ìî ðiâíÿííÿ

Gj [− lnnj + ln(1 + nj) + α− βεj ] = Gj

[
ln

(
1 + nj
nj

)
+ α− βεj

]
= 0,

çâiäêè

ln

(
1 + nj
nj

)
= −α+ βεj ,

1

nj
+ 1 = e−α+βεj

i îñòàòî÷íî

nj =
1

e−α+βεj − 1
� ðîçïîäië Áîçå�Åéíøòåéíà. (7.12)
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Çàâäàííÿ 94. Ç'ÿñóéòå ôiçè÷íèé çìiñò ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà α i β ó
äâîõ ïîïåðåäíiõ ðîçïîäiëàõ. Ñêîðèñòàéòåñÿ òèì, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó îá'¹ìi
ïðèðiñò åíòðîïi¨ ñèñòåìè

(dS)V =
1

T
dE − µ

T
dN. (7.13)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ðîçãëÿäà¹ìî iäåàëüíèé ãàç ôåðìiîíiâ.
Çíàéäåìî éîãî åíòðîïiþ â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi. Äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî ðîç-
ïîäië Ôåðìi�Äiðàêà (7.9) ó âèðàç (7.5). Óðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (äèâ.
ôîðìóëè (7.8) òà (7.9))

1− nj
nj

= e−α+βεj , ln(1− nj) = − ln
(
1 + eα−βεj

)
,

äiñòà¹ìî:
S = −k

∑
j

Gj [nj lnnj + (1− nj) ln(1− nj)] =

= k
∑
j

Gj

[
nj ln

(
1− nj
nj

)
− ln(1− nj)

]
=

= k
∑
j

Gj

[
nj (−α+ βεj) + ln

(
1 + eα−βεj

)]
,

òîáòî
S = −kαN + kβE + k

∑
j

Gj ln(1 + eα−βεj ), (7.14)

äå áóêâè S, N i E òåïåð ïîçíà÷àþòü ðiâíîâàæíi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ âå-
ëè÷èí. Áà÷èìî, ùî ïðè çàäàíèõ çíà÷åííÿõ N i E ðiâíîâàæíå çíà÷åííÿ
åíòðîïi¨ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ α i β. Îòæå, öi ïà-
ðàìåòðè ìàþòü ôóíäàìåíòàëüíèé çìiñò ó òåðìîäèíàìiöi.

Ùîá óñòàíîâèòè öåé çìiñò, çãàäà¹ìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó îá'¹ìi âåëè-
÷èíè Gj i εj ¹ ñòàëèìè. Êîðèñòóþ÷èñü öèì ôàêòîì òà ðîçãëÿäàþ÷è S, N i
E ÿê ôóíêöi¨ ïàðàìåòðiâ α i β, çíàéäåìî äèôåðåíöiàë

(dS)V =

(
∂S

∂α

)
βV

dα+

(
∂S

∂β

)
αV

dβ (7.15)

òà ïîêàæåìî, ùî âií íàáèðà¹ âèãëÿäó (7.13). Ñïðàâäi, äëÿ ÷àñòèííèõ ïî-
õiäíèõ S çà α i β ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi ìà¹ìî:(

∂S

∂α

)
βV

= −kN − kα

(
∂N

∂α

)
βV

+ kβ

(
∂E

∂α

)
βV

+ k
∑
j

Gj
eα−βεj

1 + eα−βεj
=

= −kN − kα

(
∂N

∂α

)
βV

+ kβ

(
∂E

∂α

)
βV

+ k
∑
j

Gj
1

1 + e−α+βεj︸ ︷︷ ︸
nj

=

= −kα
(
∂N

∂α

)
βV

+ kβ

(
∂E

∂α

)
βV

, (7.16)
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(
∂S

∂β

)
αV

=−kα
(
∂N

∂β

)
αV

+ kE + kβ

(
∂E

∂β

)
αV

+k
∑
j

Gj
eα−βεj

1 + eα−βεj︸ ︷︷ ︸
nj

(−εj)=

= −kα
(
∂N

∂β

)
αV

+ kβ

(
∂E

∂β

)
αV

. (7.17)

Ïiäñòàâëÿ¹ìî ïîõiäíi (7.16) i (7.17) ó (7.15). Çíàõîäèìî:

(dS)V =

=

[
−kα

(
∂N

∂α

)
βV

+ kβ

(
∂E

∂α

)
βV

]
dα+

[
−kα

(
∂N

∂β

)
αV

+ kβ

(
∂E

∂β

)
αV

]
dβ=

=−kα

[(
∂N

∂α

)
βV

dα+

(
∂N

∂β

)
αV

dβ

]
+ kβ

[(
∂E

∂α

)
βV

dα+

(
∂E

∂β

)
αV

dβ

]
=

= −kαdN + kβdE. (7.18)

Ïîðiâíþþ÷è öåé ðåçóëüòàò iç (7.13), äiñòà¹ìî âiäïîâiäü:

α =
µ

kT
, β =

1

kT
. (7.19)

Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ ðîçïîäiëó Áîçå�Åéíøòåéíà.
Ðîçãëÿíüòå öåé âèïàäîê ñàìîñòiéíî.

Ðiâíîâàæíå åëåêòðîìàãíiòíå âèïðîìiíþâàííÿ

Çàâäàííÿ 95. Ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíîâàæíå åëåêòðîìàãíiòíå âèïðîìiíþ-
âàííÿ ÿê ãàç ôîòîíiâ, âèâåäiòü ôîðìóëó Ïëàíêà äëÿ ñïåêòðàëüíî¨ ãóñòèíè
éîãî åíåðãi¨ òà îòðèìàéòå ç íå¨: à) àñèìïòîòè÷íi çàêîíè Ðåëåÿ�Äæèíñà i
Âiíà; á) çàêîí çìiùåííÿ Âiíà äëÿ ïîëîæåííÿ ìàêñèìóìó ó ñïåêòði âèïðî-
ìiíþâàííÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Åëåêòðîìàãíiòíå âèïðîìiíþâàííÿ, ÿêå ïåðåáóâà¹ â òåïëî-
âié ðiâíîâàçi ç ìàòåði¹þ (íàïðèêëàä, ñòiíêàìè çàìêíåíî¨ ïîðîæíèíè) ïðè
òåìïåðàòóði T , õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñïåêòðàëüíîþ ãóñòèíîþ åíåðãi¨ ρ(ω, T ).
Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êiëüêiñòü åíåðãi¨ âèïðîìiíþâàííÿ â îäèíèöi îá'¹ìó,
ÿêà ïðèïàäà¹ íà çàäàíèé ÷àñòîòíèé iíòåðâàë îäèíè÷íî¨ äîâæèíè. Âiäïî-
âiäíî, âåëè÷èíà de(ω, T ) = ρ(ω, T )|dω| äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi åíåðãi¨ âèïðîìi-
íþâàííÿ â îäèíèöi îá'¹ìó â iíòåðâàëi ÷àñòîò âiä ω äî ω + dω.

Îá÷èñëèìî ρ(ω, T ) íà îñíîâi óÿâëåíü ïðî âèïðîìiíþâàííÿ ÿê iäåàëüíèé
ãàç ôîòîíiâ � ðåëÿòèâiñòñüêèõ áîçå-÷àñòèíîê iç íóëüîâîþ ìàñîþ ñïîêîþ,
ùî ðóõàþòüñÿ ó ïðîñòîði çi øâèäêiñòþ ñâiòëà c, ìàþ÷è ïåâíi iìïóëüñè p,
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åíåðãi¨ ε = c|p| òà ïîïåðå÷íi ïîëÿðèçàöi¨ e. Îñòàííi â çàãàëüíîìó âèïàäêó
¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè äâîõ íåçàëåæíèõ ïîïåðå÷íèõ ïîëÿðèçàöié en,α
(äèâ. çàóâàæåííÿ), òîìó ñòàíè ôîòîíà iç çàäàíèìè çíà÷åííÿìè p äâîðàçîâî
âèðîäæåíi. Åíåðãiÿ òà iìïóëüñ ôîòîíà ïîâ'ÿçàíi ç ÷àñòîòîþ ω òà õâèëüîâèì
âåêòîðîì k âèïðîìiíþâàííÿ ñïiââiäíîøåííÿìè ε = ~ω = ~c|k|, p = ~k (~ �
ñòàëà Ïëàíêà).

Çàïîâíåííÿ ôîòîíàìè îäíî÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ ç ïåâíèìè çíà÷åííÿìè
iìïóëüñó p (õâèëüîâîãî âåêòîðà k) òà ïîëÿðèçàöi¨ α, ó ÿêèõ ôîòîíè ìàþòü
åíåðãi¨ ε, âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì Áîçå�Åéíøòåéíà. Ñïåöèôi÷íîþ âëà-
ñòèâiñòþ ãàçó ôîòîíiâ ¹ òå, ùî éîãî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë µ äîðiâíþ¹ íó-
ëþ. Ñïðàâäi, ïåðåáóâàþ÷è â äèíàìi÷íié ðiâíîâàçi ç ìàòåði¹þ (ó íàøîìó
âèïàäêó � ñòiíêàìè ïîðîæíèíè), ôîòîíè íåïåðåðâíî âèïðîìiíþþòüñÿ òà
ïîãëèíàþòüñÿ íåþ, à òîìó ¨õ êiëüêiñòü N íå ôiêñîâàíà. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
N ïðè çàäàíèõ T i V âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè ìiíiìàëüíîñòi âiëüíî¨ åíåðãi¨
ãàçó ôîòîíiâ. Äiñòà¹ìî: (∂F/∂N)T,V = µ = 0. ßê íàñëiäîê, ðîçïîäië Áîçå�
Åéíøòåéíà äëÿ ôîòîíiâ ìà¹ âèãëÿä

np,α =
1

eε(p)/kT − 1
, àáî nk,α =

1

e~ω/kT − 1
, α = 1, 2.

Çíàéäåìî òåïåð çàãàëüíó êiëüêiñòü dν(ε, T ) òà çàãàëüíó åíåðãiþ
de(ε, T ) = εdν(ε, T ) ôîòîíiâ â îäèíèöi îá'¹ìó ïîðîæíèíè, ùî ïðè äîâiëü-
íèõ ïîëÿðèçàöiÿõ ìàþòü åíåðãi¨ â iíòåðâàëi âiä ε äî ε + dε. Óðàõîâóþ÷è
ìàêðîñêîïi÷íiñòü îá'¹ìó V , âèõîäèìî iç êâàçiêëàñè÷íî¨ îöiíêè

2
V dp

(2π~)3
(7.20)

äëÿ êiëüêîñòi äâîðàçîâî âèðîäæåíèõ êâàíòîâèõ ñòàíiâ ÷àñòèíêè, ùî çíàõî-
äèòüñÿ â îá'¹ìi V òà ìà¹ çíà÷åííÿ iìïóëüñó â åëåìåíòi dp ñâîãî iìïóëüñíîãî
ïðîñòîðó. Çiíòåãðóâàâøè (7.20) çà âñiìà íàïðÿìàìè âåêòîðà p òà ïiäñòàâèâ-
øè p = ε/c, çíàõîäèìî, ùî êiëüêiñòü ñòàíiâ ôîòîíà â iíòåðâàëi åíåðãié âiä
ε äî ε+ dε äîðiâíþ¹

V
ε2

π2~3c3
dε.

Âiäïîâiäíî,

dν(ε, T ) = np,α
ε2

π2~3c3
dε =

1

π2~3c3
ε2

eε/kT − 1
dε,

de(ε, T ) =
1

π2~3c3
ε3

eε/kT − 1
dε.

Ïåðåéøîâøè â îñòàííié ôîðìóëi âiä åíåðãi¨ ôîòîíà äî ÷àñòîòè âèïðîìiíþ-
âàííÿ, äiñòà¹ìî

de(ω, T ) =
1

π2c3
~ω3

e~ω/kT − 1
dω

i, îñòàòî÷íî,

ρ(ω, T ) =
1

π2c3
~ω3

e~ω/kT − 1
. (7.21)
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Öå i ¹ ôîðìóëà Ïëàíêà äëÿ ñïåêòðàëüíî¨ ãóñòèíè åíåðãi¨ ðiâíîâàæíîãî
âèïðîìiíþâàííÿ.

Ãðàôiê çàëåæíîñòi ρ(ω, T ) âiä ÷àñòîòè çîáðàæåíî íà ðèñ. 95.1.

),( Tωρ

                                                                                              kTe ωω h−3~  (Він) 

                                2~ ω  (Релей–Джинс) 

          0                               maxω                                                                              ω

Ðèñ. 95.1. Ñïåêòðàëüíà ãóñòèíà åíåðãi¨ ðiâíîâàæíîãî åëåêòðî-
ìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ.

Çàóâàæåííÿ. 1) Äëÿ ôîòîíà ôiçè÷íèé çìiñò ìà¹ ëèøå ïîâíèé ìåõàíi÷-
íèé ìîìåíò; âií ìîæå íàáóâàòè öiëèõ çíà÷åíü 1, 2, 3, . . . . Ïîíÿòòÿ æ ñïiíó òà
îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó ââîäÿòüñÿ ôîðìàëüíî � âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê
çðó÷íèé çàñiá äëÿ îïèñó òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé õâèëüîâî¨ ôóíê-
öi¨ ôîòîíà âiäíîñíî ïîâîðîòiâ. Ó öüîìó ðîçóìiííi ñïií ôîòîíà äîðiâíþ¹
îäèíèöi, à âåêòîð ïîëÿðèçàöi¨ ôîòîíà âèñòóïà¹ ñïiíîâîþ ÷àñòèíîþ éîãî
õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨. Âëàñíèìè ïîëÿðèçàöiéíèìè ñòàíàìè äëÿ ôîòîíà ¹ ñòà-
íè, ó ÿêèõ ïðîåêöiÿ ñïiíó íà íàïðÿì ðóõó n = p/p = k/k � òàê çâàíà
ñïiðàëüíiñòü ôîòîíà � äîðiâíþ¹ ±1. Ó êëàñè÷íié åëåêòðîäèíàìiöi ¨ì âiäïî-
âiäàþòü äâi íåçàëåæíi êîëîâi ïîëÿðèçàöi¨ ïëîñêî¨ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi.

2) Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì p = ~k ìiæ iìïóëüñîì ôîòîíà òà
õâèëüîâèì âåêòîðîì âèïðîìiíþâàííÿ, âèðàç (7.20) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó
âèãëÿäi

2
V

(2π)3
dk = 2

V

(2π)3
dkxdkydkz.

Öå ÷èñëî çáiãà¹òüñÿ ç âiäîìèì ðåçóëüòàòîì õâèëüîâî¨ òåîði¨ äëÿ çàãàëü-
íî¨ êiëüêîñòi (ç óðàõóâàííÿì ¨õ ïîëÿðèçàöi¨) ïîïåðå÷íèõ ñòîÿ÷èõ õâèëü �
îñöèëÿòîðiâ � åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ â ìàêðîñêîïi÷íîìó îá'¹ìi V , ùî ìà-
þòü çíà÷åííÿ êîìïîíåíò õâèëüîâîãî âåêòîðà â iíòåðâàëàõ (kx, kx + dkx),
(ky, ky + dky) i (kz, kz + dkz). Êiëüêiñòü îñöèëÿòîðiâ ïîëÿ ç ÷àñòîòàìè â
iíòåðâàëi (ω, ω + dω) äà¹òüñÿ ÷èñëîì

V

π2c3
ω2dω.
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3) ßêùî äàëi ïðèïóñòèòè, ùî ñåðåäíÿ åíåðãiÿ îñöèëÿòîðà ïîëÿ îïè-
ñó¹òüñÿ âèðàçîì

ε(ω) =
~ω

e~ω/kT − 1
,

òîáòî çáiãà¹òüñÿ iç ñåðåäíüîþ åíåðãi¹þ êâàíòîâîãî îñöèëÿòîðà (áåç óðàõó-
âàííÿ åíåðãi¨ íóëüîâèõ êîëèâàíü, äèâ. çàâäàííÿ 35), òî ôîðìàëüíî çíîâó
ïðèõîäèìî äî ôîðìóëè (7.21). ×è ¹ òàêå äîâåäåííÿ ñòðîãèì?

à) Çàêîí Ðåëåÿ�Äæèíñà îòðèìó¹ìî ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó íèçüêèõ ÷à-
ñòîò, ~ω/kT≪1. Òîäi

1

e~ω/kT − 1
≃ 1

1 + ~ω
kT − 1

=
kT

~ω
i, âiäïîâiäíî,

ρ (ω, T ) ≃ ω2

π2c3
kT.

Òèì ñàìèì âiäòâîðþ¹ìî ðåçóëüòàò êëàñè÷íî¨ òåîði¨, äå de(ω, T ) îá÷èñëþ¹òü-
ñÿ ÿê äîáóòîê êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ ïîëÿ â îäèíèöi îá'¹ìó ç ÷àñòîòàìè âiä
ω äî ω + dω òà êëàñè÷íîãî çíà÷åííÿ kT äëÿ ñåðåäíüî¨ åíåðãi¨ îäíîãî îñöè-
ëÿòîðà.

Çàêîí Âiíà îïèñó¹ îáëàñòü âèñîêèõ ÷àñòîò, äëÿ ÿêèõ ~ω/kT ≫ 1. Òîäi

1

e~ω/kT − 1
≃ e−~ω/kT

i, îòæå,

ρ (ω, T ) ≃ ~ω3

π2c3
e−~ω/kT .

á) Ïîëîæåííÿ ìàêñèìóìó ωmax ó ñïåêòði âèïðîìiíþâàííÿ âèçíà÷à¹ìî
ç óìîâè (∂ρ/∂ω)T = 0, çâiäêè äiñòà¹ìî ðiâíÿííÿ

3
(
e~ω/kT − 1

)
=

~ω
kT

e~ω/kT .

Ïåðåéøîâøè äî áåçðîçìiðíî¨ çìiííî¨ x = ~ω/kT , ìîæåìî çàïèñàòè (3 −
−x) ex = 3. Íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ x0 ≃ 2, 821, îòæå

ωmax ≃ 2, 821 kT

~
. (7.22)

Äëÿ ëiíiéíî¨ ÷àñòîòè νmax = ωmax/2π ≃ 2, 821 kT/h, äå h = 2π~ � çâè-
÷àéíà ñòàëà Ïëàíêà.

Çàâäàííÿ 96. Âèâåäiòü λ�ðîçïîäië Ïëàíêà òà îöiíiòü òåìïåðàòóðó ïî-
âåðõíi Ñîíöÿ, ÿêùî ìàêñèìóì ñîíÿ÷íîãî âèïðîìiíþâàííÿ ïðèïàäà¹ íà äîâ-
æèíó õâèëi 4700 �A.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. λ�Ðîçïîäië Ïëàíêà ρ(λ, T ) îïèñó¹ ñïåêòðàëüíó ãóñòèíó
åíåðãi¨ ðiâíîâàæíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ ÿê ôóíêöiþ äîâ-
æèíè õâèëi λ ïðè çàäàíié òåìïåðàòóði T . Çâåðíåìî óâàãó, ùî ïîëîæåííÿ
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ìàêñèìóìiâ äëÿ ñïåêòðàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ρ(ω, T ) i ρ(λ, T ) âiäðiçíÿþòüñÿ,
òîìó òðåáà âêàçóâàòè, ÿêà øêàëà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ � ÷àñòîò ÷è äîâæèí
õâèëü.

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó, ñïåðøó çíàéäåìî ÿâíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ ρ(λ, T ),
âèõîäÿ÷è ç ÷àñòîòíîãî ðîçïîäiëó ρ(ω, T ). Çà îçíà÷åííÿì λ�ðîçïîäiëó, êiëü-
êiñòü åíåðãi¨ âèïðîìiíþâàííÿ â îäèíèöi îá'¹ìó, ÿêà ïðèïàäà¹ íà iíòåðâàë
äîâæèí õâèëü (λ, λ + dλ), äîðiâíþ¹ ρ(λ, T )|dλ|. Ç äðóãîãî áîêó, êiëüêiñòü
åíåðãi¨ âèïðîìiíþâàííÿ â îäèíèöi îá'¹ìó ó âiäïîâiäíîìó ÷àñòîòíîìó iíòåð-
âàëi (ω, ω + dω) äà¹òüñÿ âèðàçîì ρ(ω, T )|dω|. Îòæå,

ρ(ω, T )|dω| = ρ(λ, T )|dλ|,

çâiäêè

ρ(λ, T ) = ρ(ω, T )

∣∣∣∣dωdλ
∣∣∣∣ .

Îñêiëüêè ω = 2πν = 2πc/λ, òî dω/dλ = −2πc/λ2. Ïåðåéøîâøè âiä ω äî λ,
äiñòà¹ìî:

ρ(λ, T ) =
16π2c~
λ5

1

e2π~c/kTλ − 1
,

àáî

ρ(λ, T ) =
8πhc

λ5
1

ehc/kTλ − 1
(7.23)

� ðîçïîäië ãóñòèíè åíåðãi¨ ðiâíîâàæíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàí-
íÿ çà äîâæèíàìè õâèëü.

Ìàêñèìóì ðîçïîäiëó (7.23) äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi λmax, äëÿ ÿêî¨ (∂ρ/∂λ)T =
= 0. Çâiäñè äiñòà¹ìî:

− 5

λ6
1

ehc/kTλ − 1
− 1

λ5
ehc/kTλ ·

(
− hc
kTλ2

)(
ehc/kTλ − 1

)2 = 0,

5
(
ehc/kTλ − 1

)
=

hc

kTλ
ehc/kTλ .

Ïîçíà÷èâøè x = hc/kTλ, ïåðåéäåìî äî ðiâíÿííÿ ex(5−x) = 5, íåòðèâiàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî x0 ≃ 4, 965. Çâiäñè

λmax ≃ hc

4, 965 kT
.

Äëÿ ïîâåðõíi Ñîíöÿ:

T ≃ hc

4, 965λmaxk
≃ 6200K.

Çàâäàííÿ 97. ßêó êiëüêiñòü åíåðãi¨ òðåáà íàäàòè ÷îðíîìó òiëó îá'¹ìîì
1 ñì3, ùîá ïiäòðèìóâàòè éîãî òåìïåðàòóðó ðiâíîþ 500, 800 òà 1000 Ê?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîâíà åíåðãiÿ ðiâíîâàæíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìi-
íþâàííÿ â îá'¹ìi V ïðè òåìïåðàòóði T äîðiâíþ¹:
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U = V

∫ ∞

0
ρ(ω, T )dω = V

∫ ∞

0

~
π2c3

ω3dω

e~ω/kT − 1
=

[
x =

~ω
kT

]
=

=
V ~
π2c3

(
kT

~

)4 ∫ ∞

0

x3dx

ex − 1
=
π2V k4T 4

15c3~3
,

äå ìè ñêîðèñòàëèñÿ iíòåãðàëîì∫ ∞

0

x3dx

ex − 1
=
π4

15
.

Áà÷èìî, ùî
U = V u(T ), (7.24)

äå u(T ) = σT 4 � îá'¹ìíà ãóñòèíà åíåðãi¨, σ = π2k4/15c3~3 ≃ 7, 55 ×
×10−16Äæ/(ì3 ·Ê4) � êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi.

×èñëîâi îöiíêè äëÿ T = 500, 800 i 1000Ê ïðè V = 1 ñì3 äàþòü âiäïî-
âiäíî U ≈ 4, 7 · 10−11, 3, 1 · 10−10 i 7, 6 · 10−10Äæ.

Çàóâàæåííÿ. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ âèäó

I(z) ≡
∫ ∞

0

xz−1dx

ex − 1
. (7.25)

Ïåðåïèøåìî çíàìåííèê â iíòåãðàëi (7.25) íàñòóïíèì ÷èíîì:

1

ex − 1
=

e−x

1− e−x
= e−x

(
1 + e−x + e−2x + · · ·

)
=

∞∑
n=1

e−nx.

Òîäi

I(z) =

∞∑
n=1

∫ ∞

0
xz−1e−nxdx =

[
çàìiíà t = nx, dt = ndx, x =

t

n

]
=

=

∞∑
n=1

∫ ∞

0
tz−1 1

nz−1
e−t

dt

n
=

∞∑
n=1

1

nz

∫ ∞

0
tz−1e−tdt.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåïåð îçíà÷åííÿìè ãàììà-ôóíêöi¨ Γ(z) i ζ-ôóíêöi¨ Ðiìàíà:

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−tdt, ζ(z) =

∞∑
n=1

1

nz
.

Äiñòà¹ìî:

I(z) ≡
∫ ∞

0

xz−1dx

ex − 1
= Γ(z)ζ(z). (7.26)

Íàâåäåìî äëÿ äîâiäîê äåÿêi çíà÷åííÿ ôóíêöié: Γ(1) = 1, Γ(2) = 1,
Γ(3) = 2, Γ(4) = 6, ζ(2) = π2/6, ζ(3) ≃ 1, 202, ζ(4) = π4/90, ζ(5) ≃ 1, 037.
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Çàâäàííÿ 98. Îöiíiòü òèñê åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ ïðè
T = 1000 Ê.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âèðàçîì (7.24) òà âiäîìèì ðåçóëüòàòîì êëà-
ñè÷íî¨ åëåêòðîäèíàìiêè äëÿ òèñêó ðiâíîâàæíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðî-
ìiíþâàííÿ (äèâ. çàâäàííÿ 42):

P =
1

3
u(T ) =

1

3
σT 4.

Ïðè T = 1000 Ê òèñê âèïðîìiíþâàííÿ ñòàíîâèòü P ≃ 2, 52 · 10−4Ïà ≃
≃ 2, 49 · 10−9 àòì. Ïðè T = 1 · 104Ê âií çðîñòà¹ äî 2, 52 Ïà. Áà÷èìî, ùî
äëÿ âèñîêîãî âàêóóìó i âèñîêî¨ òåìïåðàòóðè òèñê âèïðîìiíþâàííÿ ìîæå
ïåðåâèùóâàòè òèñê ãàçó.

Çàâäàííÿ 99. Äëÿ ãàçó ôîòîíiâ îá÷èñëiòü òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë
Ω òà çà éîãî äîïîìîãîþ çíàéäiòü: à) òèñê; á) âiëüíó åíåðãiþ; â) åíòðîïiþ;
ã) òåïëî¹ìíiñòü; ä) âíóòðiøíþ åíåðãiþ; å) ðiâíÿííÿ ñòàíó; ¹) ñåðåäíþ êiëü-
êiñòü ôîòîíiâ ïðè çàäàíèõ T i V , ¨õ êîíöåíòðàöiþ; æ) ðiâíÿííÿ àäiàáàòè;
ç) içîòåðìi÷íó ñòèñëèâiñòü; è) àäiàáàòè÷íó ñòèñëèâiñòü; i) òåðìîäèíàìi÷íèé
ïîòåíöiàë Ãiááñà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë ôîòîííîãî ãàçó

Ω = kT
∑
i

ln
(
1− e−εi/kT

)
, (7.27)

äå ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà îäíî÷àñòèíêîâèìè ñòàíàìè ôîòîíiâ.
Ïðàâèëî ïåðåõîäó âiä ïiäñóìîâóâàííÿ äî iíòåãðóâàííÿ:∑

i

. . . −→ 2

∫
dV dp

(2π~)3
. . . .

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çà îá'¹ìîì i êóòàìè, óðàõîâóþ÷è, ùî |p| = ~k = ~ω/c,
ìà¹ìî:

2

∫
dV dp

(2π~)3
· · · = 2V

8π3
4π

∫ ∞

0
dkk2 · · · = V

π2c3

∫ ∞

0
dωω2 . . . ,

Ω =
V kT

π2c3

∫ ∞

0
ω2 ln

(
1− e−~ω/kT

)
dω.

Ïåðåõîäèìî â öüîìó iíòåãðàëi äî áåçðîçìiðíî¨ çìiííî¨ x = ~ω/kT :

Ω =
V k4T 4

π2c3~3

∫ ∞

0
x2 ln

(
1− e−x

)
dx.

Iíòåãðàë çà x îá÷èñëþ¹ìî ÷àñòèíàìè:

dv = x2dx, u = ln
(
1− e−x

)
,

v =
x3

3
, du =

e−x

1− e−x
dx =

1

ex − 1
dx,
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Ω =
V k4T 4

π2c3~3

{
x3

3
ln
(
1− e−x

)∣∣∣∣∞
0

− 1

3

∫ ∞

0

x3dx

ex − 1

}
= − V k4T 4

3π2c3~3

∫ ∞

0

x3dx

ex − 1
,

òîáòî

Ω = −π
2V k4T 4

45 c3~3
. (7.28)

à) Ç ôîðìóë Ω = −PV i (7.28) çíàõîäèìî òèñê:

P =
π2k4T 4

45 c3~3
. (7.29)

á) Âiëüíà åíåðãiÿ ãàçó ôîòîíiâ i ïîòåíöiàë Ω ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì
Ω = F − µN . Àëå äëÿ ôîòîíiâ µ = 0, òîìó

F = Ω = −π
2V k4T 4

45 c3~3
. (7.30)

â) Åíòðîïiÿ ôîòîííîãî ãàçó:

S = −
(
∂F

∂T

)
V

=
4π2V k4T 3

45 c3~3
. (7.31)

ã) Òåïëî¹ìíiñòü ôîòîííîãî ãàçó:

CV = T

(
∂S

∂T

)
V

=
4π2V k4T 3

15 c3~3
. (7.32)

Òåïëî¹ìíiñòü CP ìà¹ ôîðìàëüíèé çìiñò � îñêiëüêè P çàëåæèòü ëèøå âiä
òåìïåðàòóðè, òî, ç îãëÿäó íà óìîâè ñòiéêîñòi ðiâíîâàæíîãî ñòàíó,

CP =

(
δQ

δT

)
P

→ ∞. (7.33)

ä) Âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ôîòîííîãî ãàçó: îñêiëüêè F = U − TS, òî U =
= F + TS. Äàëi çà äîïîìîãîþ (7.30) i (7.31) äiñòà¹ìî:

U =
π2V k4T 4

15 c3~3
. (7.34)

å) Ðiâíÿííÿ ñòàíó ãàçó ôîòîíiâ çíàõîäèìî, ïîðiâíÿâøè âèðàçè äëÿ Ω =
= −PV i U . Ìà¹ìî:

PV =
1

3
U. (7.35)

Öå ¹ çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ñòàíó äëÿ ðåëÿòèâiñòñüêîãî ãàçó.

¹) Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ôîòîíiâ â îá'¹ìi V ïðè çàäàíié òåìïåðàòóði T :

N =
∑
i

ni =
V

π2c3

∫ ∞

0
dω

ω2

e~ω/kT − 1
=

V

π2c3

(
kT

~

)3 ∫ ∞

0
dx

x2

ex − 1
.

Îñêiëüêè ∫ ∞

0
dx

x2

ex − 1
= Γ(3)ζ(3) ≃ 2 · 1, 202 = 2, 404,
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òî

N ≃ 2, 404
V

π2c3

(
kT

~

)3

≃ 0, 244V

(
kT

c~

)3

. (7.36)

Êîíöåíòðàöiÿ ôîòîíiâ

n ≃ 0, 244

(
kT

c~

)3

. (7.37)

Ïðè T = 300 Ê âîíà ñòàíîâèòü 5, 5 · 1014 ì−3.

æ) Ðiâíÿííÿ àäiàáàòè S=const. Çâiäñè V T 3 = const. Îñêiëüêè T ∼P 1/4,
òî V P 3/4 = const, àáî

PV 4/3 = const. (7.38)

ç) Içîòåðìi÷íà ñòèñëèâiñòü βT = −(1/V ) (∂V /∂P )T . Îñêiëüêè
− (∂P/∂V )T = 0 (P íå çàëåæèòü âiä V ), òî

βT → ∞ (7.39)

� ãàç ôîòîíiâ íå �ïðóæèíèòü�.

è) Àäiàáàòè÷íà ñòèñëèâiñòü βS = −(1/V ) (∂V /∂P )S . Ç ðiâíÿííÿ àäiàáà-
òè V = const/P 3/4 çíàõîäèìî:(

∂V

∂P

)
S

= − 3

4P

const

P 3/4
= −3V

4P
,

βS =
3

4P
=

9

4σT 4
. (7.40)

i) Òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Ãiááñà Φ = µN = 0, îñêiëüêè µ = 0.

Ðiâíÿííÿ ñòàíó iäåàëüíîãî êâàíòîâîãî ãàçó

Çàâäàííÿ 100. Äîâåäiòü, ùî:
à) ðiâíÿííÿ ñòàíó iäåàëüíîãî êâàíòîâîãî ãàçó åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê

íåçàëåæíî âiä òèïó ¨õ ñòàòèñòèêè ìà¹ âèãëÿä PV = 2
3E ó íåðåëÿòèâiñòñü-

êîìó âèïàäêó i PV = 1
3E ó ðåëÿòèâiñòñüêîìó;

á)* ðiâíÿííÿ ñòàíó ñëàáêîâèðîäæåíîãî iäåàëüíîãî ãàçó íåðåëÿòèâiñòñü-
êèõ ÷àñòèíîê ìà¹ âèãëÿä

PV = NkT

[
1± π3/2~3N

2gV (mkT )3/2

]
,

äå çíàê ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ âèçíà÷à¹òüñÿ òèïîì ñòàòèñòèêè ÷àñòèíîê.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë iäåàëüíîãî êâàíòîâîãî ãàçó

Ω = ∓kT
∑
i

ln
[
1± e(−εi+µ)/kT

]
, (7.41)

ïðè öüîìó âåðõíi çíàêè âiäïîâiäàþòü âèïàäêó, êîëè ÷àñòèíêè ãàçó ïiäêîðÿ-
þòüñÿ ñòàòèñòèöi Ôåðìi, íèæíié � ñòàòèñòèöi Áîçå. Îñêiëüêè ðóõ ÷àñòèíîê
ãàçó çâîäèòüñÿ ëèøå äî ïîñòóïàëüíîãî, ÿêèé ¹ êâàçiêëàñè÷íèì, ó (7.41)
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ìîæíà ïåðåéòè âiä ïiäñóìîâóâàííÿ çà îäíî÷àñòèíêîâèìè ñòàíàìè äî iíòå-
ãðóâàííÿ çà êâàçiêëàñè÷íèìè êîîðäèíàòàìè òà iìïóëüñîì îäíi¹¨ ÷àñòèíêè.
Ïðàâèëî ïåðåõîäó ìà¹ âèãëÿä∑

i

. . . −→ g

∫
dV dp

(2π~)3
. . . ,

äå g = 2s+1 � ôàêòîð Ëàíäå, s � ñïií ÷àñòèíêè. Iíòåãðóþ÷è äàëi çà îá'¹ìîì
V òà çà âñiìà ìîæëèâèìè íàïðÿìàìè iìïóëüñó p (åíåðãiÿ ε = ε(p) êîæíî¨
÷àñòèíêè çàëåæèòü ëèøå âiä âåëè÷èíè iìïóëüñó öi¹¨ ÷àñòèíêè), äiñòà¹ìî:

Ω = ∓ kTgV

(2π~)3
· 4π

∞∫
0

dp p2 ln
[
1± e(−ε+µ)/kT

]
. (7.42)

Ó íåðåëÿòèâiñòñüêîìó âèïàäêó åíåðãiÿ òà iìïóëüñ ÷àñòèíêè ìàñîþ m
ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì ε = p2/2m. Çâiäñè çíàõîäèìî

p =
√
2mε, dp =

√
m

2

dε√
ε
, p2dp =

√
2m3/2 ε1/2dε.

Ñêîðèñòàâøèñü öèìè âèðàçàìè, ïåðåõîäèìî â (7.42) äî iíòåãðóâàííÿ çà
çìiííîþ ε. Îäåðæó¹ìî:

Ω = ∓ kTgV

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2

∞∫
0

dε ε1/2 ln
[
1± e(−ε+µ)/kT

]
.

Îá÷èñëþ¹ìî öåé iíòåãðàë ÷àñòèíàìè, óðàõîâóþ÷è, ùî ε1/2dε = 2
3d(ε

3/2).
Ìà¹ìî:

Ω = ∓ kTgV

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2×

×

2

3
ε3/2 ln

[
1± e(−ε+µ)/kT

]∣∣∣∞
0

− 2

3

∞∫
0

dε ε3/2
(
∓ 1

kT

)
e(−ε+µ)/kT

1± e(−ε+µ)/kT

 ,

àáî, ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ìåæ iíòåãðóâàííÿ â ïåðøîìó äîäàíêó ó ôiãóðíèõ
äóæêàõ,

Ω = −PV = − gV

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2 · 2

3

∞∫
0

dε
ε3/2

e(ε−µ)/kT ± 1
. (7.43)

Çíàéäåìî òåïåð ïîâíó åíåðãiþ ÷àñòèíîê íåðåëÿòèâiñòñüêîãî ãàçó. Î÷å-
âèäíî, ùî

E =
∑
i

εini =
gV

(2π~)3
· 4π

∞∫
0

dp p2
ε

e(ε−µ)/kT ± 1
=

=
gV

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2

∞∫
0

dε
ε3/2

e(ε−µ)/kT ± 1
. (7.44)
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Ïîðiâíÿâøè (7.43) òà (7.44), äiñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

PV =
2

3
E (7.45)

� ðiâíÿííÿ ñòàíó äëÿ íåðåëÿòèâiñòñüêîãî iäåàëüíîãî êâàíòîâîãî ãàçó åëå-
ìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê.

Ó ðåëÿòèâiñòñüêîìó âèïàäêó ε = pc. Ïiäñòàâèâøè â (7.42) p = ε/c òà
iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, çíàõîäèìî:

Ω = ∓ kTgV

(2π~)3
· 4π
c3

∞∫
0

dε ε2 ln
[
1± e(−ε+µ)/kT

]
= ∓ kTgV

(2π~)3
· 4π
c3

×

×

1

3
ε3 ln

[
1± e(−ε+µ)/kT

]∣∣∣∞
0

− 1

3

∞∫
0

dε ε3
(
∓ 1

kT

)
e(−ε+µ)/kT

1± e(−ε+µ)/kT

 ,

òîáòî

Ω = −PV = − gV

(2π~)3
· 4π
c3

· 1
3

∞∫
0

dε
ε3

e(ε−µ)/kT ± 1
. (7.46)

Ç äðóãîãî áîêó, ïîâíà åíåðãiÿ ðåëÿòèâiñòñüêîãî ãàçó

E =
∑
i

εini =
gV

(2π~)3
· 4π

∞∫
0

dp p2
ε

e(ε−µ)/kT ± 1
=

=
gV

(2π~)3
· 4π
c3

∞∫
0

dε
ε3

e(ε−µ)/kT ± 1
. (7.47)

Ïîðiâíþþ÷è (7.46) òà (7.47), çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ ñòàíó äëÿ ðåëÿòèâiñòñü-
êîãî iäåàëüíîãî êâàíòîâîãî ãàçó åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê:

PV =
1

3
E. (7.48)

á)* Ãðàíè÷íîìó âèïàäêó êëàñè÷íîãî ãàçó âiäïîâiäà¹ óìîâà eµ/kT ≪ 1.
Óðàõîâóþ÷è, ùî åíåðãi¨ ÷àñòèíîê ãàçó ε ≥ 0, ïiäiíòåãðàëüíi âèðàçè ó ôîð-
ìóëi (7.44) òà ôîðìóëi

N =
∑
i

ni =
gV

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2

∞∫
0

dε
ε1/2

e(ε−µ)/kT ± 1

äëÿ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ãàçó ìîæíà ðîçâèíóòè â ðÿäè çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî
ïàðàìåòðà eµ/kT . Îá÷èñëèâøè âiäïîâiäíi iíòåãðàëè, ç òî÷íiñòþ äî ÷ëåíiâ
ïîðÿäêó e2µ/kT äiñòà¹ìî:
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E ≃ gV

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2(kT )5/2Γ(5/2)

(
1∓ 1

25/2
eµ/kT

)
eµ/kT ,

N ≃ gV

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2(kT )3/2Γ(3/2)

(
1∓ 1

23/2
eµ/kT

)
eµ/kT .

Çâiäñè â ëiíiéíîìó íàáëèæåííi çà eµ/kT çíàõîäèìî:

E

N
≃ 3

2
kT

(
1± 1

25/2
eµ/kT

)
,

eµ/kT ≃ N

[
gV

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2(kT )3/2Γ(3/2)

]−1

=
(2π)3/2~3N
gV (mkT )3/2

.

Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð ðiâíÿííÿì (7.45), äiñòà¹ìî âiäïîâiäü.
Õàðàêòåðíà òåìïåðàòóðà T0, ïðè ÿêié ïî÷èíà¹òüñÿ âèðîäæåííÿ ãàçó,

âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè eµ/kT0 ≈ 1 i äîðiâíþ¹

T0 ≈
2π

g2/3
~2

mk
n2/3 ∼ ~2

mk
n2/3,

äå n = N/V � êîíöåíòðàöiÿ ÷àñòèíîê ãàçó. Ïðè òåìïåðàòóðàõ T ≫ T0 ãàç
ïiäêîðÿ¹òüñÿ êëàñè÷íié ñòàòèñòèöi, ïðè T ≪ T0 � êâàíòîâié.

Ïîâíiñòþ âèðîäæåíèé åëåêòðîííèé ãàç

Çàâäàííÿ 101. Äëÿ ïîâíiñòþ âèðîäæåíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó çíàéäiòü:
à) ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ iìïóëüñó åëåêòðîíiâ; á) ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ åíåðãi¨
åëåêòðîíiâ; â) ïîâíó åíåðãiþ ãàçó; ã) òèñê; ä) òåìïåðàòóðó Ôåðìi. Çðîáiòü
÷èñëîâi îöiíêè äëÿ äâîõ îñòàííiõ, à òàêîæ äëÿ øâèäêîñòi åëåêòðîíiâ ïî-
áëèçó ïîâåðõíi Ôåðìi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðè àáñîëþòíîìó íóëi òåìïåðàòóðè âñi åëåêòðîíè çíàõî-
äÿòüñÿ ó êâàíòîâèõ ñòàíàõ ç åíåðãiÿìè âiä 0 äî äåÿêîãî ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åííÿ µ|T=0 ≡ µ0, ÿêå äîðiâíþ¹ ãðàíè÷íîìó çíà÷åííþ õiìi÷íîãî ïî-
òåíöiàëó ãàçó åëåêòðîíiâ ïðè T → 0 (äèâ. ðèñ. 101.1). Ñïðàâäi, ñåðåäíi
çíà÷åííÿ ÷èñåë çàïîâíåííÿ ñòàíiâ ó öüîìó âèïàäêó îïèñóþòüñÿ âèðàçîì

n(T = 0) = lim
T→0

1

e(ε−µ)/kT + 1
=

{
1, ÿêùî ε < µ0,
0, ÿêùî ε > µ0.

(7.49)

Âåëè÷èíó µ0 òàêîæ íàçèâàþòü åíåðãi¹þ Ôåðìi.

à) Ó êâàçiêëàñè÷íîìó íàáëèæåííi çàãàëüíà êiëüêiñòü îäíî÷àñòèíêîâèõ
êâàíòîâèõ ñòàíiâ, ÿêèì âiäïîâiäà¹ åëåìåíòàðíà îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòîðó
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   n                                                                              n                                                     kT4≈

     1                                                                             1 

                                                                                    

     0                                          F0 εµ =                 ε     0                                              Fε                        ε

Ðèñ. 101.1. Ñåðåäíi çíà÷åííÿ ÷èñåë çàïîâíåííÿ êâàíòîâèõ ñòàíiâ åëåêòðîíàìè
â ïîâíiñòþ âèðîäæåíîìó (T = 0, ðèñóíîê çëiâà) òà âèðîäæåíîìó (T > 0, ðèñóíîê
ñïðàâà) åëåêòðîííèõ ãàçàõ.

dΓ = dV dp, äëÿ åëåêòðîíà äîðiâíþ¹ gdV dp/(2π~)3, äå ìíîæíèê Ëàíäå
g = 2s+ 1 = 2 (ñïií åëåêòðîíà s = 1/2). Çàãàëüíà êiëüêiñòü åëåêòðîíiâ, iì-
ïóëüñè é êîîðäèíàòè ÿêèõ íàëåæàòü öié îáëàñòi ïðè T = 0, äà¹òüñÿ âèðàçîì

dN(Γ) = n(T = 0) · g dV dp
(2π~)3

. (7.50)

Çàãàëüíó æ êiëüêiñòü åëåêòðîíiâ ãàçó âèçíà÷à¹ìî ç óìîâè, ùî ïðè T = 0
âîíè çàïîâíþþòü óñi ñòàíè ç ε < µ0:

N =
gV

(2π~)3

∫
ε(p)<µ0

dp =
gV

(2π~)3

∫
|p|≤pF

dp =
4πgV

(2π~)3

pF∫
0

p2dp =
4πgV

(2π~)3
pF

3

3
,

(7.51)
äå pF � ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ iìïóëüñó åëåêòðîíiâ ïðè T = 0 (éîãî íàçè-
âàþòü iìïóëüñîì Ôåðìi). Çâiäñè

pF =

[
(2π~)3

4πg
3
N

V

]1/3
= (3π2)1/3n1/3~, (7.52)

äå n = N/V � êîíöåíòðàöiÿ åëåêòðîíiâ ãàçó.

á) Åíåðãiÿ Ôåðìi (óâàæà¹ìî ãàç íåðåëÿòèâiñòñüêèì)

εF =
p2F
2m

= (3π2)2/3n2/3
~2

2m
. (7.53)

â) Ïîâíó åíåðãiþ ãàçó åëåêòðîíiâ E çíàõîäèìî íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïîâíà
åíåðãiÿ åëåêòðîíiâ, êîîðäèíàòè òà iìïóëüñè ÿêèõ ëåæàòü â åëåìåíòi ôàçî-
âîãî ïðîñòîðó dΓ = dV dp, äîðiâíþ¹

dE(Γ) =
p2

2m
· n(T = 0)

gdV dp

(2π~)3
.

Çâiäñè, óðàõóâàâøè (7.49) òà çiíòåãðóâàâøè çà îá'¹ìîì i íàïðÿìàìè iìïóëü-
ñó, çíàõîäèìî ïîâíó åíåðãiþ åëåêòðîíiâ, çíà÷åííÿ iìïóëüñiâ ÿêèõ ëåæàòü â
iíòåðâàëi (p, p+ dp), àëå ïðè öüîìó íå ïåðåâèùóþòü çíà÷åííÿ pF:
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dE(p) =
p2

2m

gV

(2π~)3
· 4πp2dp. (7.54)

Âiäïîâiäíî,

E =
gV

(2π~)3
· 4π
2m

pF∫
0

p4dp =
V

10π2m~3
pF

5. (7.55)

ã)Ùîá çíàéòè òèñê, ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðiâíÿííÿì ñòàíó äëÿ íåðåëÿòèâiñòñü-
êîãî iäåàëüíîãî ãàçó åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê PV = 2

3E òà ðåçóëüòàòîì
(7.55). Äiñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

PV =
V

15π2m~3
pF

5,

çâiäêè

P =
pF

5

15π2m~3
=

(3π2)2/3~2

5m
n5/3. (7.56)

Áà÷èìî, ùî òèñê ïîâíiñòþ âèðîäæåíîãî iäåàëüíîãî ôåðìi-ãàçó P ∼ n5/3.

ä) Òåìïåðàòóðà Ôåðìi

TF =
εF
k

= (3π2)2/3n2/3
~2

2mk
. (7.57)

Äëÿ ÷èñëîâèõ îöiíîê âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíi çíà÷åííÿ ñòàëèõ òà ïà-
ðàìåòðiâ åëåêòðîíà: k = 1, 38 · 10−23Äæ/Ê, ~ = 1, 054 · 10−34Äæ · c, m =
= 9, 11 · 10−31 êã, e = 1, 60 · 10−19Êë. Ïðèéìàþ÷è, ùî êîíöåíòðàöiÿ åëåê-
òðîíiâ n ≈ 1028÷29 ì−3, äiñòà¹ìî:

òèñê ïîâíiñòþ âèðîäæåíîãî (ïðè T = 0) ãàçó åëåêòðîíiâ

P ≈ 1, 1 · 109 ÷ 5, 0 · 1010Ïà ≈ 1 · 104 ÷ 5 · 105 àòì;

åíåðãiÿ òà òåìïåðàòóðà Ôåðìi äëÿ âiëüíèõ åëåêòðîíiâ ó ìåòàëàõ

εF ≈ 2, 7 · 10−19 ÷ 1, 3 · 10−18Äæ ≈ 1, 7÷ 7, 9 åÂ, TF ≈ (2÷ 9) · 104K;

òèïîâi øâèäêîñòi åëåêòðîíiâ áiëÿ ïîâåðõíi Ôåðìi

vF =
pF
m

=

√
2εF
m

≈ (0, 8÷ 1, 7) · 106 ì/ñ.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ (T ≃ 300Ê) õàðàêòåðíà
åíåðãiÿ òåïëîâîãî ðóõó åëåêòðîíiâ kT ≃ 4, 1 · 10−21Äæ ≃ 2, 6 · 10−2 åÂ. Òî-
ìó ïðè T ̸= 0 êðàé ðîçïîäiëó Ôåðìi ðîçìèòèé. Âiäíîñíà âåëè÷èíà ðîçìèòî¨
çîíè δ ∼ 4kT/εF . 3 · 10−2. Ñàìå öÿ ÷àñòêà âiä çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi åëåê-
òðîíiâ äà¹ âíåñîê ó ôîðìóâàííÿ òåïëîâèõ òà åëåêòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé
ìåòàëiâ.

Çíà÷åííÿ êîíöåíòðàöi¨ åëåêòðîííîãî ãàçó, åíåðãi¨ òà òåìïåðàòóðè Ôåðìi
äëÿ íèçêè ìåòàëiâ íàâåäåíî â íàñòóïíié òàáëèöi:
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Òàáëèöÿ 101.1

Ìåòàë n, 1028 ì−3 εF, åÂ TF, 10
4Ê

Li 4,6 4,7 5,5
Na 2,5 3,1 3,7
K 1,34 2,1 2,4
Cu 8,5 7,0 8,2
Ag 5,76 5,5 6,1

Âèðîäæåíèé åëåêòðîííèé ãàç

Çàâäàííÿ 102. Äëÿ âèðîäæåíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó çíàéäiòü: à) õi-
ìi÷íèé ïîòåíöiàë; á) âíóòðiøíþ åíåðãiþ; â) òåïëî¹ìíiñòü; ã) içîòåðìi÷íó
ñòèñëèâiñòü.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèõîäèìî ç ôîðìóë

N =
∑
i

ni = AV

∞∫
0

ε1/2dε

e(ε−µ)/kT + 1
, E =

∑
i

εini = AV

∞∫
0

ε3/2dε

e(ε−µ)/kT + 1

(7.58)
äëÿ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê N òà åíåðãi¨ E iäåàëüíîãî ãàçó íåðåëÿòèâiñòñüêèõ
åëåêòðîíiâ ïðè òåìïåðàòóði T . Òóò

A =
g

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2

� ñòàíäàðòíèé ìíîæíèê, ÿêèé âèíèêà¹ ïðè ïåðåõîäi â ðàìêàõ êâàçiêëà-
ñè÷íîãî íàáëèæåííÿ âiä ïiäñóìîâóâàííÿ çà îäíî÷àñòèíêîâèìè êâàíòîâèìè
ñòàíàìè äî iíòåãðóâàííÿ çà êîîðäèíàòàìè ôàçîâîãî ïðîñòîðó ÷àñòèíêè.
Ïðè T = 0 öi ôîðìóëè äàþòü

N = AV · 2
3
µ
3/2
0 , E = AV · 2

5
µ
5/2
0 , (7.59)

äå µ0 � õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ïîâíiñòþ âèðîäæåíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó. Âií
çàëåæèòü ëèøå âiä ãóñòèíè ãàçó:

µ0 =

(
3N

2AV

)2/3

. (7.60)

Äëÿ (ñèëüíî) âèðîäæåíîãî ãàçó åëåêòðîíiâ çíà÷åííÿ N òà E âiäðiçíÿ-
þòüñÿ âiä çíà÷åíü (7.59) íà ïîïðàâêè ïîðÿäêó (kT/µ0)

2. Âiäïîâiäíi îá÷èñ-
ëåííÿ âèêîíó¹ìî, ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ

I(µ) ≡
∞∫
0

f(ε)dε

e(ε−µ)/kT + 1
≃

µ∫
0

f(ε)dε+
π2

6
(kT )2f ′(µ) +

7π4

360
(kT )4f ′′′(µ) + . . . ,

(7.61)
äå øòðèõè ïîçíà÷àþòü äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöi¨ f(µ) çà àðãóìåíòîì µ.
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à) Äëÿ ïåðøî¨ ôîðìóëè (7.58) ìà¹ìî f(ε) = ε1/2. Âiäïîâiäíî, ó êâàäðà-
òè÷íîìó çà (kT/µ0)

2 íàáëèæåííi çà äîïîìîãîþ (7.61) äiñòà¹ìî:

N≃AV

 µ∫
0

ε1/2dε+
π2

6
(kT )2

1

2µ1/2
+ . . .

=AV [2
3
µ3/2+

π2

12
(kT )2

1

µ1/2
+. . .

]
.

(7.62)
Óðàõîâóþ÷è (7.59), ìîæåìî äàëi çäiéñíèòè òàêi ïåðåòâîðåííÿ:

2

3
µ
3/2
0 ≃ 2

3
µ3/2 +

π2

12
(kT )2

1

µ1/2
,

µ3/2 ≃ µ
3/2
0 − π2

8
(kT )2

1

µ1/2
≃ µ

3/2
0

[
1− π2

8

(
kT

µ0

)2
]
,

äå ó ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüîãî âèðàçó ìè çàìiíèëè µ íà µ0 � ïðè òàêié
çàìiíi âíîñÿòüñÿ ïîïðàâêè áiëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó, íiæ êâàäðàòè÷íèé, i
òîìó ó êâàäðàòè÷íîìó íàáëèæåííi íèìè ìîæíà çíåõòóâàòè. Îòæå, õiìi÷-
íèé ïîòåíöiàë (ñèëüíî) âèðîäæåíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó ïðè òåìïåðàòóði T
ìà¹ âèãëÿä

µ(T ) ≃ µ0

[
1− π2

8

(
kT

µ0

)2
]2/3

≃ µ0

[
1− π2

12

(
kT

µ0

)2
]
. (7.63)

á) Îá÷èñëþ¹ìî âíóòðiøíþ åíåðãiþ âèðîäæåíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó. Òå-
ïåð f(ε) = ε3/2, òîìó ó êâàäðàòè÷íîìó íàáëèæåííi ìà¹ìî:

E≃AV

 µ∫
0

ε3/2dε+
π2

6
(kT )2

3

2
µ1/2+. . .

=AV [2
5
µ5/2+

π2

4
(kT )2µ1/2+. . .

]
.

(7.64)
Ñêîðèñòàâøèñü (7.59) òà (7.63), äàëi â öüîìó íàáëèæåííi ìîæåìî çàïèñàòè:

E ≃ 3

2
N

1

µ
3/2
0

[
2

5
µ5/2 +

π2

4
(kT )2µ1/2

]
≃

≃ 3

2
N

1

µ
3/2
0

2

5
µ
5/2
0

[
1− π2

12

(
kT

µ0

)2
]5/2

+
π2

4
(kT )2µ

1/2
0

 ≃

≃ 3

5
Nµ0

[
1− 5π2

24

(
kT

µ0

)2

+
5π2

8

(
kT

µ0

)2
]
,

òîáòî

E ≃ 3

5
Nµ0

[
1 +

5π2

12

(
kT

µ0

)2
]
. (7.65)
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â) Çãiäíî iç (7.65), òåïëî¹ìíiñòü âèðîäæåíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó

CV =

(
∂E

∂T

)
V,N

≃ π2

2
Nk

(
kT

µ0

)
. (7.66)

Öi¹þ ôîðìóëîþ îïèñó¹òüñÿ âíåñîê åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè â òåïëî¹ìíiñòü
ìåòàëó. Îöiíêè ïîêàçóþòü, ùî ïðè òåìïåðàòóðàõ T ∼ Θ (Θ � òåìïåðà-
òóðà Äåáàÿ) âií ñêëàäà¹ çà ïîðÿäêîì âåëè÷èíè ïðèáëèçíî 1% âiä âíåñêó
â òåïëî¹ìíiñòü âiä êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè. Ïðè òåìïåðàòóðàõ T ∼ 0, 01Θ öi
âíåñêè çðiâíþþòüñÿ. Ïðè ùå íèæ÷èõ òåìïåðàòóðàõ âíåñîê åëåêòðîíiâ ó
òåïëî¹ìíiñòü ìåòàëó ñòà¹ äîìiíóþ÷èì (äèâ. ðèñ. 102.1).

   CV

                                                                                  2: 3~ TCV

                                                                                  1: TCV ~    

                            

                                                                                            T 

Ðèñ. 102.1. Òåìïåðàòóðíà ïîâåäiíêà åëåêòðîííî¨ (êðèâà 1) òà  ðàòêîâî¨
(êðèâà 2) ÷àñòèí òåïëî¹ìíîñòi ìåòàëó.

ã)Ùîá îá÷èñëèòè içîòåðìi÷íó ñòèñëèâiñòü, ñïåðøó çíàõîäèìî òèñê åëåê-
òðîííîãî ãàçó. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðiâíÿííÿì ñòàíó íåðåëÿòèâiñòñü-
êîãî iäåàëüíîãî ãàçó PV = 2

3E òà ôîðìóëîþ (7.65). Äiñòà¹ìî:

P ≃ 2

5
µ0
N

V
+

(πkT )2

6µ0

N

V
. (7.67)

Iç (7.60) çíàõîäèìî ïîõiäíó µ0 çà îá'¹ìîì:(
∂µ0
∂V

)
T,N

= −2

3

(
3N

2AV

)2/3 1

V
= −2

3

µ0
V
.

Ç îãëÿäó íà öþ ôîðìóëó ìà¹ìî:(
∂P

∂V

)
T,N

≃ 2

5

(
∂µ0
∂V

)
T,N

N

V
− 2

5
µ0

N

V 2
− (πkT )2

6µ0
2

(
∂µ0
∂V

)
T,N

N

V
−

−(πkT )2

6µ0

N

V 2
= −2µ0N

3V 2

[
1 +

π2

12

(
kT

µ0

)2
]
.

208



Içîòåðìi÷íà ñòèñëèâiñòü (ñèëüíî) âèðîäæåíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó

βT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T,N

≃ 1

2

3
µ0
N

V

[
1 +

π2

12

(
kT

µ0

)2
] ≃ 3V

2µ0N

[
1− π2

12

(
kT

µ0

)2
]
.

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ âèäó (7.61) ñêîðèñòà¹ìîñÿ ií-
òåãðàëîì

J(z) ≡
∞∫
0

xz−1dx

ex + 1
=

(
1− 1

2z−1

)
Γ(z) ζ(z), z > 0. (7.68)

Ùîá éîãî äîâåñòè, çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

1

ex + 1
=

e−x

1 + e−x
= e−x

(
1− e−x + e−2x − e−3x + . . .

)
=

∞∑
n=1

(−1)n+1e−nx

ïîäàìî (7.68) ó âèãëÿäi

J(z) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

∞∫
0

dxxz−1 e−nx.

Äàëi ïiä iíòåãðàëîì ïåðåõîäèìî äî íîâî¨ çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ t = nx, dx =
= dt/n. Äiñòà¹ìî:

J(z) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

∞∫
0

dt

n

tz−1

nz−1
e−t =

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

nz

∞∫
0

dt tz−1 e−t =

=

( ∞∑
n=1

(−1)n+1 1

nz

)
Γ(z).

Çàëèøà¹òüñÿ îá÷èñëèòè ñóìó ðÿäó. Äëÿ öüîãî äîäà¹ìî òà âiäíiìà¹ìî â íüî-
ìó òi ÷ëåíè, ÿêi âõîäÿòü ç âiä'¹ìíèì çíàêîì. Çíàõîäèìî:

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

nz
=

1

1z
− 1

2z
+

1

3z
− 1

4z
+ . . . =

1

1z
+

1

2z
+

1

3z
+

1

4z
+ . . .−

−2

(
1

2z
+

1

4z
+

1

6z
+ . . .

)
=

∞∑
n=1

1

nz
− 2

2z

∞∑
n=1

1

nz
= (1− 21−z)ζ(z).

Îòæå, ïðèõîäèìî äî ðåçóëüòàòó (7.68).
Òåïåð îá÷èñëþ¹ìî iíòåãðàë (7.61). Ïåðåéøîâøè äî íîâî¨ çìiííî¨ iíòå-

ãðóâàííÿ z = (ε− µ)/kT ( ε = µ+kTz, dε = kTdz) òà âðàõóâàâøè íîâi ìåæi
iíòåãðóâàííÿ (çíà÷åííþ ε = 0 âiäïîâiäà¹ z = −µ/kT , çíà÷åííþ ε = ∞ �
çíà÷åííÿ z = ∞), ìîæåìî çàïèñàòè:
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∞∫
0

f(ε)dε

e(ε−µ)/kT + 1
= kT

∞∫
−µ/kT

f(µ+ kTz)dz

ez + 1
= kT

0∫
−µ/kT

f(µ+ kTz)dz

ez + 1
+

+ kT

∞∫
0

f(µ+ kTz)dz

ez + 1
= [ ó ïåðøîìó iíòåãðàëi ðîáèìî çàìiíó z → −z ] =

= kT

µ/kT∫
0

f(µ− kTz)dz

e−z + 1
+ kT

∞∫
0

f(µ+ kTz)dz

ez + 1
.

Çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

1

e−z + 1
=

ez

1 + ez
=
ez + 1− 1

1 + ez
= 1− 1

ez + 1

ïåðøèé iíòåãðàë ïåðåïèñó¹ìî ó âèãëÿäi

kT

µ/kT∫
0

f(µ− kTz)dz

e−z + 1
= kT

µ/kT∫
0

f(µ− kTz)dz − kT

µ/kT∫
0

f(µ− kTz)dz

ez + 1
.

Ó ïåðøîìó äîäàíêó ñïðàâà ïåðåõîäèìî äî íîâî¨ çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ ε =
= µ− kTz (kTdz = −dε, çíà÷åííþ z = 0 âiäïîâiäà¹ ε = µ, çíà÷åííþ z =
= µ/kT � çíà÷åííÿ ε = 0), à ó äðóãîìó äîäàíêó, óðàõîâóþ÷è, ùî ïðè T → 0
µ/kT → ∞, âåðõíþ ìåæó iíòåãðóâàííÿ çàìiíþ¹ìî íà ∞. Iíòåãðàë íàáèðà¹
âèãëÿäó

µ∫
0

f(ε)dε− kT

∞∫
0

f(µ− kTz)dz

ez + 1
.

Îòæå,

∞∫
0

f(ε)dε

e(ε−µ)/kT + 1
≃

µ∫
0

f(ε)dε+ kT

∞∫
0

[f(µ+ kTz)− f(µ− kTz)]
dz

ez + 1
.

I, íàðåøòi, âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ðîçâèíåìî â îêîëi òî÷êè µ â ðÿä
çà ìàëèì (âiäíîñíî µ) ïàðàìåòðîì kTz (ñóòò¹âèìè ¹ ëèøå çíà÷åííÿ z . 4,
îñêiëüêè äëÿ âåëèêèõ z ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç åêñïîíåíöiàëüíî øâèäêî
ñïàäà¹ iç z). Ìà¹ìî:

f(µ+kTz)−f(µ−kTz) ≃ f(µ)+f ′(µ)(kTz)+
1

2
f ′′(µ)(kTz)2+

1

3!
f ′′′(µ)(kTz)3+

+ . . .− f(µ) + f ′(µ)(kTz)− 1

2
f ′′(µ)(kTz)2 +

1

3!
f ′′′(µ)(kTz)3 + . . . =

= 2f ′(µ)(kTz) +
1

3
f ′′′(µ)(kTz)3 + . . . .
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Âiäïîâiäíî,

∞∫
0

f(ε)dε

e(ε−µ)/kT + 1
≃

µ∫
0

f(ε)dε+ 2(kT )2f ′(µ)

∞∫
0

zdz

ez + 1
+

+
1

3
(kT )4f ′′′(µ)

∞∫
0

z3dz

ez + 1
+ . . . .

Óðàõîâóþ÷è, çãiäíî iç (7.68), ùî

∞∫
0

zdz

ez + 1
=
(
1− 21−2

)
Γ(2) ζ(2) =

(
1− 1

2

)
π2

6
=
π2

12
,

∞∫
0

z3dz

ez + 1
=
(
1− 21−4

)
Γ(4) ζ(4) =

(
1− 1

8

)
3!
π4

90
=

7π4

120
,

äiñòà¹ìî ðåçóëüòàò (7.61).

Ïàðàìàãíåòèçì ãàçó âiëüíèõ åëåêòðîíiâ

Çàâäàííÿ 103*. Îá÷èñëiòü ïàðàìàãíiòíó ñïðèéíÿòëèâiñòü ãàçó âiëüíèõ
åëåêòðîíiâ ó ìåòàëi.

Âêàçiâêè. Çãiäíî ç ãiïîòåçîþ Ïàóëi (1927 ð.), ïàðàìàãíåòèçì ìåòàëiâ
ïîâ'ÿçàíèé iç âëàñíèìè ìàãíiòíèìè ìîìåíòàìè âiëüíèõ åëåêòðîíiâ. Ïðè íà-
ÿâíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ H çíiìà¹òüñÿ âèðîäæåííÿ ñòàíiâ òàêèõ åëåêòðîíiâ
çà íàïðÿìàìè ñïiíó. Ó çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó sz = ±~/2
íà íàïðÿì ïîëÿ åíåðãiÿ åëåêòðîíà â ìàãíiòíîìó ïîëi

ε±(p) = ε(p)± µBH,

äå ε(p) = p2/2m � åíåðãiÿ åëåêòðîíà ïðè H = 0, p i m � éîãî (êâàçi)iìïóëüñ
i (åôåêòèâíà) ìàñà, µB = |e|~/2mc ≃ 9, 27 · 10−21åðã/Ãñ � ìàãíåòîí Áîðà
(ó ñèñòåìi ÑI µB = |e|~/2m ≃ 9, 27 · 10−24Äæ/Òë); òóò i äàëi iíäåêñ �+�
âiäïîâiäà¹ îði¹íòàöi¨ ñïiíó åëåêòðîíà ïî ïîëþ, iíäåêñ �−� � ïðîòè ïîëÿ.
Ñåðåäíi ÷èñëà çàïîâíåííÿ îäíîåëåêòðîííèõ ñòàíiâ ç ðiçíèìè çíà÷åííÿìè sz
(ñòàòèñòè÷íi ðîçïîäiëè åëåêòðîíiâ ó ìàãíiòíîìó ïîëi) äàþòüñÿ ôîðìóëàìè

n+ (ε,H) =
1

e(ε−µ+µBH)/kT + 1
, n− (ε,H) =

1

e(ε−µ−µBH)/kT + 1
. (7.69)

Âiäïîâiäíî, äëÿ çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi åëåêòðîíiâ N i ¨õ çàãàëüíîãî ìàãíiòíîãî
ìîìåíòó M, íàïðÿìëåíîãî ïî ïîëþ H, ìîæíà çàïèñàòè:

N = N+ +N− = BV

∞∫
0

[n+ (ε,H) + n− (ε,H)] ε1/2dε, (7.70)
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M = −µB (N+ −N−) = −µBBV
∞∫
0

[n+ (ε,H)− n− (ε,H)] ε1/2dε, (7.71)

äå ìíîæíèê

B =
A

2
=

1

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2

ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïðè ïåðåõîäi âiä ïiäñóìîâóâàííÿ çà êâàçiêëàñè÷íèìè îäíî÷à-
ñòèíêîâèìè ñòàíàìè åëåêòðîíiâ äî iíòåãðóâàííÿ ïî ôàçîâîìó ïðîñòîðó
åëåêòðîíà.

Çà îçíà÷åííÿì, ìàãíiòíà ñïðèéíÿòëèâiñòü χ = (∂M/∂H)H=0 (M =
= M/V � íàìàãíi÷åíiñòü), òîìó ïðè àíàëiçi ôîðìóë (7.70) i (7.71) ìîæíà
ââàæàòè ïîëå H ìàëèì òà ðîçâèíóòè çà íèì ïiäiíòåãðàëüíi âèðàçè. Ó ëiíié-
íîìó çà H íàáëèæåííi õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ãàçó åëåêòðîíiâ îïèñó¹òüñÿ òèì
ñàìèì âèðàçîì, ùî i ïðè H = 0,

µ ≃ µ0

[
1− π2

12

(
kT

µ0

)2
]
, µ0 =

(
3N

2AV

)2/3

,

à íàìàãíi÷åíiñòü öüîãî ãàçó � âèðàçîì

M = Aµ2BH

∞∫
0

[
− ∂

∂ε

1

e(ε−µ)/kT + 1

]
ε1/2dε = Aµ2BH · 1

2

∞∫
0

1

e(ε−µ)/kT + 1

dε

ε1/2

(âèêîíàíî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè).

Âiäïîâiäü: χ = Aµ2Bµ
1/2
0

[
1−

π2

12

(
kT

µ0

)2
]
.

Äiàìàãíåòèçì ãàçó âiëüíèõ åëåêòðîíiâ

Çàâäàííÿ 104*. Îá÷èñëiòü äiàìàãíiòíó ñïðèéíÿòëèâiñòü ãàçó âiëüíèõ
åëåêòðîíiâ ó ìåòàëi.

Âêàçiâêè. Äiàìàãíåòèçì ãàçó âiëüíèõ åëåêòðîíiâ ¹ íàñëiäêîì êâàíòóâàí-
íÿ ¨õ îðáiòàëüíîãî ðóõó ó ïëîùèíi, ïåðïåíäèêóëÿðíié íàïðÿìó ìàãíiòíîãî
ïîëÿ H (Ëàíäàó, 1930 ð.). Â îäíîðiäíîìó ïîëi H, íàïðÿìëåíîìó âçäîâæ îñi
OZ, ðiâíi åíåðãi¨ åëåêòðîíà îïèñóþòüñÿ ôîðìóëîþ

ε±,k(pz) = ε(pz)± µBH + (2k + 1)µBH, k = 0, 1, 2, ...,

äå ïåðøèé äîäàíîê ε(pz) = p2z/2m, pz ∈ (−∞,∞), � íåêâàíòîâàíà ÷àñòè-
íà åíåðãi¨ åëåêòðîíà, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç éîãî ðóõîì óçäîâæ îñi OZ, äðóãèé
äîäàíîê � ÷àñòèíà åíåðãi¨ åëåêòðîíà, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç îði¹íòàöi¹þ éîãî ñïi-
íó â ïîëi H (òà âiäïîâiäà¹ çà ïàðàìàãíiòíèé åôåêò), i òðåòié äîäàíîê �
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êâàíòîâàíi ðiâíi åíåðãi¨ ðóõó åëåêòðîíà ó ïëîùèíi, ïåðïåíäèêóëÿðíié ïîëþ
(òàê çâàíi ðiâíi Ëàíäàó). Êiëüêiñòü îäíîåëåêòðîííèõ ñòàíiâ ç ôiêñîâàíèì
çíà÷åííÿì êâàíòîâîãî ÷èñëà k, ïåâíîþ ïðîåêöi¹þ ñïiíó òà çíà÷åííÿìè iì-
ïóëüñó pz â iíòåðâàëi (pz, pz + dpz) äîðiâíþ¹ ÷èñëó (c � øâèäêiñòü ñâiòëà ó
âàêóóìi)

V |e|H
(2π~)2c

dpz.

Âiäïîâiäíî, ñåðåäíi ÷èñëà çàïîâíåííÿ îäíîåëåêòðîííèõ ñòàíiâ çi çíà÷åííÿ-
ìè pz, sz = ±~/2 i k â ïîëi H äàþòüñÿ ôîðìóëàìè

n+,k (pz,H) =
1

e[ε(pz)−µ+µBH+(2k+1)µBH]/kT + 1
,

n−,k (pz,H) =
1

e[ε(pz)−µ−µBH+(2k+1)µBH]/kT + 1
,

à ïiäñóìîâóâàííÿ çà öèìè ñòàíàìè çâîäèòüñÿ äî ïiäñóìîâóâàííÿ çà sz i k
òà iíòåãðóâàííÿ çà pz çãiäíî ç ïðàâèëîì∑

i

. . . −→ V |e|H
(2π~)2c

∑
±

∞∑
k=0

∞∫
−∞

dpz . . . .

Çà óìîâè, ùî ïîëå H ñëàáêå, ïàðàìàãíiòíèé (äèâ. ïîïåðåäí¹ çàâäàííÿ)
òà äiàìàãíiòíèé âíåñêè â íàìàãíi÷åíiñòü ìîæíà îá÷èñëþâàòè íåçàëåæíî.
Îñòàííié çðó÷íî øóêàòè çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

M =
M
V

= − 1

V

(
∂Ω

∂H

)
T,V, µ

,

äå

Ω = −kT
∑
i

ln
{
1 + e[µ−ε(pz)−(2k+1)µBH]/kT

}
=

= −kT V |e|H
(2π~)2c

· 2
∞∑
k=0

∞∫
−∞

dpz ln
{
1 + e[µ−ε(pz)−(2k+1)µBH]/kT

}
� äiàìàãíiòíà ÷àñòèíà òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó Ω ãàçó åëåêòðîíiâ. �¨
çíà÷åííÿ ó êâàäðàòè÷íîìó çà H íàáëèæåííi ìîæíà îöiíèòè, ñêîðèñòàâ-
øèñü äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè ôîðìóëîþ

∞∑
k=0

F

(
k +

1

2

)
≈

∞∫
0

F (x) dx+
1

24
F ′(0),

ÿêà âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè Åéëåðà�Ìàêëîðåíà. Ïåðøèé äîäàíîê ó ïðàâié
÷àñòèíi öi¹¨ ôîðìóëè äà¹ âíåñîê â Ω, ÿêèé íå çàëåæèòü âiä H, à äðóãèé �
êâàäðàòè÷íèé çà H âíåñîê

−kT V |e|H
(2π~)2c

· 2 · 1

24

(
−2µBH

kT

) ∞∫
−∞

dpz
e[µ−ε(pz)]/kT

1 + e[µ−ε(pz)]/kT
=

213



= Aµ2BV H
2 · 1

12

∞∫
0

1

e(ε−µ)/kT + 1

dε

ε1/2
.

Âiäïîâiäü. Äiàìàãíiòíà ñïðèéíÿòëèâiñòü ãàçó âiëüíèõ åëåêòðîíiâ ñòàíî-
âèòü çà âåëè÷èíîþ òðåòèíó âiä éîãî ïàðàìàãíiòíî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi, òîáòî
ãàç ó öiëîìó çàëèøà¹òüñÿ ïàðàìàãíiòíèì.

Åëåêòðîíè â íàïiâïðîâiäíèêó

Çàâäàííÿ 105*. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ âëàñíîãî íàïiâïðîâiäíèêà ïðè òåì-
ïåðàòóðàõ kT ≪ ∆:

à) êîíöåíòðàöi¨ åëåêòðîíiâ ïðîâiäíîñòi òà äiðîê âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿì

ne = nh = 2

(√
memh kT

2π~2

)3/2

e−∆/2kT ,

äå ∆ � øèðèíà çàáîðîíåíî¨ çîíè, me i mh � åôåêòèâíi ìàñè âiäïîâiäíî
åëåêòðîíiâ i äiðîê;

á) ðiâåíü Ôåðìi äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

µ =
∆

2
+

3

4
kT ln

mh

me
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðè T = 0 âñi ñòàíè ó âàëåíòíié çîíi íàïiâïðîâiäíèêà
ïîâíiñòþ çàïîâíåíi åëåêòðîíàìè. Êiëüêiñòü åëåêòðîíiâ ó öié çîíi

N =
∑
i

ni(T = 0) =
∑
i

1,

äå ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà âñiìà ñòàíàìè åëåêòðîíiâ ó âàëåíòíié çîíi.
Ïðè T ̸= 0 ÷àñòèíà åëåêòðîíiâ ç âàëåíòíî¨ çîíè ïîòðàïëÿ¹ â çîíó ïðîâiä-
íîñòi, ïðè öüîìó çàãàëüíà êiëüêiñòü åëåêòðîíiâ â îáîõ çîíàõ çáåðiãà¹òüñÿ.
Òîìó ìîæåìî çàïèñàòè

N = N (v)
e +N (c)

e =
∑
i

ni +
∑
a

na,

äå
∑

a na = N
(c)
e � êiëüêiñòü åëåêòðîíiâ ó çîíi ïðîâiäíîñòi. Âiäïîâiäíî, êiëü-

êiñòü âiëüíèõ ñòàíiâ äëÿ åëåêòðîíiâ ó âàëåíòíié çîíi, òîáòî äiðîê, äîðiâíþ¹

N
(v)
h = N −N (v)

e = N −
∑
i

ni =

=
∑
i

[
1− 1

e(εi−µ)/kT + 1

]
=
∑
i

e(εi−µ)/kT

e(εi−µ)/kT + 1
=
∑
i

1

e(−εi+µ)/kT + 1
.
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Ôóíêöiþ

nh(εi) =
1

e(−εi+µ)/kT + 1

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñòàòèñòè÷íèé ðîçïîäië äiðîê ïî êâàíòîâèõ ñòàíàõ.
Î÷åâèäíî, ùî êiëüêiñòü åëåêòðîíiâ ó çîíi ïðîâiäíîñòi äîðiâíþ¹ êiëüêî-

ñòi äiðîê ó âàëåíòíié çîíi � ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü N (c)
e = N

(v)
h (óìîâà

åëåêòðîíåéòðàëüíîñòi).
Ó ðàìêàõ ñôåðè÷íî¨ ìîäåëi åíåðãåòè÷íi ñïåêòðè åëåêòðîíiâ ïîáëèçó äíà

çîíè ïðîâiäíîñòi òà ïîáëèçó ñòåëi âàëåíòíî¨ çîíè îïèñóþòüñÿ âèðàçàìè (çà
íóëüîâèé ðiâåíü áåðåìî ñòåëþ âàëåíòíî¨ çîíè, äèâ. ðèñ. 105.1)

εe(p) = ∆+
p2

2me
òà εh(p) = − p2

2mh
,

äå p � êâàçiiìïóëüñè åëåêòðîíiâ, me i mh � åôåêòèâíi ìàñè åëåêòðîíiâ ó
öèõ çîíàõ; âåëè÷èíó mh òàêîæ íàçèâàþòü ìàñîþ äiðêè. Ç óðàõóâàííÿì
öèõ ôîðìóë îá÷èñëþ¹ìî êiëüêîñòi åëåêòðîíiâ ó çîíi ïðîâiäíîñòi òà äiðîê ó
âàëåíòíié çîíi.

e(p)

     0 p

h(p)

Ðèñ. 105.1. Ñïåêòð åíåðãié åëåêòðîíiâ íàïiâïðîâiäíèêà â ðàìêàõ
ñôåðè÷íî¨ ìîäåëi.

Ïåðåõîäÿ÷è âiä ïiäñóìîâóâàííÿ çà êâàíòîâèìè ñòàíàìè äî iíòåãðóâàííÿ
çà êâàçiiìïóëüñîì p, à äàëi � äî iíòåãðóâàííÿ çà çìiííîþ ε = p2/2me (p =
=

√
2meε, dp =

√
2me dε/2

√
ε), äëÿ åëåêòðîíiâ ó çîíi ïðîâiäíîñòi äiñòà¹ìî:

N (c)
e =

∑
a

na =
gV

(2π~)3

∫
dp

1

e(εe−µ)/kT + 1
=

=
4πgV

(2π~)3
√
2m3/2

e

E(c)
max−∆∫
0

ε1/2

e(ε+∆−µ)/kT + 1
dε,
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äå E(c)
max � ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ äëÿ çîíè ïðîâiäíîñòi. Óðàõîâóþ-

÷è, ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ øâèäêî ñïàäà¹ ç ε, âåðõíþ ìåæó ìîæåìî
çàìiíèòè íà íåñêií÷åííiñòü:

N (c)
e ≃ 4πgV

(2π~)3
√
2m3/2

e

∞∫
0

ε1/2

e(ε+∆−µ)/kT + 1
dε .

Àíàëîãi÷íî îá÷èñëþ¹ìî êiëüêiñòü äiðîê N
(v)
h . Ïåðåéøîâøè òåïåð äî

çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ ε = −εh = p2/2mh, çíàõîäèìî:

N
(v)
h =

∑
i

1

e(−εi+µ)/kT + 1
=

gV

(2π~)3

∫
dp

1

e(−εh+µ)/kT + 1
=

=
4πgV

(2π~)3
√
2m

3/2
h

|E(v)
min|∫

0

ε1/2

e(ε+µ)/kT + 1
dε ≃ 4πgV

(2π~)3
√
2m

3/2
h

∞∫
0

ε1/2

e(ε+µ)/kT + 1
dε,

äå E(v)
min � ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ äëÿ âàëåíòíî¨ çîíè.
ßêùî òåìïåðàòóðè íå íàäòî âèñîêi, òî ñåðåäíi çíà÷åííÿ ÷èñåë çàïîâíåí-

íÿ ñòàíiâ åëåêòðîíàìè â çîíi ïðîâiäíîñòi òà äiðêàìè ó âàëåíòíié çîíi ìàëi,
òîáòî öi ÷àñòèíêè âåäóòü ñåáå ÿê íåâèðîäæåíi. Òî÷íiøå: ïðè âèêîíàííi
óìîâ e(∆−µ)/kT ≫ 1 òà eµ/kT ≫ 1 ìîæíà ïåðåéòè äî ðîçïîäiëó Ìàêñâåëëà�
Áîëüöìàíà äëÿ åëåêòðîíiâ ïðîâiäíîñòi òà äiðîê. Äëÿ åëåêòðîíiâ ìà¹ìî:

N (c)
e ≃ 4πgV

(2π~)3
√
2m3/2

e

∞∫
0

ε1/2e(µ−∆)/kT e−ε/kT dε =

=
4πgV

(2π~)3
√
2m3/2

e Γ(3/2)(kT )3/2e(µ−∆)/kT ,

òîáòî

N (c)
e ≃ gV

(2π~2)3/2
(mekT )

3/2e(µ−∆)/kT , (7.72)

äå ìè âðàõóâàëè, ùî Γ(3/2) =
√
π/2. Ç äðóãîãî áîêó, äëÿ äiðîê çíàõîäèìî:

N
(v)
h ≃ 4πgV

(2π~)3
√
2m

3/2
h

∞∫
0

ε1/2e−µ/kT e−ε/kT dε =
gV

(2π~2)3/2
(mhkT )

3/2e−µ/kT .

(7.73)
Ç óìîâè åëåêòðîíåéòðàëüíîñòi òà ðåçóëüòàòiâ (7.72), (7.73) âèïëèâà¹:

m3/2
e e(µ−∆)/kT = m

3/2
h e−µ/kT ,

(
me

mh

)3/2

= e(−2µ+∆)/kT ,

3

2
ln
me

mh
=

1

kT
(−2µ+∆) ,

çâiäêè

µ =
∆

2
+

3

4
kT ln

mh

me
. (7.74)
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè mh = me çíà÷åííÿ µ âiäïîâiäà¹ ñåðåäèíi çàáîðî-
íåíî¨ çîíè. Îäíàê, ÿê ïðàâèëî, mh > me, òîìó ïðè T ̸= 0 ðiâåíü Ôåðìi ó
âëàñíèõ íàïiâïðîâiäíèêàõ ëåæèòü áëèæ÷å äî çîíè ïðîâiäíîñòi.

Ïðè µ ≈ ∆/2 îáèäâi óìîâè ñòàòèñòè÷íîãî íåâèðîäæåííÿ e(∆−µ)/kT ≫ 1,
eµ/kT ≫ 1 çáiãàþòüñÿ i çâîäÿòüñÿ äî óìîâè kT . ∆/4. Äëÿ äîâiëüíèõ
(àëå ðåàëiñòè÷íèõ) çíà÷åíü mh i me âîíè ãàðàíòîâàíî âèêîíóþòüñÿ, ÿêùî
kT ≪ ∆. Öÿ íåðiâíiñòü âiäïîâiäà¹ òåìïåðàòóðàì T . 103K.

Ïîìíîæèâøè N (c)
e i N (v)

h , äiñòàíåìî:

N (c)
e N

(v)
h =

(gV )2

(2π~2)3
(mekT )

3/2(mhkT )
3/2e−∆/kT .

Çâiäñè, ñêîðèñòàâøèñü ðiâíiñòþ N
(c)
e = N

(v)
h , çíàõîäèìî, ùî êîíöåíòðàöi¨

âëàñíèõ íîñi¨â çàðÿäó â íàïiâïðîâiäíèêó äîðiâíþþòü

ne = nh =
g

(2π~2)3/2
(memh)

3/4(kT )3/2e−∆/2kT . (7.75)

Äëÿ ÷èñòîãî ãåðìàíiþ ïðè T ≃ 300K,∆ ≃ 0, 665 åÂ òàme = mh ≈ 0, 46m
(m � ìàñà âiëüíîãî åëåêòðîíà) ìà¹ìî îöiíêó ne = nh ≃ 2, 1 · 1013 ñì−3 =
= 2, 1 · 1019 ì−3.

Ïèòîìà åëåêòðîïðîâiäíiñòü âëàñíîãî íàïiâïðîâiäíèêà äà¹òüñÿ ôîðìó-
ëîþ σ = eneµe + enhµh, äå e � åëåìåíòàðíèé çàðÿä, µe i µh � ðóõëèâîñòi
åëåêòðîíiâ òà äiðîê. Ïðè äîñòàòíüî âèñîêèõ T òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü σ
âèçíà÷à¹òüñÿ â îñíîâíîìó òåìïåðàòóðíîþ çàëåæíiñòþ êîíöåíòðàöi¨ âëàñ-
íèõ íîñi¨â çàðÿäó (7.75) i ìîæå áóòè àïðîêñèìîâàíà ÿê σ(T ) ∼ e−∆/2kT .
Çîáðàçiòü ¨¨ ãðàôi÷íî.

Çàâäàííÿ 106*. Çíàéäiòü åëåêòðîííî-äiðêîâi âíåñêè ó âíóòðiøíþ åíåð-
ãiþ òà òåïëî¹ìíiñòü âëàñíîãî íàïiâïðîâiäíèêà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Øóêàíà ÷àñòèíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ âëàñíîãî íàïiâïðî-
âiäíèêà

U = Ue + Uh,

äå
Ue =

∑
a

εa

e(εa−µ)/kT + 1
, Uh =

∑
i

εi

e(−εi+µ)/kT + 1
.

Îñêiëüêè äëÿ åëåêòðîíiâ ó çîíi ïðîâiäíîñòi εa(p) = ∆ + ε, ε = p2/2m, ìî-
æåìî âèêîíàòè òàêi îá÷èñëåííÿ (òðüîìà êðàïêàìè ïîçíà÷à¹ìî êîåôiöi¹íò
ïåðåä ïåðøèì iíòåãðàëîì):

Ue =
4πgV

√
2m

3/2
e

(2π~)3

∞∫
0

(∆ + ε) ε1/2

e(ε+∆−µ)/kT + 1
dε ≃

≃ . . . e(µ−∆)/kT

∞∫
0

(∆ + ε) ε1/2e−ε/kT dε =
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= . . . e(µ−∆)/kT

∆ ∞∫
0

ε1/2e−ε/kT dε+

∞∫
0

ε3/2e−ε/kT dε

 =

= . . . e(µ−∆)/kT

∆(kT )3/2
∞∫
0

x1/2e−x dx+ (kT )5/2
∞∫
0

x3/2e−x dx

 =

= . . . e(µ−∆)/kT (kT )3/2 [Γ(3/2)∆ + Γ(5/2)kT ] =

=
gV m

3/2
e

(2π~2)3/2
e(µ−∆)/kT (kT )3/2

(
∆+

3

2
kT

)
,

äå ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî Γ(3/2) =
√
π/2 i Γ(5/2) = (3/2)Γ(3/2). Àíàëî-

ãi÷íî, óðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ äiðîê εi(p) = −ε = −p2/2m, çíàõîäèìî:

Uh =
4πgV

√
2m

3/2
h

(2π~)3

0∫
∞

(−ε) ε1/2

e(ε+µ)/kT + 1
dε ≃ . . . e−µ/kT

∞∫
0

ε3/2e−ε/kT dε =

= . . . e−µ/kT (kT )5/2Γ(5/2) =
3gV m

3/2
h

2 (2π~2)3/2
e−µ/kT (kT )5/2.

Åëåêòðîííî-äiðêîâà ÷àñòèíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ íàïiâïðîâiäíèêà

U =
gV

(2π~2)3/2
(kT )3/2

[
m3/2
e e(µ−∆)/kT

(
∆+

3

2
kT

)
+m

3/2
h e−µ/kT

3

2
kT

]
.

Ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (7.74) ìîæåìî çàïèñàòè:

e(µ−∆)/kT = e−∆/2kT e(3/4) ln (mh/me) =

(
mh

me

)3/4

e−∆/2kT ,

e−µ/kT = e−∆/2kT e−(3/4) ln (mh/me) =

(
me

mh

)3/4

e−∆/2kT .

Äiñòà¹ìî:

U =
gV

(2π~2)3/2
(kT )3/2×

×

[
m3/2
e

(
mh

me

)3/4(
∆+

3

2
kT

)
+m

3/2
h

(
me

mh

)3/4 3

2
kT

]
e−∆/2kT =

=
gV

(2π~2)3/2
(memh)

3/4(kT )3/2 (∆ + 3kT ) e−∆/2kT .

Çàëèøèëîñÿ çíàéòè åëåêòðîííî-äiðêîâó ÷àñòèíó òåïëî¹ìíîñòi. Ìà¹ìî:

CV =

(
∂U

∂T

)
V

=
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=
gV

(2π~2)3/2
(memh)

3/4(kT )3/2k

[
15

2
+ 3

∆

kT
+

1

2

(
∆

kT

)2
]
e−∆/2kT .

Ïîðiâíÿéòå ¨¨ ç òåïëî¹ìíiñòþ êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè íàïiâïðîâiäíèêà.
Íàãàäà¹ìî, ùî â óñiõ öèõ ôîðìóëàõ g = 2.

Âèðîäæåíèé áîçå-ãàç

Çàâäàííÿ 107*. Äëÿ âèðîäæåíîãî iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó:
à) äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ïåâíà òåìïåðàòóðà T0, íèæ÷å ÿêî¨ ÷àñòèíêè ãàçó

ñêóï÷óþòüñÿ â éîãî îñíîâíîìó ñòàíi, äå âîíè ìàþòü íóëüîâi iìïóëüñè òà
åíåðãi¨ (êîíäåíñàöiÿ Áîçå�Åéíøòåéíà). Âèçíà÷òå T0 òà îöiíiòü ¨¨ çíà÷åííÿ
äëÿ 4He;

á) çíàéäiòü êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ãàçó â �êîíäåíñàòi� (îñíîâíîìó ñòàíi ãà-
çó);

â) îá÷èñëiòü åíåðãiþ, òèñê, òåïëî¹ìíiñòü òà åíòðîïiþ ãàçó ïðè òåìïå-
ðàòóðàõ T < T0 òà áåçïîñåðåäíüî íàä T0. Ïîêàæiòü, ùî âñi öi âåëè÷èíè
íåïåðåðâíi ïðè T = T0;

ã) äîâåäiòü, ùî â òî÷öi T = T0 òåïëî¹ìíiñòü CV ãàçó ìà¹ ìàêñèìóì, à ¨¨
ïîõiäíà (∂CV /∂T )V � ðîçðèâ (ôàçîâèé ïåðåõiä òðåòüîãî ðîäó).

Âêàçiâêè. à) Ðîçïîäië Áîçå�Åéíøòåéíà ìà¹ çìiñò çà óìîâè, ùî ε−µ > 0,
äå ε ≥ 0 � åíåðãi¨ ÷àñòèíîê ãàçó, òîáòî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ãàçó îáìåæåíèé
çâåðõó i éîãî äîïóñòèìèìè ¹ ùîíàéìåíøå çíà÷åííÿ µ < 0. Ç âèðàçó

N =
∑
i

ni = AV

∞∫
0

ε1/2dε

e(ε−µ)/kT − 1
, A =

g

(2π~)3
· 4π

√
2m3/2, (7.76)

äëÿ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê N iäåàëüíîãî íåðåëÿòèâiñòñüêîãî áîçå-ãàçó òà òåð-
ìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîñòi (n = N/V � êîíöåíòðàöiÿ ÷àñòèíîê ãàçó)(

∂µ

∂T

)
n

(
∂T

∂n

)
µ

(
∂n

∂µ

)
T

= −1

âèïëèâà¹, ùî (
∂n

∂T

)
µ

=
A

kT 2

∞∫
0

e(ε−µ)/kT ε1/2(ε− µ)dε[
e(ε−µ)/kT − 1

]2 > 0,

(
∂n

∂µ

)
T

=
A

kT

∞∫
0

e(ε−µ)/kT ε1/2dε[
e(ε−µ)/kT − 1

]2 > 0,

(
∂µ

∂T

)
n

= −
(
∂n

∂T

)
µ

/(
∂n

∂µ

)
T

< 0.
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Îòæå, ç íàáëèæåííÿì äî àáñîëþòíîãî íóëÿ òåìïåðàòóðè ïðè çàäàíié êîí-
öåíòðàöi¨ n õiìi÷íèé ïîòåíöiàë áîçå-ãàçó ìà¹ çðîñòàòè, çàëèøàþ÷èñü ïðè
öüîìó âiä'¹ìíèì. Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ïðè äåÿêié òåìïåðàòóði T = T0
âií äîñÿãà¹ i ãðàíè÷íî ìîæëèâîãî çíà÷åííÿ µ = 0. Äëÿ öi¹¨ òåìïåðàòóðè
ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

N = AV

∞∫
0

ε1/2dε

eε/kT0 − 1
= AV (kT0)

3/2Γ(3/2)ζ(3/2) =
π1/2

2
ζ(3/2)AV (kT0)

3/2.

(7.77)

á) Ïiñëÿ ïåðåõîäó ó ôîðìóëi (7.76) âiä ïiäñóìîâóâàííÿ çà ñòàíàìè ÷à-
ñòèíîê äî iíòåãðóâàííÿ çà åíåðãi¹þ ÷àñòèíêè ç iíòåãðàëà âèïàäà¹ âíåñîê
÷àñòèíîê ó êîíäåíñàòi, ùî ìàþòü åíåðãi¨ ε = 0. Òîìó ïðè T < T0 iíòåãðàëîì
(7.76) âèçíà÷à¹òüñÿ êiëüêiñòü ÷àñòèíîê N ′ = N ′(T ) ãàçó ç åíåðãiÿìè ε > 0
(íàä êîíäåíñàòîì):

N ′ = AV

∞∫
0

ε1/2dε

eε/kT − 1
.

Êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ó êîíäåíñàòi N0(T ) = N −N ′(T ).

â, ã) Ïðè T < T0 åíåðãiÿ ãàçó ÿê ôóíêöiÿ òåìïåðàòóðè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

E = AV

∞∫
0

ε3/2dε

eε/kT − 1
.

Ïðè âiäîìié ôóíêöi¨ E = E(T ) òèñê P , òåïëî¹ìíiñòü CV òà åíòðîïiÿ ãàçó
âèçíà÷àþòüñÿ iç ñïiââiäíîøåíü

P =
2E

3V
, CV =

(
∂E

∂T

)
V

, S =

T∫
0

CV
T
dT.

Ïðè T = T0 + δ > T0 âèðàç äëÿ åíåðãi¨

E = AV

∞∫
0

ε3/2dε

e(ε−µ)/kT − 1
= [çàìiíà z = ε/kT, ïîçíà÷åííÿ α ≡ |µ|/kT ≥ 0] =

= AV (kT )5/2I(α), äå I(α) ≡
∞∫
0

z3/2dz

ez+α − 1
,

òðåáà àíàëiçóâàòè ðàçîì ç âiäïîâiäíèì âèðàçîì äëÿ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê

N = AV

∞∫
0

ε1/2dε

e(ε−µ)/kT − 1
= AV (kT )3/2J(α), J(α) ≡

∞∫
0

z1/2dz

ez+α − 1
. (7.78)
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Ó áåçïîñåðåäíüîìó îêîëi T0 ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ íàáëèæåííÿì δ ↓ 0 i
|µ| → 0. Ïîäàâøè J(α) ó âèãëÿäi

J(α) = J(0) + [J(α)− J(0)] =

∞∫
0

z1/2dz

ez − 1
+ (1− eα)

∞∫
0

z1/2ezdz

(ez+α − 1) (ez − 1)
,

áà÷èìî, ùî ïðè α → 0 îñòàííié iíòåãðàë ¹ ðîçáiæíèì íà íèæíié ìåæi.
Õàðàêòåð öi¹¨ ðîçáiæíîñòi ìîæíà âñòàíîâèòè, çàìiíèâøè âèðàçè â ÷èñåëü-
íèêó i çíàìåííèêó ¨õ íàáëèæåíèìè çíà÷åííÿìè ïðè ìàëèõ z i α: ez ≃ 1,
ez − 1 ≃ z, ez+α − 1 ≃ z + α. Ìà¹ìî:

∞∫
0

z1/2dz

(z + α)z
=
[
çàìiíà z = t2

]
= 2

∞∫
0

dt

t2 + α
=

2

α1/2
arctg

t

α1/2

∣∣∣∣∞
0

=
π

α1/2
.

Äîäàâøè öåé iíòåãðàë äî âèõiäíîãî òà âiäíÿâøè éîãî ç íüîãî, äiñòà¹ìî:
∞∫
0

z1/2ezdz

(ez+α − 1) (ez − 1)
=

π

α1/2
+

∞∫
0

dzz1/2
[

ez

(ez+α − 1) (ez − 1)
− 1

(z + α)z

]
,

äå iíòåãðàë ñïðàâà ¹ îáìåæåíèì ïðè α = 0. Îòæå, ïðè α→ 0

J(α) = Γ(3/2)ζ(3/2)− πα1/2 +O(α).

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò òà ôîðìóëà (7.77) äîçâîëÿþòü ïåðåïèñàòè âèðàç
(7.78) ó âèãëÿäi

π1/2

2
ζ(3/2)AV k3/2T

3/2
0 ≃

≃ π1/2

2
ζ(3/2)AV k3/2(T0 + δ)3/2 − πAV k3/2(T0 + δ)3/2α1/2,

çâiäêè, óðàõîâóþ÷è, ùî δ → 0, |µ| → 0 i µ ≤ 0,

µ = − 9

16π
[ζ(3/2)]2

k(T − T0)
2

T0
+ o

(
(T − T0)

2
)
, T ↓ T0.

Ãðàôiê òåìïåðàòóðíî¨ çàëåæíîñòi õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó iäåàëüíîãî áîçå-
ãàçó â îêîëi òî÷êè T0 íàâåäåíî íà ðèñ. 107.1.

Àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì òà ç âèêîðèñòàííÿì ïîïåðåäíüîãî ðåçóëüòàòó âè-
çíà÷à¹òüñÿ òåìïåðàòóðíà ïîâåäiíêà åíåðãi¨, ¨¨ ïåðøèõ äâîõ ïîõiäíèõ çà òåì-
ïåðàòóðîþ òà òèñê ãàçó â áåçïîñåðåäíüîìó îêîëi T0. Åíòðîïiÿ ãàçó çíàõî-
äèòüñÿ çà äîïîìîãîþ éîãî âiëüíî¨ åíåðãi¨ F = Φ− PV = µN − 2

3E.

Âiäïîâiäi : à) T0 =
2π

[ζ(3/2)]2/3
~2

g2/3mk

(
N

V

)2/3

≃ 3, 3125
~2

g2/3mk

(
N

V

)2/3

.

Äëÿ 4He ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà T0 ≈ 3, 1K;

á) N0(T ) = N

[
1−

(
T

T0

)3/2
]
, T ≤ T0;
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µ /(kT0)                                                                    CV /(Nk) 
                                                                                       2.0
                                                                                           
                                       T0                     2T0      T
       0 

                                                                                       1.0 

   –1.0 

  
                                                                                          0                           T0                      2T0    T 

Ðèñ. 107.1. Òåìïåðàòóðíi çàëåæíîñòi õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó (çëiâà) òà òåïëî¹ì-
íîñòi (ñïðàâà) âèðîäæåíîãî iäåàëüíîãî áîçå-ãàçó.

â) E =
3ζ(5/2)

25/2π3/2
gV m3/2(kT )5/2

~3
≃ 0, 1278

gV m3/2(kT )5/2

~3

àáî E =
3ζ(5/2)

2ζ(3/2)
NkT

(
T

T0

)3/2

≃ 0, 7703NkT

(
T

T0

)3/2

,

P ≃ 0, 0852
gm3/2(kT )5/2

~3
,

CV ≃ 0, 3194
gV m3/2k(kT )3/2

~3
≃ 1, 926Nk

(
T

T0

)3/2

,

S ≃ 0, 2129
gV m3/2k(kT )3/2

~3
≃ 1, 284Nk

(
T

T0

)3/2

;

ã) lim
T→T0+0

(∂CV /∂T )V =

{
45

8

ζ(5/2)

ζ(3/2)
− 27

16π
[ζ(3/2)]2

}
kN

T0
≃ −0, 777

kN

T0
,

lim
T→T0−0

(∂CV /∂T )V =
45

8

ζ(5/2)

ζ(3/2)

kN

T0
≃ 2, 889

kN

T0
.

Òåìïåðàòóðíó ïîâåäiíêó òåïëî¹ìíîñòi CV â îêîëi òî÷êè T0 ïîêàçàíî íà
ðèñ. 107.1.
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8. Ñòàòèñòè÷íà òåðìîäèíàìiêà êîíäåíñîâàíèõ

ñèñòåì

Ôîíîíè

Çàâäàííÿ 108. Çíàéäiòü çàêîí äèñïåðñi¨ òà ðîçïîäië ÷àñòîò äëÿ êîëè-
âàëüíèõ ìîä îäíîâèìiðíîãî ëàíöþæêà îäíàêîâèõ àòîìiâ, ðiâíîìiðíî ðîç-
ïîäiëåíèõ ïî ïðÿìié ç iíòåðâàëîì a.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé êiëüêiñòü àòîìiâ ó ëàíöþæêó äîâæèíîþ L ñòàíî-
âèòü N + 1, êîîðäèíàòè ¨õ ïîëîæåíü ó ñòàíi ðiâíîâàãè x

(0)
n = an (n =

= 0, 1, . . . , N), àòîìè ç íîìåðàìè 0 òàN æîðñòêî çàêðiïëåíi (äèâ. ðèñ. 108.1).
Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè çìiùåííi ç öèõ ïîëîæåíü ñóñiäíi àòîìè ëàíöþæêà
ïî÷èíàþòü âçà¹ìîäiÿòè ìiæ ñîáîþ çà äîïîìîãîþ êâàçiïðóæíî¨ ñèëè. Ïî-
òåíöiàëüíó åíåðãiþ ïàðíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìîäåëþâàòèìåìî ó âèãëÿäi 1

2κ(∆x)
2,

äå κ � êîåôiöi¹íò �ïðóæíîñòi�, ∆x � �äåôîðìàöiÿ�, òîáòî âåëè÷èíà, íà ÿêó
çìiíþ¹òüñÿ âiäñòàíü ìiæ ñóñiäíiìè àòîìàìè â ïîðiâíÿííi ç âiäñòàííþ a ìiæ
íèìè ó ñòàíi ðiâíîâàãè. Òàêà ìîäåëü âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨, êîëè êîëèâàííÿ
àòîìiâ ìîæóòü óâàæàòèñÿ ìàëèìè.

x0 = 0       x1                 xn –1       xn       xn + 1              xN – 1  xN = L          x

Ðèñ. 108.1. Îäíîâèìiðíèé ëàíöþæîê àòîìiâ. Ïîêàçàíî êîîðäèíàòè
îêðåìèõ àòîìiâ.

Ùîá ïîáóäóâàòè ðiâíÿííÿ ðóõó àòîìiâ ëàíöþæêà, îá÷èñëèìî ïîâíó ïî-
òåíöiàëüíó åíåðãiþ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ïîòåíöiàëüíi åíåðãi¨ âçà-
¹ìîäi¨ äëÿ êîæíî¨ îêðåìî¨ ïàðè ñóñiäíiõ àòîìiâ, ïîòiì äîäàìî ¨õ. Ìà¹ìî:
ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ïàðíî¨ âçà¹ìîäi¨ àòîìiâ ç íîìåðàìè 0 i 1 òà ìèòò¹âèìè
êîîðäèíàòàìè x0 i x1 äîðiâíþ¹

V01 =
κ

2
(x1 − x0 − a)2 =

κ

2
(x1 − a)2,

àòîìiâ 1 i 2 �
V12 =

κ

2
(x2 − x1 − a)2,

. . . . . . ,

àòîìiâ k − 1 i k �
Vk−1,k =

κ

2
(xk − xk−1 − a)2,

. . . . . . ,

i, íàðåøòi, îñòàííüî¨ ïàðè àòîìiâ ç íîìåðàìè N − 1 i N �

VN−1,N =
κ

2
(xN − xN−1 − a)2.
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Ïîâíà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ àòîìiâ ëàíöþæêà

V =
κ

2

N∑
k=1

(xk − xk−1 − a)2.

Òåïåð áóäó¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ àòîìiâ ç íîìåðàìè n = 1, 2, ..., N − 1.
Ìà¹ìî:

mẍn = − ∂V

∂xn
= −κ

N∑
k=1

(xk − xk−1 − a)

(
∂xk
∂xn

− ∂xk−1

∂xn

)
.

Óçÿâøè äî óâàãè, ùî

∂xk
∂xn

= δkn,
∂xk−1

∂xn
= δk−1,n,

äå δkn � ñèìâîë Êðîíåêåðà, äiñòà¹ìî:

mẍn = −κ(xn − xn−1 − a) + κ(xn+1 − xn − a) = −κ(2xn − xn−1 − xn+1).

Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó öèõ ðiâíÿíü ïåðåéäåìî äî âåëè÷èí qn, ùî õà-
ðàêòåðèçóþòü çìiùåííÿ àòîìiâ iç ñâî¨õ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè:

qn = xn − x(0)n = xn − an, n = 1, 2, ..., N − 1,

q0 = 0, qN = 0.

Îñêiëüêè xn = qn + an, òî
ẍn = q̈n,

2xn−xn−1−xn+1=2qn+2an−qn−1−a(n−1)−qn+1−a(n+1)=2qn−qn−1−qn+1,

i ðiâíÿííÿ äëÿ çìiùåíü qn íàáèðàþòü âèãëÿäó

mq̈n = −κ(2qn − qn−1 − qn+1). (8.1)

Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (8.1) ó âèãëÿäi

qn(t) = A sin(kan) sin(ωt+ δ),

äå A sin(kan), ω i δ � âiäïîâiäíî àìïëiòóäà, ÷àñòîòà i ïî÷àòêîâà ôàçà êîëè-
âàíü, A i k � äåÿêi ñòàëi. Î÷åâèäíî, ùî òàêi ðîçâ'ÿçêè àâòîìàòè÷íî çàäî-
âîëüíÿþòü êðàéîâó óìîâó q0 = 0. Äðóãà êðàéîâà óìîâà qN = 0 äà¹ ñïiââiä-
íîøåííÿ

sin (kaN) = 0,

çâiäêè

kaN = πl, kl =
πl

aN
=
πl

L
, l = 1, 2, .., N − 1. (8.2)

Òóò, ïðè âèçíà÷åííi äîïóñòèìèõ çíà÷åíü l, ìè âðàõóâàëè, ùî âñi ðîçâ'ÿçêè

qnl(t) = Al sin
πln

N
sin(ωlt+ δl), (8.3)

ÿêi âiäïîâiäàþòü ïåâíîìó çíà÷åííþ n, ìàþòü áóòè ëiíiéíî íåçàëåæíèìè
ìiæ ñîáîþ.
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Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ðîçâ'ÿçêè (8.3) ñïðàâäi çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíÿííÿ ðóõó (8.1), òà âèçíà÷èòè ÷àñòîòè ωl. Ïiäñòàâèâøè (8.3) ó (8.1),
îòðèìó¹ìî:

−mω2
l sin

πln

N
= −κ

[
2 sin

πln

N
− sin

πl(n− 1)

N
− sin

πl(n+ 1)

N

]
.

Âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ìîæíà ñïðîñòèòè. Âií äîðiâíþ¹

2 sin
πln

N
− sin

πln

N
cos

πl

N
+ cos

πln

N
sin

πl

N
− sin

πln

N
cos

πl

N
− cos

πln

N
sin

πl

N
=

= 2 sin
πln

N

(
1− cos

πl

N

)
= 4 sin

πln

N
sin2

πl

2N
.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïîïåðåäíüîãî ðiâíÿííÿ, äiñòà¹ìî

ω2
l = 4

κ

m
sin2

πl

2N
,

çâiäêè

ωl = 2

√
κ

m
sin

πl

2N
, l = 1, 2, ..., N − 1. (8.4)

Îòæå, äîâiëüíå ìàëå êîëèâàííÿ àòîìà ç íîìåðîì n ¹ â çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó ñóïåðïîçèöi¹þ N − 1 íåçàëåæíèõ êîëèâàíü (8.3) ç ÷àñòîòàìè (8.4).

Çâåðíåìî òåïåð óâàãó, ùî ðîçâ'ÿçêè (8.3) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

qnl(t) = Al sin
(
klx

(0)
n

)
sin(ωlt+ δl).

Âèäíî, ùî âîíè îïèñóþòü iíäèâiäóàëüíi çìiùåííÿ àòîìiâ ëàíöþæêà çi ñâî¨õ
ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ïðè êîëåêòèâíèõ êîëèâàííÿõ öèõ àòîìiâ ó ôîðìi ñòî-
ÿ÷èõ õâèëü

ql(x, t) = Al sin (klx) sin(ωlt+ δl),

ç ÷àñòîòàìè ωl òà õâèëüîâèìè âåêòîðàìè kl. Óòâîðåííÿ òàêèõ õâèëü ¹ ðå-
çóëüòàòîì iíòåðôåðåíöi¨ çáóðåíü, ùî ñïðè÷èíÿþòüñÿ îêðåìèìè àòîìàìè
ïðè çìiùåííi ç ïîëîæåíü ðiâíîâàãè òà ïîøèðþþòüñÿ ïî ëàíöþæêó â îáîõ
íàïðÿìàõ, áàãàòîðàçîâî âiäáèâàþ÷èñü âiä éîãî êiíöiâ. Äîâæèíè ñòîÿ÷èõ
õâèëü (äèâ. (8.2))

λl =
2π

kl
=

2πaN

πl
=

2aN

l
.

Íàéêîðîòøà õâèëÿ ìà¹ äîâæèíó λN−1 = 2aN/(N − 1) ≃ 2a, à íàéäîâøà �
äîâæèíó λ1 = 2aN = 2L.

Çàêîí äèñïåðñi¨ äëÿ êîëåêòèâíèõ êîëèâàëüíèõ ìîä àòîìiâ ëàíöþæêà
äiñòà¹ìî ç (8.2) i (8.4):

ωl = 2

√
κ

m
sin

kla

2
. (8.5)

Çîêðåìà, ó äîâãîõâèëüîâîìó íàáëèæåííi kla→ 0 çíàõîäèìî, ùî

ω ≃
√
κ

m
ka (8.6)
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i, âiäïîâiäíî, øâèäêiñòü ïîøèðåííÿ çâóêîâèõ êîëèâàíü ïî ëàíöþæêó

u =
ω

k
≃
√
κ

m
a. (8.7)

Äëÿ äîâãîãî ëàíöþæêà (N ≫ 1) çìiíà ìîäóëÿ õâèëüîâîãî âåêòîðà íà
âåëè÷èíó dk òà âiäïîâiäíà çìiíà ∆l ïàðàìåòðà l, ÿêèé íóìåðó¹ ñòîÿ÷i õâèëi,
ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì dk = (π/L)∆l (äèâ. (8.2)). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
êiëüêiñòü êîëèâàëüíèõ ìîä ç õâèëüîâèìè âåêòîðàìè, ìîäóëi ÿêèõ ëåæàòü
â iíòåðâàëi âiä k äî k + dk, äîðiâíþ¹ ∆l = (L/π) dk. Âiäïîâiäíî, êiëüêiñòü
êîëèâàëüíèõ ìîä ëàíöþæêà ç ÷àñòîòàìè, ùî ëåæàòü â iíòåðâàëi âiä ω äî
ω + dω, äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

g1(ω) dω =
L

π
dk =

L

π

(
dk

dω

)
dω.

Ó äîâãîõâèëüîâîìó íàáëèæåííi ç (8.6) i (8.7) äiñòà¹ìî ôîðìóëó Äåáàÿ
äëÿ îäíîâèìiðíîãî êðèñòàëà:

g1(ω) dω =
L

πu
dω.

Ìàêñèìàëüíà ÷àñòîòà êîëèâàíü ωD ó íàáëèæåííi Äåáàÿ äëÿ íàøî¨ ñèñòåìè
âèçíà÷à¹òüñÿ iç ñïiââiäíîøåííÿ∫ ωD

0
g1(ω) dω = N − 1 ≃ N,

çâiäêè

ωD =
πuN

L
.

Ó çàãàëüíîìó æ âèïàäêó ç (8.5) çíàõîäèìî

k =
2

a
arcsin

ω

ωmax
,

äå ωmax = 2
√
κ/m = (2/π)ωD � ãðàíè÷íà ÷àñòîòà êîëèâàíü ëiíiéíîãî ëàí-

öþæêà â ðîçãëÿäóâàíié ìîäåëi (âîíà â π/2 ðàçiâ ìåíøà çà ìàêñèìàëüíó
÷àñòîòó êîëèâàíü â îäíîâèìiðíié ìîäåëi Äåáàÿ). Âiäïîâiäíî,

dk

dω
=

2

a

1√
ω2
max − ω2

,

g1(ω) =
2L

πa

1√
ω2
max − ω2

.

Çàóâàæèìî, ùî∫ ωmax

0
g1(ω) dω =

2L

πa

∫ ωmax

0

dω√
ω2
max − ω2

=
2L

πa
arcsin 1 =

L

a
= N.

Ñïåêòð êîëèâàëüíèõ ìîä îäíîâèìiðíîãî ëàíöþæêà àòîìiâ ïîêàçàíî íà
ðèñ. 108.2.
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    g1( )

max

2

a

L

              0                                           max              D     

Ðèñ. 108.2. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ÷àñòîò êîëèâàíü îäíîâèìiðíîãî
ëàíöþæêà àòîìiâ.

Çàóâàæåííÿ. Ïîâíà ìåõàíi÷íà åíåðãiÿ àòîìiâ ëàíöþæêà äîðiâíþ¹ ñóìi
åíåðãié óñiõ éîãî êîëåêòèâíèõ êîëèâàëüíèõ ìîä � ñòîÿ÷èõ õâèëü, ÷è áiæó-
÷èõ õâèëü iç ïðîòèëåæíèìè íàïðÿìàìè ïîøèðåííÿ. Ïiñëÿ êâàíòóâàííÿ i
ïåðåõîäó äî çîáðàæåííÿ ÷èñåë çàïîâíåííÿ åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ëàíöþæ-
êà íàáèðà¹ âèãëÿäó En1,...,nN−1

=
∑N−1

l=1 ~ωl
(
nl +

1
2

)
, òîáòî ìîæå iíòåðïðå-

òóâàòèñÿ ÿê åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð iäåàëüíîãî ãàçó äåÿêèõ êâàçi÷àñòèíîê �
ôîíîíiâ � ç åíåðãiÿìè εl = ~ωl (òà iìïóëüñàìè pl = ~kl). ×èñëà nl ìà-
þòü çìiñò êiëüêîñòi âiäïîâiäíèõ ôîíîíiâ i ìîæóòü ïðîáiãàòè íåâiä'¹ìíi öiëi
çíà÷åííÿ. Âiäïîâiäíî, ãàç ôîíîíiâ îïèñó¹òüñÿ ðîçïîäiëîì Áîçå�Åéíøòåéíà.
Õiìi÷íèé ïîòåíöiàë öüîãî ãàçó äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ôîíîíè íåïåðåðâíî
ïîðîäæóþòüñÿ i ïîãëèíàþòüñÿ â ñèñòåìi (¨õ êiëüêiñòü íå ôiêñîâàíà).

Ìîäåëü Äåáàÿ

Çàâäàííÿ 109. Ïîêàæiòü, ùî â íàáëèæåííi Äåáàÿ äëÿ ìîäåëi òðèâè-
ìiðíîãî êðèñòàëà êiëüêiñòü âëàñíèõ êîëèâàíü ó ñïåêòði çâóêîâèõ õâèëü,
îá÷èñëåíèõ íà iíòåðâàë ÷àñòîò (ω, ω + dω), âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì

g3(ω)dω =
4πV

(2π)3
k2dk =

3V

2π2u3
ω2dω, äå

3

u3
=

1

u3∥
+

2

u3⊥
,

à äëÿ ìîäåëåé äâî- òà îäíîâèìiðíîãî êðèñòàëiâ � âèðàçàìè

g2(ω)dω =
S

2π

(
1

u2∥
+

1

u2⊥

)
ωdω, g1(ω)dω =

Ldω

πu
,

äå V , S i L � îá'¹ì, ïëîùà i äîâæèíà âiäïîâiäíèõ êðèñòàëiâ. Çíàéäiòü ãðà-
íè÷íi çíà÷åííÿ ÷àñòîò êîëèâàíü ó êîæíîìó ç öèõ âèïàäêiâ, îöiíiòü ¨õ âå-
ëè÷èíè çà øâèäêîñòÿìè çâóêó u∥ i u⊥.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïî÷íåìî ç ìîäåëi äâîâèìiðíîãî ìàêðîñêîïi÷íîãî êðèñòà-
ëà ç ðîçìiðàìè L1 × L2. Êiëüêiñòü éîãî âëàñíèõ êîëèâàíü iç õâèëüîâèìè
âåêòîðàìè, êîìïîíåíòè ÿêèõ ìàþòü çíà÷åííÿ â iíòåðâàëàõ (kx, kx + dkx) i
(ky, ky + dky), äå ki = (2π/Li)ni, ni � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó n2x + n2y > 0, äîðiâíþ¹

∆nx∆ny =
L1L2

(2π)2
dkxdky.

Ïåðåéøîâøè ó ïðîñòîði õâèëüîâèõ âåêòîðiâ äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò, äå åëå-
ìåíò ïëîùi dkxdky = kdkdα, α � àçèìóòàëüíèé êóò, òà çiíòåãðóâàâøè çà α
âiä 0 äî 2π, çíàõîäèìî, ùî êiëüêiñòü âëàñíèõ êîëèâàíü êðèñòàëà, ìîäóëi
õâèëüîâèõ âåêòîðiâ ÿêèõ ëåæàòü â iíòåðâàëi âiä k äî k + dk, ñòàíîâèòü

L1L2

2π
kdk.

Óðàõó¹ìî òåïåð, ùî ó ïëîñêîìó êðèñòàëi ìîæóòü ïîøèðþâàòèñÿ äâà
òèïè çâóêîâèõ õâèëü: ïîçäîâæíi õâèëi, iç çàêîíîì äèñïåðñi¨ ω = u∥k (çâiä-
ñè k = ω/u∥, dk = dω/u∥), òà ïîïåðå÷íi, äëÿ ÿêèõ ω = u⊥k (k = ω/u⊥,
dk = dω/u⊥); u∥ i u⊥ � ¨õ øâèäêîñòi. Öi õâèëi ïîøèðþþòüñÿ âíàñëiäîê çáó-
äæåííÿ âiäïîâiäíèõ òèïiâ êîëåêòèâíèõ êîëèâàíü àòîìiâ êðèñòàëà. Êiëüêî-
ñòi òàêèõ êîëèâàíü iç ÷àñòîòàìè â iíòåðâàëi âiä ω äî ω + dω âèçíà÷àþòüñÿ
âèðàçàìè

L1L2

2π

1

u2∥
ωdω òà

L1L2

2π

1

u2⊥
ωdω,

à ¨õ çàãàëüíà êiëüêiñòü ó öüîìó ÷àñòîòíîìó iíòåðâàëi � ñóìîþ

S

2π

(
1

u2∥
+

1

u2⊥

)
ωdω ≡ g2(ω)dω,

äå S = L1L2 � ïëîùà êðèñòàëà.
Çàãàëüíà êiëüêiñòü êîëèâàëüíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi äëÿ äâîâèìiðíîãî

êðèñòàëà äîðiâíþ¹ 2N − 3 ≃ 2N , äå N � êiëüêiñòü àòîìiâ êðèñòàëà (iç çà-
ãàëüíî¨ êiëüêîñòi 2N ñòóïåíiâ âiëüíîñòi äëÿ ïëîñêîãî ðóõó öèõ àòîìiâ âiäíi-
ìà¹ìî äâà ïîñòóïàëüíi òà îäèí îáåðòàëüíèé ñòóïåíi âiëüíîñòi, ÿêi îïèñóþòü
ðóõ êðèñòàëà ÿê öiëîãî). Âiäïîâiäíî, óìîâà äëÿ âiäøóêàííÿ ìàêñèìàëüíî¨
÷àñòîòè êîëèâàíü ωD ìà¹ âèãëÿä∫ ωD

0
g2(ω)dω = 2N.

Çâiäñè äiñòà¹ìî:
S

2π

(
1

u2∥
+

1

u2⊥

)
ω2
D

2
= 2N,

ωD = 2u

√
πN

S
= 2u

√
π

s
,

äå øâèäêiñòü u âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì
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2

u2
=

1

u2∥
+

1

u2⊥
,

a s äîðiâíþ¹ ïëîùi, ÿêà ïðèïàäà¹ íà îäèí àòîì êðèñòàëà. Êîðèñòóþ÷èñü ωD,
äëÿ äâîâèìiðíîãî êðèñòàëà ìîæåìî òàêîæ çàïèñàòè:

g2(ω)dω = 4N
ω

ω2
D

dω.

Ó âèïàäêó îäíîâèìiðíîãî ìàêðîñêîïi÷íîãî êðèñòàëà äîâæèíîþ L êiëü-
êiñòü âëàñíèõ êîëèâàíü iç õâèëüîâèìè âåêòîðàìè, ùî ìàþòü çíà÷åííÿ â
iíòåðâàëi (kx, kx + dkx), äà¹òüñÿ âèðàçîì

L

2π
dkx.

Çiíòåãðóâàâøè éîãî çà kx ó ìåæàõ âiä −k äî k, äiñòà¹ìî êiëüêiñòü âëàñ-
íèõ êîëèâàíü êðèñòàëà, ìîäóëi õâèëüîâèõ âåêòîðiâ ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü
çíà÷åííÿ k; âîíà ñòàíîâèòü Lk/π. Çâiäñè çíàõîäèìî, ùî êiëüêiñòü âëàñíèõ
êîëèâàíü çi çíà÷åííÿìè ìîäóëiâ õâèëüîâèõ âåêòîðiâ â iíòåðâàëi âiä k äî
k + dk äîðiâíþ¹

L(k + dk)

π
− Lk

π
=
L

π
dk.

Â îäíîâèìiðíîìó êðèñòàëi ìîæóòü ïîøèðþâàòèñÿ ëèøå ïîçäîâæíi
õâèëi. ßêùî ¨õ øâèäêiñòü u, à ÷àñòîòè òà õâèëüîâi âåêòîðè ïîâ'ÿçàíi ñïiââiä-
íîøåííÿì ω = uk, òî dk = dω/u i, îòæå, êiëüêiñòü âiäïîâiäíèõ îäíîâèìið-
íèõ âëàñíèõ êîëèâàíü iç ÷àñòîòàìè â iíòåðâàëi âiä ω äî ω + dω äà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

L

πu
dω ≡ g1(ω)dω.

Çàãàëüíà êiëüêiñòü êîëèâàëüíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi íåçàêðiïëåíîãî îä-
íîâèìiðíîãî êðèñòàëà äîðiâíþ¹ N−1 ≃ N , òîìó äëÿ ìàêñèìàëüíî¨ ÷àñòîòè
êîëèâàíü ωD ìà¹ìî óìîâó ∫ ωD

0
g1(ω)dω = N.

Äiñòà¹ìî:

ωD =
πuN

L
=
πu

l
,

äå l � äîâæèíà êðèñòàëà, îá÷èñëåíà íà îäèí àòîì. Òàêîæ ìîæåìî çàïèñàòè:

g1(ω)dω = N
1

ωD
dω.

Âèïàäîê òðèâèìiðíîãî êðèñòàëà ïðîàíàëiçóéòå ñàìîñòiéíî. Çàóâàæòå,
ùî â òàêîìó êðèñòàëi ìîæóòü ïîøèðþâàòèñÿ ÿê ïîçäîâæíi, òàê i ïîïåðå÷-
íi õâèëi. Îñòàííi õàðàêòåðèçóþòüñÿ äâîìà íåçàëåæíèìè ïîëÿðèçàöiéíèìè
ñòàíàìè � ïðè ïîøèðåííi ïîïåðå÷íî¨ õâèëi êîëèâàííÿ àòîìiâ êðèñòàëà âiä-
áóâàþòüñÿ ó ïëîùèíi, ïåðïåíäèêóëÿðíié äî íàïðÿìó ¨¨ ïîøèðåííÿ, i ìî-
æóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ñóïåðïîçèöiÿ äâîõ íåçàëåæíèõ îäíîâèìiðíèõ êîëè-
âàíü.
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Çàâäàííÿ 110. Îá÷èñëiòü òåïëî¹ìíîñòi äâî- òà îäíîâèìiðíîãî êðè-
ñòàëiâ ìåòîäîì Äåáàÿ. Äîñëiäiòü ¨õ âèñîêî- òà íèçüêîòåìïåðàòóðíi àñèìï-
òîòèêè, ïîðiâíÿéòå ¨õ ç âiäïîâiäíèìè àñèìïòîòèêàìè â ìîäåëi Äåáàÿ äëÿ
òðèâèìiðíîãî êðèñòàëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó ðàìêàõ ìîäåëi Äåáàÿ âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ äâîâèìiðíîãî
êðèñòàëà

U =

∫ ωD

0
ε(ω)g2(ω)dω,

äå ε(ω) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ åíåðãi¨ âëàñíîãî êîëèâàííÿ ç ÷àñòîòîþ ω, g2(ω) �
çâóêîâà ãiëêà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âëàñíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü:

g2(ω) = 4N
ω

ω2
D

, ω ≤ ωD = 2u

√
πN

S
.

Ïðèïóñòèìî, ùî ε(ω) çáiãà¹òüñÿ iç ñåðåäíüîþ åíåðãi¹þ êâàíòîâîãî îñöèëÿ-
òîðà, ùî ìà¹ òàêó ñàìó ÷àñòîòó ω, òîáòî

ε(ω) =
~ω
2

+
~ω

e~ω/kT − 1
.

Òóò ïåðøèé äîäàíîê � âíåñîê íóëüîâèõ êîëèâàíü. Âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ñè-
ñòåìè òàêèõ îñöèëÿòîðiâ ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ÷àñòîò g2(ω) äà¹òüñÿ ôîð-
ìóëîþ

U = U0 +
4N~
ω2
D

∫ ωD

0

ω2dω

e~ω/kT − 1
,

äå U0 = (2/3)N~ωD � âíåñîê íóëüîâèõ êîëèâàíü, ÿêèé âiä òåìïåðàòóðè
íå çàëåæèòü. ßêùî äîäàòêîâî âêëþ÷èòè â U0 åíåðãiþ âçà¹ìîäi¨ àòîìiâ ó
ñòàíi íóëüîâèõ êîëèâàíü, òî îòðèìàíó ôîðìóëó ìîæåìî ïîøèðèòè i íà
äâîâèìiðíèé êðèñòàë. Ñóòò¹âî, ùî é ó öüîìó âèïàäêó U0 íå çàëåæèòü âiä
òåìïåðàòóðè, à òîìó íå äà¹ âíåñêó â òåïëî¹ìíiñòü.

Ïåðåéäåìî äî áåçðîçìiðíî¨ çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ x = ~ω/kT . Ìà¹ìî:

U = U0 +
4N~
ω2
D

(
kT

~

)3 ∫ ~ωD/kT

0

x2dx

ex − 1
.

Óâiâøè õàðàêòåðèñòè÷íó òåìïåðàòóðó Äåáàÿ

Θ =
~ωD

k
=

2~u
k

√
πN

S
,

äiñòà¹ìî îñòàòî÷íèé âèðàç äëÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ äâîâèìiðíîãî êðèñòàëà
â íàáëèæåííi Äåáàÿ:

U = U0 + 4Nk
T 3

Θ2

∫ Θ/T

0

x2dx

ex − 1
.
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Ãðàíè÷íi âèïàäêè:
a) âèñîêi òåìïåðàòóðè T ≫ Θ. Òîäi Θ/T → 0,∫ Θ/T

0

x2dx

ex − 1
≃
∫ Θ/T

0
xdx =

1

2

(
Θ

T

)2

,

U ≃ U0 + 2NkT.

Äiñòà¹ìî ðåçóëüòàò êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòèêè: 2N êîëèâàëüíèõ ñòóïåíiâ âiëü-
íîñòi äàþòü âíåñîê âåëè÷èíîþ 2NkT ó âíóòðiøíþ åíåðãiþ êðèñòàëà. Òåï-
ëî¹ìíiñòü êðèñòàëà ó öüîìó âèïàäêó

CV ≃ 2Nk;

á) íèçüêi òåìïåðàòóðè T ≪ Θ. Òîäi íà âåðõíié ìåæi iíòåãðàëà ìîæíà
ïåðåéòè äî ãðàíèöi Θ/T → ∞ òà ñêîðèñòàòèñÿ âiäîìèì ðåçóëüòàòîì∫ ∞

0

x2dx

ex − 1
= Γ(3)ζ(3) ≃ 2 · 1, 202 = 2, 404.

Áà÷èìî, ùî íèçüêîòåìïåðàòóðíi çàëåæíîñòi âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ òà òåï-
ëî¹ìíîñòi äâîâèìiðíîãî êðèñòàëà ìàþòü ñòðóêòóðó (a � ñòàëà, îá÷èñëiòü ¨¨)

U ≃ U0 + aT 3,

CV ∼ T 2.

Ïåðåõîäèìî äî àíàëiçó îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi. Òåïåð (äèâ. ïîïåðåäíi çà-
âäàííÿ)

U =

∫ ωD

0
ε(ω)g1(ω)dω,

g1(ω) = N
1

ωD
, ω ≤ ωD =

πuN

L
,

îòæå,

U = U0 +
N~
ωD

∫ ωD

0

ωdω

e~ω/kT − 1
=

[
Θ =

~ωD

k

]
= U0 +Nk

T 2

Θ

∫ Θ/T

0

xdx

ex − 1
.

Ïðè T ≫ Θ (âèñîêi òåìïåðàòóðè)

U ≃ U0 +NkT, CV ≃ Nk.

Ïðè T ≪ Θ (íèçüêi òåìïåðàòóðè)

U ≃ U0 + bT 2, CV ∼ T.

Çíà÷åííÿ ñòàëèõ U0 òà b äëÿ öi¹¨ ìîäåëi âèçíà÷òå ñàìîñòiéíî.
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Çàóâàæåííÿ. Ó ìîäåëi Äåáàÿ äëÿ òðèâèìiðíîãî êðèñòàëà ôóíêöiÿ ðîç-
ïîäiëó ÷àñòîò êîëèâàíü òà ìàêñèìàëüíà ÷àñòîòà êîëèâàíü äàþòüñÿ ôîðìó-
ëàìè (äèâ. çàâäàííÿ 109)

g3(ω) =

9N
ω2

ω3
D

, ω ≤ ωD,

0, ω > ωD,

ωD =

(
6π2N

V

)1/3

u,
3

u3
=

1

u3∥
+

2

u3⊥
.

ßê ðåçóëüòàò, âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ òà òåïëî¹ìíiñòü òðèâèìiðíîãî êðèñòàëà

U = U0 + 3NkTD
(
Θ

T

)
,

CV = 3Nk

[
D
(
Θ

T

)
− Θ

T
D′
(
Θ

T

)]
= 3Nk

[
4D
(
Θ

T

)
− 3Θ

T

1

eΘ/T − 1

]
,

äå U0 � åíåðãiÿ âñiõ àòîìiâ êðèñòàëà ó ñòàíi íóëüîâèõ êîëèâàíü, Θ = ~ωD/k
� òåìïåðàòóðà Äåáàÿ,

D(z) ≡ 3

z3

∫ z

0

x3dx

ex − 1

� ôóíêöiÿ Äåáàÿ. Ïîâåäiíêó îñòàííüî¨ äåìîíñòðó¹ ðèñ. 110.1.

1 2 3

0.25 

0.5 

0.75 

1.0 

D (z)                                                                     CV /(3Nk) 

      0                                                                1/z            0                                                                 T/Θ0.25 0.5 0.75 1.0

0.25

0.5 

0.75

1.0

Ðèñ. 110.1. Ôóíêöiÿ Äåáàÿ (çëiâà) òà òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü òåïëî¹ìíîñòi
òðèâèìiðíîãî êðèñòàëà â ìîäåëi Äåáàÿ (ñïðàâà).

Àñèìïòîòè÷íi âèðàçè äëÿ ôóíêöi¨ D(z) ïðè ìàëèõ i âåëèêèõ çíà÷åííÿõ
àðãóìåíòó:

D(z) ≃

1, z ≪ 1,

π4

5z3
, z ≫ 1.
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Âiäïîâiäíî,

U ≃

U0 +
3π4

5
NkT

(
T

Θ

)3

, T ≪ Θ,

U0 + 3NkT, T ≫ Θ,

CV ≃


12π4

5
Nk

(
T

Θ

)3

, T ≪ Θ,

3Nk, T ≫ Θ.

Çàëåæíiñòü òåïëî¹ìíîñòi êðèñòàëà âiä òåìïåðàòóðè ïîêàçàíî íà
ðèñ. 110.1. Çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè Äåáàÿ äëÿ êiëüêîõ êðèñòàëi÷íèõ ðå÷îâèí
íàâåäåíî â òàáëèöi 110.1. Âîíè áóëè îá÷èñëåíi äâîìà ñïîñîáàìè: 1) áåçïî-
ñåðåäíüîþ iíòåðïîëÿöi¹þ äàíèõ äëÿ òåïëî¹ìíîñòi â äîñòóïíîìó iíòåðâàëi
òåìïåðàòóð (äðóãèé ðÿäîê); 2) çà çíà÷åííÿìè ïðóæíèõ ñòàëèõ êðèñòàëiâ
ïðè êiìíàòíié òåìïåðàòóði (òðåòié ðÿäîê).

Òàáëèöÿ 110.1

Êðèñòàë Al Cu Ag Au NaCl
Θ,K (iíòåðïîëÿöiÿ òåïëî¹ìíîñòi) 410 310 220 185 275
Θ,K (çà ïðóæíèìè ñòàëèìè) 394 342 212 158 302

Àíàëiç åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ ïîêàçó¹, ùî òåîðiÿ Äåáàÿ íàéëiïøå
ïðàöþ¹ ïðè íèçüêèõ òà âèñîêèõ òåìïåðàòóðàõ. Çîêðåìà, çàêîí CV ∼ T 3 äëÿ
êðèñòàëi÷íî¨  ðàòêè äîáðå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ òåìïåðàòóð T . Θ/10. Ó ïðî-
ìiæíié îáëàñòi òåìïåðàòóð ïî÷èíà¹ ïðîÿâëÿòèñÿ ñòðóêòóðà êðèñòàëiâ, òîá-
òî âiäõèëåííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó g3(ω) âiä äåáà¨âñüêî¨. Äëÿ ðåàëüíèõ êðè-
ñòàëiâ äîäàòêîâî òðåáà âðàõîâóâàòè àíãàðìîíiçì êîëèâàíü àòîìiâ  ðàòêè,
âíåñîê îïòè÷íèõ ôîíîíiâ, âïëèâ äîìiøîê òîùî.

Ðiâíÿííÿ ñòàíó Ìi�Ãðþíàéçåíà

Çàâäàííÿ 111. Âèâåäiòü ðiâíÿííÿ ñòàíó Ìi�Ãðþíàéçåíà äëÿ êðèñòàëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ãàçó ôîíîíiâ µ = 0, âiëüíà
åíåðãiÿ êðèñòàëà

F = Ω = F0 + kT
∑
j

ln(1− e−~ωj/kT ),

äå ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà êîëèâàëüíèìè ìîäàìè ωj , F0 = Nε0 � åíåð-
ãiÿ âçà¹ìîäi¨ âñiõ àòîìiâ êðèñòàëà â ïîëîæåííi ðiâíîâàãè (ñþäè âêëþ÷à¹òü-
ñÿ é åíåðãiÿ íóëüîâèõ êîëèâàíü). Öÿ åíåðãiÿ çàëåæèòü âiä âçà¹ìíîãî ðîçòà-
øóâàííÿ àòîìiâ, à òîìó ¹ ôóíêöi¹þ ãóñòèíè: F0 = F0(N/V ). Òèñê ó òàêié
ñèñòåìi
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P = −
(
∂F

∂V

)
T

= −
(
∂F0

∂V

)
T

−
∑
j

~e−~ωj/kT

1− e−~ωj/kT

(
∂ωj
∂V

)
T

.

Ãðþíàéçåí óâiâ ïàðàìåòð γ, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ âiäíîñíó çìiíó òåìïå-
ðàòóðè Äåáàÿ Θ êðèñòàëà ïðè âiäíîñíié çìiíi éîãî îá'¹ìó íà îäèíèöþ:

γ = −
(
dΘ

Θ

)/(
dV

V

)
= −d lnΘ

d lnV
= −d lnωD

d lnV
.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî çàëåæíiñòü ÷àñòîò âiä îá'¹ìó îäíàêîâà äëÿ âñiõ êî-
ëèâàëüíèõ ìîä êðèñòàëà, òî

γ = −d lnωj
d lnV

= − V

ωj

(
∂ωj
∂V

)
T

,

(
∂ωj
∂V

)
T

= −γωj
V

,

P = −
(
∂F0

∂V

)
T

+
γ

V

∑
j

~ωj
e~ωj/kT − 1

.

Ñóìà â îñòàííüîìó âèðàçi äîðiâíþ¹ U −F0, äå U � âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ êðè-
ñòàëà, îòæå

P = −
(
∂F0

∂V

)
T

+
γ

V
(U − F0). (8.8)

Çàâäàííÿ 112. Êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòîì ïîïåðåäíüîãî çàâäàííÿ, ïî-
êàæiòü, ùî êîåôiöi¹íò òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ αP , içîòåðìi÷íà ñòèñëèâiñòü
βT òà òåïëî¹ìíiñòü CV êðèñòàëà ïîâ'ÿçàíi ðiâíÿííÿì Ãðþíàéçåíà (1908 ð.)
αPV = γβTCV , äå γ � ïàðàìåòð Ãðþíàéçåíà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîäàìî êîåôiöi¹íò αP íàñòóïíèì ÷èíîì:

αP =
1

V

(
∂V

∂T

)
P

=
1

V

∂(V, P )

∂(T, P )
=

1

V

∂(V, P )

∂(V, T )

∂(V, T )

∂(T, P )
=

= − 1

V

(
∂P

∂T

)
V

(
∂V

∂P

)
T

= βT

(
∂P

∂T

)
V

.

Âiäïîâiäü îòðèìó¹ìî, îá÷èñëèâøè îñòàííþ ïîõiäíó çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ
ñòàíó (8.8) òà çãàäàâøè, ùî çíà÷åííÿ F0 íå çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè.
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Êâàçi÷àñòèíêè â 4He

Çàâäàííÿ 113. Äëÿ ðiäêîãî 4He îá÷èñëiòü: à) âíåñîê ðîòîíiâ ó âiëü-
íó åíåðãiþ; á) êiëüêiñòü ðîòîíiâ; â) âíåñîê ðîòîíiâ â åíòðîïiþ; ã) âíåñîê
ðîòîíiâ ó òåïëî¹ìíiñòü.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàêîí äèñïåðñi¨ åëåìåíòàðíèõ çáóäæåíü ó ðiäêîìó 4He ìà¹
âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 113.1. Îáëàñòü ìàëèõ çíà÷åíü iìïóëüñó p âiä-
ïîâiäà¹ äîâãîõâèëüîâèì çâóêîâèì çáóäæåííÿì � ôîíîíàì; ¨õ åíåðãi¨

ε(p) = up, (8.9)

äå u � øâèäêiñòü çâóêó â ðiäêîìó 4He. Ðîòîíàì âiäïîâiäà¹ äiëÿíêà â îáëàñòi
ìiíiìóìó p = p0; âîíà îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ε(p) = ∆+
(p− p0)

2

2m0
. (8.10)

Åìïiðè÷íi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ó öèõ ôîðìóëàõ, åêñòðàïîëüîâàíi íà íó-
ëüîâå çíà÷åííÿ òèñêó ïðè ãóñòèíi 145 êã/ì3, íàñòóïíi: u ≃ 240ì/ñ, ∆/k ≃
≃ 8, 7K, p0/~ ≃ 1, 9 · 1010 ì−1, m0 ≃ 0, 16m (m � ìàñà àòîìà 4He).

1

2

0 p0 p

Ðèñ. 113.1. Ñïåêòð åëåìåíòàðíèõ çáóäæåíü ó ðiäêîìó 4He:
1 � ôîíîííà äiëÿíêà; 2 � ðîòîííà äiëÿíêà.

Çàçíà÷èìî êiëüêà çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé åëåìåíòàðíèõ çáóäæåíü ó
ðiäêîìó 4He. Ç òîãî ôàêòó, ùî âîíè ìîæóòü âèíèêàòè ïîîäèíöi, âèïëèâà¹,
ùî ¨õ âëàñíèé ìåõàíi÷íèé ìîìåíò ïîâèíåí áóòè öiëèì, îñêiëüêè ìåõàíi÷-
íèé ìîìåíò êâàíòîâîìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ìîæå çìiíþâàòèñÿ ëèøå íà öiëå
÷èñëî. Öå îçíà÷à¹, ùî ôîíîíè òà ðîòîíè ïiäêîðÿþòüñÿ ñòàòèñòèöi Áîçå�
Åéíøòåéíà. Êðiì òîãî, çãàäàâøè, ùî íèçüêî÷àñòîòíi çâóêîâi õâèëi â ðiäè-
íàõ ¹ ïîçäîâæíiìè, à ôîíîíè i ðîòîíè âiäïîâiäàþòü ëèøå ðiçíèì äiëÿíêàì
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îäíîãî é òîãî ñàìîãî ñïåêòðà, ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî åëåìåíòàðíi çáó-
äæåííÿ â ðiäêîìó 4He ìîæóòü ìàòè ëèøå îäèí ñòàí ïîëÿðèçàöi¨. Òîìó ïðè
ïåðåõîäi âiä ïiäñóìîâóâàííÿ çà êâàíòîâèìè ñòàíàìè äî iíòåãðóâàííÿ ïî
ôàçîâîìó ïðîñòîðó â ðàìêàõ êâàçiêëàñèêè òðåáà ïîêëàñòè g = 1. Íàðåøòi,
êiëüêîñòi N ôîíîíiâ ÷è ðîòîíiâ íå ¹ ôiêñîâàíèìè, òîìó ç óìîâè ìiíiìóìó
âiëüíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè (

∂F

∂N

)
T,V

= 0 (8.11)

âiäíîñíî N âèïëèâà¹, ùî õiìi÷íi ïîòåíöiàëè ãàçiâ öèõ êâàçi÷àñòèíîê µ =
= (∂F/∂N)T,V = 0. Ñàìi öi ãàçè ïðè T → 0, êîëè êiëüêiñòü åëåìåíòàðíèõ
çáóäæåíü ó ðiäêîìó 4He ¹ âiäíîñíî íåâåëèêîþ, ìîæíà ââàæàòè iäåàëüíèìè.

a) Ç îãëÿäó íà âêàçàíi âëàñòèâîñòi åëåìåíòàðíèõ çáóäæåíü ó ðiäêîìó
4He òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë ãàçó ðîòîíiâ

Ω = kT
∑
k

ln
(
1− e(µ−εk)/kT

)
= kT

∑
k

ln
(
1− e−εk/kT

)
=

= kT
V

(2π~)3

∫
dp ln

(
1− e−ε(p)/kT

)
= kT

4πV

(2π~)3

∞∫
0

dp p2 ln
(
1− e−ε(p)/kT

)
.

Äëÿ äîñòàòíüî íèçüêèõ òåìïåðàòóð, äëÿ ÿêèõ, âëàñíå êàæó÷è, i ìîæ-
íà ãîâîðèòè ïðî ãàç ðîòîíiâ ó ðiäêîìó 4He, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
e∆/kT ≫ 1, òîìó e−ε(p)/kT ≪ 1. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ îïèñó ðîòîííîãî ãà-
çó çàìiñòü ðîçïîäiëó Áîçå�Åéíøòåéíà ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ðîçïîäiëîì
Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà. Âiäïîâiäíèé ïåðåõiä ó âèðàçi äëÿ Ω çäiéñíþ¹ìî çà
äîïîìîãîþ íàáëèæåíî¨ ôîðìóëè ln (1− x) ≃ −x, ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè
|x| ≪ 1. Äiñòà¹ìî:

Ω≃−kT 4πV

(2π~)3

∞∫
0

dp p2 e−ε(p)/kT =−kT 4πV

(2π~)3
e−∆/kT

∞∫
0

dp p2e−(p−p0)2/2m0kT .

Îñíîâíèé âíåñîê â îñòàííié iíòåãðàë ôîðìó¹òüñÿ çíà÷åííÿìè p ≃ p0, òîìó
ïðè éîãî îá÷èñëåííi ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹; êðiì òîãî,
íèæíþ ìåæó iíòåãðóâàííÿ ìîæíà âiäñóíóòè íà −∞. Îäåðæó¹ìî:

Ω ≃ −kT 4πV

(2π~)3
e−∆/kT p20

∞∫
−∞

dp e−(p−p0)2/2m0kT =

= −kT 4πV

(2π~)3
e−∆/kT p20(2πm0kT )

1/2.

Îñêiëüêè ïðè µ = 0 ìà¹ìî Ω = F − µN = F , òî çäîáóòîþ ôîðìóëîþ
îïèñó¹òüñÿ é âiëüíà åíåðãiÿ ðîòîííîãî ãàçó. Ïîäàìî ¨¨ îêðåìî ó âèãëÿäi

F = −4πp20(2πm0)
1/2V

(2π~)3
(kT )3/2e−∆/kT . (8.12)
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á) Çíàéäåìî ñåðåäíþ êiëüêiñòü ðîòîíiâ. Âèõîäÿ÷è iç çàãàëüíî¨ ôîðìóëè
äëÿ êiëüêîñòi áîçå-÷àñòèíîê ç íóëüîâèì ñïiíîì òà êîðèñòóþ÷èñü íåðiâíiñòþ
eε(p)/kT ≫ 1, ìîæåìî çàïèñàòè:

Nrot =
∑
k

1

eεk(p)/kT − 1
=

V

(2π~)3

∫
dp

1

eε(p)/kT − 1
≃ V

(2π~)3

∫
dpe−ε(p)/kT .

(8.13)
Óçÿâøè äî óâàãè (8.10), äàëi äiñòà¹ìî:

Nrot ≃
4πV

(2π~)3
e−∆/kT

∞∫
0

dp p2e−(p−p0)2/2m0kT ≃

≃ 4πV

(2π~)3
p20 e

−∆/kT

∞∫
−∞

dp e−(p−p0)2/2m0kT =
4πp20V

(2π~)3
e−∆/kT (2πm0kT )

1/2 .

Îòæå, êiëüêiñòü ðîòîíiâ ó 4He

Nrot =
4πp20 (2πm0)

1/2 V

(2π~)3
(kT )1/2 e−∆/kT . (8.14)

Ç îãëÿäó íà (8.14) âíåñîê ðîòîíiâ (8.12) ó âiëüíó åíåðãiþ 4He íàáèðà¹
âèãëÿäó

F = −NrotkT. (8.15)

â) Çíàõîäèìî âíåñîê ðîòîíiâ â åíòðîïiþ:

S = −
(
∂F

∂T

)
V

=
4πp20(2πm0)

1/2V

(2π~)3

[
3

2
(k3T )1/2 + (kT )3/2

∆

kT 2

]
e−∆/kT =

=
4πp20(2πm0)

1/2V

(2π~)3
(kT )1/2k

(
3

2
+

∆

kT

)
e−∆/kT .

Ñêîðèñòàâøèñü (8.14), ìîæåìî çàïèñàòè:

S = Nrotk

(
3

2
+

∆

kT

)
. (8.16)

ã) Âíåñîê ðîòîíiâ ó òåïëî¹ìíiñòü:

CV = T

(
∂S

∂T

)
V

= Nrotk

[
3

4
+

∆

kT
+

(
∆

kT

)2
]
. (8.17)

Çàóâàæåííÿ. Ôîðìóëó (8.13) ìîæíà îòðèìàòè, ðîçãëÿíóâøè óìîâó ðiâ-
íîâàãè iäåàëüíîãî êëàñè÷íîãî ãàçó çi çìiííîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê N . Âiëü-
íà åíåðãiÿ òàêîãî ãàçó

F = −kT ln
ZN1
N !

= −kTN lnZ1 + kTN lnN − kTN, (8.18)
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äå

Z1 = V

∫
dp

(2π~)3
e−ε(p)/kT

� îäíî÷àñòèíêîâèé ñòàòèñòè÷íèé iíòåãðàë. Ç óìîâè ðiâíîâàãè (8.11) äiñòà¹-
ìî: (

∂F

∂N

)
T,V

= −kT lnZ1 + kT lnN + kT − kT = 0,

çâiäêè
− lnZ1 + lnN = 0,

N = Z1 =
V

(2π~)3

∫
dp e−ε(p)/kT .

Çàâäàííÿ 114. Òå ñàìå äëÿ ôîíîíiâ ó ðiäêîìó 4He.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Çíàõîäèìî âíåñîê ôîíîíiâ ó âiëüíó åíåðãiþ 4He. Îñêiëü-
êè òåïåð ε(p) = up (äèâ. (8.9)), à õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ãàçó ôîíîíiâ äîðiâíþ¹
íóëþ, òî ñåðåäíi çíà÷åííÿ ÷èñåë çàïîâíåííÿ ôîíîííèõ ñòàíiâ

n(p) =
1

eup/kT − 1
.

Âiäïîâiäíî,

F = Ω = kT
4πV

(2π~)3

∞∫
0

dpp2 ln
(
1− e−up/kT

)
.

Ïiñëÿ çàìiíè çìiííî¨ x = up/kT ìà¹ìî:

F =
4πV (kT )4

(2π~)3u3

∞∫
0

dxx2 ln (1− e−x).

Iíòåãðàë ó öié ôîðìóëi îá÷èñëþ¹ìî ÷àñòèíàìè:

∞∫
0

dxx2 ln (1− e−x) =
1

3
x3 ln (1− e−x)

∣∣∣∣∞
0

−
∞∫
0

dx
x3

3

e−x

1− e−x
=

= −1

3

∞∫
0

dx
x3

ex − 1
= −1

3
Γ(4)ζ(4) = −π

4

45
.

Äëÿ âíåñêó ôîíîíiâ ó âiëüíó åíåðãiþ 4He îñòàòî÷íî çíàõîäèìî:

F = −π
2

90

V (kT )4

(~u)3
. (8.19)
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á) Êiëüêiñòü ôîíîíiâ:

Nphon =

∫
dV dp

(2π~)3
n(p) =

4πV

(2π~)3

∞∫
0

dpp2
1

eup/kT − 1
=

=
4πV

(2π~)3
(kT )3

u3

∞∫
0

dx
x2

ex − 1
=

4πV

(2π~)3
(kT )3

u3
Ã(3)ζ(3) ≃ 2, 404 · 4πV

(2π~)3
(kT )3

u3
,

òîáòî

Nphon ≃ 1, 202

π2
V (kT )3

(~u)3
. (8.20)

â) Âíåñîê ôîíîíiâ â åíòðîïiþ:

S = −
(
∂F

∂T

)
V

=
2π2

45

V k(kT )3

(~u)3
. (8.21)

ã) Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî åíåðãiþ ôîíîíiâ çà ôîðìóëîþ E = F + TS:

E = F + TS = −π
2

90

V (kT )4

(~u)3
+

2π2

45

V (kT )4

(~n)3
=
π2

30

V (kT )4

(~u)3
. (8.22)

Çâiäñè àáî ç (8.21) çíàõîäèìî âíåñîê ôîíîíiâ ó òåïëî¹ìíiñòü:

CV =

(
∂E

∂T

)
V

= T

(
∂S

∂T

)
V

=
2π2

15

V k(kT )3

(~u)3
. (8.23)

Âåëè÷èíè (8.21)�(8.23) ëåãêî âèðàçèòè ÷åðåç êiëüêiñòü ôîíîíiâ (8.20).
Çðîáiòü öå ñàìîñòiéíî.
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