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Вступ  

Приведення рівнянь теорії пружності до системи трьох рівнянь Ламе. 

Систему рівнянь теорії пружності можна звести до трьох рівнянь щодо 

переміщень.  Для цього знайдемо в рівняннях рівноваги навантаження через 

деформації, використовуючи закон Гука, а самі деформації знайдемо через 

переміщення за допомогою співвідношень Коші. В результаті приходимо до 

системи трьох рівнянь Ламе, що містять тільки переміщення тіла: 

𝐺𝐺∆𝑈𝑈 + (λ + 𝐺𝐺)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑋𝑋 = 0 

𝐺𝐺∆𝑉𝑉 + (λ + 𝐺𝐺)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑌𝑌 = 0 

𝐺𝐺∆𝑊𝑊 + (λ + 𝐺𝐺)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑍𝑍 = 0 

де  

𝜃𝜃 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 , ∆ =  

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 +
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑦𝑦2 +
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑧𝑧2 

Розглянуті досі рівняння теорії пружності ставилися до випадку, коли тіло 

знаходиться в рівновазі і відсутній рух, тобто коли всі величини не залежать від 

часу. Для розрахунку в залежності від часу слід скористатися принципом 

Даламбера, згідно з яким щоб перейти від рівнянь рівноваги до рівнянь руху 

необхідно додати сили інерції. Сила інерції є об'ємним навантаженням і тому її 

величина може бути обчислена як добуток інтенсивності цього навантаження 

на об’єм її розподілу.Таким чином інтенсивності сил інерції уздовж осей 

𝑂𝑂𝑂𝑂,𝑂𝑂𝑂𝑂 і 𝑂𝑂𝑂𝑂  дорівнюватимуть відповідно −𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑡𝑡2

,−𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑡𝑡2

,−𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑊𝑊
𝜕𝜕𝑡𝑡2

.   

Рівняння прийматимуть такий вигляд: 

𝐺𝐺∆𝑈𝑈 + (λ + 𝐺𝐺)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑋𝑋 − 𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 0 

𝐺𝐺∆𝑉𝑉 + (λ + 𝐺𝐺)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑌𝑌 − 𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 0 



4 

 

𝐺𝐺∆𝑊𝑊 + (λ + 𝐺𝐺)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑍𝑍 − 𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑊𝑊
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 0 

Врахуємо тепер ефекти викликані зміною температури тіла. Спочатку стрижень 

довжини l. При зміні його температури на величину 𝑇𝑇 його довжина зміниться 

на ∆𝑙𝑙. Відносне подовження стрижня пропорційно зміні його температури: 𝜀𝜀 =

 ∆𝑙𝑙
𝑙𝑙

= 𝛼𝛼𝛼𝛼 

Де 𝛼𝛼 −коефіцієнт лінійного розширення. Якщо тепер ми розглянемо деформації 

елементарного паралелепіпеда, то його ребра отримають додаткові лінійні 

деформації, рівні 𝛼𝛼𝛼𝛼, то це відіб'ється на формулюванні закону Гука, який 

матиме вигляд: 

𝜀𝜀𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝑥𝑥 − 𝜇𝜇�𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝜎𝜎𝑧𝑧�� + 𝛼𝛼𝛼𝛼 

𝜀𝜀𝑦𝑦 =
1
𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝑦𝑦 − 𝜇𝜇(𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝑧𝑧)�+ 𝛼𝛼𝛼𝛼 

𝜀𝜀𝑧𝑧 =
1
𝐸𝐸 �𝜎𝜎𝑧𝑧 − 𝜇𝜇�𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝑦𝑦�� + 𝛼𝛼𝛼𝛼 

 

Запишемо отримані формули відносно напружень, отримаємо: 

𝜎𝜎𝑥𝑥 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝐺𝐺𝜀𝜀𝑥𝑥 − (3𝜆𝜆 + 2𝐺𝐺)𝛼𝛼𝛼𝛼 

𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝐺𝐺𝜀𝜀𝑦𝑦 − (3𝜆𝜆 + 2𝐺𝐺)𝛼𝛼𝛼𝛼 

𝜎𝜎𝑧𝑧 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 2𝐺𝐺𝜀𝜀𝑧𝑧 − (3𝜆𝜆 + 2𝐺𝐺)𝛼𝛼𝛼𝛼 

Використовуючи ці співвідношення при виведенні рівнянь Ламе, отримаємо їх 

з урахуванням сил інерції і температури: 

𝐺𝐺∆𝑈𝑈 + (λ + 𝐺𝐺)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑋𝑋 − 𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑈𝑈
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = (3𝜆𝜆 + 2𝐺𝐺)𝛼𝛼𝛼𝛼′ 

𝐺𝐺∆𝑉𝑉 + (λ + 𝐺𝐺)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑌𝑌 − 𝜌𝜌

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = (3𝜆𝜆 + 2𝐺𝐺)𝛼𝛼𝑇𝑇 . 

𝐺𝐺∆𝑊𝑊 + (λ + 𝐺𝐺)
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑍𝑍 − 𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑊𝑊
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = (3𝜆𝜆 + 2𝐺𝐺)𝛼𝛼𝛼𝛼′ 
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Фундаментальна матриця. Фундаментальний розв’язок. Неособливі 

граничні умови і базисна матриця. 

Роль функції Гріна в разі систем диференційних рівнянь виконують матриці 

Гріна. Розглянемо систему диференціальних рівнянь, яку можна записати у 

вигляді: 

𝑃𝑃0(𝑥𝑥)𝑧𝑧′(𝑥𝑥) + 𝑃𝑃1(𝑥𝑥)𝑧𝑧(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏  (1.1) 

                                          𝑧𝑧(𝑥𝑥) = �𝑧𝑧𝑗𝑗(𝑥𝑥)�
0
𝑛𝑛−1,𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ‖𝑓𝑓(𝑥𝑥)‖0𝑛𝑛−1 

                                     𝑃𝑃𝑚𝑚(𝑥𝑥) = �𝑃𝑃𝑗𝑗,𝑘𝑘
𝑚𝑚�

0

𝑛𝑛−1, (𝑚𝑚 = 0,1; 𝑃𝑃𝑗𝑗,𝑘𝑘
0 = 0, 𝑗𝑗 ≠ 𝑘𝑘) 

Матрицю  

                                                Ф(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) = �𝜑𝜑𝑖𝑖,𝑘𝑘(𝑥𝑥, 𝜉𝜉)�0
𝑛𝑛−1

                                       (1.2) 

назвемо фундаментальною, якщо матриця-стовпець 

𝑧𝑧(𝑥𝑥) = ∫ Ф(𝑥𝑥, 𝜉𝜉)𝑓𝑓(𝜉𝜉)𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑑𝑑𝜉𝜉    (1.3) 

називається розв’язком рівняння (1.1) для матриці-стовпця 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

Фундаментальним розв’язком матричного диференціального рівняння (1.1) 

будемо називати матрицю 

𝑍𝑍(𝑥𝑥) = �𝑧𝑧𝑖𝑖,𝑘𝑘(𝑥𝑥)�0
𝑛𝑛−1

     (1.4) 

з відмінним від нуля визначником 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑍𝑍(𝑥𝑥) = det�𝑧𝑧𝑖𝑖,𝑘𝑘(𝑥𝑥)�0
𝑛𝑛−1 ≠ 0    (1.5) 

і задовольняє матричному рівнянню 

𝑃𝑃0(𝑥𝑥)𝑍𝑍′ + 𝑃𝑃1(𝑥𝑥)𝑍𝑍 = 0, 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏                              (1.6) 

Введемо числові матриці 

𝛾𝛾 = �𝛾𝛾𝑗𝑗�0
𝑛𝑛−1, 𝐴𝐴 = �𝛼𝛼𝑗𝑗,𝑘𝑘�0

𝑛𝑛−1, 𝐵𝐵 = �𝛽𝛽𝑗𝑗,𝑘𝑘�0
𝑛𝑛−1

                 (1.7) 

і визначимо граничний функціонал 

𝑈𝑈 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝛼𝛼) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑏𝑏) 

причому дія його на матриці від двох змінних типу (1.2) задамо формулами 

𝑈𝑈(Ф) = 𝐴𝐴Ф(𝛼𝛼, 𝜉𝜉) + 𝐵𝐵Ф(𝑏𝑏, 𝜉𝜉) 

                                            𝑈𝑈� (Ф) = Ф(𝑥𝑥,𝑎𝑎)𝐴𝐴 + Ф(𝑥𝑥, 𝑏𝑏)𝐵𝐵                                    (1.8) 
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Поставимо як і в скалярному випадку (1.8) неоднорідну, піводнорідну і 

однорідну крайову задачу для рівняння (1.1): 

                                𝑃𝑃0𝑧𝑧′ + 𝑃𝑃1𝑧𝑧 = 𝑓𝑓,𝑎𝑎 < 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏,𝑈𝑈[𝑧𝑧] = 𝛾𝛾                                     (1.9) 

                                𝑃𝑃0𝑧𝑧′ + 𝑃𝑃1𝑧𝑧 = 𝑓𝑓,𝑎𝑎 < 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏,𝑈𝑈[𝑧𝑧] = 0                                   (1.10) 

                                𝑃𝑃0𝑧𝑧′ + 𝑃𝑃1𝑧𝑧 = 0,𝑎𝑎 < 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏,𝑈𝑈[𝑧𝑧] = 0                                   (1.11) 

І введемо поняття неособливих крайових умов. Останні називаються 

неособливими, якщо 

                                  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑈𝑈[𝑧𝑧] ≠ 0,𝑈𝑈[𝑧𝑧] = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑎𝑎) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑏𝑏)                                (1.12) 

При неособливих крайових умовах однорідна крайова задача (1.11) має тільки 

тривіальний розв’язок і навпаки. Якщо однорідна крайова задача (1.11) має 

тільки тривіальний розв’язок, то має місце (1.12).  

Розв’язок 𝜓𝜓(𝑥𝑥) = �𝜓𝜓𝑗𝑗,𝑘𝑘�0
𝑛𝑛−1

 крайової задачі 

                       𝑃𝑃0𝜓𝜓′ + 𝑃𝑃1𝜓𝜓 = 0, 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏,𝑈𝑈[𝜓𝜓] = 𝐼𝐼,  𝐼𝐼 = �𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗�0
𝑛𝑛−1                 (1.13) 

будемо називати базисною матрицею крайових задач (1.9-1.11). Така матриця 

при неособливих крайових умовах існує і як легко переконатися визначається 

формулами 

                                             𝜓𝜓(𝑥𝑥) = 𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝐶𝐶 = (𝑈𝑈[𝑧𝑧])−1                                       (1.14) 

 

Матриця Гріна 

Матрицею Гріна крайової задачі (1.10) будемо називати матрицю 

𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) = �𝑔𝑔𝑖𝑖,𝑘𝑘(𝑥𝑥, 𝜉𝜉)�0
𝑛𝑛−1, через яку її розв’язок при довільній 𝑓𝑓(𝑥𝑥) виражається 

формулою 

𝑧𝑧(𝑥𝑥) = � 𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝜉𝜉)𝑓𝑓(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

Якщо відомі базисна і фундаментальні матриці, то матриця Гріна записується 

𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) = Ф(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) − 𝜓𝜓(𝑥𝑥)𝑈𝑈[Ф] 

Якщо є дві граничних умови, то матриця Гріна приймає такий вигляд: 
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𝐺𝐺(𝑧𝑧, 𝜉𝜉) = Ф(𝑧𝑧, 𝜉𝜉) −�𝜓𝜓𝑗𝑗(𝑧𝑧)(𝑈𝑈𝑗𝑗[Ф(𝑧𝑧, 𝜉𝜉)])
1

𝑗𝑗=0

 

Побудова фундаментального розв’язку для системи диференціальних 

рівнянь з постійними коефіцієнтами. 

Якщо матриці 𝑃𝑃𝑚𝑚 постійні, то не обмежуючи загальності розв’язку можна 

записати у вигляді 

                                 𝑧𝑧 ′(𝑥𝑥)− 𝜆𝜆P𝑧𝑧(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏                                    (1.15) 

де 𝜆𝜆 −комплексний параметр, 𝑃𝑃 =  �𝑝𝑝𝑖𝑖,𝑘𝑘(𝑥𝑥, 𝜉𝜉)�0
𝑛𝑛−1

 постійна матриця. 

Зазначимо спосіб побудови фундаментального розв’язку рівняння (1.15), тобто 

розв’язок матричного рівняння 

                                             𝑍𝑍′(𝑥𝑥)− 𝜆𝜆P𝑍𝑍(𝑥𝑥) = 0                                                 (1.16) 

Введемо матрицю, 

                                                   𝑀𝑀(𝜉𝜉) = 𝐼𝐼𝜉𝜉 − 𝜆𝜆P                                                  (1.17) 

визначник якої 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑀𝑀 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝛿𝛿𝑖𝑖,𝑘𝑘𝜉𝜉 − 𝜆𝜆𝑃𝑃𝑗𝑗,𝑘𝑘�0
𝑛𝑛−1 = 𝑄𝑄𝑛𝑛(𝜉𝜉) 

                           𝑄𝑄𝑛𝑛(𝜉𝜉) = ∏ (𝜉𝜉 − 𝜉𝜉𝑗𝑗)𝑛𝑛−1
𝑗𝑗=0 = ∑ 𝜉𝜉𝑗𝑗𝑛𝑛

𝑗𝑗=0 𝜆𝜆𝑛𝑛−𝑗𝑗𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑗𝑗 , (𝑞𝑞0 = 1)            (1.18) 

Позначимо через ∆∗(𝜉𝜉) приєднану матрицю до матриці (1.17), вона представляє 

собою нормовану матрицю до матриці алгебраїчних доповнень визначника з 

(1.18).  

Мають місце співвідношення, які легко перевіряються 

                              (𝐼𝐼𝜉𝜉 − 𝜆𝜆𝜆𝜆)∆∗= 𝑄𝑄𝑛𝑛𝐼𝐼,∆∗(𝐼𝐼𝜉𝜉 − 𝜆𝜆𝜆𝜆) = 𝑄𝑄𝑛𝑛𝐼𝐼                                  (1.19) 

Тепер покажемо, що матриця 

                                         𝑍𝑍(𝑥𝑥) = 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋 ∮

∆∗(𝜉𝜉)
𝑄𝑄𝑛𝑛(𝜉𝜉)𝐶𝐶 𝑒𝑒𝑥𝑥𝜉𝜉𝑑𝑑𝜉𝜉                                            (1.20) 

де 𝐶𝐶 −будь-який замкнутий контур в площині комплексної змінної, яка не 

містить нулів багаточлена (1.19), задовольняє матричному диференціальному 

рівняння (1.16). Дійсно, підставивши (1.20) в (1.16), отримаємо  

                                    1
2𝜋𝜋𝜋𝜋 ∮

(𝐼𝐼𝜉𝜉−𝜆𝜆𝑃𝑃)∆∗(𝜉𝜉)
𝑄𝑄𝑛𝑛(𝜉𝜉)𝐶𝐶 𝑒𝑒𝑥𝑥𝜉𝜉𝑑𝑑𝜉𝜉 ≡ 0                                            (1.21) 
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Тотожність дотримується на підставі (1.19) і теореми Коші. 

Таким чином, матрицю (1.20) можна брати в якості фундаментального 

розв’язка диференціального рівняння (1.15).  

Фундаментальну матрицю для рівняння (1.15) найпростіше будувати за 

допомогою інтегрального перетворення Фур'є. При цьому відповідне цьому 

перетворенню рівняння в просторі трансформант матиме вигляд: 

                                   𝐼𝐼(−𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑍𝑍𝛼𝛼 − 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑍𝑍𝛼𝛼 = 𝑓𝑓𝛼𝛼 , 𝑓𝑓𝛼𝛼 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝑏𝑏
𝛼𝛼                        (1.22) 

𝑀𝑀𝛼𝛼 = −𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝜆𝜆𝜆𝜆 = 𝑀𝑀(−𝑖𝑖𝑖𝑖) 

𝑀𝑀𝛼𝛼
−1 = 𝑀𝑀−1(−𝑖𝑖𝑖𝑖) = ∆∗(−𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑄𝑄𝑛𝑛−1(−𝑖𝑖𝑖𝑖) 

Таким чином 

                          Ф(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) = 𝐸𝐸(𝑥𝑥 − 𝜉𝜉), 𝐸𝐸(𝑦𝑦) = 1
2𝜋𝜋 ∫

∆∗(−𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑛𝑛(−𝑖𝑖𝑖𝑖)
∞
−∞ 𝑑𝑑𝛼𝛼                   (1.23) 

Як бачимо побудована фундаментальна матриця має ту ж структуру, що і 

фундаментальнийрозв’язок (1.20). Крім того, вона являє собою окремий 

випадок фундаментальних матриць, що визначаються формулою 

𝐸𝐸(𝑦𝑦) = ∓
1

2𝜋𝜋𝑖𝑖 �
∆∗(𝜉𝜉)𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑄𝑄𝑛𝑛(𝜉𝜉)𝐶𝐶∓
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4. Висновки 

 

Отримано точний розв’язок  задачі термопружності для півнескінченної 

смуги. Розв’язано задачу теплопровідності, розв’язок якої враховано у правій 

частині рівнянь Ламе. Розв’язано задачу пружності з використанням методу 

інтегральних перетворень і апарату матричного диференційного числення. 

Досліджені нормальні напруження на бічній грані півнескінченної смуги під 

дією на неї зовнішнього розподіленого навантаження. 

Встановлено, що на бічній грані смуги виникає стискауюче напруження.  

Запропонований підхід можна застосувати до розв’язання аналогічних 

задач динамічної теорії пружності.  
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