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В роботі знайдена кількість розв’язків діофантова рівняння п - \  = х 2 + у 2 , «< jV ,

n = a 2 +b2 пробігає свої значення без повторень, п є М к , и - 1 е М ; , де М к та М { -  

множина натуральних чисел, вільних від к -х та І -х степенів відповідно.

В работе найдено число решений диофантова уравнения п - \  = х 2 + у 2 , n < N , 

n = a 2 +b2 пробегает свои значения без повторений, п є М к , и - 1 є М г ,где М к и М { -  

множества натуральных чисел, свободных от к -х та І -х степеней соответственно.

The solution number of the Diophantine equation n - \  = x2 + y 2 , n < N  is found, 

n = a2 +b2 runs through its values without recurrings, n e M k, n - \ e M i ,  where M  k and M  { are 
the sets of the natural numbers, which free from degrees к and / correspondingly.

Введение. Задача о числе решений диофантова уравнения

п  - 1  =  X 2 +  у 2 , n < N ,

п = а2 +Ь2 пробегает свои значения без повторений, причем n - l e M h п е М к, где 
М ! и М к -  множества натуральных чисел, свободных от / -х и к -х степеней соот­
ветственно, является бинарной аддитивной задачей типа Харди -  Литтлвуда на 
редких последовательностях. Число решений Q(N) данного диофантова уравнения 
выражается суммой

Q(N)=
n<N ,п є М к ,  

п-\єМі
где r(m) = А^У '/а (сі) -  число представлений натурального т суммой двух квадратов

d\m

, ч 1, если m = a2 +b2, целых чисел, %4 -  неглавный характер mod 4 , а і] (т) = <
[О, иначе.

В работах [1], [2] были решены задачи ^ r ( N - п ) г г(п) и ^ г ( п -Ц гД и) без
n<N n<N

условия п є М к, п -1  є М г ,к ,1> 2 .
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Ц е л ь ю  статьи является доказательство следующего утверждения:
Теорема. При Ж —»оо, Х = 0,042 справедлива асимптотическая формула

е<Л') = [ П
£ *■ ; /7=1(4)

х ]~̂ [ Мк,1,Ц)

1 - ( р - 1 ) р 1 1 + р к \р (1  + 1)-1)Л
к+1

N
Р
N

, , 3 ( 4 )  л / Ь Л ^  и 1 п Л " ) 1 /2+ "

с постоянной в символе "О ", зависящей только от к и ї .  При этом
5(к) = и(1) = у(к,1) = 0 при к =1 = 0(2)
5(к) = и(1) = 0,у(к,1) = 1 при к = 1 = 1(2)
5(к) = \,и{1) = у(к,1) = 0 при к = 0,1 = 1(2)
5(к) = 0,и(1) = 1 ,у(к,1) = 0 при к = 1,1 = 0(2)

А(к,1,д) = 1 -
к -Ь { к )  +  1-и{1)

(д -1)дк+1̂ +у(к’1)

В частности, при к = 1 = 2, т.е. когда ( п - 1) и п соседние бесквадратные,

' =̂1(4)
1 - п

9-3(4)
1 - Зд + 2 

ЧЪ ,

N
л/1пЫ

+ 0 N
(1пЖ)1/2+Я.

Д о к а з а т е л ь с т в о  разобьем на несколько пунктов:
1. Предварительные преобразования. Обозначим

п<Ы  я< Т У ,яеМ £, ? |я -1

и-ІєМ/

= 4
я<ТУ,яєМ£,

п - \ є М {

и-ІєМ/

ҐІИ-1
= 5'1 +^2 + ^ 3 .

<<лг1/2лг1_1 < г< ы 1/2ы 1 о ы 1/2ы 1

При этом = 1 м 1 Л ..1 > 10 . . I -  постоянная.
Учитывая характеристическую функцию множеств М к и А/ , , после несложных 

преобразований приведем ^  к виду:

+  о\

8 <М

( М ) = 1

ЗІ£?' / /'о 1 И<М>
(і,ЛаЧ)=1 и=ь(Л)

(ь,Л)=1

Ж
1п2 N

(1.1)

1/0 1 /  \ М  /  5/
В (1.1) Р  = N 1 Щ  , Ь = (іпЖ)7“1, М  = (1пЛ/’)(/“1Х*“1), ц -  функция Мебиуса. 

К внутренней сумме по /7 в (1.1) прибавим и вычтем

1 и 2
Ф(<̂  0  и<дг5■* Ф (^ )  „£ЛЛГ*

Х г1(8^

4{Л
где ф -  функция Эйлера.

4 | Л
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Тогда

= 4 Х и « о  Х ^ ( §) Х д 4 (а) X

81= т1+т2 +тъ + та =
х 4(0

ф(<Л) ?<М>
(ы'ба-1^! (и,Л)=1

4{<(Ч

+ 4 ^ ^ )  Х ^ 5) Х ь ( « )  Х ь ( 0
5йМ а|^ КРа4

( М = 1  1

Е г1(5к,1)— Е г1(5^ )
')  „<ЛГ6-*

{п, ̂ Л=1
и<ЛГ5 * 

п=ь{с1̂  
(Ь,с110=1 4{<Л

+ 7̂3 +^4.

2̂ _^
Суммы 7:, и 74 соответствуют слагаемому - " Ж  1 П ( 8 М .

Ф ( ^  О  „<ЛГ6-*

Суммы ?2 и 7 4 оцениваем с помощью усредненного закона распределения функ­
ции Г](и) в арифметических прогрессиях [1, с.123; 2, теорема 2] и в итоге они дают

т2+т4 = о ( ^ — 
и п

2. Нахождение суммы Тх +Тъ. Проведем его в несколько этапов. Сначала, поме­
няв местами суммирование по / и п , получаем асимптотическую формулу суммы

Р(Р ~ 1)
X  ^ - = М ' + - х Л , )

^пд^а 1|=1
-1 ф ( Л )  4 1 р ( р - 1)

+ о ах^>пё1а 1) ф(§п ё 1а 1) 1п(/-У? ')  ^
ср| Ъп

где 6 > 0 сколь угодно мало, х -  функция делителей. Затем, чтобы найти асимптоти­

ческую формулу суммы Х ' |  • где /'(б/?) =  ^4(.Р)Х.Р——. строим
и<ЛГ-5 * 

(и 5 ,/)= 1

,15» Р ( р - 1 )  +  % 4 ( Р )

производящий ряд функции Г]/7 , который при Р1сл > 1 имеет вид

1(5*тг)/фи)_

П- 1
(&п,с11)= \

1— -  
26

-1

П
Л1/2 (2.1)

я2*^ = 3 (4 ) V Ч  у
С (^ (5 ,Х 4)

в  (2.1) С(я) -  дзета-функция Римана, 7 (\. '/4) -  7 -ряд Дирихле.
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HAs)= П
9=1(4)

1 -
P S \ P ( P ~ Ï ) +  1).

/М= п ' . ~ L V
p \ d

i + -

П
9-3(4)

1

1 +
q2s- \ q ( q - 1) - 1)

p s- \ p ( p - 1) +1) -1
П
q\é

i - J -

/
v

i + -
q2s- \ q ( q - ï ) - ï )  + 1

/7=1(4) g=3(4)

Пусть 5 = [~[ p lj’ [”[ qlq , тогда при к = 0(2)
J?|5 q\8

p = 1(4) g= 3(4)

q2sF(q)К(*,8)= П РПР) П 2
^  ^ - 1 + а д  V  я - \ + р (й)

р \ Л 1 ч \ < 1 1

р ш  1(4) 9 = 3 (4 )

Если к = 1(2), /д е= 0(2),  то К ^,Ъ )  такое же, как и при к = 0(2). Если к = 1(2),
Т7(

/<7 = 1(2), то в К(ь\ 5) произведение по (/ = 3(4) другое, а именно ГТ —--------------- .
918 q - l  + F(q)

д\й1
9=3(4)

Выбирая в (2.1) при 5 6 Ж. действительную ветвь, применяя лемму о частных 
суммах ряда Дирихле и проведя контурное интегрирование, получаем

TV

n<N& K 

(sn.d^l
8*(1пЛ0 1/2

+ 0
8*(1пЛ0 3/2

Суммируя затем по 5 и с! в Т\ + Т-.. в итоге получаем

\  _ (Р -1 )Р 1~1 + p k~l ((/ +1 )Р ~ I) Л
р ш  1(4)

к+1

: A(k,l,q) N r N l n l n N ^
(2.2)

ylïoN { (1пЖ);\3 /2

а тогда ^  равно правой части равенства (2.2).
3. Нахождение Л’3. Учитывая условия п е М к,п -1  е А/ , , сумма Л’3 , как и Л’, . 

преобразуется к следующей

£ ц< 8 ) £
d< L 8 <М  У=0^<лг1/2Л?1ч

(8 ,^)= 1 <=У(4)

где 1 Х = ’ 2 2 = •

1п2Ж

и = 0 (8 * ) ,и = 1 ( / )  
ю=1+ґ(4ґ)

n= 0(S i ) ,n = l(d / ) 
и=1-£(4ґ) 
W 1/ 2^ !  <n<N

Если 2 1 с1, то системы сравнений
И ЕЕ 1І[d1) \n  = l [d1)

[п = 1 + /(4/) \п = 1 -/(4 /)  

том случае, когда I = 0(4),  поэтому разбиваем Л’3 на две суммы:

разрешимы только в
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~ 4 ^  +4 ^  -  S3l + S32 .
d<L,2\d d< L ,2 \d

В сумме S3l Zj и Z2 станут соответственно

2! = и Z9 = S ri(wi5t)
«isco |d At] n i = c \ \ d  At])

tN ^N ^b  <щ <m~
и при этом с0 = С] (4), а тогда эти суммы или обе равны 0 или имеют одинаковые 
главные члены, а поэтому, применяя усредненный закон распределения функции гх (п) 
в арифметических прогрессиях, получаем, как и в  после суммирования по <5 и с/

(  ж(1п!пж)5^
^ 3 1 = 0

In2 TV

Сумма Л'з2 разбивается на четыре суммы: Л'32 = ^  Л','2 , где верхний индекс у со-
1=0

ответствует / = /(4).  Случаи / = 0(4) и / = 2(4) дадут такую же ситуацию с суммами, 

аналогичными Z1 и Z2 , как и при нахождении Л’3| . а поэтому

Г ы(1п1пыулs?2 + sj2=o
In 2N

Суммы ! и Л22 содержат разности, подобные Z1' и Z2 , а именно Л'I, содержит 

Р1- Р 2, а Л'з2 содержит II] -1Г2. причем 1\ = Ч 2 . а Р2 = II]. поэтому и в этом 
случае

{  ,  , ,Л 5  ЛA^lnlnA^)5
In2 Ж

Значит, окончательно & = О
ж(1п!пж)‘ 

In2 N

.5 Л

4. Оценка 5*2. Оценку Л'2 проводим по методу К. Хооли [3, с. 97], но с учетом 
специфики функции ^ ( и ) , и е М к , п - 1 е А/ , . Обозначим

М- = лМ 1п1пЛ02 ; рз = рз(Л̂ ) = ^ \ р , D3 = {п е Щр | п =s> р  = 3(4) },
p < N  о 
^=3(4)

5* = 5*(7V0) = [и е n | и = да2/,(да,/) = 1,да е D3,m < lnA N,(l,P3) = 1 1.

Пусть гх (•) -  характеристическая функция множества В , тогда имеет место

Лемма. Пусть Xn1A N  < у<  N , а и q -  натуральные числа с (a,q) = 2У, у = ОД

< jV9 (0 < 0 < 1).
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Тогда
v< y  
v= a(q)

т
Р=3(4)

(  N  '  
q\nw Ж

При этом B(N) зависит только от TV и B(N) = О ІпІпЛГ
■Jin TV )

Доказательство см. [2, лемма 3].
Рассматриваем функции F(m) = ^ ' / 4(0 , D(m) = ^  1 . Тогда по

t\m 1\т

W 1/2W f 1 < t< N 1/2Ni W 1/2W f 1 kIkN ^ N i

неравенству Коши -  Шварца
(  1 Л

^ 2 = 4 X  rl {n )F {n - \)  = 0
n< N

пєМ^^п-ІєМі

Ґ

n < N  ,D ( n - \ ) ^ 0
упєМ^^п-ІєМ,/ J

Y■

^ г М Р 2{ п- 1 )
n< N  

уП & М ^ ,п - \& М і

0 {tLDr ( Z Er ) .

= (4.1)

Как показано в работах [1], [2]
(  \  (

=  0ъо = 0
y n < N ,D (n —\ ) ^ 0 j

ж

(1пЛ01/2
к Г т М п ^ °Ж

где > 0 сколь угодно мало, у = 1 -  у0, у0 =  ̂+ , у « 0.0858 .
In 2

В обозначениях К. Хооли

^ г * ( п ) Р ( п - \ ) 2 =Ъе = £ ц ( / )  Х дС У  -(4-2)
1 < п < к  к л г 1 // 5<лг1/а й  № 0  № 2 ) ,(Я )  и<лг

иеМ̂ ,и-1еМ/ /2 |
В (4.2) X = х4 •

Снова, как и при нахождении суммы ^  , ограничиваем суммирование по I < /. и 
5 < М  , при этом остальные слагаемые в (4.2) оцениваем тривиально. Тогда

= s ^ ) s ^ s)j і д 2(̂ )+ i x 2(rf) zx(A) i > » -
t<L  8<М  I d< N lfö d>N^ \(L{) (L2),(H)

n=a\8‘
n<N  
■k

ln2 N ln TV
Находим Y!Ei . Применим лемму к внутренней сумме в :■е 2

1 us\s2\tl 5< М ,(5 ,ґ)-1  ^  ЛГd! >—

ї-пг П X f 1 П i-^)-
№) .̂|f/5*rf1*1 V Р U  т' Л bn • 1"t "  [ Р 4
(M l )  р = 3(4)

№ ) "2 V Р-
( b \ >b 2 ) =1 ^ |Ь 2 ,_р=3(4)
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При этом
(  м1/2 м~1

( В г )  =

Воспользуемся тем, что

N ^ N Г1 , N ^ N ,
---- —  ̂  bi < ---- 1udlsi udxs.

(l,a)=1
P\‘ ,P~ 

p = 3(4)

i ? n  = z  ' f  z
l>v  1 p \ l , p - \ d b \  P V  1>V 1 q\L(q,ab)=\

v-2(q)

У
(l ,a )=1

q\i,\q,ab)=l ф (?) 
|̂g=._ps3(4)

= о [ « ^ ]  + 0(а_,<«)). 

Тогда, следуя К. Хооли [3, с. 101], получаем

У  = °t-tе2 N B ( N ) ( l n l n N f y ^ p -  У  - l l = o f ^ ln ln^ 6
v ’ ^  tl „ . . j g* fin лЛ1/28<М,(5,0= (ln \ )'

с постоянной в символе "О ", зависящей от к и / .

Аналогично по методу К. Хооли оценивается ^  , которая дает О

Таким образом
(  - I r l *  ,

У  =0 ж(1п1пж)6
(ln A ^ 2

и S2 = О
N

(|пЛ)i/2+X где X = 0,042 .

N
In2 N

Подстановка значений Sl ,S2,S3 в S  завершает доказательство теоремы.
В з а к л ю ч е н и е  отметим, что полученный результат обобщает результаты 

работ [1] и [2] и улучшает остаточные члены в этих задачах.
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