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ВСТУП

Диференцiальнi рiвняння є основним iнструментом для моделювання

процесiв у рiзних науках. Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь зi

сталими коефiцiєнтами особливо важливi для опису динамiки в фiзичних,

економiчних та бiологiчних системах. Вивчення перiодичних розв’язкiв цих

систем має значення для аналiзу коливальних процесiв, стабiльностi систем

i теорiї керування.

Метою цiєї роботи є дослiдження методiв знаходження та аналiзу перi-

одичних розв’язкiв лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь зi сталими

коефiцiєнтами. Це включає вивчення фундаментальної системи розв’язкiв,

побудову матрицанта та дослiдження структурних властивостей перiоди-

чних розв’язкiв для однорiдних i неоднорiдних систем.

Ця робота спрямована на поглиблене вивчення теорiї лiнiйних систем ди-

ференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами та їх перiодичних розв’язкiв,

що є важливим для розвитку як теоретичних дослiджень, так i практичних

застосувань у рiзних галузях науки i технiки.
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РОЗДIЛ 1

ДЕЯКI ЗАГАЛЬНI ПИТАННЯ ТЕОРIЇ

ЛIНIЙНИХ СИСТЕМ ЗI ЗМIННИМИ

КОЕФIЦIЄНТАМИ

Iснування та єдинiсть розв’язку лiнiйної однорiдної системи зi

змiнними коефiцiєнтами

Розглянемо систему виду:

𝑑𝑥 𝑗

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡)𝑥𝑘 , 𝑗 = 1,𝑛, (1.1.1)

де 𝑡 ∈ (−∞, +∞), 𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡) – у загальному випадку комплекснозначнi функцiї,

кусково неперервнi у будь-якому кiнцевому промiжку (𝑡1, 𝑡2), тобто мають

на цьому промiжку хiба що кiнцеве число точок розриву.

Пiд iнтегрованою кусковою неперервною функцiєю будемо розумiти ку-

сково неперервну функцiю, для якої в кожнiй її точцi розриву 𝑡∗ iснують

границi

lim
𝜖→+0

𝑡∗−𝜖∫
𝑡1

| 𝑓 (𝑡) |𝑑𝑡, lim
𝜖→+0

𝑡2∫
𝑡∗+𝜖

| 𝑓 (𝑡) |𝑑𝑡,

де 𝑡1, 𝑡2 обранi таким чином, щоб промiжки (𝑡1, 𝑡∗), (𝑡∗, 𝑡2) не мiстили

iнших точок розриву.

Систему (1.1.1) можна записати у матричнiй формi:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥, (1.1.2)

де 𝑥 =colon(𝑥1,...,𝑥𝑛), 𝐴(𝑡) = (𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡)), 𝑗 , 𝑘 = 1, 𝑛.

Доведемо, що розв’язання векторного рiвняння (1.1.2) з початковою
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умовою 𝑥(0) = 𝑥0, визначене як розв’язок векторного iнтегрального рiвняння

𝑥(𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫

0

𝐴(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 (1.1.3)

у класi неперервних вектор-функцiй, що мають iнтегровану кусково непе-

рервну похiдну, iснує i єдино.

Рiшення рiвняння (1.1.3) шукаємо методом Пiкара:

𝑥0(𝑡) = 𝑥0, 𝑥𝑘+1 = 𝑥0 +
𝑡∫

0

𝐴(𝜏)𝑥𝑘 (𝜏)𝑑𝜏, 𝑘 = 0, 1, 2,... (1.1.4)

Оскiльки iнтеграл вiд кусково неперервної функцiї є неперервна функцiя,

то звiдси випливає, що всi 𝑥𝑘 (𝑡) – неперервнi функцiї у всiх точках 𝑡.

Доведемо, що послiдовнiсть {𝑥𝑘 (𝑡)} рiвномiрно збiгається на будь-якому

кiнцевому iнтервалi змiни 𝑡. Розглянемо:

∥𝑥1(𝑡) − 𝑥0(𝑡)∥ ≤
𝑡∫

0

∥𝐴(𝜏)∥𝑑𝜏 · ∥𝑥0∥,

де норми вектора 𝑥(𝑡) та матрицi 𝐴(𝑡) розумiються наступним чином:

∥𝑥(𝑡)∥ =

√√
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑥𝑘 (𝑡) |2, ∥𝐴(𝑡)∥ =

√√√ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡) |2.

Припустимо за iндукцiєю, що

∥𝑥𝑘 (𝑡) − 𝑥𝑘−1(𝑡)∥ ≤ 1

𝑘!

( 𝑡∫
0

∥𝐴(𝜏)∥𝑑𝜏
) 𝑘

· ∥𝑥0∥. (1.1.5)

Розглянемо:

∥𝑥𝑘+1(𝑡) − 𝑥𝑘 (𝑡)∥ =







𝑡∫
0

𝐴(𝜏)𝑥𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 −
𝑡∫

0

𝐴(𝜏)𝑥𝑘−1(𝜏)𝑑𝜏





 =

=






 𝑡∫
0

𝐴(𝜏) (𝑥𝑘 (𝜏) − 𝑥𝑘−1(𝜏))𝑑𝜏





 ≤

𝑡∫
0

∥𝐴(𝜏)∥ · ∥(𝑥𝑘 (𝜏) − 𝑥𝑘−1(𝜏))∥𝑑𝜏 ≤
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≤
𝑡∫

0

∥𝐴(𝜏)∥ 1
𝑘!

(
𝜏∫
0

∥𝐴(𝑠)∥𝑑𝑠
) 𝑘

· ∥𝑥0∥𝑑𝜏 = 1
𝑘! ∥𝑥0∥

𝑡∫
0

(
𝜏∫
0

∥𝐴(𝑠)∥𝑑𝑠
) 𝑘

d

(
𝜏∫
0

∥𝐴(𝑠)∥𝑑𝑠
)
=

∥𝑥0∥
𝑘! · 1

𝑘+1

(
𝜏∫
0

∥𝐴(𝑠)∥𝑑𝑠
) 𝑘+1�����𝑡

0

=
∥𝑥0∥
(𝑘+1)!

(
𝑡∫

0

∥𝐴(𝑠)∥𝑑𝑠
) 𝑘+1

,

тобто нерiвнiсть (1.1.5) методом iндукцiї доведено.

Позначимо 𝑥(𝑡) = lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 (𝑡). Тодi 𝑥(𝑡) задовольняє iнтегральному рiв-

нянню (1.1.3) i має кусково неперервну похiдну. Диференцiюючи (1.1.3)
отримаємо, що 𝑥(𝑡) задовольняє при всiх 𝑡, якi не є точками розриву матрицi

𝐴(𝑡), рiвнянню (1.1.2).
Перейдемо до питання єдиностi розв’язку. Для цього сформулюємо та

доведемо лему.

Лема Гронуолла-Беллмана. Нехай iнтегрованi кусково неперервнi

функцiї 𝜉 (𝑡) ≥ 0 i 𝜑(𝑡) ≥ 0 задовольняють ∀𝑡 > 0 нерiвностi:

𝜉 (𝑡) ≤ 𝜉0 +
𝑡∫

0

𝜑(𝜏)𝜉 (𝜏)𝑑𝜏, 𝜉0 > 0. (1.1.6)

Тодi

𝜉 (𝑡) ≤ 𝜉0𝑒

𝑡∫
0

𝜑(𝑠)𝑑𝑠
. (1.1.7)

Доведення. Помножимо обидвi частини нерiвностi (1.1.6) на 𝜑(𝑡):

𝜉 (𝑡)𝜑(𝑡) ≤ 𝜉0𝜑(𝑡) + 𝜑(𝑡)
𝑡∫

0

𝜑(𝜏)𝜉 (𝜏)𝑑𝜏.

Позначимо:

𝜓(𝑡) =
𝑡∫

0

𝜑(𝜏)𝜉 (𝜏)𝑑𝜏, 𝜓(0) = 0.

Тодi
¤𝜓(𝑡) ≤ 𝜉0𝜑(𝑡) + 𝜑(𝑡)𝜓(𝑡) = 𝜑(𝑡) (𝜉0 + 𝜓(𝑡)).

Або:
¤𝜓(𝑡)

𝜉0 + 𝜓(𝑡) ≤ 𝜑(𝑡).
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Iнтегруючи обидвi частини на промiжку (0,𝑡), де 𝑡 > 0, отримаємо:
𝑡∫

0

¤𝜓(𝜏)𝑑𝜏
𝜉0 + 𝜓(𝜏) ≤

𝑡∫
0

𝜑(𝜏)𝑑𝜏.

Або:

𝑙𝑛

�����𝜉0 + 𝜓(𝑡)
𝜉0

����� ≤
𝑡∫

0

𝜑(𝜏)𝑑𝜏.

Отже:

𝜉0 + 𝜓(𝑡) ≤ 𝜉0𝑒

𝑡∫
0

𝜑(𝜏)𝑑𝜏
.

тобто, враховуючи вираз для 𝜓(𝑡):

𝜉0 +
𝑡∫

0

𝜑(𝜏)𝜉 (𝜏)𝑑𝜏 ≤ 𝜉0𝑒

𝑡∫
0

𝜑(𝜏)𝑑𝜏
.

Звiдси з урахуванням (1.1.6) витiкає вимога. Лема доведена.

Повернемося до доказу єдиностi розв’язку векторного рiвняння (1.1.2) iз

початковою умовою 𝑥(0) = 𝑥0. З (1.1.3) маємо:

∥𝑥(𝑡)∥ ≤ ∥𝑥(0)∥ +
𝑡∫

0

∥𝐴(𝜏)∥ · ∥𝑥(𝜏)∥𝑑𝜏.

Тодi з доведеної леми випливає:

∥𝑥(𝑡)∥ ≤ ∥𝑥(0)∥𝑒
𝑡∫

0

∥𝐴(𝜏)∥𝑑𝜏
. (1.1.8)

Якщо 𝑥 (1) (𝑡), 𝑥 (2) (𝑡) – розв’язок рiвняння (1.1.2) з однаковими початко-

вими умовами, то 𝑥(𝑡) = 𝑥 (2) (𝑡) − 𝑥 (1) (𝑡) – розв’язки того ж рiвняння з

початковою умовою 𝑥(0) = 0, тодi з (1.1.8) випливає, що 𝑥(𝑡) ≡ 0, що i

доводить єдинiсть розв’язку.

Фундаментальна система розв’язкiв та матрицант лiнiйної однорi-

дної системи

Розглянемо будь-якi 𝑘 розв’язкiв системи (1.1.2):

𝑥 ( 𝑗) (𝑡) = colon(𝑥 𝑗1(𝑡),...,𝑥 𝑗𝑛(𝑡)) ( 𝑗 = 1,𝑘).
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Матриця 𝑋 (𝑘) (𝑡) = ∥𝑥 (1) (𝑡),...,𝑥 (𝑘) (𝑡)∥ розмiрностi 𝑛 × 𝑘 задовольняє ма-

тричному диференцiальному рiвнянню:

𝑑𝑋 (𝑘)

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 (𝑘) . (1.2.1)

Означення. Фундаментальною системою розв’язкiв (ФСР) рiвняння

(1.1.2) називається система 𝑛 його розв’язкiв 𝑥 (1) (𝑡),...,𝑥 (𝑛) (𝑡), лiнiйно не-

залежних ∀𝑡 ∈ (−∞, +∞). Квадратна матриця 𝑋 (𝑛) (𝑡) = ∥𝑥 (1) (𝑡),...,𝑥 (𝑛) (𝑡)∥
називається матрицею ФСР.

Загальний розв’язок системи (1.1.2) у цьому випадку має вигляд:

𝑥(𝑡) =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥
( 𝑗) (𝑡),

де 𝑐1,...,𝑐𝑛 – довiльнi сталi коефiцiєнти. Або в матричнiй формi:

𝑥(𝑡) = 𝑋 (𝑛) (𝑡)𝑐(𝑛),

де 𝑐(𝑛) =colon(𝑐1,...,𝑐𝑛) – вектор зi сталими коефiцiєнтами.

Якщо вектори 𝑥 (1) (𝑡),...,𝑥 (𝑛) (𝑡) утворюють ФСР системи (1.1.2), то будь-

яка система векторiв 𝑐𝑥 (1) (𝑡),...,𝑐𝑥 (𝑛) (𝑡), де 𝑐 =const також утворює ФСР

системи (1.1.2), тобто ФСР визначається з точнiстю до сталого множника.

Тобто, якщо система (1.1.2) має хоча б одну ФСР, то вона має безлiч множин

ФСР.

Означення. Матриця 𝑋 (𝑡) ФСР системи (1.1.2), що задовольняє умовi

𝑋 (0) = 𝐸 (𝐸 – одинична матриця), називається матрицантом системи (1.1.2).
У силу теореми єдиностi матрицант визначається однозначно (на вiдмiну

вiд матрицi ФСР).

Будь-який розв’язок 𝑥(𝑡) системи (1.1.2) може бути знайдено за форму-

лою:

𝑥(𝑡) = 𝑋 (𝑡)𝑥(0).

А довiльна 𝑛 × 𝑘 - матриця 𝑋 (𝑘) (𝑡) розв’язкiв системи (1.1.2) – за форму-

лою:

𝑋 (𝑘) (𝑡) = 𝑋 (𝑡)𝑋 (𝑘) (0).
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Для будь-якої матрицi ФСР має мiсце формула Остроградського-Лiувiля:

det𝑋 (𝑛) (𝑡) = det𝑋 (𝑛) (0)𝑒
𝑡∫

0

sp𝐴(𝜏)𝑑𝜏

де sp𝐴(𝑡) =
𝑛∑

𝑘=1
𝑎𝑘𝑘 (𝑡) – слiд матрицi 𝐴(𝑡).

Зокрема, для матрицанту ця формула набуває вигляду:

det𝑋 (𝑡) = 𝑒

𝑡∫
0

sp𝐴(𝜏)𝑑𝜏
.

Приклад 1. Розглянемо трикутну систему 2-го порядку:

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑎11(𝑡)𝑥1,

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑎21(𝑡)𝑥1 + 𝑎22(𝑡)𝑥2.

Неважко перевiрити, що матрицант цiєї системи має вигляд:

𝑋 (𝑡) =


𝑒

𝑡∫
0

𝑎11(𝑠)𝑑𝑠
0

𝑒

𝑡∫
0

𝑎22(𝑠)𝑑𝑠
·

𝑡∫
0

𝑎21(𝜏)𝑒
𝑡∫

0

(𝑎11(𝑠)−𝑎22(𝑠))𝑑𝑠
𝑑𝜏 𝑒

𝑡∫
0

𝑎22(𝑠)𝑑𝑠


Приклад 2. Розглянемо дiагональну систему 𝑛-ого порядку:

𝑑𝑥 𝑗

𝑑𝑡
= 𝜆 𝑗 (𝑡)𝑥 𝑗 , 𝑗 = 1,𝑛.

Легко перевiрити, що в цьому випадку матрицант має вигляд:

𝑋 (𝑡) = diag

(
𝑒

𝑡∫
0

𝜆1(𝜏)𝑑𝜏
, 𝑒

𝑡∫
0

𝜆2(𝜏)𝑑𝜏
, ..., 𝑒

𝑡∫
0

𝜆𝑛 (𝜏)𝑑𝜏
)
.

Розглянемо тепер систему зi сталими коефiцiєнтами:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥, (1.2.2)

де 𝐴 – матриця сталих коефiцiєнтiв. Покажемо, що матриця системи (1.2.2)
має вигляд:

𝑋 (𝑡) = 𝑒𝐴𝑡 ,
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де

𝑒𝑍 = 𝐸 + 𝑍 + 𝑍2

2!
+ ... + 𝑍𝑛

𝑛!
+ ...

- матрична експонента. Справдi, знайдемо похiдну:

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒𝐴𝑡) = 𝑑

𝑑𝑡

(
𝐸 + 𝐴𝑡 + 𝐴2𝑡2

2
+ 𝐴3𝑡3

3!
+ ... + 𝐴𝑛𝑡𝑛

𝑛!
+ ...

)
=

= 𝐴 + 2𝐴2𝑡

2!
+ 3𝐴3𝑡2

3!
+ 4𝐴4𝑡3

4!
+ ... + 𝑛𝐴𝑛𝑡𝑛−1

𝑛!
+ ... =

= 𝐴

(
𝐸 + 𝐴𝑡 + 𝐴2𝑡2

2
+ 𝐴3𝑡3

3!
+ ... + 𝐴𝑛𝑡𝑛

𝑛!
+ ...

)
= 𝐴𝑒𝐴𝑡 .

Таким чином, бачимо, що матриця 𝑒𝐴𝑡 задовольняє рiвнянню (1.2.2).
Оскiльки 𝑒𝐴·0 = 𝐸 , то звiдси випливає, що ця матриця справдi є матрицантом

системи (1.2.2). Будь-який розв’язок цього рiвняння може бути знайдено

за формулою: 𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥(0).
З формули Остроградського-Лiувiля випливає, що det𝑒𝐴𝑡 = 𝑒𝑡·sp𝐴.

Таким чином, ми знайшли матрицант системи (1.2.2) за допомогою ма-

тричної експоненти. Iнодi вигiдно дiяти навпаки, тобто знаходити матричну

експоненту, знаходячи безпосередньо матрицант системи (1.2.2). Розглянемо

наступний приклад.

Приклад. Знайти матрицю 𝑒𝐴, якщо матриця 𝐴 має вигляд:

𝐴 =

©­­­«
0 1 0

0 0 1

0 −1 0

ª®®®¬
Запишемо векторне рiвняння ¤𝑥 = 𝐴𝑥 у покомпонентнiй формi:

¤𝑥1 = 𝑥2, ¤𝑥2 = 𝑥3, ¤𝑥3 = −𝑥2.

Складемо характеристичне рiвняння det(𝐴 − 𝜆𝐸) = 0. В даному випадку

воно має вигляд 𝜆(𝜆2 + 1) = 0, та його коренi: 𝜆1 = 0, 𝜆2,3 = ±𝑖. Лiнiйно

незалежнi розв’язки нашої системи можуть бути записанi у виглядi:

𝑥1(𝑡) =
©­­­«
1

0

0

ª®®®¬ , 𝑥2(𝑡) =
©­­­«
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡

−𝑠𝑖𝑛𝑡

ª®®®¬ , 𝑥3(𝑡) =
©­­­«
𝑐𝑜𝑠𝑡

−𝑠𝑖𝑛𝑡
−𝑐𝑜𝑠𝑡

ª®®®¬ .
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Першi два розв’язки у точцi 𝑡 = 0 дають вектори colon(1,0,0), colon(0,1,0),
тобто необхiдну умову виконано. Третiй вектор у цiй точцi дорiвнює

colon(1,0, − 1). Отже, його слiд замiнити такою комбiнацiєю векторiв

𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡), яка б у точцi 𝑡 = 0 давала вектор colon(0,0,1). Неважко

перевiрити, що шуканою комбiнацiєю є вектор:

𝑥3(𝑡) =
©­­­«
1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡

𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡

ª®®®¬
Таким чином, матрицант нашої системи такий:

𝑒𝐴𝑡 =

©­­­«
1 𝑠𝑖𝑛𝑡 1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡

0 𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡

0 −𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡

ª®®®¬
Покладемо 𝑡 = 1, отримаємо:

𝑒𝐴𝑡 =

©­­­«
1 𝑠𝑖𝑛1 1 − 𝑐𝑜𝑠1

0 𝑐𝑜𝑠1 𝑠𝑖𝑛1

0 −𝑠𝑖𝑛1 𝑐𝑜𝑠1

ª®®®¬ .
У загальному випадку матриця 𝐴(𝑡) може бути комплекснозначною.

Але якщо вона дiйсна, а комплекснозначна вектор-функцiя 𝑢(𝑡) + 𝑖𝑣(𝑡)
є розв’язком лiнiйної системи з цiєю матрицею, то дiйснi вектор-функцiї

𝑢(𝑡) i 𝑣(𝑡) теж є розв’язками цiєї системи. Це випливає з рiвностей:

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝑖

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢 + 𝑖𝑣) = 𝐴(𝑡) (𝑢 + 𝑖𝑣) = 𝐴(𝑡)𝑢 + 𝑖𝐴(𝑡)𝑣,

тобто
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑢, 𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑣.

А звiдси випливає, що матрицант системи з дiйсними коефiцiєнтами

теж дiйсна матриця-функцiя. Справдi, нехай матрицант системи (1.1.2)
комплекснозначний, тобто має вигляд:

𝑋 (𝑡) = 𝑈 (𝑡) + 𝑖𝑉 (𝑡).
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Тодi матрицi 𝑈 (𝑡), 𝑉 (𝑡) є розв’язками системи (1.1.2), тобто
𝑑𝑈 (𝑡)
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑈 (𝑡), 𝑑𝑉 (𝑡)
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑉 (𝑡).

Але оскiльки 𝑋 (0) = 𝐸 , то 𝑈 (0) = 𝐸 , 𝑉 (0) = 𝑂, де 𝑂 - нуль матриця. А

тодi через єдинiсть розв’язкiв задачi Кошi отримаємо, що 𝑉 (𝑡) ≡ 𝑂, тобто

𝑋 (𝑡) - дiйсна матриця.

Побудова розв’язку лiнiйної неоднорiдної системи зi змiнними

коефiцiєнтами

Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему:
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 + 𝑓 (𝑡), (1.3.1)

де 𝑓 (𝑡) =colon( 𝑓1(𝑡),..., 𝑓𝑛(𝑡)). Шукатимемо загальний розв’язок системи:

𝑥 = 𝑋 (𝑡)𝑢(𝑡), (1.3.2)

де 𝑋 (𝑡) – матрицант вiдповiдної однорiдної системи (1.1.2), а 𝑢(𝑡) – доки

не визначений вектор. Диференцiюючи рiвнiсть (1.3.2), i пiдставляючи в

(1.3.1), отримаємо:
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
𝑑𝑋 (𝑡)
𝑑𝑡

𝑢 + 𝑋 (𝑡) 𝑑𝑢
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑋 (𝑡)𝑢 + 𝑓 (𝑡).

На пiдставi рiвностi
𝑑𝑋 (𝑡)
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑋 (𝑡),

звiдси випливає:
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑋−1(𝑡) 𝑓 (𝑡).

Iнтегруючи, отримуємо:

𝑢 =

𝑡∫
0

𝑋−1(𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏 + 𝐶,

де 𝐶 – вектор зi сталими коефiцiєнтами. Пiдставляючи в (1.3.2), отримаємо

загальний розв’язок рiвняння (1.3.1):

𝑥 = 𝑋 (𝑡)
(
𝐶 +

𝑡∫
0

𝑋−1(𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏
)
. (1.3.3)
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Покладемо 𝑡 = 0. Оскiльки 𝑋 (0) = 𝐸 , отримуємо, що 𝐶 = 𝑥(0), i, таким

чином, розв’язок рiвняння (1.3.1) може бути записан у виглядi:

𝑥(𝑡) = 𝑋 (𝑡)
(
𝑥(0) +

𝑡∫
0

𝑋−1(𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏
)
.

Приклад. Побудувати загальний розв’язок системи:
¤𝑥1 = 𝑥2 + 𝑡𝑔2𝑡 − 1

¤𝑥2 = −𝑥1 + 𝑡𝑔𝑡
.

Введемо вектори:

𝑥 =

(
𝑥1

𝑥2

)
, 𝑓 (𝑡) =

(
𝑡𝑔2𝑡 − 1

𝑡𝑔𝑡

)
та матрицю

𝐴 =

(
0 1

−1 0

)
.

Тодi наша система запишеться у виглядi:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 + 𝑓 (𝑡).

Неважко перевiрити, що матрицант вiдповiдної однорiдної системи такий:

𝑋 (𝑡) =
(
𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡

−𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡

)
.

Маємо:

𝑋−1(𝑡) =
(
𝑐𝑜𝑠𝑡 −𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡

)
, 𝑋−1(𝑡) 𝑓 (𝑡) =

(
−𝑐𝑜𝑠𝑡

𝑠𝑖𝑛3𝑡𝑐𝑜𝑠−2𝑡

)
,

𝑡∫
0

𝑋−1(𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏 =

(
−𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑐𝑜𝑠−1𝑡 − 2

)
.

Вiдповiдно до формули (1.3.3) отримаємо:

𝑥 =

(
𝑥1

𝑥2

)
=

(
𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡

−𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡

) (
𝐶 +

(
−𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑐𝑜𝑠−1𝑡 − 2

))
=
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=

(
𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡

−𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡

) ((
𝑐1

𝑐2

)
+

(
−𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑐𝑜𝑠−1𝑡 − 2

))
.

Перепозначивши тут 𝑐2 − 2 знову через 𝑐2, i, записавши покомпонентно,

остаточно отримаємо:

𝑥1 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑡𝑔𝑡, 𝑥2 = −𝑐1𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 2.
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РОЗДIЛ 2

ЛIНIЙНI ОДНОРIДНI СИСТЕМИ ЗI

СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Випадок простих коренiв характеристичного рiвняння

Розглянемо тепер лiнiйну однорiдну систему 𝑛-ого порядку зi сталими

коефiцiєнтами:
𝑑𝑥 𝑗

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎 𝑗 𝑘𝑥𝑘 , 𝑗 = 1, 𝑛, (2.1.1)

де 𝑎 𝑗 𝑘 - сталi коефiцiєнти. У матричнiй формi система (2.1.1) буде мати

вигляд:
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥, (2.1.2)

де 𝑥 =colon(𝑥1,...,𝑥𝑛), 𝐴 = (𝑎 𝑗 𝑘), 𝑗 , 𝑘 = 1, 𝑛. Розглянемо характеристичне

рiвняння системи (2.1.2):

Δ(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐸) =

�����������
𝑎11 − 𝜆 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 − 𝜆 . . . 𝑎2𝑛

. . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

�����������
= 0. (2.1.3)

Це рiвняння iнварiантне щодо лiнiйного невиродженого перетворення змiн-

них, тобто, якщо 𝑥 = 𝐵𝑦, det𝐵 ≠ 0, то 𝑦 = 𝐵−1𝑥, та

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐵−1𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐵−1𝐴𝑥 = 𝐵−1𝐴𝐵𝑦 = 𝐶𝑦. (2.1.4)

Розглянемо характеристичний визначник для системи (4):

det(𝐶 − 𝜌𝐸) = det(𝐵−1𝐴𝐵 − 𝜌𝐸) = det(𝐵−1𝐴𝐵 − 𝜌𝐵−1𝐵) =

= det(𝐵−1(𝐴 − 𝜌𝐸)𝐵) = det𝐵−1 · det(𝐴 − 𝜌𝐸) · det𝐵 = det(𝐴 − 𝜌𝐸).
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Таким чином, характеристичне рiвняння для системи (2.1.4) збiгається з

таким для системи (1.1.2). Звiдси випливає, зокрема, що подiбнi матрицi

𝐴 та 𝐶 = 𝐵−1𝐴𝐵 мають однi й тi самi власнi значення (коренi рiвняння

(1.1.3)).
Нехай рiвняння (2.1.3) має 𝑛 простих коренiв 𝜆1, 𝜆2,...,𝜆𝑛. Цим кореням

вiдповiдає система з 𝑛 лiнiйно незалежних власних векторiв ℎ(1), ℎ(2),...ℎ(𝑛)

матрицi 𝐴. Якщо скласти з компонент цих векторiв матрицю 𝐻 то вона

буде невиродженою, а матриця 𝐻−1𝐴𝐻 = Λ =diag(𝜆1, 𝜆2,...,𝜆𝑛). Тобто пере-

творення 𝑥 = 𝐻𝑦 в системi (2.1.2) приводить цю систему до дiагонального

вигляду:
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= Λ𝑦. (2.1.5)

Матрицант цiєї системи (див. Приклад 2 у п. 1.1.2) такий:

𝑌 (𝑡) = diag(𝑒𝜆1𝑡 , 𝑒𝜆2𝑡 ,..., 𝑒𝜆𝑛𝑡). (2.1.6)

Отже, загальний розв’язок системи (2.1.5) має вигляд:

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡)𝑐, (2.1.7)

де 𝑐 – вектор зi сталими коефiцiєнтами. Матрицант вихiдної системи (2.1.2)
тодi прийме вигляд:

𝑋 (𝑡) = 𝐻𝑌 (𝑡)𝐻−1, (2.1.8)

а її загальний розв’язок:

𝑥(𝑡) = 𝑋 (𝑡)𝑐. (2.1.9)

Приклад 1. Знайти матрицант системи

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 5𝑥1 + 2𝑥2,

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= −4𝑥1 − 𝑥2. (2.1.10)

Характеристичне рiвняння цiєї системи�����5 − 𝜆 2

−4 −1 − 𝜆

����� = 0

має коренi 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 3, тобто дiйснi та простi. Компоненти лiнiйно

незалежних власних векторiв для кожного з них визначаються з лiнiйних
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однорiдних систем рiвнянь алгебри:
(5 − 𝜆 𝑗 )𝛼 𝑗 + 2𝛽 𝑗 = 0

−4𝛼 𝑗 − (1 + 𝜆 𝑗 )𝛽 𝑗 = 0
𝑗 = 1,2.

Для 𝛼1 = 1, 𝛽1 = −2, 𝛼2 = 1, 𝛽2 = −1, отримаємо матрицю перетворення

системи (2.1.10) до дiагонального вигляду:

𝐻 =

(
1 1

−2 −1

)
.

Отже, матрицант системи (2.1.10) має вигляд:

𝑋 (𝑡) = 𝐻 · diag(𝑒𝑡 , 𝑒3𝑡) · 𝐻−1 =

(
2𝑒3𝑡 − 𝑒𝑡 𝑒3𝑡 − 𝑒𝑡

2𝑒𝑡 − 2𝑒3𝑡 2𝑒𝑡 − 𝑒3𝑡

)
.

Загальний розв’язок системи (2.1.10) отримаємо за формулою

𝑥(𝑡) = 𝑋 (𝑡)𝑐, де 𝑐 - вектор зi сталими коефiцiєнтами. Або в покомпонентнiй

формi:

𝑥1 = 𝑐1(2𝑒3𝑡 − 𝑒𝑡) + 𝑐2(𝑒3𝑡 − 𝑒𝑡), 𝑥2 = 𝑐1(2𝑒𝑡 − 2𝑒3𝑡) + 𝑐2(2𝑒𝑡 − 𝑒3𝑡).

Якщо серед коренiв характеристичного рiвняння системи з дiйсними

коефiцiєнтами є комплекснi (вони тодi будуть присутнi парами – поряд з

кожним коренем 𝜆1 = 𝑎 + 𝑖𝑏 буде присутнiм i йому спряжений 𝜆2 = 𝑎 − 𝑖𝑏),

то для побудови матрицанта достатньо аналiзу лише одного з цих коренiв.

Позначимо через ℎ = ℎ(1) + 𝑖ℎ(2) власний вектор матрицi 𝐴 системи, що

вiдповiдає власному значенню 𝜆1 = 𝑎 + 𝑖𝑏. Тодi вектор

𝑥(𝑡) = (ℎ(1)+𝑖ℎ(2))𝑒(𝑎+𝑖𝑏)𝑡 буде розв’язком цiєї системи, а отже, її ж розв’язками

будуть дiйсна та уявна частини цього вектора:

𝑥 (1) (𝑡) = 𝑒𝑎𝑡 (ℎ(1)𝑐𝑜𝑠𝑏𝑡 − ℎ(2)𝑠𝑖𝑛𝑏𝑡), 𝑥 (2) (𝑡) = 𝑒𝑎𝑡 (ℎ(2)𝑐𝑜𝑠𝑏𝑡 + ℎ(1)𝑠𝑖𝑛𝑏𝑡).

Нескладно переконатись, що цi розв’язки є лiнiйно незалежними. Справдi,

iнакше iснувала б така дiйсна стала 𝑘 , що ∀𝑡 ∈ R було б виконано:

𝑥 (2) (𝑡) = 𝑘𝑥 (1) (𝑡). А це призвело б до рiвностi 𝑘2 + 1 = 0, що неможливо.

Отже, вектор-функцiї 𝑥 (1) (𝑡), 𝑥 (2) (𝑡) можуть бути використанi як складовi
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ФСР, i тодi в розглядi кореня 𝜆2 = 𝑎 − 𝑖𝑏 необхiднiсть вiдпадає. Знаючи

ФСР, легко знайти i матрицант.

Приклад 2. Знайти матрицант i загальний розв’язок системи:

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑥1 + 𝑥2,

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= −2𝑥1 + 3𝑥2. (2.1.11)

Характеристичне рiвняння

det(𝐴 − 𝜆𝐸) =
�����1 − 𝜆 1

−2 3 − 𝜆

����� = 𝜆2 − 4𝜆 + 5 = 0

має коренi 𝜆1,2 = 2± 𝑖. Розглянемо корiнь 𝜆1 = 2 + 𝑖 та знайдемо компоненти

вiдповiдного йому власного вектора iз системи:
−(1 + 𝑖)𝛼 + 𝛽 = 0,

−2𝛼 + (1 − 𝑖)𝛽 = 0.

Для 𝛼 = 1, 𝛽 = 1 + 𝑖, отримаємо комплекснозначний розв’язок системи

(2.1.11): (
𝑥1

𝑥2

)
=

(
1

1 + 𝑖

)
𝑒(2+𝑖)𝑡 =

(
1

1 + 𝑖

)
𝑒2𝑡 (𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑡) =

=

(
𝑐𝑜𝑠𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡

)
𝑒2𝑡 + 𝑖

(
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡

)
𝑒2𝑡 .

Використовуючи дiйсну та уявну частини отриманого розв’язку, отримає-

мо ФСР системи (2.1.11):(
𝑐𝑜𝑠𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡

)
𝑒2𝑡 ,

(
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡

)
𝑒2𝑡 .

Загальний розв’язок системи (2.1.11) матиме вигляд:(
𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

)
= 𝑐1

(
𝑐𝑜𝑠𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡

)
𝑒2𝑡 + 𝑐2

(
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡

)
𝑒2𝑡 .

Тепер знайдемо матрицант. Визначимо константи 𝑐1, 𝑐2 спочатку з умови:(
𝑥1(0)
𝑥2(0)

)
=

(
1

0

)
.
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Отримаємо 𝑐1 = 1, 𝑐2 = −1 i, т.ч. отримуємо частинний розв’язок системи

(2.1.11): (
𝑥∗1(𝑡)
𝑥∗2(𝑡)

)
=

(
𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡

−2𝑠𝑖𝑛𝑡

)
𝑒2𝑡 .

Тепер визначимо константи 𝑐1, 𝑐2 за умови:(
𝑥1(0)
𝑥2(0)

)
=

(
0

1

)
.

Отримаємо 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 1 i т. о. отримуємо ще один частинний розв’язок:(
𝑥∗∗1 (𝑡)
𝑥∗∗2 (𝑡)

)
=

(
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡

)
𝑒2𝑡 .

З цих двох розв’язкiв складаємо матрицант системи (2.1.11):

𝑋 (𝑡) =
(
𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡

−2𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡

)
𝑒2𝑡 .

У розглядi кореня 𝜆2 = 2 − 𝑖 вже немає необхiдностi.

Випадок кратного кореня характеристичного рiвняння

Жорданова нормальна форма

Нехай серед коренiв 𝜆1, 𝜆2,...,𝜆𝑛 характеристичного рiвняння (2.1.3) є

кратнi. Тодi вiдповiдно до теореми лiнiйної алгебри iснує базис, в якому

матриця лiнiйного оператора має нормальну жорданову форму (ЖНФ):

𝐽 =

©­­­­­­«
𝐽𝑚1 (𝜆1) 0 . . . 0

0 𝐽𝑚2 (𝜆2) . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 𝐽𝑚𝑘
(𝜆𝑘)

ª®®®®®®¬
, (2.2.1)
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де 𝑚1 + 𝑚2 + ... + 𝑚𝑘 = 𝑛, а

𝐽𝑚 (𝜆) =

©­­­­­­­­­­­«

𝜆 0 0 . . . 0 0

1 𝜆 0 . . . 0 0

0 1 𝜆 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 𝜆 0

0 0 0 . . . 1 𝜆

ª®®®®®®®®®®®¬
.

𝐽𝑚 (𝜆) – квадратна матриця розмiрностi 𝑚, звана жордановою клiтиною.

Серед чисел 𝜆1, 𝜆2,..., 𝜆𝑘 можуть бути такi, що спiвпадають. Кiлькiсть 𝑠𝑚 (𝜆)
жорданових клiтин порядку 𝑚 ЖНФ, вiдповiдних числу 𝜆, визначається

рiвнiстю:

𝑠𝑚 (𝜆) = 𝑟𝑚−1(𝜆) − 2𝑟𝑚 (𝜆) + 𝑟𝑚+1(𝜆), (2.2.2)

де 𝑟𝑘 (𝜆) =rang(𝐴−𝜆𝐸)𝑘 . Загальна кiлькiсть жорданових клiтин, що вiдповiд-

ають власному значенню 𝜆, дорiвнює 𝑛 − 𝑟1(𝜆) – числу лiнiйно незалежних

власних векторiв матрицi 𝐴, що вiдповiдають власному значенню 𝜆. Макси-

мальний розмiр жорданової клiтини, що вiдповiдає власному значенню 𝜆,

дорiвнює найменшому натуральному числу 𝑚, для якого виконано рiвнiсть:

𝑟𝑚 (𝜆) = 𝑟𝑚+1(𝜆). За цими даними ЖНФ виписується однозначно з точнiстю

до розташування жорданових клiтин.

Розглянемо матрицю

𝐽 − 𝜆𝐸 =

©­­­­­­«
𝐽𝑚1 (𝜆1 − 𝜆) 0 . . . 0

0 𝐽𝑚2 (𝜆2 − 𝜆) . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 𝐽𝑚𝑘
(𝜆𝑘 − 𝜆)

ª®®®®®®¬
Визначники матриць 𝐽𝑚 𝑗

(𝜆 𝑗 − 𝜆) ( 𝑗 = 1, 𝑘) називаються елементарними

дiльниками матрицi 𝐴, а розмiрностi 𝑚1, 𝑚2,..., 𝑚𝑘 жорданових клiтин – кра-

тностi елементарних дiльникiв. Структура ЖНФ i розв’язкiв системи (2.1.2),
у загальному випадку визначається саме кратнiстю елементарних дiльникiв.

Сума кратностей елементарних дiльникiв, якi вiдповiдають власному зна-

ченню 𝜆 𝑗 , збiгається з кратнiстю цього власного значення. Очевидно тодi,
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якщо 𝜆 𝑗 – просте власне значення матрицi 𝐴, йому вiдповiдає i простий

елементарний дiльник. Але зворотне неправильно, тобто простi елементарнi

дiльники можуть вiдповiдати i кратним власним значенням.

Якщо всi елементарнi дiльники простi, то ЖНФ набуває дiагонально-

го вигляду, зокрема, це буде у разi простих коренiв характеристичного

рiвняння.

Знаючи ЖНФ матрицi, легко побудувати i вiдповiдний жорданiв базис.

Розглянемо жорданову клiтину 𝐽𝑚 (𝜆) порядку 𝑚, що вiдповiдає власному

значенню 𝜆. Визначимо вектори базису в такий спосiб. Вектор ℎ𝑚 визначимо

з рiвняння:

(𝐴 − 𝜆𝐸)𝑚ℎ𝑚 = 0.

Далi вважаємо:
ℎ𝑚−1 = (𝐴 − 𝜆𝐸)ℎ𝑚,
ℎ𝑚−2 = (𝐴 − 𝜆𝐸)ℎ𝑚−1,

. . .

ℎ1 = (𝐴 − 𝜆𝐸)ℎ2.

У цьому випадку виконуватимуться рiвностi (𝐴 − 𝜆𝐸)𝑘ℎ𝑘 = 0 (𝑘 = 1, 𝑚).
Зокрема вектор ℎ1 буде власним вектором матрицi 𝐴. Вектори ℎ2,...,ℎ𝑚

називаються приєднаними до вектора ℎ1. Усi вектори ℎ1, ℎ2,...,ℎ𝑚 потрiбно

вибирати ненульовими. Тодi вони будуть частиною жорданового базису, яка

вiдповiдає клiтинi 𝐽𝑚 (𝜆). Потiм аналогiчнi побудови потрiбно зробити для

всiх iнших жорданових клiтин, при цьому стежачи за тим, щоб вектори

з одними i тими ж номерами, що вiдповiдають рiзним жордановим клiти-

нам, були лiнiйно незалежнi. У результатi весь жорданiв базис випишеться

повнiстю.

Приклад. Для матрицi 𝐴 знайти ЖНФ i побудувати жорданiв базис.

𝐴 =

©­­­«
0 1 0

−4 4 0

−2 1 2

ª®®®¬ .
Легко перевiрити, що характеристичне рiвняння det(𝐴 − 𝜆𝐸) = 0 має
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корiнь 𝜆 = 2 кратностi 3. Розглянемо

𝐴 − 2𝐸 =

©­­­«
−2 1 0

−4 2 0

−2 1 0

ª®®®¬ , (𝐴 − 2𝐸)2 =
©­­­«
0 0 0

0 0 0

0 0 0

ª®®®¬ .
Маємо rang(𝐴 − 2𝐸) = 1, отже, у ЖНФ є двi клiтини. Цього достатньо,

щоб виписати ЖНФ з точнiстю до розташування клiтин:

𝐽 =

©­­­«
2 0 0

1 2 0

0 0 2

ª®®®¬ .
Звiдси видно, що власному значенню 𝜆 = 2 вiдповiдає один простий

елементарний дiльник 𝜆 − 2 та один елементарний дiльник 2-ї кратностi

(𝜆−2)2. Сума їх кратностей дорiвнює 3 – кратностi власного значення 𝜆 = 2.

Перейдемо до побудови жорданового базису. Використовуємо першу клi-

тинку порядку 2. Визначимо приєднаний вектор ℎ2 iз умови:

(𝐴 − 2𝐸)2ℎ2 = 0, тобто 𝑂ℎ2 = 0.

Тодi

ℎ2 =

©­­­«
𝑐1

𝑐2

𝑐3

ª®®®¬ ,
де 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 - довiльнi сталi. Власний вектор ℎ1 матрицi 𝐴 визначимо рiвнi-

стю:

ℎ1 = (𝐴 − 2𝐸)ℎ2 =
©­­­«
−2 1 0

−4 2 0

−2 1 0

ª®®®¬
©­­­«
𝑐1

𝑐2

𝑐3

ª®®®¬ =

©­­­«
−2𝑐1 + 𝑐2

−4𝑐1 + 𝑐2

−2𝑐1 + 𝑐2

ª®®®¬ .
Тепер використовуємо другу клiтину порядку 1. Власний вiдповiдний

вектор позначимо через 𝑔1. Маємо (𝐴 − 2𝐸)𝑔1 = 0. Вектори ℎ1 та 𝑔1 мають

бути лiнiйно незалежними. Вважаючи, наприклад, 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 1, 𝑐3 = 0,

отримаємо:

ℎ1 =

©­­­«
1

2

1

ª®®®¬ , ℎ2 =

©­­­«
0

1

0

ª®®®¬ .
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Вважаючи 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 2, 𝑐3 = 0, отримаємо:

𝑔1 =

©­­­«
1

2

0

ª®®®¬ .
Вектори ℎ2, ℎ1, 𝑔1 i утворюють жорданiв базис. Їхнi компоненти утворю-

ють матрицю переходу вiд матрицi 𝐴 до ЖНФ:

𝐻 =

©­­­«
0 1 1

1 2 2

0 1 0

ª®®®¬ . 𝐽 = 𝐻−1𝐴𝐻.

Структура розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи зi сталими кое-

фiцiєнтами. Групи розв’язкiв

З’ясуємо тепер структуру розв’язкiв системи (2.1.2). Якщо всi коренi

характеристичного рiвняння (2.1.3) простi, то структура визначається фор-

мулами (2.1.6) − (2.1.9). Розглянемо випадок, коли серед коренiв рiвняння

(2.1.3) можуть бути кратнi. Тодi, побудувавши для матрицi 𝐴 ЖНФ 𝐽 i

жорданiв базис з матрицею 𝐻, за допомогою перетворення

𝑥 = 𝐻𝑦 (2.3.1)

приведемо систему (2.1.2) до виду:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐽𝑦. (2.3.2)

Система (2.3.2) називається канонiчною формою системи (2.1.2). Вона

зручна тим, що легко iнтегрується зверху вниз. Оскiльки матрицант системи

(2.3.2) дорiвнює 𝑒𝐽𝑡, то матрицант системи (2.1.2):

𝑋 (𝑡) = 𝐻 · 𝑒𝐽𝑡 · 𝐻−1. (2.3.3)

Тому для з’ясування структури розв’язкiв системи (2.1.2) необхiдно

з’ясувати структуру матрицi 𝑒𝐽𝑡.
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За властивiстю матричної експоненти з урахуванням структури (2.2.1)
матрицi 𝐽 можемо записати:

𝑒𝐽𝑡 =

©­­­­­­«
𝑒𝐽𝑚1 (𝜆1)𝑡 0 . . . 0

0 𝑒𝐽𝑚2 (𝜆2)𝑡 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 𝑒𝐽𝑚𝑘
(𝜆𝑘)𝑡

ª®®®®®®¬
. (2.3.4)

Обчислимо матрицю 𝑒𝐽𝑚(𝜆)𝑡. Матриця 𝐽𝑚 (𝜆) є матрицею лiнiйної системи:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜆𝑥1,

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝜆𝑥2 + 𝑥1,

. . .

𝑑𝑥𝑚−1
𝑑𝑡

= 𝜆𝑥𝑚−1 + 𝑥𝑚−2,
𝑑𝑥𝑚
𝑑𝑡

= 𝜆𝑥𝑚 + 𝑥𝑚−1,

(2.3.5)

тому матриця 𝑒𝐽𝑚(𝜆)𝑡 є матрицантом системи (2.3.5). Обчислимо його. Iн-

тегруючи рiвняння системи (2.3.5) послiдовно зверху донизу, нескладно

переконатися, що шуканий матрицант має вигляд:

𝑒𝐽𝑚(𝜆)𝑡 =

©­­­­­­­­­­­«

1 0 0 . . . 0 0

𝑡 1 0 . . . 0 0
𝑡2

2! 𝑡 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑡𝑚−2

(𝑚−2)!
𝑡𝑚−3

(𝑚−3)!
𝑡𝑚−4

(𝑚−4)! . . . 1 0
𝑡𝑚−1

(𝑚−1)!
𝑡𝑚−2

(𝑚−2)!
𝑡𝑚−3

(𝑚−3)! . . . 𝑡 1

ª®®®®®®®®®®®¬
· 𝑒𝜆𝑡 . (2.3.6)

Внаслiдок спiввiдношень (2.3.4), (2.3.6) розв’язки, що становлять ма-

трицант системи (2.3.2) розiб’ються на 𝑘 груп, що мiстять вiдповiдно

𝑚1, 𝑚2,..., 𝑚𝑘 розв’язкiв. Група з номером 𝑣 (𝑣 = 1, 𝑘) матиме вигляд ма-

трицi з 𝑛 рядками та 𝑚𝑣 стовпцями. Першi 𝑚1 + 𝑚2 + ... + 𝑚𝑣−1 та останнi

𝑛− (𝑚1+𝑚2+ ...+𝑚𝑣) рядкiв цiєї матрицi нульовi, а рядки, що мають номери

з 𝑚1 + 𝑚2 + ... + 𝑚𝑣−1 + 1 по 𝑚1 + 𝑚2 + ... + 𝑚𝑣 утворюють матрицю, що має

вид 𝑒𝐽𝑚𝑣 (𝜆𝑣)𝑡. Нагадаємо при цьому, що серед чисел 𝜆1, 𝜆2,..., 𝜆𝑘 можуть бути

i збiжнi.
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З урахуванням спiввiдношення (2.3.3) звiдси тепер слiд, що у вiдповiднi

групи розв’язкiв розбивається i матрицант системи (2.1.2). Група з номером

𝑣 (𝑣 = 1, 𝑘) має вигляд 𝑃
(𝑣)
𝑚𝑣−1(𝑡)𝑒

𝜆𝑣𝑡, де 𝑃
(𝑣)
𝑚𝑣−1(𝑡) – матриця розмiрностi

𝑚 × 𝑚𝑣, кожен елемент якої є полiномом ступеня не вище, нiж 𝑚𝑣 − 1.

Отже, враховуючи спiввiдношення (2.1.9), можемо зробити висновок, що

аналогiчну структуру мають усi розв’язки системи (2.1.2).
Приклад 1. Побудувати матрицант системи:

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑥2,

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= −4𝑥1 + 4𝑥2,

𝑑𝑥3

𝑑𝑡
= −2𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3, (2.3.7)

визначити групи розв’язкiв. Виписати загальний розв’язок цiєї системи.

У прикладi п. 2.2 для матрицi системи (2.3.7)

𝐴 =

©­­­«
0 1 0

−4 4 0

−2 1 2

ª®®®¬
ми побудували ЖНФ

𝐽 =

©­­­«
2 0 0

1 2 0

0 0 2

ª®®®¬
i жорданiв базис з матрицею

𝐻 =

©­­­«
0 1 1

1 2 2

0 1 0

ª®®®¬ .
Або:

𝐽 =

(
𝐽2(2) 𝑂12

𝑂21 𝐽1(2)

)
,

де 𝑂12 – нульова матриця розмiрностi 2 × 1, 𝑂21 – нульова матриця розмiр-

ностi 1 × 2,

𝐽2(2) =
(
2 0

1 2

)
, 𝐽1(2) = (2).

Вiдповiдно до (2.3.4) тодi маємо:

𝑒𝐽𝑡 =

(
𝑒𝐽2(2)𝑡 𝑂12

𝑂1 𝑒𝐽1(2)𝑡

)
.
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Далi вiдповiдно до (2.3.6):

𝑒𝐽2(2)𝑡 =

(
1 0

𝑡 1

)
· 𝑒2𝑡 =

(
𝑒2𝑡 0

𝑡𝑒2𝑡 𝑒2𝑡

)
, 𝑒𝐽1(2)𝑡 = (𝑒2𝑡).

Таким чином,

𝑒𝐽𝑡 =

©­­­«
𝑒2𝑡 0 0

𝑡𝑒2𝑡 𝑒2𝑡 0

0 0 𝑒2𝑡

ª®®®¬ .
З (2.3.3) отримаємо матрицант системи (2.3.7):

𝑋 (𝑡) = 𝐻 · 𝑒𝐽𝑡 · 𝐻−1 =
©­­­«
(−2𝑡 + 1)𝑒2𝑡 𝑡𝑒2𝑡 0

−4𝑡𝑒2𝑡 (2𝑡 + 1)𝑒2𝑡 0

−2𝑡𝑒2𝑡 𝑡𝑒2𝑡 𝑒2𝑡

ª®®®¬ .
Маємо у разi двi групи розв’язкiв:

©­­­«
(−2𝑡 + 1)𝑒2𝑡 𝑡𝑒2𝑡

−4𝑡𝑒2𝑡 (2𝑡 + 1)𝑒2𝑡

−2𝑡𝑒2𝑡 𝑡𝑒2𝑡

ª®®®¬ ,
©­­­«
0

0

𝑒2𝑡

ª®®®¬ .
Загальний розв’язок системи (2.3.7) отримаємо, взявши лiнiйну комбiна-

цiю стовпцiв матрицанта. Або, розписавши у покомпонентнiй формi:

𝑥1 = 𝑐1(−2𝑡 + 1)𝑒2𝑡 + 𝑐2𝑡𝑒
2𝑡 ,

𝑥2 = −4𝑐1𝑡𝑒2𝑡 + 𝑐2(2𝑡 + 1)𝑒2𝑡 ,
𝑥3 = −2𝑐1𝑡𝑒2𝑡 + 𝑐2𝑡𝑒

2𝑡 + 𝑐3𝑒
2𝑡 .

Приклад 2. Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння 4-го порядку:

𝑑4𝑥

𝑑𝑡4
+ 2

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑥 = 0. (2.3.8)

Його загальний розв’язок легко побудувати, використовуючи вiдповiдну

теорiю лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами. Але

тут ми вирiшимо це завдання з використанням ЖНФ. Характеристичне

рiвняння для рiвняння (2.3.8):

𝜆4 + 2𝜆2 + 1 = 0 (2.3.9)
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має коренi 𝜆1,2 = −𝑖, 𝜆3,4 = 𝑖. Ввiвши

𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
, 𝑥3 =

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
, 𝑥4 =

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3
,

запишемо рiвняння (2.3.8) у виглядi еквiвалентної системи:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥2,

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑥3,

𝑑𝑥3
𝑑𝑡

= 𝑥4,

𝑑𝑥4
𝑑𝑡

= −𝑥1 − 2𝑥3.

(2.3.10)

Її матриця:

𝐴 =

©­­­­­­«
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 −2 0

ª®®®®®®¬
.

Характеристичне рiвняння det(𝐴− 𝜆𝐸) = 0 збiгається з рiвнянням (2.3.9).
Вiдповiдно до викладеного у п. 2.2 можемо вiдразу виписати ЖНФ матрицi

𝐴:

𝐽 =

©­­­­­­«
−𝑖 0 0 0

1 −𝑖 0 0

0 0 𝑖 0

0 0 1 𝑖

ª®®®®®®¬
.

Нескладно отримати, що матриця 𝐻 жорданового базису може бути

такою:

𝐻 =

©­­­­­­«
2𝑖 −1 −2𝑖 −1
1 𝑖 1 −𝑖
0 1 0 1

1 −𝑖 1 𝑖

ª®®®®®®¬
.

𝐽 = 𝐻−1𝐴𝐻. Матриця 𝑒𝐽𝑡 має вигляд:

𝑒𝐽𝑡 =

©­­­­­­«
𝑒−𝑖𝑡 0 0 0

𝑡𝑒−𝑖𝑡 𝑒−𝑖𝑡 0 0

0 0 𝑒𝑖𝑡 0

0 0 𝑡𝑒𝑖𝑡 𝑒𝑖𝑡

ª®®®®®®¬
.
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Отримуємо двi групи розв’язкiв:

©­­­­­­«
1 0

𝑡 1

0 0

0 0

ª®®®®®®¬
𝑒−𝑖𝑡 ,

©­­­­­­«
0 0

0 0

1 0

𝑡 1

ª®®®®®®¬
𝑒𝑖𝑡 .

Матрицант системи (2.3.10):

𝑋 (𝑡) = 𝐻 · 𝑒𝐽𝑡 · 𝐻−1 =

=

©­­­­­­«

𝑡
2𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑡

2𝑐𝑜𝑠𝑡 +
3
2𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
2𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑡

2𝑐𝑜𝑠𝑡 +
1
2𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
2𝑐𝑜𝑠𝑡 −

1
2𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
2𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑡

2𝑐𝑜𝑠𝑡 +
1
2𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
2𝑠𝑖𝑛𝑡

− 𝑡
2𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
2𝑐𝑜𝑠𝑡 −

1
2𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑡

2𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑡
2𝑐𝑜𝑠𝑡 +

1
2𝑠𝑖𝑛𝑡

− 𝑡
2𝑐𝑜𝑠𝑡 −

1
2𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑡

2𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑡
2𝑐𝑜𝑠𝑡 −

3
2𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑡

2𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑡

ª®®®®®®¬
.

Як i має бути, матрицант дiйсний.
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РОЗДIЛ 3

ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ ЛIНIЙНИХ

СИСТЕМ ЗI СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами

Розглянемо знову лiнiйну однорiдну систему зi сталими коефiцiєнтами:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥. (3.1.1)

Зi структури розв’язкiв системи (3.1.1) випливає, що перiодичнi розв’язки

можуть бути тодi i тiльки тодi, коли серед коренiв характеристичного

рiвняння det(𝐴 − 𝜆𝐸) = 0 є коренi з нульовими дiйсними частинами, тобто

нульовi або чисто уявнi коренi.

Припустимо, що характеристичне рiвняння має нульовий корiнь кратностi

𝑝, якому вiдповiдають 𝑘 груп розв’язкiв (або, вiдповiдно, 𝑘 жорданових

клiтин у ЖНФ матрицi 𝐴, або 𝑘 елементарних дiльникiв матрицi 𝐴). Тодi

система (3.1.1) матиме 𝑘 частинних розв’язкiв виду:

𝑥 ( 𝑗) (𝑡) = 𝐴( 𝑗) ( 𝑗 = 1, 𝑘), (3.1.2)

де 𝐴(1),..., 𝐴(𝑘) – вектори зi сталими коефiцiєнтами. Цi розв’язки, очевидно,

можна розглядати як перiодичнi довiльного перiоду. Iншi розв’язки, вiдпо-

вiднi нульовому кореню, будуть полiномами вiд 𝑡, тобто неперiодичними.

Допустимо тепер, що характеристичне рiвняння має пару чисто уявних

коренiв ±𝑖𝜔. Якщо цi коренi кратнi, i кожному з них вiдповiдає 𝑘 груп

розв’язкiв, то система (3.1.1) має 2𝑘 розв’язкiв виду:

𝑥 ( 𝑗) = 𝐵( 𝑗)𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 − 𝐶 ( 𝑗)𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡,

𝑥̃ ( 𝑗) = 𝐵( 𝑗)𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 + 𝐶 ( 𝑗)𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡

( 𝑗 = 1, 𝑘)
(3.1.3)
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де 𝐵( 𝑗), 𝐶 ( 𝑗) – вектори зi сталими коефiцiєнтами. Цi розв’язки будуть перiо-

дичними перiоду 2𝜋/𝜔. Iншi розв’язки, якщо вони iснують, перiодичними не

будуть, оскiльки будуть мiстити доданки виду 𝑡𝑚𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡, 𝑡𝑚𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡. Але систе-

ма (3.1.1) може мати 2𝜋/𝜔-перiодичнi розв’язки, вiдмiннi вiд (3.1.3), i тодi,

коли характеристичне рiвняння матиме коренi виду ±𝑖𝑠𝜔, де 𝑠 – натуральне

число. Цим коренням вiдповiдатимуть розв’язки перiоду 2𝜋/(𝑠𝜔), а, отже, i

перiоду 2𝜋/𝜔. Крiм того, якщо характеристичне рiвняння має нульовий ко-

рiнь, то до 2𝜋/𝜔-перiодичних розв’язкiв можна вiднести i розв’язки (3.1.2).
Припустимо для певностi, що характеристичне рiвняння має нульовий ко-

рiнь, якому вiдповiдає 𝑘 груп розв’язкiв, i 𝑟 пар чисто уявних коренiв виду

±𝑖𝑠 𝑗𝜔 ( 𝑗 = 1,𝑟), де 𝑠1,..., 𝑠𝑟 – натуральнi числа, причому кожному кореню

такої пари вiдповiдає 𝑘 𝑗 груп розв’язкiв (жординових клiтин). Тодi система

(7.1) матиме 𝑚 = 𝑘+2𝑘1+ ...+2𝑘𝑟 лiнiйно незалежних перiодичних розв’язкiв

перiоду 2𝜋/𝜔. Перенумеруємо цi розв’язки в якомусь порядку i позначимо

їх через 𝜑(1) (𝑡),...,𝜑(𝑚) (𝑡). Тодi система (3.1.1) матиме 2𝜋/𝜔-перiодичний

розв’язок

𝜑(𝑡) = 𝑐1𝜑
(1) (𝑡) + ... + 𝑐𝑚𝜑

(𝑚) (𝑡),

залежить вiд 𝑚 довiльних сталих 𝑐1,..., 𝑐𝑚. Або 𝑚-параметричне сiмейство

2𝜋/𝜔-перiодичних розв’язкiв.

Приклад. Розглянемо систему, що вiдповiдає лiнiйному рiвнянню 4-го

порядку:
𝑑4𝑥

𝑑𝑡4
+ 𝑘2

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 0,

де 𝑘 – натуральне число. Ця система має вигляд:

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑥2,

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑥3,

𝑑𝑥3

𝑑𝑡
= 𝑥4,

𝑑𝑥4

𝑑𝑡
= −𝑘2𝑥3. (3.1.4)

Матриця цiєї системи:

𝐴 =

©­­­­­­«
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 −𝑘2 0

ª®®®®®®¬
.
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Характеристичне рiвняння 𝑑𝑒𝑡 (𝐴 − 𝜆𝐸) = 𝜆4 + 𝑘2𝜆2 = 0 має коренi 𝜆1,2 =

0, 𝜆3,4 = ±𝑖𝑘 . ЖНФ матрицi 𝐴:

𝐽 =

©­­­­­­«
0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 −𝑘𝑖 0

0 0 0 𝑘𝑖

ª®®®®®®¬
.

Кореню 𝜆 = 0 кратностi 2 вiдповiдає одна жорданова клiтина порядку 2

(одна група розв’язкiв), простим чисто уявним кореням 𝜆 = ±𝑘𝑖 вiдповiдають

2 клiтини порядку 1 (двi групи розв’язкiв). Т.о. система (3.1.4) має 𝑚 =

1 + 2 = 3 лiнiйно незалежних 2𝜋-перiодичних розв’язкiв (тут 𝜔 = 1, 𝑠 = 2).

Матрицант системи (3.1.4) такий:

𝑋 (𝑡) =

©­­­­­­«
1 𝑡 1

𝑘2
− 1

𝑘2
𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 1

𝑘2
− 1

𝑘3
𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡

0 1 1
𝑘
𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 1

𝑘2
− 1

𝑘2
𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡

0 0 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 1
𝑘
𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡

0 0 −𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡

ª®®®®®®¬
.

А лiнiйно незалежнi 2𝜋-перiодичнi розв’язки системи (3.1.4):

©­­­­­­«
1

0

0

0

ª®®®®®®¬
,

©­­­­­­«
−𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡
𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡

𝑘2𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡

−𝑘3𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡

ª®®®®®®¬
,

©­­­­­­«
−𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡
−𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡
𝑘2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡

𝑘3𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡

ª®®®®®®¬
.

Таким чином, система (3.1.4) має 3-параметричне сiмейство 2𝜋 - перiоди-

чних розв’язкiв:
𝑥1 = 𝑐1 − 𝑐2𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 − 𝑐3𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡,

𝑥2 = 𝑘𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 − 𝑘𝑐3𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡,

𝑥3 = 𝑘2𝑐2𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 + 𝑘2𝑐3𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡,

𝑥4 = −𝑘3𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 + 𝑘3𝑐3𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡.

З вищевикладених результатiв випливає, що лiнiйне однорiдне дифе-

ренцiальне рiвняння 𝑛-ого порядку зi сталими коефiцiєнтами також має

перiодичнi розв’язки лише у тому випадку, коли його характеристичне

рiвняння має нульовi або чисто уявнi коренi. Припустимо для певностi, що
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є нульовий корiнь i 𝑟 пар чисто уявних коренiв виду ±𝑖𝑠 𝑗𝜔 ( 𝑗 = 1, 𝑟) де 𝑠 𝑗 -

натуральнi числа. Тодi диференцiальне рiвняння має (2𝑟 + 1) -параметричне

сiмейство 2𝜋/𝜔-перiодичних розв’язкiв. Звернiмо увагу, що кратнiсть ко-

ренiв характеристичного рiвняння тут ролi не вiдiграє - кожному кореню,

незалежно вiд його кратностi, в даному випадку вiдповiдає в ЖНФ тiль-

ки одна клiтина (одна група розв’язкiв, один елементарний дiльник), а

кiлькiсть параметрiв у сiмействi перiодичних розв’язкiв визначається лише

кiлькiстю жорданових клiтин, що вiдповiдають нульовим i чисто уявним

коренням. А їх кратностями визначаються лише розмiрнiсть кожної клiтини

(кiлькiсть розв’язкiв у групi, ступiнь елементарного дiльника).

Спряженi лiнiйнi системи

Розглянемо лiнiйну однорiдну систему з дiйсними змiнними коефiцiєнта-

ми:
𝑑𝑥 𝑗

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡)𝑥𝑘 , 𝑗 = 1, 𝑛, (3.2.1)

Система
𝑑𝑦 𝑗

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑗 (𝑡)𝑦𝑘 , 𝑗 = 1, 𝑛, (3.2.2)

називається спряженою до системи (3.2.1). Очевидно, що вiдповiдно систе-

мою, спряженою до системи (3.2.2), буде система (3.2.1). Якщо записати

системи (3.2.1) та (3.2.2) у матричнiй формi, то вiдповiдно матимемо:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝐴𝑇 (𝑡)𝑦,

де 𝐴𝑇 (𝑡) – матриця, транспонована до матрицi 𝐴(𝑡).
Нехай 𝑥 𝑗 (𝑡) ( 𝑗 = 1,𝑛) – довiльний розв’язок системи (3.2.1), а 𝑦 𝑗 (𝑡)

( 𝑗 = 1,𝑛) – довiльний розв’зок системи (3.2.2). Розглянемо:

𝑑

𝑑𝑡

(
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥 𝑗 (𝑡)𝑦 𝑗 (𝑡)
)
=

𝑛∑︁
𝑗=1

(
𝑑𝑥 𝑗

𝑑𝑡
𝑦 𝑗 + 𝑥 𝑗

𝑑𝑦 𝑗

𝑑𝑡

)
=
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=
𝑛∑
𝑗=1

[(
𝑛∑

𝑘=1
𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡)𝑥𝑘

)
𝑦 𝑗 + 𝑥 𝑗

(
−

𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑗 (𝑡)𝑦𝑘

)]
=

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘=1

(𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡)𝑥𝑘𝑦 𝑗 − 𝑎𝑘 𝑗 (𝑡)𝑥 𝑗 𝑦𝑘) =

=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡)𝑥𝑘𝑦 𝑗 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑘 𝑗 (𝑡)𝑥 𝑗 𝑦𝑘 ≡ 0.

Звiдси випливає, що

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦 𝑗 (𝑡)𝑥 𝑗 (𝑡) = const. (3.2.3)

Це означає, що лiнiйна форма змiнних 𝑥1, 𝑥2,..., 𝑥𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦 𝑗 (𝑡)𝑥 𝑗

є перший iнтеграл системи (3.2.1). Отже, знання одного частинного розв’язку

системи (3.2.2) дозволяє без iнтегрування отримати один перший iнтеграл

системи (3.2.1), причому його лiва частина є лiнiйна функцiя вiд шуканих

змiнних 𝑥1, 𝑥2,..., 𝑥𝑛.

Якщо вiдома ФСР системи (3.2.2):

©­­­­­­«
𝑦11(𝑡)
𝑦12(𝑡)

...

𝑦1𝑛(𝑡)

ª®®®®®®¬
,

©­­­­­­«
𝑦21(𝑡)
𝑦22(𝑡)

...

𝑦2𝑛(𝑡)

ª®®®®®®¬
,...,

©­­­­­­«
𝑦𝑛1(𝑡)
𝑦𝑛2(𝑡)

...

𝑦𝑛𝑛(𝑡)

ª®®®®®®¬
,

то, пiдставляючи цi розв’язки у вiдповiднiсть (3.2.3), отримаємо 𝑛 незале-

жних перших iнтегралiв системи (3.2.1):

𝑦11(𝑡)𝑥1 + 𝑦12(𝑡)𝑥2 + ... + 𝑦1𝑛(𝑡)𝑥𝑛 = 𝐶1,

𝑦21(𝑡)𝑥1 + 𝑦22(𝑡)𝑥2 + ... + 𝑦2𝑛(𝑡)𝑥𝑛 = 𝐶2,

. . .

𝑦𝑛1(𝑡)𝑥1 + 𝑦𝑛2(𝑡)𝑥2 + ... + 𝑦𝑛𝑛(𝑡)𝑥𝑛 = 𝐶𝑛,

тобто загальний iнтеграл системи (3.2.1). Таким чином, задача iнтегрування

системи (3.2.1) рiвнозначна задачi iнтегрування спряженої до неї систе-

ми (3.2.2). Спiввiдношення (3.2.3) є окремим випадком бiльш загального
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спiввiдношення. Нехай 𝑢 𝑗 (𝑡) ( 𝑗 = 1, 𝑛) – частинний розв’язок неоднорiдної

системи:
𝑑𝑢 𝑗

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡)𝑢𝑘 + 𝑓 𝑗 (𝑡), 𝑗 = 1, 𝑛. (3.2.4)

Тодi:
𝑑

𝑑𝑡

(
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦 𝑗 (𝑡)𝑢 𝑗 (𝑡)
)
=

𝑛∑︁
𝑗=1

(
𝑑𝑦 𝑗

𝑑𝑡
𝑢 𝑗 + 𝑦 𝑗

𝑑𝑢 𝑗

𝑑𝑡

)
=

=

𝑛∑︁
𝑗=1

[(
−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑗 (𝑡)𝑦𝑘

)
𝑢 𝑗 + 𝑦 𝑗

(
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡)𝑢𝑘

)]
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦 𝑗 𝑓 𝑗 (𝑡) =

= −
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑗 (𝑡)𝑦𝑘𝑢 𝑗 +
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡)𝑦 𝑗𝑢𝑘 +
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦 𝑗 𝑓 𝑗 (𝑡) =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦 𝑗 𝑓 𝑗 (𝑡). (3.2.5)

Звiдси:
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦 𝑗 (𝑡)𝑢 𝑗 (𝑡) =
∫ (

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦 𝑗 (𝑡) 𝑓 𝑗 (𝑡)
)
𝑑𝑡. (3.2.6)

З (3.2.6) при 𝑓 𝑗 (𝑡) ≡ 0 отримуємо спiввiдношення (3.2.3).
Зi спiввiдношення (3.2.3) випливає зв’язок мiж матрицантами систем

(3.2.1) та (3.2.2). Якщо 𝑋 (𝑡) – матрицант системи (3.2.1), а 𝑌 (𝑡) – матрицант

системи (3.2.2), то

𝑋𝑇 (𝑡)𝑌 (𝑡) = 𝐸. (3.2.7)

Або вiдповiдно:

𝑋𝑇 (𝑡)𝑌 (𝑡) = 𝐸.

Тобто

𝑋 (𝑡) = (𝑌𝑇 (𝑡))−1, 𝑌 (𝑡) = (𝑋𝑇 (𝑡))−1

Система (3.2.1) називається самоспряженою, якщо вона збiгається зi

спряженою до неї системою (3.2.2). Коефiцiєнти самоспряженої системи

повиннi задовольняти умовi:

𝑎𝑘 𝑗 (𝑡) = −𝑎 𝑗 𝑘 (𝑡) ( 𝑗 , 𝑘 = 1, 𝑛). (3.2.8)

Отже, дiагональнi коефiцiєнти самоспряженої системи рiвнi нулю. Зi

спiввiдношення (3.2.3) випливає, що всякi два розв’язки 𝑥11, 𝑥12,..., 𝑥1𝑛 i
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𝑥21, 𝑥22,..., 𝑥2𝑛 самоспряженої системи пiдпорядкованi умовi:

𝑥11𝑥21 + 𝑥12𝑥22 + ... + 𝑥1𝑛𝑥2𝑛 = const. (3.2.9)

Зокрема, для будь-якого частинного розв’язку 𝑥1, 𝑥2,..., 𝑥𝑛 самоспряженої

системи маємо:

𝑥21 + 𝑥22 + ... + 𝑥2𝑛 = const. (3.2.10)

Звiдси випливає, що будь-який частинний розв’язок самоспряженої систе-

ми з неперервними коефiцiєнтами обмежено по всьому промiжку (−∞, +∞).
Крiм того, звiдси випливає, що порядок самоспряженої системи завжди

можна знизити на одиницю, оскiльки вона має перший iнтеграл (3.2.10).
Для матрицанта 𝑋 (𝑡) самоспряженої системи маємо: 𝑋𝑇 (𝑡)𝑋 (𝑡) = 𝐸 , тобто

𝑋−1(𝑡) = 𝑋𝑇 (𝑡).

Приклад 1. Розглянемо систему 2-х рiвнянь:

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑝(𝑡)𝑥2,

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= −𝑝(𝑡)𝑥1. (3.2.11)

Неважко бачити, що система (3.2.11) самоспряжена. Вона припускає

перший iнтеграл 𝑥21 + 𝑥22 = 𝐶1 i завжди iнтегрується у квадратурах. Не

складно знайти матрицант цiєї системи:

𝑋 (𝑡) =
©­­­­­«
𝑐𝑜𝑠

(
𝑡∫

0

𝑝(𝜏)𝑑𝜏
)

𝑠𝑖𝑛

(
𝑡∫

0

𝑝(𝜏)𝑑𝜏
)

−𝑠𝑖𝑛
(

𝑡∫
0

𝑝(𝜏)𝑑𝜏
)

𝑐𝑜𝑠

(
𝑡∫

0

𝑝(𝜏)𝑑𝜏
)ª®®®®®¬

.

Розглянемо характеристичне рiвняння для системи (3.2.1):�����������
𝑎11(𝑡) − 𝜆 𝑎12(𝑡) . . . 𝑎1𝑛(𝑡)
𝑎21(𝑡) 𝑎22(𝑡) − 𝜆 . . . 𝑎2𝑛(𝑡)

...
...

...
...

𝑎𝑛1(𝑡) 𝑎𝑛2(𝑡) . . . 𝑎𝑛𝑛(𝑡) − 𝜆

�����������
= 0. (3.2.12)
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I вiдповiдне рiвняння для спряженої системи (3.2.2):�����������
−𝑎11(𝑡) − 𝜆 −𝑎21(𝑡) . . . −𝑎𝑛1(𝑡)
−𝑎12(𝑡) −𝑎22(𝑡) − 𝜆 . . . −𝑎𝑛2(𝑡)

...
...

...
...

−𝑎1𝑛(𝑡) −𝑎2𝑛(𝑡) . . . −𝑎𝑛𝑛(𝑡) − 𝜆

�����������
= 0. (3.2.13)

Неважко побачити, що рiвняння (3.2.13) виходить iз рiвняння (3.2.12)
замiною 𝜆 на −𝜆. Тому коренi рiвняння (3.2.13) вiдрiзняються вiд коренiв

𝜆1(𝑡), 𝜆2(𝑡),..., 𝜆𝑛(𝑡) рiвняння (3.2.12) тiльки знаком.

Повернемося тепер до системи зi сталими коефiцiєнтами:

𝑑𝑥 𝑗

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎 𝑗 𝑘𝑥𝑘 , 𝑗 = 1, 𝑛. (3.2.14)

Їй спряжена:
𝑑𝑦 𝑗

𝑑𝑡
= −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑗 𝑦𝑘 , 𝑗 = 1, 𝑛. (3.2.15)

Нехай 𝜆 – власне значення матрицi 𝐴 = (𝑎 𝑗 𝑘) 𝑗 , 𝑘 = 1, 𝑛 кратностi 𝑝. Ма-

трицею системи (3.2.15) буде −𝐴𝑇 . Число −𝜆 буде її власним значенням тiєї

ж кратностi 𝑝. Знайдемо число жорданових клiтин порядку 𝑚, що вiдпо-

вiдають числу −𝜆 у ЖНФ матрицi −𝐴𝑇 . Воно визначається за формулою

(2.2.2):

rang(−𝐴𝑇 + 𝜆𝐸)𝑚−1 + 2rang(−𝐴𝑇 + 𝜆𝐸)𝑚 + rang(−𝐴𝑇 + 𝜆𝐸)𝑚+1 =

= rang(𝐴𝑇 − 𝜆𝐸)𝑚−1 + 2rang(𝐴𝑇 − 𝜆𝐸)𝑚 + rang(𝐴𝑇 − 𝜆𝐸)𝑚+1 =

= rang(𝐴 − 𝜆𝐸)𝑚−1 + 2rang(𝐴 − 𝜆𝐸)𝑚 + rang(𝐴 − 𝜆𝐸)𝑚+1,

тобто шукане число клiтин збiгається з числом жорданових клiтин порядку

𝑚, вiдповiдних числу 𝜆 в ЖНФ матрицi 𝐴. А звiдси випливає, що коренi 𝜆 та

−𝜆 характеристичних рiвнянь для систем (3.2.14), (3.2.15) мають не тiльки

однакову кратнiсть 𝑝, але цим коренням в обох системах вiдповiдає однако-

ва кiлькiсть груп розв’язкiв (клiтин Жордана, елементарних дiльникiв) з

однаковим числом розв’язкiв у вiдповiдних групах (однаковi розмiрностi

жорданових клiтин, кратностi елементарних дiльникiв). Зокрема, самоспря-

жена система поряд з кожним власним значенням 𝜆 своєї матрицi матиме i
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власне значення −𝜆 тiєї ж кратностi i з тим самим числом клiтин Жордана

з тими самими їх розмiрностями.

Оскiльки матрицантом системи (3.2.14) є матриця 𝑒𝐴𝑡, а матрицантом

спряженої їй системи (3.2.15) – матриця 𝑒−𝐴
𝑇 𝑡, то з (3.2.7) отримуємо

наступнi кориснi спiввiдношення для матричної експоненти:

(𝑒𝐴𝑡)𝑇 = (𝑒−𝐴𝑇 𝑡)−1 = 𝑒𝐴
𝑇 𝑡 , (𝑒𝐴)𝑇 = 𝑒𝐴𝑇 ,

(𝑒−𝐴𝑇 𝑡)𝑇 = (𝑒𝐴𝑡)−1 = 𝑒−𝐴𝑡 . (3.2.16)

Приклад 2. Розглянемо знову систему (2.3.7). Їй спряженою буде система

𝑑𝑦1

𝑑𝑡
= 4𝑦2 + 2𝑦3,

𝑑𝑦2

𝑑𝑡
= −𝑦1 − 4𝑦2 − 𝑦3,

𝑑𝑦3

𝑑𝑡
= −2𝑦3. (3.2.17)

з матрицею

𝐵 = −𝐴𝑇 =

©­­­«
0 4 2

−1 −4 −1
0 0 −2

ª®®®¬ .
Вона має 3-кратне власне значення 𝜆 = −2, i ЖНФ матрицi 𝐵 за своєю

структурою збiгається iз ЖНФ матрицi 𝐴:

𝐽 =

©­­­«
−2 0 0

1 −2 0

0 0 −2

ª®®®¬ .
Звiдси нескладно отримати матрицант системи (3.2.16):

𝑌 (𝑡) =
©­­­«
(2𝑡 + 1)𝑒−2𝑡 4𝑡𝑒−2𝑡 2𝑡𝑒−2𝑡

−𝑡𝑒−2𝑡 (−2𝑡 + 1)𝑒−2𝑡 −𝑡𝑒−2𝑡

0 0 𝑒−2𝑡

ª®®®¬ .
Неважко переконатися у виконаннi спiввiдношення (3.2.7). Можна видi-

лити групи розв’язкiв:

©­­­«
2𝑡 + 1 4𝑡

−𝑡 −2𝑡 + 1

0 0

ª®®®¬ 𝑒
−2𝑡 ,

©­­­«
1

0

−1

ª®®®¬ 𝑒
−2𝑡

(друга група виходить як рiзниця першого i третього стовпцiв матрицанта).
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Лiнiйнi неоднорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами

Розглянемо систему:
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 + 𝑓 (𝑡), (3.3.1)

де 𝐴 = (𝑎 𝑗 𝑘), 𝑗 , 𝑘 = 1, 𝑛 – матриця зi сталими коефiцiєнтами,

𝑓 (𝑡) =colon( 𝑓1(𝑡),..., 𝑓𝑛(𝑡)) вектор з неперервними 2𝜋-перiодичними компо-

нентами.

Розглянемо також однорiдну систему, що вiдповiдає системi (3.3.1):

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥. (3.3.2)

Оскiльки матрицант системи (3.3.2) є матриця 𝑒𝐴𝑡, то вiдповiдно до

формули (1.3.3) вектор-функцiя

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑐 +
𝑡∫

0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏 (3.3.3)

(𝑐 – сталий вектор) є загальним розв’язком системи (3.3.1). Виберемо вектор

𝑐 так, щоб вектор-функцiя 𝑥(𝑡) була 2𝜋 -перiодичною, тобто, щоб ∀𝑡 викону-

валось 𝑥(𝑡 + 2𝜋) = 𝑥(𝑡). Зокрема, має виконуватись рiвнiсть 𝑥(2𝜋) − 𝑥(0) = 0.

Звiдси маємо:

𝑥(2𝜋) − 𝑥(0) = 𝑒2𝜋𝐴𝑐 − 𝑐 +
2𝜋∫

0

𝑒𝐴(2𝜋−𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏 =

= (𝑒2𝜋𝐴 − 𝐸)𝑐 +
2𝜋∫

0

𝑒𝐴(2𝜋−𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏 = 0. (3.3.4)

Якщо, зокрема, 𝑓 (𝑡 ≡ 0), то

(𝑒2𝜋𝐴 − 𝐸)𝑐 = 0. (3.3.5)

Система (3.3.5) визначає сталий вектор 𝑐 = 𝑐∗, при якому вектор-функцiя

𝑒𝐴𝑡 · 𝑐∗ є 2𝜋-перiодичним розв’язком однорiдної системи (3.3.2). Система

(3.3.5) має ненульовий розв’язок тодi i лише тодi, коли 𝑑𝑒𝑡 (𝑒2𝜋𝐴 − 𝐸) = 0,

тобто коли серед власних значень матрицi 𝑒2𝜋𝐴 є рiвнi 1. Нехай 𝜆1,..., 𝜆𝑛
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– повна система власних значень матрицi 𝐴. Тодi, як доводиться в теорiї

матриць, 𝑒𝜆1,..., 𝑒𝜆𝑛 – повна система власних значень матрицi 𝑒2𝜋𝐴. Оскiльки

1 = 𝑒2𝜋𝑖𝑝, де 𝑝 – цiле число, то звiдси випливає, що для того, щоб матриця

𝑒2𝜋𝐴 мала власнi значення, рiвнi 1, необхiдно i достатньо, щоб матриця 𝐴

мала власнi значення виду 𝑖𝑝. Отже, однорiдна система (3.3.2) матиме 2𝜋-

перiодичнi розв’язки тодi i лише тодi, коли матриця 𝐴 має власнi значення

виду 𝑖𝑝 де 𝑝 – цiле число (зокрема, нульовi власнi значення). Тобто ми

iншим способом отримали результат, ранiше отриманий в п. 6 на основi

аналiзу ЖНФ матрицi 𝐴.

Дослiджуємо тепер неоднорiдну систему (3.3.1) та зв’язану з нею систему

лiнiйних рiвнянь алгебри (3.3.4). Розглянемо окремо два випадки.

1-й випадок. Матриця 𝐴 немає власних значень виду 𝑖𝑝, де 𝑝 – цiле

число. Такий випадок називатимемо нерезонансним. Тодi det(𝑒2𝜋𝐴 − 𝐸) ≠ 0,

i система (3.3.4) має єдиний розв’язок

𝑐∗ = −(𝑒2𝜋𝐴 − 𝐸)−1
2𝜋∫

0

𝑒𝐴(2𝜋−𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏.

Отже, система (3.3.1) має єдиний 2𝜋-перiодичний розв’язок, вираз для

якого виходить пiдстановкою 𝑐∗ в (3.3.3). Але можна отримати бiльш

компактну формулу для цього 2𝜋-перiодичного розв’язку. Виходитимемо з

рiвностi 𝑥(𝑡 + 2𝜋) = 𝑥(𝑡). Тодi з (3.3.3) маємо:

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡

(
𝑐 +

𝑡∫
0

𝑒−𝐴𝜏 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏
)
,

𝑥(𝑡 + 2𝜋) = 𝑒𝐴(𝑡+2𝜋)

(
𝑐 +

𝑡+2𝜋∫
0

𝑒−𝐴𝜏 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏
)
=

= 𝑒𝐴(𝑡+2𝜋)

(
𝑐 +

𝑡∫
0

𝑒−𝐴𝜏 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏 +
𝑡+2𝜋∫
𝑡

𝑒−𝐴𝜏 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏
)
=

= 𝑒𝐴(𝑡+2𝜋)

(
𝑒−𝐴𝑡𝑥(𝑡) +

𝑡+2𝜋∫
𝑡

𝑒−𝐴𝜏 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏
)
= 𝑥(𝑡).

Або, тому що 𝑒𝐴(𝑡+2𝜋) = 𝑒2𝜋𝐴 · 𝑒𝐴𝑡:

𝑒2𝜋𝐴

(
𝑥(𝑡) + 𝑒𝐴𝑡

𝑡+2𝜋∫
𝑡

𝑒−𝐴𝜏 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏
)
= 𝑥(𝑡).
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В останньому iнтегралi зробимо пiдстановку 𝜏 = 𝑡 + 2𝜋 − 𝑠. Тодi

𝑒2𝜋𝐴

(
𝑥(𝑡) + 𝑒𝐴𝑡

2𝜋∫
𝑡

𝑒−𝐴(𝑡+2𝜋−𝑠) 𝑓 (𝑡 + 2𝜋 − 𝑠)𝑑𝑠
)
= 𝑥(𝑡).

Або з урахуванням 2𝜋-перiодичностi вектор-функцiї 𝑓 (𝑡):

𝑒2𝜋𝐴

(
𝑥(𝑡) + 𝑒𝐴𝑡

2𝜋∫
0

𝑒−𝐴(𝑡+2𝜋−𝑠) 𝑓 (𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠
)
= 𝑒2𝜋𝐴𝑥(𝑡) +

2𝜋∫
0

𝑒𝐴𝑠 𝑓 (𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠 = 𝑥(𝑡).

Дозволяючи це рiвняння вiдносно 𝑥(𝑡), отримуємо:

𝑥(𝑡) = (𝐸 − 𝑒2𝜋𝐴)−1
2𝜋∫

0

𝑒𝐴𝑡 𝑓 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏. (3.3.6)

Таким чином, справедлива теорема:

Теорема. У нерезонансному випадку система (3.3.1) має єдиний 2𝜋-

перiодичний розв’язок при будь-якiй 2𝜋-перiодичнiй вектор-функцiї 𝑓 (𝑡), i

цей розв’язок виражається формулою (3.3.6).
2-й випадок. Матриця 𝐴 має власнi значення виду 𝑝𝑖, де 𝑝 – цiле число.

Такий випадок називається резонансним. Тодi виконано рiвнiсть

det(𝑒2𝜋𝐴 − 𝐸) = 0, i система (3.3.4) матиме розв’язок лише в тому випад-

ку, коли вектор-функцiя 𝑓 (𝑡) задовольняє деяким додатковим умовам, до

висновку яких ми зараз переходимо.

Припустимо для певностi, що матриця 𝐴 має нульове власне значення,

якому ЖНФ матрицi 𝐴 вiдповiдає 𝑘 клiтин, i 𝑟 пар чисто уявних власних

значень виду ±𝑖𝑝 𝑗 ( 𝑗 = 1, 𝑟), де 𝑝1,..., 𝑝𝑟 – натуральнi числа, причому

кожному власному значенню такiй парi вiдповiдає 𝑘 𝑗 жорданових клiтин.

Тодi система (3.3.2) має 𝑚-параметричне (𝑚 = 𝑘 +2𝑘1+ ...+2𝑘𝑟) сiмейство 2𝜋

- перiодичних розв’язкiв 𝜑(𝑡) = 𝑐1𝜑
(1) (𝑡) + ... + 𝑐𝑚𝜑(𝑚) (𝑡), де 𝜑(1) (𝑡),...,𝜑(𝑚) (𝑡)

– лiнiйно незалежнi 2𝜋-перiодичнi розв’язки системи (3.3.2), 𝑐1,..., 𝑐𝑚 –

довiльнi сталi. Звiдси випливає, що система
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝐴𝑇 𝑦, (3.3.7)

спряжена системi (3.3.2), також має 𝑚-параметричне сiмейство 2𝜋 - перiо-

дичних розв’язкiв 𝜓(𝑡) = 𝑐∗1𝜓
(1) (𝑡) + ... + 𝑐∗𝑚𝜓

(𝑚) (𝑡), де 𝜓 ( 𝑗) (𝑡) =
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=colon(𝜓 𝑗1(𝑡),..., 𝜓 𝑗𝑛(𝑡)) ( 𝑗 = 1, 𝑚) – лiнiйно незалежнi 2𝜋 - перiодичнi

розв’язки системи (3.3.7). Позначимо:

Ψ(𝑡) =

©­­­­­­«
𝜓11(𝑡) 𝜓21(𝑡) . . . 𝜓𝑚1(𝑡)
𝜓12(𝑡) 𝜓22(𝑡) . . . 𝜓𝑚2(𝑡)

...
...

...
...

𝜓1𝑛(𝑡) 𝜓2𝑛(𝑡) . . . 𝜓𝑚𝑛(𝑡)

ª®®®®®®¬
.

Оскiльки 𝑒𝐴𝑡 – матрицант системи (3.3.2), то ∀ℎ =const матриця 𝑒𝐴(𝑡−ℎ)

буде матрицею ФСР системи (3.3.2). Тодi iз спiввiдношень (3.2.3) мiж

розв’язками спряжених систем отримаємо:

Ψ𝑇 (𝑡)𝑒𝐴(𝑡−ℎ) = 𝐵, (3.3.8)

де 𝐵 - стала 𝑚×𝑛-матриця. Вважаючи (3.3.8) 𝑡 = ℎ, отримаємо, що 𝐵 = Ψ𝑇 (ℎ)
i т.ч.

Ψ𝑇 (𝑡)𝑒𝐴(𝑡−ℎ) = Ψ𝑇 (ℎ). (3.3.9)

Вважаючи в (3.3.9) ℎ = 0, отримаємо:

Ψ𝑇 (𝑡)𝑒𝐴𝑡 = Ψ𝑇 (0). (3.3.10)

Вважаючи в (3.3.9) 𝑡 = 2𝜋, ℎ = 𝜏, отримаємо:

Ψ𝑇 (2𝜋)𝑒𝐴(2𝜋−𝜏) = Ψ𝑇 (𝜏). (3.3.11)

Помножимо тепер обидвi частини векторного рiвняння (3.3.4) злiва на

матрицю Ψ𝑇 (2𝜋). Отримаємо:

Ψ𝑇 (2𝜋) (𝑒2𝜋𝐴 − 𝐸)𝑐 +
2𝜋∫

0

Ψ𝑇 (2𝜋)𝑒𝐴(2𝜋−𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏 = 0.

Враховуючи (3.3.10), (3.3.11):

(Ψ𝑇 (0) − Ψ𝑇 (2𝜋))𝑐 +
2𝜋∫

0

Ψ𝑇 (𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏 = 0.
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Але оскiльки матриця Ψ𝑇 (𝑡) є 2𝜋-перiодичною, то Ψ𝑇 (0) − Ψ𝑇 (2𝜋) = 0.

Отже, векторне рiвняння (3.3.4) буде розв’язане тодi i тiльки тодi, коли

вектор-функцiя 𝑓 (𝑡) задовольняє спiввiдношенню:

2𝜋∫
0

Ψ𝑇 (𝜏) 𝑓 (𝜏)𝑑𝜏 = 0. (3.3.12)

Це спiввiдношення є необхiдною та достатньою умовою iснування 2𝜋-

перiодичних розв’язкiв системи (3.3.1). Таким чином, справедлива така

теорема:

Теорема. Для того, щоб у резонансному випадку система (3.3.1) допу-

скала 2𝜋-перiодичнi розв’язки, необхiдно i достатньо, щоб вектор функцiя

𝑓 (𝑡) задовольняла спiввiдношенню (3.3.12).
Якщо спiввiдношення (3.3.12) виконано, то система (3.3.1) буде допускати

не один 2𝜋-перiодичний розв’язок, як було в нерезонансному випадку, а 𝑚 -

параметричне сiмейство таких розв’язкiв:

𝑥(𝑡) = 𝑀1𝜑
(1) (𝑡) + ... + 𝑀𝑚𝜑

(𝑚) (𝑡) + 𝑥∗(𝑡),

де 𝑥∗(𝑡) – якийсь частинний 2𝜋-перiодичний розв’язок.

У покомпонентнiй формi спiввiдношення (9.12) має вигляд:

𝑛∑︁
𝑘=1

2𝜋∫
0

𝜓 𝑗 𝑘 (𝑡) 𝑓𝑘 (𝑡)𝑑𝑡 = 0, 𝑗 = 1, 𝑚 (3.3.13)

Приклад 1. Знайдемо умови iснування 2𝜋-перiодичних розв’язкiв рiвняння

𝑑4𝜉

𝑑𝑡4
+ 𝑘2

𝑑2𝜉

𝑑𝑡2
= 𝑞(𝑡), (3.3.14)

де 𝑞(𝑡) – 2𝜋-перiодична функцiя, 𝑘 ∈ N.

Вводячи 𝑥1 = 𝜉, 𝑥2 = ¤𝜉, 𝑥3 = ¥𝜉, 𝑥4 = 𝜉, запишемо рiвняння (3.3.14) у

виглядi еквiвалентної системи:

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑥2,

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑥3,

𝑑𝑥3

𝑑𝑡
= 𝑥4,

𝑑𝑥4

𝑑𝑡
= −𝑘2𝑥3 + 𝑞(𝑡).

Або в матричнiй формi:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 + 𝑓 (𝑡),
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де

𝐴 =

©­­­­­­«
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 −𝑘2 0

ª®®®®®®¬
, 𝑓 (𝑡) =

©­­­­­­«
0

0

0

𝑞(𝑡)

ª®®®®®®¬
.

Вiдповiдну однорiдну систему було нами розглянуто у п. 3.1. Там ми

з’ясували, що вона має 3-параметричну родину 2𝜋-перiодичних розв’язкiв.

Аналогiчне сiмейство тодi повинна мати i їй спряжена система, що має

вигляд:
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝐴𝑇 𝑦. (3.3.15)

Або в покомпонентнiй формi:

𝑑𝑦1

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑦2

𝑑𝑡
= −𝑦1,

𝑑𝑦3

𝑑𝑡
= −𝑦2 + 𝑘2𝑦4,

𝑑𝑦4

𝑑𝑡
= −𝑦3.

Використовуючи викладенi вище методи, нескладно отримати матрицант

системи (3.3.15):

𝑌 (𝑡) =

©­­­­­­«
1 0 0 0

−𝑡 1 0 0
1
𝑘2

− 1
𝑘2
𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 −1

𝑘
𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡

− 1
𝑘2

+ 1
𝑘3
𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 1

𝑘2
− 1

𝑘2
𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 −1

𝑘
𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡

ª®®®®®®¬
.

Видiляючи лiнiйно незалежнi 2𝜋-перiодичнi розв’язки, запишемо матри-

цю:

Ψ(𝑡) =

©­­­­­­«
0 0 0

𝑘2 0 0

−𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 −𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡

ª®®®®®®¬
.

Таким чином, умови (3.3.12) набувають вигляду:

2𝜋∫
0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0,

2𝜋∫
0

𝑞(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡𝑑𝑡 = 0,

2𝜋∫
0

𝑞(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡𝑑𝑡 = 0.
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ВИСНОВОК

У роботi дослiджено перiодичнi розв’язки лiнiйних систем диференцi-

альних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, що є важливим аспектом для

моделювання динамiчних процесiв у природничих i технiчних науках. Були

розiбранi методи побудови фундаментальних систем розв’язкiв для таких си-

стем, що дозволяє знаходити загальнi розв’язки як для однорiдних, так i для

неоднорiдних систем. Особливу увагу придiлено випадкам простих i кратних

коренiв характеристичного рiвняння, а також застосуванню Жорданової

нормальної форми, що значно спрощує розв’язання систем iз кратними

коренями.

Дослiджено умови iснування перiодичних розв’язкiв та методи їх зна-

ходження для рiзних типiв лiнiйних систем. Це дослiдження є важливим

для моделювання циклiчних процесiв у таких галузях, як електротехнiка,

механiка, бiологiя та економiка. Результати роботи сприяють глибшому

розумiнню поведiнки лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь зi сталими

коефiцiєнтами i мають важливе значення для подальшого розвитку як

теоретичних, так i прикладних дослiджень.

Проведене дослiдження пiдкреслює важливiсть теоретичного аналiзу

лiнiйних диференцiальних систем та демонструє практичну значущiсть

перiодичних розв’язкiв для моделювання i керування реальними процесами.

Отриманi методи та результати можуть бути використанi для аналiзу i

прогнозування динамiчних систем, що мають перiодичну поведiнку.
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