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Вступ 

Приведения рiвнянь тeopii пружностi до системи трьох рiвнянь Ламе. 

Систему рiвнянь теорi1 пружностi можна звести до трьох рiвнянь щодо 

перемiщень. Для цього знайдемо в рiвняннях рiвноваги навантаження через 

деформацi1, використовуючи закон Гука, а самi деформацi1 знайдемо через 

перемiщення за допомогою спiввiдношень Кошi. В результатi приходимо до 

системи трьох рiвнянь Ламе, що мiстять тiльки перемiщення тiла: 

ае 
GЛИ +ел+ G) ах+ Х =О 

ае 
GЛV +ел+ G) ау+ У= О 

ае 
GЛW +ел+ G) az + Z =О 

де 

Розглянутi досi рiвняння теорi1 пружностi ставилися до випадку, коли пло 

знаходиться в рiвновазi i вiдсутнiй рух, тобто коли всi величини не залежать вiд 

часу. Для розрахунку в залежностi вiд часу слiд скористатися принципом 

Даламбера, згiдно з яким щоб перейти вiд рiвнянь рiвноваги до рiвнянь руху 

необхiдно додати сили iнерцi1. Сила iнерцi1 е об'емним навантаженням i тому П 

величина може бути обчислена як добуток iнтенсивностi цього навантаження 

на об'ем П розподiлу.Таким чином iнтенсивностi сил iнерцi1 уздовж осей 

о о . 
0 

. . . a2u a2v a2w 
х, у 1 z дор1внюватимуть в1дпов1дно -р дt2 , -р дt2 , -р at2 · 

Рiвняння прийматимуть такий вигляд: 

ае а 2 И 
ели+ ел+ G) ах+ х - Р atz =о 

ае a2v 
GЛV +ел+ G) ау+ У - р atz = О 
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• 
д8 д 2W 

GЛW + (Л. + G) дz + Z - р дt2 = О 

Врахуемо тепер ефекти викликанi змiною температури тiла. Спочатку стрижень 

довжини /. При змiнi його температури на величину Т його довжина змiниться 

на ЛZ. Вiдносне подовження стрижня пропорцiйно зм1н1 його температури: 

Е = дl = аТ 
l 

Де а -коефiцiент лiнiйного розширення. Якщо тепер ми розглянемо деформацi1 

елементарного паралелепiпеда, то його ребра отримають додатковi лiнiйнi 

деформацii, рiвнi аТ, то це вiдiб'еться на формулюваннi закону Гука, який 

матиме вигляд: 

.. 

1 
Ех = Е [ах - µ(ау+ az)] +ат 

1 
Еу = Е [ау - µ(ах+ az)] + аТ 

1 
Ez = - [ az - µ(ах + ау)] + аТ 

Е 

Запишемо отриманi формули вiдносно напружень, отримаемо: 

··• ах = Л.8 + 2GEx - (ЗЛ. + 2G)aT 

ау = Л.8 + 2GEy - (ЗЛ. + 2G)aT 

az = Л.8 + 2GEz - (ЗЛ. + 2G)aT 

Використовуючи цi спiввiдношення при виведеннi рiвнянь Ламе, отримаемо 1х 

з урахуванням сил iнерцi1 i температури: 

д8 д 2 И ' 
GЛU + (Л. + G) дХ + Х - р дt2 = (ЗЛ. + 2G)aT 

д8 д 2V 
GЛV + (Л+ G) ду + У-р дt2 = (ЗЛ. + 2G)aT· 

д8 a2 w , 
GЛW + (Л. + G) дz + Z - р дt2 = (ЗЛ. + 2G)aT 
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Фундаментальна матриця. Фундаментальний розв'язок. Неособливi 

rраничпi умови i базисна матриця . 

Роль функцi1 Грiна в разi систем диференцiйних рiвнянь виконують матрицi 

Грiна. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь, яку можна записати у 

вигляд1: 

Матрицю 

P0 (x)z' (х) + Р1 (x)z(x) = f(x), а< х < Ь 

z(x) = llzj(x)\j:-1,f(x) = llf(x)llH-1 

Рт(х) == j\P/i11:-1
, (m == 0,1; P/k == 0,j * k) 

Ф(х, () == \\<pi,k (х, () 11:-1 

назвемо фундаментальною, якщо матриця-стовпець 

ь 
z(x) == fa Ф(х, ()[(() d( 

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 

називаеться розв'язком рiвняння (1.1) для матрицi-стовпця f(x). 

Фундаментальним розв 'язком матричного диференцiального рiвняння ( 1.1) 

будемо називати матрицю 

з вiдмiнним вiд нуля визначником 

det Z(x) == detllzi,k(x) 11:-1 * О 
i задовольняе матричному рiвнянюо 

P0 (x)Z' + P1 (x)Z =О, а< х < Ь 

Введемо числовi матрицi 

n-l 11 lln-l 11 lln-l У == llYj 11 0 , А == aj,k 0 
1 В == /3j,k 0 

i визначимо граничний функцiонал 

И== Az(a) + Bz(b) 

причому дiя його на матрицi вiд двох змiнних типу (1.2) задамо формулами 

И(Ф) == АФ(а, () + ВФ(Ь, () 

U(Ф) == Ф(х, а)А + Ф(х, Ь)В 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 
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Поставимо як i в скалярному випадку (1.8) неоднор1дну, пiводнорiдну 1 

однорiдну крайову задачу для рiвняння (1.1 ): 

P0z' + P1 z = f,a < х < Ь, И[z] =у (1.9) 

P0z' + P1z = f, а< х < Ь, И[z] =О 
P0 z' + P1z =О, а< х < Ь, U[z] =О 

(1 .1 О) 

(1.11) 

I введемо поняття неособливих крайових умов. Останнi називаються 

неособливими,якrцо 

det U[z] =f:. О, U[z] = Az(a) + Bz(b) (1 .12) 

При неособливих крайових умовах однорiдна крайова задача ( 1.11) мае тiльки 

тривiальний розв 'язок i навпаки. Якщо однорiдна крайова задача ( 1.11) мае 

тiльки тривiальний розв'язок, то мае мiсце (1.12). 

Розв'язок ф(х) = llФj,kll:-l крайово1 задачi 

Р о Ф' + Р 1 Ф = о, а < х < ь, и [ Ф] = I, I = 11ojk11 :-1 
(1.13) 

будемо називати базисною матрицею крайових задач (1.9-1.11 ). Така матриця 

при неособливих крайових умовах iснуе i як легко переконатися визначаеться 

формулами 

ф(х) = ZC, С = (U[z])-1 (1 .14) 

Матриця Грiна 

Матрицею Грiна крайово1 задачi (1.1 О) будемо називати матрицю 

G (х, () = llBi,k(x, () 11:-1
, через яку Гi розв'язок при довiльнiй f (х) виражаеться 

формулою 

ь 

z(x) = L G(x,()f(()d( 

Якщо вiдрмi базисна i фундаментальнi матрицi, то матриця Грiна записуеться 

G(x, () = Ф(х, () - ф(х)И[Ф] 

Якщо е двi граничних умови, то матриця Грiна приймае такий вигляд: 
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1 

с с z, () = Ф с z, () - L Ф j с z) с uj [ Ф с z, ()]) 
j=O 

Побудова фундаментального розв'язку для системи диференцiальних 

рiвнянь з постiйними коефiцiснтами. 

Якщо матрицi Р m постiйнi, то не обмежуючи загальност1 розв 'язку можна 

записати у вигляд1 

z'(x) - Л.Рz(х) = f(x), а< х < Ь (1.15) 

де Л -комплексний параметр, Р = llPi,k(x, () 11:-1 постiйна матриця. 

Зазначимо спосiб побудови фундаментального розв'язку рiвняння (1.15), тобто 

розв 'язок матричного рiвняння 

z'(x) - ЛРZ(х) =О (1.16) 

Введемо матрицю, 

М(() = /( -ЛР (1.17) 

визначник яко! 

det М = detlloi,k( - Л.Pj,kll:-
1 

= Qп(() 

Qп(() = П}::-l(( - (j) = LJ=O (j лn-j qn-j1 (qo = 1) (1.18) 

Позначимо через Л * ( () приеднану матрицю до матрицi ( 1.1 7), во на представляе 

собою нормовану матрицю до матрицi алгебра1чних доповнень визначника з 

(1.18). 

Мають мiсце спiввiдношення, якi легко перевiряються 

Тепер покажемо, що матриця 

Z(x) = ~ ,t. Л*(() ех( d( 
2ni 1'с Qп(О 

(1.19) 

(1.20) 

де С -будь-який замкнутий контур в площинi комплексно! змiнно1, яка не 

мiстить нулiв багаточлена (1.19), задовольняе матричному диференцiальному 

рiвняння (1.16). Дiйсно, пiдставивши (1.20) в (1.16), отримаемо 

~ Ф, (1(-il.P)Л*(() ех( d( = О 
2ni С Qп(() 

(1.21) 
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Тотожнiсть дотримуеться на пiдставi (1.19) i теореми Komi. 

Таким чином, матрицю ( 1.20) можна брати в якост1 фундаментального 

розв'язка диференцiального рiвняння (1.15). 

Фундаментальну матрицю для рiвняння (1.15) найпростiше будувати за 

допо:могою iнтегрального перетворення Фур'е. При цьому вiдповiдне цьому 

перетворенню рiвняння в просторi трансформант матиме вигляд: 

I(-ia)Z - Л.РZ = F F = гь f(x)dx 
а а Jai Ja Ja exp(-iax) (1.22) 

Ма = -ial - Л.Р = M(-ia) 

М-;;_ 1 = м-1 (-iа) = Л*(-ia)Q;;1 (-ia) 

Таким чином 

Ф(х1 () = Е(х - ()
1 
Е( ) = ~ f 00 Л*(-ia)e-iay da 
У 2тс -оо Qп(-ia) (1.23) 

Як бачимо побудована фундаментальна матриця мае ту ж структуру, що 1 

фундаментальнийрозв'язок (1.20). Крiм того, вона являе собою окремий 

випадок фундаментальних матриць, що визначаються формулою 

__ _2_ J: Л*(()е{У d( 
Е(у) - + 2тri lc+ Qп(() 

8 



4. Висновки 

Отримано точний розв 'язок задач~ термопружност1 для пiвнескiнченно:i 

смуги. Розв 'язано задачу теплопровiдностi, розв 'яз о к яко! враховано у правiй 

частинi рiвнянь Ламе. Розв 'язано задачу пружностi з використанням методу 

iнтегральних перетворень i апарату матричного диференцiйного числення. 

Дослiдженi нормальнi напруження на бiчнiй гранi пiвнескiнченно:i смуги п1д 
. .. . . 

д1ею на не1 зовн1шнього розпод1леного навантаження. 

Встановлено, що на бiчнiй гранi смуги виникае стискауюче напруження . 

Запропонований пiдхiд можна застосувати до розв 'язання аналогiчних 
. .. . 

задач динам~чно1 теорн пружносп. 
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