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1. Вступ

В роботi вивчається спецiальний вид дифеоморфiзмiв рiзноманiть з афiнорною
структурою.

В останнi десятилiття активно розвивається теорiя вiдображень афiнносвязних i
риманових просторiв, забезпечених афiнорними структурами рiзних типiв. Так, до
кладно дослiджувалися голоморфнопроективнi вiдображення келерових просторiв
зi збереженням комплексної структури. Основні результати в цьому напрямку мі
стяться в роботах Т.Оцукі і Я.Тасіро [13] Я.Тасіро [10], К.Яно [14], С.Ісіхара [7],
Й.Мікеша [9], Й.Мікеша і В.Домашева [1]. Самi ж голоморфнi проективнi вiдобра
ження є природним узагальненням геодезичних вiдображень, якi увiйшли в класику
дифеоморфiзмiв афiнносвязних i рiманових просторiв [5].

Широким узагальненням теорiї геодезичних вiдображень стала розроблена
Н.С.Сiнюковим теорiя майже геодезичних вiдображень афiнносвязних просторiв без
крутiння [5]. Потiм С.Г.Лейко продовжив дослiдження в цьому напрямку, ввiвши в
розгляд 3геодезичнi i pгеодезичнi вiдображення просторiв афiнної зв’язностi [3].
Узагальнення теорії майже геодезичних відображень у випадку афінносвязних про
сторів з крутом присвячена робота Н.В.Яблонской [6]. Рiзнi спецiальнi типи майже
геодезичних вiдображень вивчалися Й.Мiкешем [5] i I.М.Курбатовой.

Й.Мiкешем i Н.С.Сiнюковим введенi в розгляд найбiльш загальнi в порiвняннi
з вищевказаними вiдображення афiнносвязних просторiв без крутiння  так званi
Fпланарнi вiдображення [6].

У даній роботі досліджуються відображення просторів афінної зв’язності без
круту з афінорной структурою, що включають в себе в якості окремого випадку ви
щевказані відображення або пересічні з ними. Тому тема даної роботи є актуальною.

Метою даної роботи є вивчення Fпланарного відображення симплектичних про
сторів і деяких його властивостей. Дослiдження носить теоретичний характер.
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2. Основні поняття і визначення

Рімановим простором Vn називається дійсний многовид Xn класу Cr, в якому
визначено поле двічі коваріантного симетричного неособливого тензора gij, называ
емого метрическим тензором пространства. який називається метричним тензором
простору. У кожній локальній системі координат наXn його компоненти є відомими
функціями классу Cr−1 від координат поточної точки W ∈ Xn, що задовольняють
умовам:

gij = gji,

det||gij|| ̸= 0,

і при переході до нової системи координат:

x′i = x′i(xj), i,j = 1, n

змінюються наступним чином:

g′ij(x
′) = gαβ(x)

∂xα

∂x′i
∂xβ

∂x′j
.

На Vn за допомогою метричного тензора формулами

Γhij = ghαΓij,α

Γij,k =
1

2
(−∂gij

∂xk
+
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj

)

визначаються символи Крістофеля другого роду, що є об’єктами афінної зв’язності
Γ на Vn (її називають рімановою зв’язністю).

За допомогою об’єкту зв’язності Γ на Vn будується тензор Рімана типу
(
1

3

)
:

Rh
·ijk = −

∂Γhij
∂xk

+
∂Γhik
∂xj

− ΓαijΓ
h
kα + ΓαikΓ

h
jα

що задовольняє умовам:
Rh

·ijk +Rh
·ikj = 0

Rh
·(ijk) = 0 (2.1)

Rh
·i(jk,l) = 0,
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де «,» – знак коваріантної похідної за зв’язністю Γ.

Тензор типу
(
0

2

)
Rij = Rα

·ijα

називається тензором Річчі простору Vn. Він за необхідністю симетричний:

Rij = Rji,

а його слід:
R = Rαβg

αβ

називається скалярною кривиною простору Vn.

Символами Кронекера δhi називається тензор типа
(
1

1

)
, який задовольняє спів

відношенню: δhi =

{
1, h = i

0, h ̸= i
Дійсний диференційований многовид Xn класу Cr вважається наділеним афі

норною структурою [6], якщо на ньому задано поле F тензора типу
(
1

1

)
.

Домовимося операцію згортання з афінором позначати наступним чином:

Si = SαF
α
i ,

Si = SαF i
α.

Кажуть, що Xn наділений майже комплексною структурою, якщо в ньому за
дана афінорная структура F h

i , що задовольняє умовам

F h
αF

α
i = −δhi

При цьому Xn називають майже комплексним різноманіттям. Майже компле
ксну структуру, визначену на рімановому просторі (Vn, gij), прийнято узгоджувати
з метрикою gij у вигляді:

gij = gij

або, що те ж саме:
gij + gij = 0
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Дійсний nмірний рімановий простір з метричним тензором gij, називається ке
леровим, якщо в ньому визначена майже комплексна F h

i , що задовольняє умовам:

F h
αF

α
i = −δhi

gαjF
α
i + gαiF

α
j = 0

F h
i,j = 0

де «,»  знак коваріантної похідної по зв’язності Γ.
Голоморфна кривина Vn в даному двовимірному напрямку E2{λh,Fh

αλ
α} в точці

M(x) називається інваріант:

K =
Rαβγδλ

αF β
σ λ

σλγF δ
µλ

µ

(gαγgβδ − gαδgβγ)λαF
β
σ λσλγF δ

µλ
µ

.
Келеровий простір називається простором сталої голоморфної кривини, якщо

його голоморфна кривина k не залежить ні від точки, ні від напрямку λh.
З визначення k випливає, що келеровий простір є простором постійної голомор

фної кривизни тоді і тільки тоді, коли його тензор Рімана представляється у вигляді

Rhijk =
k

4
(ghjgik − ghkgij + FhjFik − FhkFij + 2FhiFjk)

де
k

4
=

R

n(n+ 2)

Зокрема, відмітимо, що простір постійної голоморфної кривизни є простором Ейн
штейна, тобто

Rhk =
R

n
ghk

Кажуть, що рімановий простір наділений сімплектичною структурою, якщо
на ньому задано поле двічі коваріантного невиродженого кососіметричного тензора,
для якого:

F(ij,h) ≡ Fij,h + Fjh,i + Fhi,j = 0

|Fij| ̸= 0

Fij = −Fji
Симплектична структура Fij породжує на Vn афінорну структуру

F h
i = Fαig

αh



7

причому, очевидно,
F α
α = 0

Неважко бачити, що клас симплектичних структур включає в себе келерови стру
ктури.
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3. Голоморфно проективне відображення келерових просторів

Крива просторуKn, задана в параметричному вигляді рівняннями

xh = xh(t) (h = 1,2, . . . , n) (3.1)

називається аналітично планарною [5], якщо для неї виконуються умови

λh,αλ
α ≡ dλh

dt
+ Γhαβλ

αλβ = a(t)λh + b(t)F h
αλ

α, (3.2)

де

λh =
dxh

dt
,

a і b− деякі функції параметра t, Γnij− символи Крістофеля другого родуKn.

Відображення келерова простору Kn з комплексною структурою F h
i на келеро

вий простірKn, що зберігає комплексну структуру, називається аналітично планар
ним або голоморфно проективним, якщо при цьому відображенні аналітично пла
нарні криві Kn переходять в аналітично планарні криві Kn.

З рівнянь (3.2) легко випливає, що відображення Kn на Kn, що зберігає ком
плексну структуру, є аналітично планарним тоді і тільки тоді, коли в загальній по
відображенню системі координат між символами Крістофеля другого роду цих про
сторів (у відповідних точках) має місце залежність

Γ̄hij = Γhij + ψ(i, δ
h
j) + φ(iF

h
j) (3.3)

тобто тензор деформації зв’язності матиме вигляд

P h
ij = ψiδ

h
j + ψjδ

h
i + φiF

h
j + φjF

h
i .

Оскільки для структурного афінора F h
i в Kn та K̄n повинні мати місце

умови виду
F h
i,j = 0

виявляється, що
φi = ψi (3.4)
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Дійсно, запишемо зв’язок між коваріантними похідними афінора в просторахKn та
K̄n, з урахуванням (3.3):

F h
i|j =

∂Fh
i

∂xj + F α
i Γ̄

h
jα − F h

αΓ
α
ji =

= ∂Fh
i

∂xj + F α
i

(
Γhjα + ψ(jδ

h
α) + φ(jF

h
α)

)
− F h

a

(
Γαji + ψ(jδ

α
i) + φ(jF

α
j)

)
=

= F h
i,j + ψjF

h
i + ψiδ

h
j − φjδ

h
i − φiF

h
j − ψjF

h
i + ψiF

h
j + φjδ

h
i + φiδ

h
j =

= F h
i,j + δhj (ψi + φi) + F h

i (φi − ψj)

Из того что F̄ h
i|j = F h

i,j = 0 имеем:

δhj (ψi + φi) + F h
i (φi − ψj) = 0.

Згортаючи отриману рівність по h і j, знаходимо:

n (ψi + φi) = 0

звідки
φi = −ψi

або, що те ж саме
ψi = φi

Тоді як F α
α афінору F h

i комплексної структури дорівнює нулю, згортання (3.3) по h, i
показує, що

Γ̄ααj = Γααj + (n+ 2)ψj

Тому вектор ψj повинен бути градієнтним. Випадок, коли ψj = 0, вважати тривіаль
ним і опускати при подальшому дослідженні.

Основні рівняння можна представити в еквівалентній формі

ḡij,k = 2ψkḡij + ψ(iḡj)k + φ(iF̄j)k (3.5)

В [5] показано, що при голоморфно проектному відображенні

2(n+ 2)ψi = ∂i ln ln
∣∣∣∣ ḡg

∣∣∣∣ (3.6)

Зі співвідношень (3.3) виникає наступна залежність між тензорами Рімана про
сторівKn та K̄n :

R̄h
.ijk = Rh

.ijk − δhjψik + δhkψij+

+
(
F h
j ψαk − F h

k ψαj
)
F α
i + F h

i

(
ψαkF

α
j − ψαjF

α
k

) (3.7)
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де введено позначення

ψij = ψi,j − ψiψj + ψαF
α
i ψβF

β
j

Так як тензор ψij симетричний, згортаючи (3.7) по h, k отримуємо

R̄ij = Rij + nψij + 2ψαβF
α
i F

β
j

Тут Rij та R̄ij− тензори Річчи Kn та K̄n. Звідси внаслідок умов

RαβF
α
i F

β
j = Rij

і подібних до них умов в K̄n, випливає

ψαβF
α
i F

β
j = ψij

Тому залежність між тензорами Річчі просторівKn и K̄n набуває вигляду

R̄ij = Rij + (n+ 2)ψij

В теорії голоморфнj проективних відображень келерових просторів доведено, що
має місце теорема.

Теорема [5]. Якщо простір Kn допускає голоморфно проективне відображення
на простір K̄n, постійної голоморфної кривизни, то Kn теж є простором постійної
голоморфної кривизни.
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4. Поняття Fпланарного відображення просторів афінної зв’язності

Розглянемо простір афинної зв’язності без крутуAn, віднесене до системи коор
динат x1, x2, . . . , xn, в якому визначена афінорна структура

F h
i (x) ̸= aδhi

де δhi  символи Кронекера, a  деякий інваріант.
Криву L, задану рівняннями

xh = xh(t) (4.1)

λh(t) =
dxh

dt
(̸= 0) (h = 1,2, ..n)

где t− параметр, назвемоF планарною, якщо її дотичний вектор при паралельному
перенесенні вздовж неї залишається в майданчику, утвореної дотичним вектором λh

та вектором λαF h
α .

Відповідно до цього визначення L є Fпланарною тоді і тільки тоді, коли вико
нуються умови

λh, αλ
α = ρ1(t)λ

h + ρ2(t)λ
hF h

α , (4.2)

де ρ1, ρ2 деякі (довільні) функції параметра t, комами позначаються коваріантні по
хідні по зв’язності An. Клас Fпланарних кривих простору An дуже широкий. Оче
видно, через будьяку точку в кожному напрямку проходить безліч Fпланарних кри
вих, залежних від однієї довільної функції. Клас Fпланарних кривих містить в собі:

1) геодезичні лінії (если ρ2 ≡ 0)

2) планарні криві
3) квазігеодезичні криві
4) аналітично планарні криві.
Нехай задані два простори афінной зв’язності An та Ān, на яких визначені стру

ктурні афінори F h
i та F̄ h

i , відповідно. ВідображенняAn на Ān назвемо Fпланарним,
якщо внаслідок його будьяка Fпланарная криваAn переходить в Fпланарную кри
ву Ān.

Розглянемо просториAn и Ān в загальній по Fпланарному відображенню систе
мі координат x1, x2, . . . , xn.Мають місце теореми:
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Теорема [1]. Fпланарні відображенняAn на Ān(n > 3)з збереженням структури
характеризуються такими умовами:

P h
ij = δhi ψj + δhjψi + F h

i φj + F h
j φi (4.3)

де ψi(x) и φi(x)  некоторые векторы.
Теорема [2]. Будьяке Fпланарне відображення простору афинной зв’язностіAn

на Ān(n > 3) зберігає структуру, тобто

F h
i (x) = F̄ h

i (x)

He важко бачити,що клас Fпланарних відображень просторів афинной зв’язності
включає голоморфно проективне відображення келерових просторів.
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5. Fпланарні відображення симплектичних многовидів

Розглянемо пару симплектичних многовидів Sn (gij, Fij) и S̄n
(
ḡij, F̄ij

)
, між яки

ми встановлено Fпланарне відображення. Тоді в загальній по відображенню систе
мі координат

(
xi
)
основні рівняння розглянутого відображення матимуть вигляд:

Γ̄hij(x) = Γhij(x) + ψ(i(x)δ
h
j) + φ(i(x)F

h
j)(x); (5.1)∣∣F h

i

∣∣ ̸= 0; (5.2)

F(ij) = F̄(ij) = 0; Fij = F α
j gαi; F̄ij = F̄ α

j ḡai

F̄(ij|k) = F(ij,k) = 0 (5.3)

де ”| ”знак коваріантною похідною по зв’язності Γ̄. Надалі будемо вважати, що є
зв’язок між ψi та φi

ψi = φαF
α
i = φi (5.4)

З огляду на (5.4) з (5.1) згортанням за індексами h, j отримуємо:

1

n+ 2

(
Γ̄αiα − Γαiα

)
= φi (5.5)

Це означає, що ψi = φi  градієнтний вектор, тобто існує інваріант ψ(x) такий, що

φi = ψi =
∂ψ

∂xi
(5.6)

Основні рівняння Fпланарного відображення Sn → S̄n з огляду на (5.1) можуть
бути представлені у формі:

ḡij,k = 2ψkḡij + ψ(iḡj)k + φ(iF̄j)k (5.7)
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6. Нова форма основних рівнянь Fпланарного відображення симплектичних
многовидів

1◦.Нехай симплектичниймноговидSn (gij, Fij) допускає нетривіальне Fпланарне
відображення на симплектичний многовид S̄n

(
ḡij, F̄ij

)
, основні рівняння якого в за

гальній по відображенню системі координат
(
xi
)
мають вигляд (5.7), (5.6), (5.2), (5.3).

Співвідношення (5.7) в Sn являє собою систему нелінійних диференціальних
рівнянь в часткових похідних першого порядку щодо компонент тензора ḡij. Для
дослідження умов існування і єдиності рішень цієї системи сучасна теорія диферен
ціальних рівнянь не дає регулярних методів.

Використовуючи апарат, розроблений професором H. C. Сінюковім [5] в теорії
геодезичних відображень ріманових просторів, приведемо нашу систему (5.7) до
еквівалентної системи, для вирішення якої існують регулярні методи.

Оберемо в Sn тензор
aij = e2ψḡαβgaigβj. (6.1)

Знайдемо його коваріантну похідну в Sn :

aij,k = e2ψ
(
2ψkḡ

αβgαigβj + ḡαβ,k gaigβj

)
З того, що

ḡiaḡ
αh = δhi

випливає
ḡiα,kḡ

αh + ḡiaḡ
αh = 0

або
ḡih,k = −ḡαβ,kḡαiḡβh

Тому, враховуючи (5.7) отримаємо:

aij,k = e2ψ
(
2ψkḡ

αβgαigβj − ḡγδ,kḡ
αγ ḡβδgαigβj

)
=

= e2ψ
[
2ψkḡ

αβgαigβj −
(
2ψkḡαβ + ψ(αḡβ)k + φ(αF̄β)k

)
ḡαγ ḡβδgγigδj

]
=

= e2ψ (−ψaḡαγgγigjk − ψaḡ
αγgγjgik − φaḡ

αγgγiFjk − φaḡ
αγgγjFik) =

= −e2ψ
(
ψαḡ

αγgγ(igj)k + φαḡ
αγgγ(iFj)k

)



15

тобто
aij,k = −e2ψ

(
ψaḡ

αγgγ(igj)k + φαḡ
αγgγ(iFj)k

)
.

Позначимо
e2ψḡhαgai = Ah

i (6.2)

φaA
α
i = φi

1, (6.3)

Тоді з ψi = φī та (6.2) випливає:

e2ψψaḡ
αγgγi = e2ψφᾱḡ

αγgγi =

= e2ψφαḡ
αγgγi = φ1

ī

Отже, маємо:
aij,k = −φ1

i gjk − φ1
jgik − φ(i

1Fj)k (6.4)

где Fjk = F α
k gαj = −Fkj.

2◦. Для тензора aij зважаючи на (6.2) виконуються умови:

ajαF
α
i = −aiαF α

j (6.5)

Дійсно,
ajαF

α
i = e2ψF α

i gαβ ḡ
βδgδj =

= −e2ψF α
β gαiḡ

βδgδj = e2ψF δ
βgαiḡ

βαgδj =

= −e2ψF δ
j gαiḡ

βαgδβ = −aiαF α
j

Згідно з (6.1) та (6.3) aij− деякий неспецифічний симетричний тензор типу
(
0

2

)
,

φi
1  ковектор.
3◦. Згортаючи (6.4) з gij по і та j, знайдемо

aαβ,kg
αβ = −φ1

ᾱgβkg
αβ − φ1

β̄gαkg
αβ − φ1

αFβkg
αβ − φ1

jβFαkg
αβ =

= −φk̄1 − φ1
k̄ − φβ

1F β
k − φβ

1F β
k = −4φk̄

1

Так як gij коваріантного сталий, внесемо його під знак похідної та отримаємо:(
aαβg

αβ
)
,k
= −4φ1

k̄,
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отже, φ1
k̄
 градієнтний вектор, причому з (6.3) видно, що φk1 ̸= 0 при φk ̸= 0 та

навпаки. Таким чином, якщо простір Sn допускає нетривіальне Fпланарне відобра

ження, в ньому існує симетричний тензор aij типу
(
0

2

)
який задовольняє умовам

(6.4) і (6.5) при деякому векторі φi1 ̸= 0 Неважко бачити, що вірно і зворотне твер
дження. Тим самим має місце теорема:

Теорема 1. Для того, щоб симплектичний простір Sn (gij, Fij) допускав нетри
віальне Fпланарне відображення, необхідно і достатньо, щоб в ньому існував не

специфічний симетричний тензор aij типу
(
0

2

)
, який задовольняє рівнянням (6.4),

(6.5) при деякому векторі φi1 ̸= 0. Отже, (6.4) являє собою нову форму основних
рівнянь теорії Fпланарних відображень симплектичних просторів. ці рівняння
(6.4) вже допускають ефективне дослідження, на відміну від (6.7).
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