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Вступ 

Як вiдомо, численнi фiзичнi процеси описуються за допомогою 

диференцiальних рiвнянь, що мiстять малий параметр. Одними з найбiльш 

ефективних методiв наближеного iнтегрування таких рiвнянь с асимптотичнi 

методи, що грунту1{)ться на iдe·i розкладання шуканого рiшення в ряд за 

ступенями малого параметра. Хоча такi статечнi ряди в бiльшостi випадкiв с 

розбiжними, проте наближене рiшення, що отримусться шляхом обриву 

формального ряду на 1n-му членi, дае хорошу апроксимацiю точного 

рiшення. Побудованi таким чином наближенi рiшення носять асимптотичний 
1 ' • • 

характер в тому сене~, що вони прагнуть до шдпов1дних точним р1шеннях не 

зi збiльшенням числа in, а при прагненнi до нуля малого параметра i 

фiксованому ш. 

Асимптотичнi методи для вирiшення диференцiальних рiвнянь е одним 

1з найбiльш потужних засобiв сучасноУ прикладно°i математики. Вони 

дозволя1оть отримувати наближенi аналiтичнi уявлення рiшень досить 

складних лiнiйних 1 нелiнiйних крайових задач, як для звичайних 

диференцiальних рiвнянь, так i для рiвнянь в приватних похiдних. 

Аналiтичнi методи зазвичай дiляться на евристичнi i точнi. ПосднуI{)ЧИ 

в собi простоту евристичних уявлень з точнiстю аналiтичних оцiнок, 

асимптотичнi методи не обмежуються ролл~о «золотоi· середини». У 

математиц1 вони займають особливе мiсце. )Киттсвiсть i перспективнiсть 

асимптотических методiв пiдтверджусться також тим фактом, що активна 

взасмод1я чисельних методiв з аналiтичними вiдбувасться також через 

асимптотику. 

Серед причин, що ускладнюють лошук точних рiшень, можна вказати, 

наприклад, зм1нн1 коефiцiснти i нелiнiйнi граничнi умови на вiдомих або 

невiдомих межах складноi° форми. Для вирiшення подiбних завдань ми 

змушенi користуватися рiзного роду приближениями, комбiну~очи чисельнi 

та аналiтичнi методи. Серед аналiтичних методiв вельми лотужними е 

методи збурень (асимптотических розкладiв) по великих або малим 

значениям параметра або координати. 

В даний час, в епоху швидкого розвитку обчисл1овально°i техн1ки, 

асимптотичнi методи аж нiяк не втрачають своrо значення. Вони служать для 

з'ясування якiсних особливостей завдань, для отримання асимптотик i аналiзу 

особливих точок, для побудови олорних «тестових» рiшень, а в рядi випадкiв 

с також основОI{) для розробки обчислювальних методiв. 
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Ефективнiсть асимптотических методiв визнана усiма в самих рiзних 

областях прикладно·i математики. 

Iдея асимптотичного представлення рiше11ь диференцiаль11их рiвнянь 

зародилася ще в роботах Лiувiлля. Iм вперше були отриманi асимптотичнi 

формули для рiшень рiвняння другого порядку, а потiм i для рiвнянь вищих 
порядюв. 

Асимптотичнi методи знайшли успiшне застосування до дослiдження 

як лiнiйних, так i нелiнiйних диференцiальних рiвнянь. За допомогоJ{) цих 

методiв були вивченi найважливiшi питання якiсно·i теорiУ диференцiальних 

ршнянь. 

У данiй роботi дослiджуеться поведiнка рiшень системи 

де & - малий параметр, О<&<&О <1, tE[O,T], A(t,&),B(t,&)-(nxn)-

матриц~, f (t,& )-n-мiрний вектор, розкладання яких сходяться при t Е [О, Т] 

i0<&<в0 <1, i мають вигляд: 

00 00 00 

A(t,&)== I &8 А (t),B(t,&)== I &8 В (t),f(t,&)== I &8 f (t) со.2) s s s 
s==O s==O s==O 

при рiзних припущеннях про властивостi матрицi B(t). 

В роботi розглядаеться метод побудови рiшення системи (0.1 ), засrюваний 
. . 

на приведенн1 пучка матриць до канон1чного виду за умови, що кор1ння 

характеристичного ршняння 

det( А0 (t)- Л,В О (t)) ==О (0.3) 

е простими. 

Зупинимося коротко на структурi роботи. 
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Перша глава присвячена вивченню однорiдно'i системи, що вiдповiдае 

системi (0.1 ): 

dx &B(t)- -A(t,&)x=O 
dt 

(0.4) 

за умови, що detB(t) *О, 1 що характеристичне рiвняння (0.3) мае n рiзних 

коренiв при t Е [О,Т]. 

Система (0.4) е окремим випадком (0.1), коли B(t,&)=B(t) 

Доведено двi теореми про iснування n приватних формальних рiшень i про 

iснування формально'i матрицi-рiшення для лiнiйно'i однорiдно·i системи 

звичайних диференцiальних рiвнянь на [О,Т]. Показано, що якщо виконанi 

наступн1 умови: 

2. пучок матриць А0 (t)- AB(t) - регулярний, t Е [О,Т]; 

з. detB(t) *О, t Е [O,L] 

Тодi система (0.4) при t Е [О,Т], & Е (0,&
1
] мае n приватних формальних 

р1шень виду: 

де вектор-функцi'i И k представимо у виглядi: 

00 

u(t·,e)= I &sus(t) 
s=O 

а формальна матриця-рiшення знайдена у виглядi: 
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CIJ 

де И(t·,в)= L &sUs(t). 
s=O 

На прикладi проiшостровано спосiб знаходження п приватних формальних 
рiшень лiнiй:но! однорiдно·i системи звичайних диференцiальних рiвнянь. 

У другому роздiлi вивчаеться система звичайних лiнiйних однорiдних 

диференцiальних рiвнянь виду: 

dx 00 

&- =S(t,&)x,S(t,&)= I &8 Ss(t) 
dt s=O 

(0.5) 

tE[O,T] 0<&<&0 <1, В припущеннi, що характеристичне р1вняння 

det( S0 (t)- Л-Е) =О мае п ~зольованих коренш 

Л (t), ... ,A (t),A.(t)1:A.(t),i:;t: j, i,j=l,n. приtЕ[О,Т]. ''1 /1 1 ./ • 

Система (0.5) е окремим випадком (0.1), коли&В(t,&)=&Е 

Показано, що дану систему (0.5) можна перетворити до системи виду: 

&dy =(W(t)+&H(t,&) )у 
dt 

C/J 

де W(t)=diag{~(t), ... ,An(t)}, H(t,&)= I &s-IH
8
(t). 

s=I 

(0.6) 

Доведено теорему про 1снування формальноi· матрицi-рiшення системи 

(0.6) виду 
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Y(t,&)=Q(t,&)exp( s - 1l Л(т,с)dт} (0.7) 

оо п-1 

дeQ(t,&)= I &SQS(t),A(т,&)=W(t)+ I &s л<s)(t) 
s= O s=I 

л (s)(t) = diag{Л,(s)(t), ... ,A,~s)(t)}' якщо W(t),Hs (t) Е с[~. Т] 

Також ця глава присвячена асимптотицi рiшень лiнiйноi' однорiдно·1 

системи звичайних диференцiальних рiвнянь з виродженням в разi простих 
. . . 

р1зних корен1в характеристичного ршняння. 

Показано перетворення системи (0.4) до системи (0.5) яка в свою чергу 

бути подана в виглядi (0.6). 

Доведено теорему про асимптотичну оцiнку ранiше отриманого ш-го 

наближення, в якiй стверджуеться, що якщо: 

2. ReA-.(t) < О, i = 1,п 
1 

4. у (0,Е)= Уа' ЕЕ(О,Ео], де 
171 

. { } 11- I s ( ') Л(t-,&)=dzag /t1 (t,E), ... ,A
11
(t,E) =W(t)+ L, Е Л .\ (t) 

s= I 

у (t,&)=Q (t,&)exp(s- 1 f A(r)drJc= 
111 т 

о 
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177 

s ( -1' J = s~o r; Qs(t)exp & ~ Л(т)dт с -m-наближення 

Тодi мае мiсце асимптотична оцiнка при t Е [О,Т], & Е (0,&
0
]: 

lly(t,&)-ym(t,&)ll<&111M , де М постiйна, яка не залежить вiдЕ. 

Далi на прикладi була знайдена асимптотика р1шення лiнiйноi' 

однорiдно'i системи звичайних диференцiальних рiвнянь. 

У третьому роздiлi показано приведення лiнiйноi· однорiдноi' системи 

звичайних диференцiальних рiвнянь з виродженням до майже дiагонального 

. . . . . 
вигляду в раз1 простих р1зних коренш характеристичного ршняння, 1 

. . .. 
розглянута асимптотична оц1нка р1шень дано~ системи. 

Була розглянута система (0.4) 

dx &B(t)- -A(t,&)x=O, 
dt" 

00 

де A(t,&)= I &s A
5
(t),tE[0,T]., detB(t):;tO при tE[O,T]. 

s=O 

Згiдно доведеною в цьому роздiлi теоремi, якщо B(t),As(t)EC[~,T]' 

111ЕN-довiльне; пучок матрицьА0 (t)-Л,В(t) регулярний, tE[O,T], А коренi 

рiвняння det(A
0
(t) - A,B(t))=0 рiзнi на [О,Т] , То iснус неособлива матриця 

U
111

(t,&)-= I &sUs(t) така, що замiна 
s=O 

х=И (t,&)y 
111 

призводить систему (0.3) до вигляду: 
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с d; =( W(t)+&m+iC,,,(t,c) )у (0.8) 

де С (t,&) - безперервна на [О,Т] матриця. 
171 

У виглядi теореми доведено, що якщо виконан1 умови попередньоt 

теореми i ReЛ-/t)<O, j заданi початковi умови х(О,&)=х0 , То рiшення задачi 

Кошi для системи (0.4) з точнiстю до членiв порядку &111 даеться формулою: 

при t Е [О,Т], & Е (0,&
0

] 

Випадок лiнiйно·i неоднорiдно"l системи звичайних диференцiальних 
. . . 

ршнянь з виродженням в раз1 простих р1зних коренш характеристичного 

ршняння розглянуто в четвертому розд1л1. 

При побудовi приватного рiшення неоднорiдно·i системи (0.1) за умови, 

що B(t) не залежить вiд & визначен1 два випадки: 

1. випадок «резонансу»: функцiя k(t) = d () при t Е [О, Т] збiгаеться з одним 
dt 

з коренiв рiвняння (0.3); 

dB 
2. випадок «нерезонанса»: фу11кцiя k(t) = при t Е [О, Т] не збiгаеться з 

dt 

корiнням характеристичного рiвняння (0.3). 

Приватне рiшення системи (0.1) шукаеться у виглядi 

x(t,&)=qJ(t,&)exp(&-ltJ(t)), t Е[О,Т], 
со 

rp(t,&)= L &s(j)_\.(t) в раз1 нерезонанса; 
s=O 

СХ) 

rp(t, & ) = L cs (/J.s· (t) 
S=-1 

резонансу. 

де 

- в раз1 
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Для системи (0.1) сформульована i доведена теорема для знаходження 

приватного рiшення. Вiдповiдно до цie"i теореми, якщоf B(t)EC00 i 
s' [О,Т] 

. . 
виконан1 наступн1 умови: 

2. пучок матриць А0 (t)- AB(t) -регулярний, t Е[О,Т]; 

3. detB(t):-;t=O, tE[O,T], 

то приватне рiшення системи (0.1) мае вигляд: 

(0.9) 

СХ) 00 

де rp(t, & ) ==- I &5 
(jJ

5 
(t) в раз~ нерезонанса; rp(t,&)==- I &5

(jJ (t) - в раз1 
s 

s=O s=-1 

резонансу. 

У п'ятому розд1ш розглядасться однор1дна система, вiдповiдна систем~ 

(0.1): 

dx 
вВ(t,&)-+ А(t,в)х==-0 

dt 
(0.1 О) 

за умови, що detBCO)(t) =1= О, I що характеристичне рiвняння (0.3) мае n рiзних 

коренiв при t Е[О,Т]. 

Доведено теорему про iснування n приватних формальних рiшень i про 

iснування формально! матрицi-рiшення для лiнiйно1 однорiдно1 системи 

звичайних диференцiальних рiвнянь на [О,Т]. Показано, що якщо виконанi 

наступи~ умови: 
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2. пучок матриць А0 (t)- AB(O) (t) - регулярний, t Е[О,Т]; 

3. detB(O)(t):;tQ, tE[O,T] 

Тодi система (0.10) при tE[O,T], &Е(О,&1 ] мае п приватних формальних 

рtшень виду: 

х .(t,&)=u .(t,&)ехр(Б"- 1 J Л}r)drJ,}=1,n, 
./ ./ о 

де вектор-функцi'i И . представим о у виглядi: 
./ 

Також розглянуто випадок лiнiйно'i неоднорiдно'i системи звичайних 

диференцiальних рiвнянь з виродженням (0.1) в разi В(О) (t) *О i простих 

рiзних коренiв характеристичного рiвняння (0.3 ). 

При побудовi приватного pi шення неоднорiдно'i системи (0.1) визначенi 

два випадки: 

3. випадок «резонансу»: функцiя k(t) = d е при t Е [О, Т] збiгаеться 3 одним 
dt 

з коренiв рiвняння (0.3); 

4. випадок «нерезонанса»: функцiя k(t)=d() при tE[O,T] не збiгаеться з 
dt 

корiнням характеристичного рiвняння (0.3 ). 

Приватне рiшення системи (0.1) шукаеться у виглядi 
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x(t,&) == rp(t,&)exp(&- le(t)), t Е [О,Т], де 

со 

rp(t, & ) == I &s rp_s. (t) в раз~ нерезонанса; 
s=O 

со 

rp(t,&) == L &s rps (t) 
s=- 1 

- в раз1 

резонансу. 

Для системи (0.1) сформульована i доведена теорема для знаходження 

приватного рiшення. Вiдповiдно ДО цiе1 теореми, ЯКЩО fs,B(t) Е с[~,Т] i 

. . 
виконан1 наступн1 умови: 

2. пучок матриць A(O)(t)- AB(O)(t) - регулярний, t Е [О,Т]; 

з. detB(O)(t)=7=0, tE[O,T], 

то приватне рiшення системи (0.1) мае вигляд: 

x(t,&) == rp(t,&)exp(&-1B(t)), t Е [О,Т] (0.11) 

00 

де rp(t,&)==- I &srps(t) в раз1 нерезонанса; 
s=O 

со 

rp(t,&)==- I &srps(t) - в раз1 
s=-1 

резонансу. 
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Теорема доведена. 
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