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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается задача теплопроводоности для секторе круга, пря-
молинейные края которого поддерживаются при температуре равной нулю,
а на криволинейной грани задан тепловой поток. Отсутствует внутренние
источники тепла. Требуется найти температуру 𝑊 (𝑟,𝜃)

Математическая модель

Математической моделью данной задачи является:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2𝑤
𝜕𝑟2 + 1

𝑟
𝜕𝑤
𝜕𝑟 + 1

𝑟2
𝜕2𝑤
𝜕𝜃2 = 0

𝑤 |𝜃=0= 0, 𝑤 |𝜃=𝛼= 0

𝜕𝑤
𝜕𝑟 |𝑟=𝑎= 𝑓(𝜃) = 𝜃(𝛼− 𝜃)

𝑤, 𝜕𝑤𝜕𝑟 |𝑟→0 −огр.

(1.1)
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РОЗДIЛ 2

ТЕОРИЯ

Уравнение теплопроводности — дифференциальное уравнение в ча-
стных производных второго порядка, которое описывает распределение
температуры в заданной области пространства и ее изменение во време-
ни. В общем виде в пространстве с произвольной системой координат
𝑟 = (𝑟1, . . . ,𝑟𝑛) уравнение теплопроводности имеет вид

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑎2∆𝑢 = 𝑓(𝑟,𝑡)

где 𝑎 — положительная константа (число 𝑎2 является коэффициентом тем-
пературопроводности), ∆ = ∇2 — оператор Лапласа и 𝑓(𝑟,𝑡) — функция
тепловых источников. Искомая функция 𝑢 = 𝑢(𝑟,𝑡) задает температуру в
точке с координатами 𝑟 в момент времени 𝑡.
Температура нестационарного теплого поля удовлетворяет дифференциаль-
ному уравнению теплопроводности

𝑢𝑡 = 𝑎2∆𝑢 (𝑎2 =
𝑘

𝑐𝜌
)

Если процесс стационарен, то устанавливается распределение температуры
𝑢(𝑥,𝑦,𝑧), не меняющееся с течением времени и, следовательно, удовлетворя-
щее уравнению Лапласа

∆𝑢 = 0. (2.1)

При наличии источников тепла получаем уравнение

∆𝑢 = −𝑓, 𝑓 =
𝐹

𝑘
(2.2)

где 𝐹 - плотность тепловых источников, а 𝑘 - коэффициент теплопроводно-
сти. Неоднородное уравнение Лапласа (2.2) часто называют уравнением
Пуассона.
Рассмотрим некоторый объём 𝑇 , ограниченный поверхностью Σ. Задача о
стационарном распределении температуры 𝑢(𝑥,𝑦,𝑧) внутри тела 𝑇 форму-
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лируется следующим образом: найти функцию 𝑢(𝑥,𝑦,𝑧), удовлетворящую
внутри 𝑇 уравнению

∆𝑢 = −𝑓(𝑥,𝑦,𝑧) (2.3)

и граничному условию, которое может быть взято в одном из следующих
видов:
1. 𝑢 = 𝑓1 на Σ (первая краевая задача)
2. 𝜕𝑢

𝜕𝑛 = 𝑓2 на Σ (вторая краевая задача)
3. 𝜕𝑢

𝜕𝑛 + ℎ(𝑢− 𝑓3) = 0 на Σ (третья краевая задача)
где 𝑓1, 𝑓2, , 𝑓3, ℎ - заданные функции, 𝜕𝑢

𝜕𝑛 - производная по внешней
нормали к поверхности Σ

Первую краевую задачу для уравнения Лапласа часто называют задачей
Дирихле, а вторую краевую задачу - задачей Неймана.
Если ищется решение в области 𝑇0, внутренней (или внешней) по отношению
к поверхности Σ, то соответствующую задачу называют внутренней (или
внешней) краевой задачей.
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РОЗДIЛ 3

РЕШЕНИЕ ПОСТАВЛЕННОЙ ЗАДАЧИ

Применим к этой задаче интегральное преобразование Фурье:

𝑤𝑚(𝑟) =

∫︁ 𝛼

0

𝑤(𝑟,𝜃) sin𝜆𝑚𝜃𝑑𝜃, 𝜆𝑚 =
𝑚𝜋

𝛼
(3.1)

Для этого обе части уравнеиня в (1.1) умножим на sin𝜆𝜃 и проинтегрируем
по 𝜃 в пределах от 0 до 𝛼. В результате задача сводится к одномерной
краевой задаче: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑟2𝑤′′
𝑚(𝑟) + 𝑟𝑤′

𝑚(𝑟) − 𝜆2
𝑚𝑤𝑚(𝑟) = 0

𝑤′
𝑚 |𝑟=𝑎= 𝑓𝑚,

𝑤𝑚, 𝑤
′
𝑚 |𝑟→0 −огр

(3.2)

Здесь 𝑤𝑚(𝑟) - трансформанта (3.1) исходной функции, а

𝑓𝑚 =

∫︁ 𝛼

0

𝑓(𝜃) sin(𝜆𝑚𝜃)𝑑𝜃

Общее решение однородного дифференциального уравнения в (3.2) имеет
вид

𝑤𝑚(𝑟) = 𝑐𝑚𝑟
𝜆𝑚 + 𝑑𝑚𝑟

−𝜆𝑚,

где 𝑐𝑚 и 𝑑𝑚 - произвольные постоянные.
Из условия убывания при 𝑟 → 0 следует 𝑑𝑚 = 0.
Поэтому

𝑤𝑚(𝑟) = 𝑐𝑚𝑟
𝜆𝑚

Удовлетворяя граничному условию находим:

𝑟𝑤′
𝑚(𝑟) = 𝑐𝑚𝜆𝑚𝑟

𝜆𝑚

𝑟𝑤′
𝑚(𝑟) |𝑟=𝑎= 𝑐𝑚𝜆𝑚𝑎

𝜆𝑚 = 𝑎𝑓𝑚

𝑐𝑚 =
𝑎𝑓𝑚
𝜆𝑚

𝑎−𝜆𝑚
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Откуда
𝑤𝑚 = 𝑓𝑚

𝑎

𝜆𝑚
(
𝑟

𝑎
)𝜆𝑚 (3.3)

Вычисляем значение 𝑓𝑚 для функции

𝑓(𝜃) = 𝜃(𝛼− 𝜃)

Находим

𝑓𝑚 =

∫︁ 𝛼

0

𝑓(𝜃) sin(𝜆𝑚𝜃)𝑑𝜃

После интегрирования по частям

𝑓𝑚 =
2

𝜆3
𝑚

(1 − (−1)𝑚)

т.е.
𝑓2𝑚 = 0 ; 𝑓2𝑚+1 =

4

𝜆3
2𝑚+1

, 𝑚 = 0,∞ (3.4)

Обратное преобразование Фурье:

𝑤(𝑟,𝜃) =
2

𝛼

∞∑︁
𝑚=1

𝑓𝑚(
𝑟

𝑎
)𝜆𝑚

𝑎

𝜆𝑚
sin𝜆𝑚𝜃 (3.5)

решение поставленной задачи
Учитывая 𝜆𝑚 = 𝑚𝜋

𝛼 и (3.4) получим расчётную формулу:

𝑤(𝑟,𝜃) =
𝑎𝛼3𝜋4

2

∞∑︁
𝑚=0

(
2

𝑎
)
2𝑚+1

𝛼 𝜋 sin (2𝑚 + 1)𝜋𝜃𝛼
2𝑚 + 1
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Были проведены расчёты при 𝑎 = 5 , 𝛼 = 𝜋
3

Построен график функции 𝑤(𝑟,𝜃) при 𝜃 = 𝛼
2 :

Построен график функции 𝑤(𝑟,𝜃) при 𝑟 = 𝑎:
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Численное решение

Пусть 𝑟 = 𝑎, 𝜃 = 𝛼
2 и пусть точность 𝜖 = 0,00001

Тогда численным решением в данной точке и при заданной точности 𝜖

является выражение 0.0812180408877302𝑎𝛼3

Код программы

import math as m
import sympy as sym

a = sym.Symbol('a')
eps = 0.00001
k = 1
n = 2*k-1
alpha = sym.Symbol('alpha')
l_n = n*m.pi/alpha

theta = alpha/2
r = a

y_1 = 0
y_0 = (2/alpha)*(4*a*r**l_n*m.sin(l_n*theta))/(l_n**4*a**l_n)
k += 1
n = 2*k-1
l_n = n*m.pi/alpha
y_1 = y_0 + (2/alpha)*(4*a*r**l_n*m.sin(l_n*theta))/(l_n**4*a**l_n)
while (sym.cancel(abs(y_0 - y_1))).subs({a:1,alpha:1}) >= eps:

y_0 = y_1
k += 1
n = 2*k-1
l_n = n*m.pi/alpha
y_1 = y_0 + (2/alpha)*(4*a*r**l_n*m.sin(l_n*theta))/(l_n**4*a**l_n)
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ВЫВОД

В результате расчётов была найдена фунция температуры 𝑤(𝑟,𝜃).
Благодаря программе возможно найти значение температуры в любой
точке сектора и построить график роста температуры в секторе круга.
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