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ВСТУП

Дипломна робота присвячена вiсiсемитрiчної задачi кручення двоша-
рового цилiндру, за допомогою перетворення Фур’є її рiшення зведено до
одновимiрної. Далi ми шукали рiшення одновимiрної задачi та отрiмували
формули для змiщення i напруги. Отримано точне рiшення поставленої
задачi. Наведено формули для обчислення зсуву i напруження. Проведено
розрахунки представленi у виглядi графiка.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНА ЧАСТИНА

1.1. Постановка задачi

Цилiндр складається з двох шарiв рiзних матерiалiв: перший:

0 ≤ 𝑟 < 𝑅1, 0 ≤ 𝜙 < 2𝛿, 0 < 𝑧 < 𝐻

має модуль зсуву 𝐺1, а другий:

𝑅1 < 𝑟 < 𝑅2, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, 0 < 𝑧 < 𝐻

має модуль зсуву 𝐺2.

Рис. 1.1. Двошаровий цилiндр.

Мiж шарами виконується умова iдеального механiчного контакту,
а саме безперервнiсть змiщення i напруги при переходi через поверхню
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подiлу шарiв. Нижня основа цилiндра нерухомо закрiплене, верхня основа
вiльна вiд напруг, а до бiчної поверхнi прикладена осесиметричне дотичне
навантаження iнтенсивнiстю 𝑃 (𝑧).

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑟
) − 1

𝑟2
𝑈𝑗 +

𝜕2𝑈𝑗

𝜕𝑧2
= 0

0 < 𝑧 < 𝐻,

𝑗 = 1 : 0 < 𝑟 < 𝑅1

𝑗 = 2 : 𝑅1 < 𝑟 < 𝑅2

Крайовi умови:
𝑈𝑗 |𝑧=0= 0

𝜏 𝑗𝑧𝜙 |𝑧=𝐻= 𝐺𝑗

𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑧
|𝑧=𝐻= 0, 𝑗 = 1,2

𝜏 2𝑟𝑧 |𝑟=𝑅2
= 𝐺2(

𝜕𝑈2

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑈2) |𝑟=𝑅2

= 𝑃 (𝑧)

Умвови сполучення шарiв:

𝑈1(𝑅1, 𝑧) = 𝑈2(𝑅1, 𝑧)

та
𝜏 1𝑟𝜙(𝑅1, 𝑧) = 𝜏 2𝑟𝜙(𝑅1, 𝑧)

тобто

𝐺1(
𝜕𝑈𝑅

1

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑈1) |𝑟=𝑅1

= 𝐺2(
𝜕𝑈2

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑈2) |𝑟=𝑅1
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1.2. Зведення задачi до одновимiрної за
допомогою перетворення Фур’є

Застосюємо iнтегральне перетворення Фур’є

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑟
) − 1

𝑟2
𝑈𝑗 +

𝜕2𝑈𝑗

𝜕𝑧2
= 0

∫︁ 𝐻

0

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑟
)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧 −

∫︁ 𝐻

0

1

𝑟2
𝑈𝑗𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧 +

∫︁ 𝐻

0

𝜕2𝑈𝑗

𝜕𝑧2
𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧 = 0

𝜆𝑘 =
𝜋(2𝑘 − 1)

2𝐻∫︁ 𝐻

0

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑟
)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧 =

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑧
(𝑟

𝑑

𝑑𝑟

∫︁ 𝐻

0

𝑈𝑗𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧) =
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑

𝑑𝑟
𝑈𝑗𝑘(𝑟))∫︁ 𝐻

0

1

𝑟2
𝑈𝑗𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧 =

1

𝑟2

∫︁ 𝐻

0

𝑈𝑗𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧 =
1

𝑟2
𝑈𝑗𝑘(𝑟)

∫︁ 𝐻

0

𝜕2𝑈𝑗

𝜕𝑧2
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧 =

⎡⎢⎣ 𝑈 = 𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘 𝑑𝑢 = 𝜆𝑘𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧

𝑑𝑉 =
𝜕2𝑈𝑗

𝜕𝑧2 𝑑𝑧 𝑉 =
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑧

⎤⎥⎦ =

= 𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧 ·
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑧
|𝐻0 −𝜆𝑘

∫︁ 𝐻

0

𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑧
𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧 =

=

⎡⎢⎣𝑈 = 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘𝑧 𝑑𝑢 = −𝜆𝑘𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧

𝑑𝑉 =
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑧 𝑑𝑧 𝑉 = 𝑈𝑗

⎤⎥⎦ = −𝜆𝑘(𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘𝑧·𝑈𝑗 |𝐻0 +𝜆𝑘

∫︁ 𝐻

0

𝑈𝑗𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧) =

= −𝜆2
𝑘𝑈

𝑘
𝑗 (𝑟)

Рiвняння в трансформантах:

1

𝑟
(𝑟𝑈

′

𝑗𝑘(𝑟))
′ − 1

𝑟2
𝑈 𝑟
𝑗𝑘 − 𝜆2

𝑘𝑈𝑗𝑘(𝑟) = 0, 𝑗 = 1,2 (1.1)

Застосовуємо iнтегральне перетворення до крайових умов i умов сполучення
шарiв:

𝐺2(𝑈
′

2𝑘(𝑅2) −
1

𝑅2
𝑈2𝑘(𝑅2)) = 𝑃𝑘
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𝑃𝑘 =

∫︁ 𝐻

0

𝑃 (𝑧)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧

𝑈1𝑘(𝑅1) = 𝑈2𝑘(𝑅1)

𝐺1(𝑈
′

1𝑘(𝑅1) −
1

𝑅1
𝑈1𝑘(𝑅1)) = 𝐺2(𝑈

′

2𝑘(𝑅1) −
1

𝑅1
𝑈2𝑘(𝑅1))

Рiвняння (1.1) є рiвняння Бесселя i його рiшення:

𝑈1𝑘(𝑟) = 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟), 0 ≤ 𝑟 < 𝑅2

𝑈2𝑘(𝑟) = 𝐵𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) + 𝐶𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑟), 𝑅1 < 𝑟 < 𝑅2

𝐼1(𝑥), 𝐾1(𝑥) - модифiкованi функцii Бесселя
При цьому враховано, що 𝑈1𝑘(𝑟) має бути обмежена при 𝑟 = 0.
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1.3. Розв’язання одновимiрної задчi,
знахождення констант 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 та 𝐶𝑘

Для знаходження 𝐴𝑘, 𝐵𝑘, 𝐶𝑘, пiдставимо в умови сполучення та кра-
йовi умови:

𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1) = 𝐵𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1) + 𝐶𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑅1)

𝐺1(𝑅𝑘𝐴𝑘𝜆𝑘𝐼
′

1(𝜆𝑘𝑅2)−𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)) = 𝐺2(𝑅1𝐵𝑘𝜆𝑘𝐼
′

1(𝜆𝑘𝑅1)+𝑅1𝐶𝑘𝜆𝑘𝐾
′

1(𝜆𝑘𝑅1)−

−𝐵𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1) − 𝐶𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑅1))

𝑅2𝜆𝑘𝐵𝑘𝐼
′

1(𝜆𝑘𝑅2) + 𝑅2𝜆𝑘𝐶𝑘𝐾
′

1(𝜆𝑘𝑅2) −𝐵𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅2) − 𝐶𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑅2) =
𝑅2

𝐺2
𝑃𝑘

Скористаємося формулами:

𝑥𝐼
′

1(𝑥) − 𝐼1(𝑥) = 𝑥𝐼2(𝑥)

𝑥𝐾
′

1(𝑥) = −𝑥𝐾2(𝑥)

𝐵𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1) + 𝐶𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑅1) = 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)

𝐺1𝐴𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑅1) = 𝐺2(𝐵𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑅1) − 𝐶𝑘𝐾2(𝜆𝑘𝑅1))

𝐵𝑘𝜆𝑘𝑅2𝐼2(𝜆𝑘𝑅2) − 𝐶𝑘𝜆𝑘𝑅2𝐾2(𝜆𝑘𝑅2) =
𝑅

′

2

𝐺2
𝑃𝑘

З перших двох рiвнянь виразимо 𝐵𝑘 и 𝐶𝑘 через 𝐴𝑘:⎧⎪⎨⎪⎩ 𝐵𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1) + 𝐶𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑅1) = 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅2)

𝐵𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑅1) + 𝐶𝑘𝐾2(𝜆𝑘𝑅1) = 𝐺1

𝐺2
𝐴𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)

𝑑𝑒𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝐼1(𝜆𝑘𝑅1) 𝐾1(𝜆𝑘𝑅1)

𝐼2(𝜆𝑘𝑅1) −𝐾2(𝜆𝑘𝑅1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = [𝐼1(𝜆𝑘𝑅1) ·𝐾2(𝜆𝑘𝑅1) + 𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)𝐾1(𝜆𝑘𝑅1)]

Так як 𝐼1(𝑥)𝐾2(𝑥) + 𝐾1(𝑥)𝐼2(𝑥) = 1
𝑥

𝑑𝑒𝑡 = − 1

𝜆𝑘𝑅1



9

𝐵𝑘 = −𝜆𝑘𝑅1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1) 𝐾1(𝜆𝑘𝑅1)

𝐺1

𝐺2
𝐴𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑅1) −𝐾2(𝜆𝑘𝑅1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = (𝐺* =

𝐺1

𝐺2
) =

= −𝜆𝑘𝑅1(−𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐾2(𝜆𝑘𝑅1) −𝐺*𝐴𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)𝐾1(𝜆𝑘𝑅1)) =

= 𝜆𝑘𝑅1𝐴𝑘[𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐾2(𝜆𝑘𝑅1) + 𝐺*𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)𝐾1(𝜆𝑘𝑅1)]

𝐶𝑘 = −𝜆𝑘𝑅1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝐼1(𝜆𝑘𝑅1) 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)

𝐼2(𝜆𝑘𝑅1) 𝐺*𝐴𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

= −𝜆𝑘𝑅1𝐴𝑘[𝐺
*𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐼2(𝜆𝑘𝑅1) − 𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)] =

= −𝜆𝑘𝑅1(𝐺
* − 1)𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)𝐴𝑘

Пiдставим в 3 рiвняння системи крайовi умови

𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑅2)·𝜆𝑘𝑅1𝐴𝑘[𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐾2(𝜆𝑘𝑅1)+𝐺*𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)𝐾1(𝜆𝑘𝑅1)]+𝜆𝑘𝐾2(𝜆𝑘𝑅2)·

·𝜆𝑘𝑅1(𝐺
* − 1)𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐼2(𝜆𝑘𝑅1) =

𝑃𝑘

𝐺2

𝑅1𝜆
2
𝑘𝐴𝑘[𝐼2(𝜆𝑘𝑅2)(𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐾2(𝜆𝑘𝑅1) + 𝐺*𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)𝐾1(𝜆𝑘𝑅2)) + 𝐾2(𝜆𝑘𝑅2)·

·(𝐺* − 1)𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)] =
𝑃𝑘

𝐺2

Позначимо:

△𝑘 = 𝐼2(𝜆𝑘𝑅2)... + (𝐺* − 1)𝐾2(𝜆𝑘𝑅2)𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)

𝐴𝑘 =
𝑃𝑘

𝑅1𝐺2𝜆2
𝑘△𝑘

Знайдемо 𝐵𝑘 та 𝐶𝑘

𝐵𝑘 =
𝑃𝑘

𝐺2𝜆𝑘△𝑘
[𝐼1(𝜆𝑘𝑅1) + 𝐺*𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)𝐾1(𝜆𝑘𝑅1)]

𝐶𝑘 = −(𝐺* − 1)
𝑃𝑘

𝜆𝑘𝐺2△𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)
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1.4. Знаходження перемiщень

Запишемо вирази для трансформант перемiщення 𝑈1𝑘(𝑟) та 𝑈2𝑘(𝑟).

𝑈1𝑘(𝑟) =
𝑃𝑘

𝑅1𝐺2𝜆2
𝑘△𝑘

𝐼1(𝜆𝑘𝑟), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅1

𝑈2𝑘(𝑟) =
𝑃𝑘

𝐺2𝜆𝑘△𝑘
[𝐼1(𝜆𝑙𝑅1)𝐾2(𝜆𝑙𝑅1)+𝐺*𝐼2(𝜆𝑙𝑅1)𝐾1(𝜆𝑙𝑅1)]𝐼1(𝜆𝑘𝑟)−(𝐺*

1−1)·

· 𝑃𝑘

𝐺2𝜆𝑘△𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)𝐾1(𝜆𝑘𝑟),𝑅1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅2
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1.5. Знаходження напружень

Застосуємо формули обернення для iнтегрального перетворення Фур’є
Змiщення:

𝑈1(𝑟,𝑧) =
2

𝐻

+∞∑︁
𝑘=1

𝑈1𝑘(𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑍

𝑈2(𝑟,𝑧) =
2

𝐻

+∞∑︁
𝑘=1

𝑈2𝑘(𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑍

Напруження (в внутрiшньому шарi):

𝜏𝑟𝜙(𝑟,𝑧) = 𝐺(
𝜕𝑈𝑘

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑈𝑘)

𝜏 1𝑟𝜙(𝑟,𝑧) =
2𝐺*

𝑅1𝐻

+∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

𝜆𝑘△𝑘
𝐼2(𝜆𝑘𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧

𝜏 (2)𝑟𝜙 =
2

𝐻

+∞∑︁
𝑘=1

[
𝑃𝑘

△𝑘
(𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐾2(𝜆𝑘𝑅1) + 𝐺*𝐼2(𝜆𝑘𝑅1)𝐾1(𝜆𝑘𝑅1))·

·𝐼2(𝜆𝑘𝑟) + (𝐺* − 1)
𝑃𝑘

𝜆𝑘△𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑅1)𝐾2(𝜆𝑘𝑟)]𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧
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РОЗДIЛ 2

РОЗРАХУНКИ

Вiзьмемо конкретний вид зовнiшнього навантаження

𝑃 (𝑧) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑃𝑘, 0.8𝐻 < 𝑧 < 𝐻

0, 0 < 𝑧 < 0.8𝐻

Йогр трансформанта

𝑃𝑘 =

∫︁ 𝐻

0

𝑃 (𝑧)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝑧)𝑑𝑧 = 𝑃𝑘

∫︁ 𝐻

0.8𝐻

𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧 = 𝑃𝑘(−
1

𝜆𝑘
𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘𝑧) |𝐻0.8𝐻=

= −𝑃 *

𝜆𝑘
(𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘𝐻 − 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘0.8𝐻) =

𝑃 *

𝜆𝑘
𝑐𝑜𝑠0.4𝜋(2𝑘 − 1)

Тодi

𝜏 1𝑟𝜙(𝑟,𝑧) =
2𝐺*

𝑅1𝐻
· 𝑃 *

+∞∑︁
𝑘=1

𝐼2(𝜆𝑘𝑟)

𝜆2
𝑘∆𝑘

𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑧 · 𝑐𝑜𝑠0.4(2𝑘 − 1)𝜋
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2.1. Графiки напруження

Результат напруження для 𝐺1 = 𝐺2

Рис. 2.1. Графiк напруження.
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Результат напруження для 𝐺1 = 2 ·𝐺2 :

Рис. 2.2. Графiк напруження.
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Результат напруження для 𝐺1 = 𝐺2

2

Рис. 2.3. Графiк напруження.
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ВИСНОВКИ

За допомогою перетворення Фур’є задачу було зведено до однови-
мiрної. Знайденi константи. Отримано точне рiшення поставленої задачi.
Наведено формули для обчислення зсуву i напруження .
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