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ВСТУП
Дослідження реальних процесів через побудову ідеалізованих математичних 

моделей часто призводить до необхідності знаходити рішення систем 

диференціальних рівнянь із малим параметром. [1] Однак оскільки в більшості 

випадків вирішення таких систем є досить складним і трудомістким, становить 

інтерес розробка різних асимптотичних методів їх вирішення. Такі методи 

дозволяють знайти наближене рішення системи диференціальних рівнянь через 

заміну вихідної системи на таку, що схожу з нею за характеристиками, але має 

простіший вигляд. Зокрема, метод усереднення для диференціальних рівнянь та 

систем в стандартній формі заснований на заміні правих частин рівнянь 

вихідної системи усередненими автономними функціями (що не містять явно 

змінної часу). При цьому метод дозволяє враховувати основний внесок малих 

параметрів в описуваний процес на проміжках часу порядку 1
ε

. Отримана за 

допомогою методу усереднення система диференціальних рівнянь вирішується 

простіше вихідної, а також стає можливим використання ефективних чисельних 

методів для її вирішення. Широке розповсюдження метод усереднення придбав 

в задачах нелінійної механіки, особливо - в розділі теорії коливань.

Математичне обгрунтування методу було вперше отримано в роботах М. М. 

Крилова і М. М. Боголюбова. Для задач оптимального управління його вперше 

застосував М. М. Моїсеєв. Результат першої теореми Боголюбова про 

близькість рішень вихідної і усередненої систем був в подальшому узагальнен 

на випадок диференціальних включень В. А. Плотніковим. [2]

Сказане вище дозволяє зробити висновок про актуальність використання 

асімптотичних методів і, зокрема, описуваного методу усереднення, для рішень 

диференціальних рівнянь і систем з малим параметром. 

Об'єктом мого дослідження є метод усереднення для систем диференціальних 

рівнянь в стандартній формі, а предметом дослідження є поведінка 

усередненого рішення в залежності від впливу різних параметрів і порівняння 

фактично отриманих результатів з теоретичними оцінками.
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Завдання, поставлені переді мною для виконання дослідження:

1. дослідження поведінки рішення усередненої системи 

диференціальних рівнянь в залежності від значення малого параметра, 

довжини проміжку і виду правої частини рівнянь;

2. розбір теоретичного матеріалу з диференціальних включень;

3. проведення аналогічного дослідження для рішень усереднених 

диференціальних включень.

У теоретичній частині роботи було проведено розкриття всіх нетривіальних 

переходів першої основної теореми Боголюбова.

В ході дослідження була розроблена програма в середовищі Matlab, що 

дозволяє знаходити усереднене рішення для задачі Коші з періодичною і 

неперіодичною правими частинами. Також за допомогою Matlab були отримані 

наочні ілюстрації похибок усереднення.
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ВИСНОВКИ

Протягом написання моєї дипломної роботи були вивчени такі теми:
• Метод усереднення для диференціальних рівнянь та систем у 

стандартній формі;
• Метод усереднення для диференціальних рівнянь з багатозначною 

правою частиною (диференціальних включень).

На ілюстративних прикладах була показана залежність похибки усередення 

від малого параметра, довжини проміжку та виду правої частини системи. Були 

показани випадки, коли теоретична оцінка похібки значно відрізняється від 

реальної. 

Для теореми М.М. Боголюбова, якак гарантує близкість рішень вихідної та 

усередненої систем, були розкриті все нетривіальні переходи.

За допомогою Matlab розроблена програма для знайдення і побудови графіків 

усереднених рішень. 

Для диференціальних включень побудова рішення проводилась за допомогою 

апарату опорних функцій, що також детально показано на прикладах. 

В якості висновка щодо доцільності використання методу усереднення можна 

сказати наступне: найбільш точне наближення метод усереднення дає для тих 

систем диференціальних рівнянь, в яких права частина є періодічною (або 

майже періодичною) функцією, амплітуда коливань якої не зростає з часом. 

Проте, для будь-якого проміжку і будь-якого заданого значення похибки 

усереднення  можна підібрати такий параметр ε0 , що для всіх ε ∈(0,ε0 ]

похибка не буде перевищувати заданого значення.
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ДОДАТОК А
Код програми

   в середовищі MatLab

Приклад 3.1

eps=num2str(0.01);%малий параметр
T=2*pi;%період
S=90;%довжина проміжку
%задаємо диференціальне рівняння - строку
rigt_out_eps='(x*sin(t)^2)';
diffeq=['Dx=',eps,'*',rigt_out_eps];
 
solve1=dsolve(diffeq,'x(0)=1')%знаходемо рішення вихідної
 
syms x(t) u(x)
%перетворюємо вихідне ДР для отримання рівномірного 
%середнього в символьному вигляді
[token rem]=strtok(diffeq,'*');
l=findstr(diffeq,rem);
h=diffeq(l+1:length(diffeq));
 
average=sym(h);
u=int(average,t,0,T)/T;%знаходим «середнє»
 
a=char(u);
 
 
solve_string=['Dx=',eps,'*',a];%ДУ для усредненной системы
 
y_solve=dsolve(solve_string,'x(0)=1')
 

ezplot(y_solve,[0,S]);
hold all
ezplot(solve1,[0,S])
legend('x(t)','\xi(t)');
hold all
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Приклад 3.2

eps=num2str(0.03);

T=2*pi;
S=500;

rigt_out_eps='(cos(t)-x/2)';
diffeq=['Dx=',eps,'*',rigt_out_eps];
 
solve1=dsolve(diffeq,'x(0)=1')
 
syms x(t) u(x)

[token rem]=strtok(diffeq,'*');
l=findstr(diffeq,rem);
h=diffeq(l+1:length(diffeq));
 
average=sym(h);
u=int(average,t,0,T)/T;интеграл
 
a=char(u);
 
 
solve_string=['Dx=',eps,'*',a];
 
y_solve=dsolve(solve_string,'x(0)=1')
 

ezplot(y_solve,[0,S]);
hold all
ezplot(solve1,[0,S])
legend('x(t)','\xi(t)');
hold all
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Приклад 3.3

eps=num2str(0.8);

syms T
rigt_out_eps='(x*(exp(-t)+1))';
diffeq=['Dx=',eps,'*',rigt_out_eps]
 
solve1=dsolve(diffeq,'x(0)=1')
ezplot(solve1,[0 400])
hold all
 
syms x(t) u(x)

[token rem]=strtok(diffeq,'*')
l=findstr(diffeq,rem)
h=diffeq(l+1:length(diffeq))
 
average=sym(h)
u=int(average,t,0,T)/T

w=limit(u,T,inf)%межа

a=char(w)

solve_string=['Dx=',eps,'*(',a,')']

 y_solve=dsolve(solve_string,'x(0)=1')
ezplot(y_solve,[0 400])
hold all
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