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ВСТУП

Перенесення забруднюючих розчинених речовин у ґрунтових водах
залежить вiд рiзних фiзичних, хiмiчних, бiологiчних та екологiчних процесiв
i властивостей середовища. Як тiльки ґрунтовi води якимось чином забру-
днюються, стає дуже складно покращити їхню якiсть. Математичнi моделi
перенесення забруднюючих речовин у пористому середовищi є основними
iнструментами для розумiння механiзмiв явищ перенесення. На сьогоднi
розроблено велику кiлькiсть методiв математичного моделювання процесiв
перенесення забруднюючих речовин у природних дисперсних середовищах.
Вони можуть використовуватися для прогнозування руху шлейфiв забру-
днюючих речовин та механiзмiв вiдновлення у рiчках i ґрунтових водах.

Дослiдження у природних дисперсних середовищах кiлькiсних за-
кономiрностей перенесення вологи та розчинених у нiй речовин широко
затребуване пiд час вирiшення таких прикладних завдань: оцiнка ризику
забруднення ґрунтових вод токсичними речовинами, зокрема радiонуклiда-
ми; оцiнка надходження радiонуклiдiв, важких металiв та iнших токсичних
речовин у рослини; аналiз потрапляння радiонуклiдiв, пестицидiв та iнших
забруднювальних речовин у воднi системи за рахунок поверхневого стоку;
аналiз закономiрностей формування водно-сольового режиму зрошуваних
ґрунтiв; прогноз екологiчних наслiдкiв заходiв iз регулювання процесiв
перенесення водорозчинних речовин у ґрунтi.

Бiльшiсть забруднювачiв ґрунтових вод зазвичай мiгрують у напрям-
ку потоку ґрунтових вод. Перенесення розчинених речовин на поверхнi та
пiд поверхнею тривалий час було головним об’єктом експериментальних
i теоретичних дослiджень у галузi пiдземної гiдрологiї. Зменшення забру-
днення шляхом розбавлення — перевiрений механiзм, що швидко мiнiмiзує
концентрацiю забруднювача у ґрунтових водах.

Для науково обґрунтованого та адекватного чисельного дослiдження
закономiрностей перенесення у природних дисперсних середовищах вологи
та розчинених у нiй речовин доцiльним є використання методiв матема-
тичного моделювання, якi не втрачають свою достовiрнiсть за широкого
варiювання просторово-часових масштабiв, гiдрологiчних та клiматичних
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факторiв.

Зробимо аналiз сучасних методiв моделювання мiграцiї забруднюваль-
них речовин у природних дисперсних середовищах.

Автори робiт [5, 6] отримали аналiтичнi розв’язки для одномiрного
перенесення розчинених речовин i оцiнили, що швидкiсть ґрунтових вод
може змiнюватися лiнiйно у просторi, а коефiцiєнт розсiювання змiнює-
ться пропорцiйно квадрату просторової координати. У роботах [7, 8] було
розроблено метод, що описує лiнiйну дисперсiю, яка залежить вiд часу, та
дисперсiю, що залежить вiд масштабу. Просторова залежнiсть швидкостi
ґрунтових вод зумовлена неоднорiднiстю природного середовища, через яке
вiдбувається перенесення розчинених речовин. У роботi [9] показано, що
часова залежнiсть обумовлена нестiйкiстю потоку ґрунтових вод.

Дослiджуючи одномiрну масштабно-залежну фракцiйну адвекцiю-
дисперсiю, автори [10, 11] вивчали вплив вмiсту нерухомої води на адвекцiю
та диспергування забруднюючих речовин у ненасичених пористих утворе-
ннях. Чисельнi математичнi моделi на основi рiвняння дробової адвекцiї-
дифузiї в неоднорiдному пористому шарi представленi у [12–14], а в [17] було
розроблено аналiтичний розв’язок iз гiперболiчною залежнiстю вiдстанi
дисперсностi перенесення розчинених речовин через пористе середовище.

Аналiтичнi розв’язки для часової та просторової залежностi дисперсiї
розчиненої речовини з вхiдною концентрацiєю iмпульсного типу в одно-
мiрних однорiдних пористих середовищах розглянутi в [15–18]. Там само
представлено одномiрне рiвняння адвекцiї-дисперсiї у скiнченнiй областi
iз залежними вiд часу вхiдними умовами для прогнозування розподiлу
концентрацiї уздовж нестацiонарного потоку пiдземних вод у водоносному
горизонтi.

Об’єктом дослiдження є початково-крайова задача для дробового
рiвняння адвекцiї-дисперсiї.

Предметом дослiдження є скiнченно-рiзницева апроксимацiя початково-
крайової задачi для дробового рiвняння адвекцiї-дисперсiї.

Мета роботи — здобуття практичного досвiду та розширення знань що-
до числових розв’язкiв фiзичних моделей з дробовими похiдними. Розробка
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математичної моделi для визначення, як перенесення розчинених речовин,
потiк забруднюючих речовин та iншi параметри можуть бути застосованi
для аналiзу поведiнки забруднюючих речовин у неоднорiдних пористих
середовищах.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглянемо дробове рiвняння адвекцiї-дисперсiї

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑍

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑑

(︂
1

2
+

𝛾

2

)︂
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑥𝛼
+ 𝑑

(︂
1

2
− 𝛾

2

)︂
𝜕𝛼𝑢

𝜕(−𝑥)𝛼
, (1.1)

де 𝑢 – концентрацiя розчинених речовин у данiй системi (щiльнiсть). 𝑍
— середня швидкiсть руху води в порах, 𝑑 — коефiцiєнт дифузiї, 𝑥 i 𝑡 —
вiдповiднi просторовi та часовi координати, 𝛼 — порядок дробової похiдної
з 1 < 𝛼 ≤ 2. Параметр 𝛾 належить промiжку −1 ≤ 𝛾 ≤ 1 та вiдображає
спiввiдношення ймовiрностей переходу частинок розчинника вперед та
назад. Якщо 0 ≤ 𝛾 ≤ 1, то ймовiрнiсть переходу змiщена вперед, а якщо
−1 ≤ 𝛾 ≤ 0, то ймовiрнiсть переходу змiщена назад.

Розглянемо скiнченно-рiзницеву апроксимацiю початково-крайової
задачi для дробового рiвняння адвекцiї-дисперсiї.

Створимо програмний додаток мовою пакету Octave, який реалiзує
задану схему та знаходить скiнченно-рiзницевий розв’язок для рiзних кое-
фiцiєнтiв дробового рiвняння i рiзних параметрiв сiтки. Проведемо серiю
обчислювальних експериментiв.

Потiм застосуємо дробове рiвняння (1.1) для моделювання перенесення
забруднення у рiках.
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РОЗДIЛ 2

ПОХIДНI ДРОБОВОГО ПОРЯДКУ

Нижче приведемо основнi визначення щодо дробових похiдних.

2.1 Дробовi похiднi Грюнвальда–Летнiкова

Похiднi Грюнвальда–Летнiкова є одним iз способiв визначення дро-
бових похiдних, що використовуються в математичному аналiзi, зокрема
у теорiї дробового числення. Такий пiдхiд є узагальненням класичного
визначення похiдних на випадок дробового порядку.

Скiнченнi рiзницi назад порядку 𝑛 з кроком ℎ визначаються як

∆𝑛
ℎ𝑓(𝑥) :=

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑓(𝑥− 𝑘ℎ), (2.1)

щоб отримати наступний результат.

Теорема 2.1. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑓 ∈ 𝐶𝑛[𝑎,𝑏] та 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏. Тодi

𝐷𝑛𝑓(𝑥) = lim
ℎ→0

∆𝑛
ℎ𝑓(𝑥)

ℎ𝑛
. (2.2)

Такий результат є дiйсно корисним не лише для аналiтичних дослi-
джень. Якщо замiсть граничного переходу ℎ → 0 використати скiнчене
позитивне значення для ℎ, то отримаємо чисельну апроксимацiю похiдної.
Тож нам потрiбно мати аналог i для дробового випадку.

Насправдi, все, що нам потрiбно зробити, це надати значення скiн-
ченнiй рiзницi в (2.1) при 𝑛 /∈ N. Бiномiальнi коефiцiєнти

(︀
𝑛
𝑘

)︀
для 𝑛 ∈ R i

𝑘 ∈ N0 визначаються такими спiввiдношеннями(︂
𝑛

𝑘

)︂
=

𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2) · · · (𝑛− 𝑘 + 1)

𝑘!
. (2.3)

Варто зауважити, що
(︀
𝑛
𝑘

)︀
= 0, якщо 𝑛 ∈ N та 𝑛 < 𝑘. Тож маємо, що при
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𝑛 ∈ N (2.3) рiвносильно

∆𝑛
ℎ𝑓(𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑓(𝑥− 𝑘ℎ), (2.4)

Тепер згадаємо, що хочемо мати вираз для класу функцiй, який зазви-
чай є пiдмножиною 𝐶[𝑎,𝑏], тобто класу функцiй, визначених на скiнченому
iнтервалi [𝑎,𝑏]. У цьому контекстi варто зауважити, що представлення (2.4)
мають двi проблеми в разi 𝑛 /∈ N, де жоден з бiномiальних коефiцiєнтiв не
дорiвнює нулю, тому що цей вираз насправдi є нескiнченним рядом:

• щоб обчислити вираз в (2.4) для всiх 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏], необхiдно визначити
функцiю 𝑓 на (−∞,𝑏];

• функцiя 𝑓 повинна бути такою, щоб ряд збiгався

Маємо таке рiшення для цих двох проблем: для заданної функцiї 𝑓 : [𝑎,𝑏] →
R визначимо нову функцiю

𝑓 * : (−∞,𝑏] → R, 𝑥 ↣

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑓(𝑥), якщо 𝑥 ∈ [𝑎,𝑏],

0, якщо 𝑥 ∈ (−∞,𝑎),

та використаємо цю функцiю замiсть 𝑓 . Ураховуючи, що 𝑓 i 𝑓 * спiвпадають
на вiдрiзку, де визначенi обидва функцiї, iнтерпретуємо 𝑓 * як продовження
𝑓 i, трохи зловживаючи позначеннями, будемо далi писати 𝑓 замiсть 𝑓 *.

Узагальнимо тепер (2.2). З метою спрощення обмежимося умовою,
що ℎ → 0. Спецiально для розглянутого значення 𝑥 ми припускаємо, що ℎ

приймає лише значення ℎ𝑁 = (𝑥 − 𝑎)/𝑁 , 𝑁 = 1, 2, . . . . Детальний аналiз
показує, що ця умова не є обов’язковою.

Означення 2.1. Нехай 𝑛 > 0, 𝑓 ∈ 𝐶⌈𝑛⌉[𝑎,𝑏] та 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏. Тодi

̃︀𝐷𝑛
𝑎𝑓(𝑥) = lim

𝑁→∞

∆𝑛
ℎ𝑁

ℎ𝑛
𝑁

= lim
𝑁→∞

1

ℎ𝑛
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑓(𝑥− 𝑘ℎ𝑁),

де ℎ𝑁 = (𝑥− 𝑎)/𝑁 , називається дробовою похiдною Грюнвальда–Летнiкова
порядку 𝑛 функцiї 𝑓 .
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Наступний результат пояснює зв’язок мiж новим поняттям дробової
похiдної та вже вiдомим нам.

Теорема 2.2. Нехай 𝑛 > 0, 𝑚 = ⌈𝑛⌉ та 𝑓 ∈ 𝐶𝑚[𝑎,𝑏]. Тодi для 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏],

̃︀𝐷𝑛
𝑎𝑓(𝑥) = 𝐷𝑛

𝑎𝑓(𝑥).

В силу цiєї теореми та спiввiдношення

(−1)𝑘
(︂
−𝑛

𝑘

)︂
= (−1)𝑘

(−𝑛)(−𝑛− 1) · · · (−𝑛− 𝑘 + 1)

𝑘!
=

𝑛(𝑛+ 1) · · · (𝑛+ 𝑘 − 1)

𝑘!

=
(𝑛+ 𝑘 − 1)(𝑛+ 𝑘 − 2) · · ·𝑛

𝑘!
=

Γ(𝑛+ 𝑘)

Γ(𝑛)Γ(𝑘 + 1)
.

є справедливим наступне означення.

Означення 2.2. Нехай 𝑛 > 0, 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] та 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏. Тодi

̃︀𝐽𝑛
𝑎 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝑛)
lim
𝑁→∞

ℎ𝑛
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=0

Γ(𝑛+ 𝑘)

Γ(𝑘 + 1)
𝑓(𝑥− 𝑘ℎ𝑁),

де ℎ𝑁 = (𝑥−𝑎)/𝑁, називається дробним iнтегралом Грюнвальда–Летнiкова
порядку 𝑛 функцiї 𝑓 .
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РОЗДIЛ 3

СКIНЧЕННО-РIЗНИЦЕВА АПРОКСИМАЦIЯ

ДРОБОВОГО РIВНЯННЯ АДВЕКЦIЇ-ДИСПЕРСIЇ

Задамо дробовий оператор ∇𝛼
𝛾

2∇𝛼
𝛾 = (1 + 𝛾)

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑥𝛼
+ (1− 𝛾)

𝜕𝛼𝑢

𝜕(−𝑥)𝛼
, (3.1)

тодi, рiвняння (1.1) можемо записати у виглядi

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑍

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑑∇𝛼

𝛾𝑢. (3.2)

Представимо дробовi похiднi за допомогою схеми Грюнвальда-Летнiкова,
яка має наступний вигляд

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑥𝛼
(𝑥, 𝑡) = lim

Δ𝑥→0

1

∆𝑥𝛼

[𝑥−𝑎
Δ𝑥 ]∑︁
𝜏=0

(−1)𝜏
(︂
𝛼

𝜏

)︂
𝑢(𝑥− 𝜏∆𝑥, 𝑡),

𝜕𝛼𝑢

𝜕(−𝑥)𝛼
(𝑥, 𝑡) = lim

Δ𝑥→0

1

∆𝑥𝛼

[ 𝑏−𝑥
Δ𝑥 ]∑︁
𝜏=0

(−1)𝜏
(︂
𝛼

𝜏

)︂
𝑢(𝑥+ 𝜏∆𝑥, 𝑡),

(3.3)

де [𝑎] є цiла частина числа 𝑎.

Для визначення явних схем ми використаємо варiант методу Грюнвальда-
Летнiкова, в якому оцiнки функцiї зсуваються влiво або вправо, i отримуємо
те, що вiдомо як зсунута формула Грюнвальда-Летнiкова. Зсув вище вiд-
повiдає замiнi вiдповiдних компонент 𝑢(𝑥 − 𝜏∆𝑥, 𝑡) та 𝑢(𝑥 + 𝜏∆𝑥, 𝑡) на
𝑢(𝑥 − 𝜏∆𝑥 + ∆𝑥, 𝑡) та 𝑢(𝑥 + 𝜏∆𝑥 − ∆𝑥, 𝑡), що не впливає на межу при
∆𝑥 → 0.

Вибiр зсунутої формули Грюнвальда-Летнiкова має двi причини:

• шлях отримання узагальнень наявних схем, а саме: при дробовому
порядку 𝛼 = 2 ми отримаємо стандартне рiвняння переносу-дифузiї.

• апроксимацiї похiдних, отриманi за допомогою класичного методу
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Грюнвальда-Летнiкова, досить часто призводять до нестабiльних чи-
слових схем, що може ускладнити розрахунки.

Для отримання схеми дробової скiнченно-рiзницевої апроксимацiї ми
припускаємо, що iснують апроксимацiї 𝑈 =

{︀
𝑈𝑛
𝑗

}︀
значень 𝑈(𝑥𝑗, 𝑡𝑛) в точках

сiтки
𝑥𝑗 = 𝑗∆𝑥, 𝑗 = −𝑁, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , 𝑁

та
𝑡𝑛 = 𝑛∆𝑡, 𝑛 ≥ 0,

де ∆𝑥 - це рiвномiрний крок по простору, а ∆𝑡 - рiвномiрний крок по часу.

Нехай для ∆𝑥 та ∆𝑡

𝜈 =
𝑍∆𝑡

∆𝑥
та 𝜔𝛼 =

𝑑∆𝑡

∆𝑥𝛼
.

Величина 𝜈 вiдома як число Куранта-Фрiдрiхса-Левi (КФЛ), а пара-
метр 𝜔𝛼 пов’язаний з коефiцiєнтом дифузiї.

Схема скiнченних рiзниць опишемо на основi оператора центрального
порядку, що вiдповiдно визначається

∆0𝑈
𝑛
𝑗 =

𝑈𝑛
𝑗+1 − 𝑈𝑛

𝑗−1

2

За допомогою апроксимацiї на основi зсунутих формул Грюнвальда-
Летнiкова ми визначаємо дискретнi наближення до дробових похiдних

(︂
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂𝑛

𝑗

≃ 1

∆𝑥𝛼

𝑁+𝑗+1∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗+1−𝜏 ,

(︂
𝜕𝛼𝑢

𝜕(−𝑥)𝛼

)︂𝑛

𝑗

≃ 1

∆𝑥𝛼

𝑁−𝑗+1∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗−1+𝜏 , (3.4)

для

𝑝𝜏 = (−1)𝜏
(︂
𝛼

𝜏

)︂
= (−1)𝜏

𝛼(𝛼− 1) . . . (𝛼− 𝜏 + 1)

𝜏 !
=

Γ(𝜏 − 𝛼)

Γ(−𝛼)Γ(𝜏 + 1)
. (3.5)

Дробовий оператор ∇𝛼
𝛾 , заданний у (3.1), апроксимується на 𝜉𝛼𝛾 /2∆𝑥𝛼,

де 𝜉𝛼𝛾 визначається як
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𝜉𝛼𝛾𝑈
𝑛
𝑗 = (1 + 𝛾)

𝑁+𝑗+1∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗+1−𝜏 + (1− 𝛾)

𝑁−𝑗+1∑︁
𝜏=0

𝑝𝜏𝑈
𝑛
𝑗−1+𝜏 . (3.6)

Отже, запишемо схему скiнченних рiзниць для апроксимацiї рiвняння
(1.1) у формi

𝑈𝑛+1
𝑗 = 𝑈𝑛

𝑗 − 𝜈∆0𝑈
𝑛
𝑗 +

1

2
𝜔𝛼𝜉

𝛼
𝛾𝑈

𝑛
𝑗 . (3.7)

Згiдно з дискретизацiєю адвективної частини, ми називаємо вищенаведену
схему центральною.

3.1 Матричне представлення схеми скiнчен-
них рiзниць

Запишемо розглянуту вище явну схеми у виглядi матрицi.

Припустимо, що вузловi точки мають вигляд
𝑈𝑛
𝑗 = −𝑁, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , 𝑁, також припустимо, що граничнi умови

вiдомi, тобто функцiї 𝑈𝑛
−𝑁 та 𝑈𝑛

𝑁 вiдомi для 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Запровадивши вектор U𝑛 =
[︀
𝑈𝑛
−𝑁+1, . . . , 𝑈

𝑛
−1, 𝑈

𝑛
0 , 𝑈

𝑛
1 , 𝑈

𝑛
2 , . . . , 𝑈

𝑛
𝑁−1

]︀𝑇 ,
ми можемо записати схеми у виглядi матричного рiвняння

U𝑛+1 = 𝐺U𝑛 + z𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (3.8)

де G - матриця iтерацiї розмiром (2𝑁 − 1) × (2𝑁 − 1), а z𝑛 - вектор, що
мiстить граничнi значення.

Матрицю G можна записати у виглядi

G = A+
1

2
𝜔𝛼B, (3.9)

де A i B - матрицi однакового розмiру (2𝑁 − 1)× (2𝑁 − 1), i A вiдповiдає
дискретизацiї адвекцiї, тодi як B пов’язана з дискретизацiєю дифузiї. Для
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вищезгаданої схеми матриця B визначається таким чином

B = (1 + 𝛾)L+ (1− 𝛾)L𝑇 ,

де

L =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝1 𝑝0 0 · · · 0

𝑝2

. . . ...

. . . 0

𝑝0

𝑝2𝑁−1 · · · 𝑝2 𝑝1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.10)

Вектор z𝑛 складається з двох частин

z𝑛 = z𝑛A + z𝑛B,

де вектор z𝑛A мiстить граничнi значення, якi вiдповiдають матрицi A, а
вектор z𝑛B - граничнi значення, якi вiдносяться до матрицi B. Для z𝑛B маємо

z𝑛B = z𝑛𝐵+ + z𝑛𝐵−,

де

z𝑛𝐵+ =
𝜔𝛼(1 + 𝛾)

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝2

...

𝑝2𝑁−1

𝑝2𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
−𝑁 +

𝜔𝛼(1 + 𝛾)

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

...

0

𝑝0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
𝑁
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та

z𝑛𝐵− =
𝜔𝛼(1− 𝛾)

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝0

0

...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
−𝑁 +

𝜔𝛼(1− 𝛾)

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝2𝑁

𝑝2𝑁−1

...

𝑝2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
𝑁

Для даної схеми матриця A та вектор z𝑛A мають вiдповiдно такий
вигляд

A** =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −𝜈/2

𝜈/2 . . . . . .

. . . −𝜈/2

𝜈/2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
та z𝑛** =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜈/2

0

...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
−𝑁 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

...

−𝜈/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑈𝑛
𝑁 .

Тепер ми отримали матричне представлення центральної схеми скiн-
чених рiзниць.
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РОЗДIЛ 4

ПЕРЕНОС ЗАБРУДНЮЮЧИХ РЕЧОВИН У РIКАХ

Теоретичний пiдхiд до побудови моделей перенесення забруднюючих
речовин у поверхневих та пiдземних водах передбачає опис їхньої динамi-
ки мовою фiзичноiнтерпретованих рiвнянь [19]. Основним математичним
апаратом для теоретичних моделей є системи диференцiальних рiвнянь
адвекцiї-дисперсiї (ADE), якi зазвичай виражають собою рiвняння балансу
речовини та енергiї розглянутої системи. Такий пiдхiд не потребує на-
длишкового набору експериментальних даних для визначення необхiдних
залежностей [20].

Опис перенесення забруднюючих речовин у поверхневих та пiдзем-
них водах за допомогою рiвнянь ADE передбачає два основнi механiзми
перенесення:

• Адвективне перенесення – вiдбувається внаслiдок пасивного руху
разом iз водним потоком.

• Дисперсiйне/дифузiйне перенесення – враховує дифузiю, дрiбномас-
штабнi змiни швидкостi потоку, а також будь-якi iншi процеси, що
сприяють поширенню розчиненої речовини.

Для опису перенесення розчинених речовин у пористих середовищах
зазвичай використовується рiвняння конвективної дифузiї. Для одномiрного
перенесення потiк розчиненої речовини 𝐽𝑆 можна записати як:

𝐽𝑆 = 𝑢𝐶 −𝐷𝑥
𝜕𝐶

𝜕𝑥
, (4.1)

де 𝑢 – поздовжна швидкiсть потоку рiдини, 𝐶 – концентрацiя розчиненої
речовини, виражена як маса на одиницю об’єму води, 𝐷𝑥 – коефiцiєнт
поздовжної дисперсiї, 𝑥 – поздовжна координата.

У рiвняннi (4.1) другий член визначає внесок дифузiйного потоку речо-
вини пiд дiєю градiєнта концентрацiї, а перший – конвективне перенесення
розчинених речовин.

Рiвняння балансу маси можна сформулювати в загальному виглядi,
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розглядаючи накопичення або виснаження розчиненої речовини в контроль-
ному об’ємi з плином часу внаслiдок розбiжностi потоку, можливих реакцiй
та нагнiтання або вилучення розчиненої речовини разом iз рiдкою фазою:

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= −∇𝐽𝑆 + 𝛾 −𝑅𝑤 − 𝜇𝐶, (4.2)

де 𝑡– час, 𝛾 – член, що характеризує джерела рiдкої фази, 𝑅𝑤 – характеризує
довiльнi стоки (<0) або джерела (>0) розчиненої речовини, останнiй член
позначає нагнiтання (>0) або закачування (<0) води з концентрацiєю 𝐶 i
коефiцiєнтом 𝜇.

У своїх розв’язках будемо використовувати сталi значення для 𝑢 i 𝐷𝑥

вiдносно часу i положення, приймаючи початковi та граничнi умови, що
описують сорбцiю розчинених речовин рiчковими вiдкладами. Пiдставивши
(4.1) у рiвняння (4.2), отримаємо рiвняння адвекцiї-дисперсiї (ADE), яке
для одномiрного перенесення має вигляд:

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷𝑥

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
− 𝑢

𝜕𝐶

𝜕𝑥
−𝑅𝑤 − 𝜇𝐶 + 𝛾, (4.3)

Один iз можливих процесiв пiд час транспортування рiчками — це
сорбцiя забруднюючих речовин насосами вздовж основного русла. У такому
випадку джерело/поглинач для сорбцiї може бути записано як [21]:

𝑅𝑤 = 𝜌𝑥
𝜕𝑆

𝜕𝑡
, (4.4)

де 𝑆 — сорбована концентрацiя, виражена як маса розчиненої речовини на
масу осаду, легкодоступного для сорбцiї, а 𝜌𝑥 — об’ємна густина пористого
середовища. У системi з постiйною загальною концентрацiєю розчинених
речовин лiнiйний рiвноважний обмiн визначається виразом

𝑆 = 𝐾𝑑𝐶, (4.5)

у якому коефiцiєнт розподiлу 𝐾𝑑 можна розглядати як вiдношення концен-
трацiй для сорбованої фази (осаду) та рiдкої фази (потоку) при рiвновазi
[21]. Залежнiсть вiд об’ємного вмiсту вологи 𝜃 вважається обернено про-
порцiйною: 𝐾𝑑 = 𝑘/𝜃. Пiдстановка (4.1), (4.4) та (4.5) у (4.2) дозволяє
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сформулювати ADE (рiвняння адвекцiї-дисперсiї) в термiнах однiєї зале-
жної змiнної (тобто концентрацiї розчиненої речовини в потоцi) згiдно
з

𝑅
𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷𝑥

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
− 𝑢

𝜕𝐶

𝜕𝑥
− 𝜇𝐶 + 𝛾, (4.6)

у якому коефiцiєнт затримки 𝑅 та коефiцiєнт 𝜇 визначаються виразом:

𝑅 = 1 + 𝜌𝑠𝐾𝑑, 𝜇 = (𝛼 + 𝛽)𝜌𝑠𝐾𝑑, (4.7)

де 𝛼 — константа розпаду рiдкої фази першого порядку, а 𝛽 — константа
розпаду твердої фази першого порядку.

Сорбцiя на вiдкладеннях зменшує адвективний i дисперсiйний потоки
на коефiцiєнт, рiвний 𝑅. Цю сорбцiю часто вважають незначною, i в такому
випадку 𝐾𝑑 = 0, а значення 𝑅 стає практично рiвним одиницi. Аналiти-
чнi вирази для концентрацiї зазвичай можна отримати лише для лiнiйної
сорбцiї. Багато iнших процесiв, таких як бiорозклад, можуть впливати на
концентрацiю забруднюючих речовин.

У нашому дослiдженнi ми припускаємо, що 𝜇 i 𝛾 або дорiвнюють
нулю, або завжди додатнi й значно меншi за одиницю (≪ 1). Додатковi
процеси, такi як нелiнiйний обмiн, осадження/розчинення та сорбцiя ком-
понентiв рухомим осадом, нами не розглядалися. Початкову умову можна
сформулювати як:

𝐶(𝑥,0) = 𝑓(𝑥), (4.8)

де 𝑓(𝑥) — довiльна функцiя, що залежить вiд вiдстанi, найпростiшим випад-
ком є ситуацiя, коли потiк має постiйну концентрацiю. Часто припускається
для одномiрного потокового переносу умова Дiрака, яка визначає миттєве
вивiльнення заданої маси.

Ця умова передбачає, що маса забруднення 𝑚 може бути миттєво роз-
подiлена по нескiнченно малiй областi, наприклад, тонкiй площинi областi
поперек площi потоку 𝑆𝑐 у певному поздовжньому напрямку 𝑥0, тобто:



18

𝑓(𝑥) = (𝑚/𝑆𝑐)𝛿(𝑥− 𝑥0), (4.9)∫︁ ∞

−∞
𝛿(𝑥− 𝑥0)𝑑𝑥 = 1, 𝑥 ̸= 𝑥0 (4.10)

Вибору граничних умов придiляється значна увага в лiтературi з пере-
носу в пористих середовищах [22]. Граничнi умови є найпростiшими для
транспортних задач, визначених у нескiнченних областях (−∞ < 𝑥 < +∞).
Щоб гарантувати постiйнiсть концентрацiї, умови на входi та виходi можна
записати у виглядi:

𝜕𝐶

𝜕𝑥
(±∞,0) = 0 (4.11)

На входi напiвнескiнченного середовища (0 ≤ 𝑥 ≤ +∞) або скiнченного
середовища (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿) часто використовуються два типи умов. Цi умови
ґрунтуються на безперервностi концентрацiї або потоку розчиненої речовини
через вхiдну межу. Граничнi умови на входi, також званi умовами Дiрiхле,
вимагають, щоб концентрацiя була безперервною на межi подiлу в будь-який
час, тобто:

𝐶(0,𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 > 0 (4.12)

Недолiком цiєї умови є те, що (макроскопiчна) концентрацiя на межi подiлу
всерединi рiчкової системи насправдi не буде миттєво реагувати на змiни
у вхiднiй концентрацiї [20]. Збереження маси може бути забезпечене за
рахунок використання умови потоку на входi (умова Кошi):

(︂
𝑢𝐶 −𝐷𝑥

𝜕𝐶

𝜕𝑥

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑥=0+

= 𝑢𝑔(𝑡) (4.13)

де 0+ вказує на позицiю всерединi розглядуваної системи.

Деякi часто використовуванi функцiї для вхiдної концентрацiї 𝑔(𝑡)
у (4.12) або ((4.13) — це дельта-функцiя Дiрака, скiнченний прямокутний
iмпульс i функцiя Хевiсайда, або ступенева функцiя.

Миттєве нанесення кiлькостi розчиненої речовини 𝑚 на входi 𝑥 = 0 у
довiльний момент часу через область площею 𝑆𝑐 визначається виразом:
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𝑔(𝑡) = (𝑚/𝑢𝑆𝑐)𝛿(𝑡− 𝑡0), (4.14)

де 𝛿(𝑡− 𝑡0) — дельта-функцiя Дiрака у часi. Функцiю 𝑔(𝑡) при 𝑥 = 0 можна
також описати за допомогою початкової умови (4.15), де 𝑡0 — тривалiсть
прикладеного iмпульсу, що має концентрацiю 𝐶0.

𝑔(𝑡) =

⎧⎨⎩𝐶0, 0 < 𝑡 ≤ 𝑡0

0, 𝑡 > 𝑡0
(4.15)

Виконаємо аналiтичнi розв’язки рiвняння ((4.6) для скiнченного сере-
довища, припускаючи, що дисперсiя не вiдбувається при 𝑥 > 𝐿, тодi умова
для скiнченної системи має вигляд:

𝜕𝐶

𝜕𝑥
(𝐿, 𝑡) = 0 (4.16)

Таким чином, у нашiй роботi розглянуто рiвняння ADE переносу
забруднюючих речовин у поверхневих та пiдземних водах у наступному
виглядi з урахуванням початкових i граничних умов:

𝑅
𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷𝑥

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
− 𝑢

𝜕𝐶

𝜕𝑥
− 𝜇𝐶 + 𝛾, (4.17)

𝐶(𝑥,0) = 𝑓(𝑥),

(︂
𝑢𝐶 − 𝜔𝐷𝑥

𝜕𝐶

𝜕𝑥

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑥=0+

= 𝑢𝑔(𝑡), (4.18)

𝜕𝐶

𝜕𝑥
(∞, 𝑡) = 0 → 𝜔 = 1 i

𝜕𝐶

𝜕𝑥
(𝐿, 𝑡) = 0 → 𝜔 = 0 (4.19)

𝑅 = 1 + 𝜌𝑘/𝜃 i 𝜇 = 𝛼 + 𝛽 · 𝜌𝑘/𝜃 (4.20)

У рiвняннi ((4.17) явно не враховується вмiст вологи пористого сере-
довища та кiнетика сорбцiї, але припускається, що коефiцiєнти ефективної
дифузiї 𝐷𝑥 i середня швидкiсть переносу речовини вологою 𝑢 є емпiричними,
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i їхнi значення опосередковано враховують низку особливостей переносу в
сорбуючому середовищi.
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РОЗДIЛ 5

ОБЧИСЛЮВАЛЬНI ЕКСПЕРИМЕНТИ

5.1 Скiнченно-рiзницева апроксимацiя дробо-
вої початково-крайової задачi

Для побудови скiнченно-рiзницевого розв’язку початково-крайової
задачi дробового рiвняння адвекцiї-дисперсiї був складений програмний
додаток мовою пакету Octave.

Нижче наведено деякi особливостi даної програми.

Будуємо рiвномiрну сiтку

𝑥𝑗 = 𝑗∆𝑥, 𝑗 = −𝑁, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , 𝑁,

𝑡𝑛 = 𝑛∆𝑡, 𝑛 ≥ 0.

Визначаємо такi граничнi

𝑈𝑛
−𝑁 = 1− 𝑛∆𝑡, 𝑈𝑛

𝑁 = 1 + 𝑛∆𝑡

та та початковi умови
𝑈 0
𝑗 = (𝑗∆𝑥)2.

Спочатку побудуємо матрицi G,B, та матрицю A** i вектор 𝑧𝑛 для
випадку коли похiдна 𝜕𝑢

𝜕𝑥 апроксимується за центральною схемою. Знаючи
скiнченно-рiзницевий розв’язок 𝑈𝑛 в момент часу 𝑡 = 𝑛∆𝑡, за формулою
(3.8) знайдемо скiнченно-рiзницевий в момент часу 𝑡 = (𝑛+ 1)∆𝑡:

L = zeros(2*N-1, 2*N-1);
v(1:2*N-2)=p(0);
L=diag(v,1);
for k=1:2*N-1

v=[];
v(1:2*N-k) = p(k);
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p_v(k) = p(k+1);
L=L+diag(v,-k+1);

end
B = (1+gamma_val)*L + (1-gamma_val)*L';
v(1:2*N-2) = nu/2;
A = diag(v, -1) + diag(-v, 1)+diag(ones(1,2*N-1),0);
for i = 1:2*N-1

U(i, 1)= U0(-1 + i*dx);
end
% матриця iтерацiй
G = A + omega_alpha/2 * B;

for nt = 0:M-2
v = zeros(2*N-1, 1);
v(1) = nu;
v_1 = zeros(2*N-1, 1);
v_1(1) = nu/2;
%central
z_N_a = v_1 * U_m_N(nt) + -v_1(end:-1:1) * U_p_N(nt);
v = zeros(2*N-1, 1);
v(2*N-1) = p(0);
z_N_b_m = p_v' * U_m_N(nt) + v* U_p_N(nt);
z_N_b_m = omega_alpha * (1+gamma_val)/2 * z_N_b_m
z_N_b_p = v(end:-1:1) * U_m_N(nt) + p_v'(end:-1:1) * U_p_N(nt);
z_N_b_p = omega_alpha * (1-gamma_val)/2 * z_N_b_p
z_b = z_N_b_m + z_N_b_p;
z_n = z_N_a + z_b;
U_n = U(:, nt+1);
U_n_1 = G*U_n + z_n;
U(:, nt+2) = U_n_1;

end

Побудуємо графiк скiнченно-рiзницевого розв’язку:

[X,Y]=meshgrid(dt:dt:T,-1+dx:dx:1-dx);
mesh(X,Y,U)
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За теоремою центральна схема (3.7) є стiйкою, якщо 𝜔𝛼2
𝛼−1 ≤ 1.

При 𝛾 = 0, 𝛼 = 1.5, 𝑍 = 0.5, 𝑑 = 0.2 ми маємо 𝜔𝛼2
𝛼−1 = 0.063246,

тобто умова виконується, тож скiнченно-рiзницева схема стiйка. Бачимо
скiнченно-рiзницевий розв’язок на Рис. 5.8.

Рис. 5.1. Скiнченно-рiзницевий розв’язок ( 𝑁 = 5, 𝑛 = 50)

Розглянемо, що вiдбувається при змiнi значення параметра 𝑍, коли
𝛾 = 0.5, 𝛼 = 1.5, 𝑑 = 0.2 (рис 4.2)

Збiльшення швидкостi руху води в порах призводить до швидшого
перемiщення речовини через систему та спричиняє бiльш рiзкi змiни у
розподiлi концентрацiї. У чисельному розв’язку це може проявлятися як
бiльша змiна значень функцiї мiж сусiднiми точками сiтки за один крок
часу.
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а) Z = 1 б) Z = 3

Рис. 5.2. Скiнченно-рiзницевий розв’язок ( 𝛾 = 0.5, 𝛼 = 1.5, 𝑑 = 0.2, 𝑁 =
5, 𝑛 = 50)

Якщо 𝛾 = 0, 𝛼 = 1.5, 𝑍 = 1, 𝑑 = 1, то 𝜔𝛼2
𝛼−1 = 2.7386 i умова

стiйкостi не виконується. Тобто, в цьому випадку скiнченно-рiзницева схема
не є стiйкою. На Рис. 4.3 приведено результати роботи програми, з ниих
видно, що задовiльний розв’язок побудувати не вдалося.

Рис. 5.3. Результати роботи програми ( 𝑁 = 15, 𝑛 = 30)

Якщо 𝛼 = 1.5, 𝑍 = 1, 𝑑 = 1, умова стiйкостi також виконується.
Зауважимо, що параметр 𝛾 не впливає на стiйкiсть схеми (рис. 4.4, 4.5)
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а) 𝛾 = −1 б) 𝛾 = −0.5

Рис. 5.4. Скiнченно-рiзницевий розв’язок (𝛼 = 1.5, 𝑍 = 1, 𝑑 = 1, 𝑁 =
5, 𝑛 = 50)

а) 𝛾 = 0 б) 𝛾 = 1

Рис. 5.5. Скiнченно-рiзницевий розв’язок (𝛼 = 1.5, 𝑍 = 1, 𝑑 = 1, 𝑁 =
5, 𝑛 = 50)
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5.2 Скiнченно-рiзницева апроксимацiя дробо-
вої початково-крайової задачi щодо пере-
несення забруднення у рiках

Якщо 𝛾 = 0, то дробове рiвняння адвекцiї-дисперсiї (1.1) має такий
вигляд:

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑍

𝜕𝐶

𝜕𝑥
=

𝑑

2

(︂
𝜕𝛼𝐶

𝜕𝑥𝛼
+

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2

)︂
, (5.1)

У роботi [2] для моделювання перенесення забруднення у рiках ви-
користовується рiвняння адвекцiї-дисперсiї (4.6). Це рiвняння запишемо у
виглядi подiбному до рiвняння (5.1).

𝑅
𝜕𝐶

𝜕𝑡
=

4𝐷𝑥

𝑥2
𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
− 2𝑢

𝑥

𝜕𝐶

𝜕𝑥
, (5.2)

де
−1 < 𝑥 < 1

𝑍 =
2𝑢

𝑋𝑅
, 𝑑 = 2

𝐷𝑥4

𝑋2𝑅
, 𝑋 = 4000

𝑅 — коефiцiєнт накопичення (пористiсть середовища), 𝐷𝑥— коефiцiєнт
дифузiї, 𝑢 — швидкiсть потоку води (адвекцiї), 𝑋 - довжина вiдрiзку рiчки.
Далi перенос забруднюючих речовин у рiках будемо моделювати дробовим
рiвнянням (5.1), у якому

𝑍 =
2𝑢

𝑋𝑅
, 𝐷 =

8𝐷𝑥

𝑋2𝑅

Тепер для рiвняння (5.1) розглянемо початкову крайову задачу з
початковою умоваю

𝐶(𝑋; 0) = 0

та крайовими умовами

𝐶(−1; 𝑡) =

⎧⎨⎩𝑡2, 0 < 𝑡 < 𝑇𝑣

0, 𝑇𝑣 < 𝑡 > 𝑇.
,
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𝐶(1; 𝑡) = 0,

де 𝑇𝑣 — час впливу забруднення.

Результати обчислювального експерименту для дробових похiдних
рiзного порядку приведено на малюнках. Варто зазначити, що для всiх
параметрiв 𝛼 схема залишається стiйкою.

Рис. 5.6. Скiнченно-рiзницевий розв’язок при 𝛼 = 1.5 ( 𝛾 = 0, 𝑁 = 10,
𝑛 = 1, 𝑇 = 10000, 𝑋 = 4000, 𝐷𝑥 = 70, 𝑅 =

√
0.97)
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Рис. 5.7. Скiнченно-рiзницевий розв’язок при 𝛼 = 1.75 ( 𝛾 = 0, 𝑁 = 10,
𝑛 = 1, 𝑇 = 10000, 𝑋 = 4000, 𝐷𝑥 = 70, 𝑅 =

√
0.97)

Рис. 5.8. Скiнченно-рiзницевий розв’язок при 𝛼 = 1.99 ( 𝛾 = 0, 𝑁 = 10,
𝑛 = 1, 𝑇 = 10000, 𝑋 = 4000, 𝐷𝑥 = 70, 𝑅 =

√
0.97)
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ВИСНОВКИ

Розглянуто явну скiнченно-рiзницеву апроксимацiю початково-крайової
задачi для дробового рiвняння адвекцiї-дисперсiї.

Створено програмний додаток мовою пакету Octave, який реалiзує
вказану схему, та знаходить скiнченно-рiзницевий розв’язок для рiзних
коефiцiєнтiв дробового рiвняння та рiзних параметрiв сiтки.

Проведено серiю обчислювальних експериментiв щодо встановлення
стiйкостi скiнченно-рiзницевої схеми.

Результати експериментiв узгоджуються з теоретичними результатами
щодо умовної стiйкостi скiнченно-рiзницевої схеми.

Побудована початково-крайова задача з дробовою похiдною для про-
сторової змiнної щодо перенесення забруднення у рiках.

Побудована скiнченно-рiзницева апроксимацiя дробової початково-
крайової задачi щодо перенесення забруднення у рiках.

Результати проведених обчислювальних експериментiв пiдтверджу-
ють, що схема залишається стiйкою для широкого вибору параметрiв моде-
лювання забруднення.
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ДОДАТОК А. ТЕКСТ ПРОГРАМИ ДЛЯ

СКIНЧЕННО-РIЗНИЦЕВОЇ АПРОКСИМАЦIЇ

ДРОБОВОЇ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

function fade
global alpha
global dt
N = 50
M = 100
T = 1
gamma_val = 0;
alpha = 1.5
Z = 0.5;
d = 0.2;
dx = 1/N
dt = T/M

nu = Z * dt/dx
omega_alpha = d * dt/(dx^alpha)

stab = omega_alpha*2^(alpha-1)

L = zeros(2*N-1, 2*N-1);

v(1:2*N-2)=p(0);
L=diag(v,1);

for k=1:2*N-1
v=[];
v(1:2*N-k) = p(k);
p_v(k) = p(k+1);
L=L+diag(v,-k+1);

end
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B = (1+gamma_val)*L + (1-gamma_val)*L';

v(1:2*N-2) = nu/2;
A = diag(v, -1) + diag(-v, 1)+diag(ones(1,2*N-1),0);

for i = 1:2*N-1
U(i, 1)= U0(-1 + i*dx);

end

% матриця iтерацiй
G = A + omega_alpha/2 * B;

for nt = 0:M-2
v = zeros(2*N-1, 1);
v(1) = nu;

v_1 = zeros(2*N-1, 1);
v_1(1) = nu/2;
%central
z_N_a = v_1 * U_m_N(nt) + -v_1(end:-1:1) * U_p_N(nt);

v = zeros(2*N-1, 1);
v(2*N-1) = p(0);

z_N_b_m = p_v' * U_m_N(nt) + v* U_p_N(nt);

z_N_b_m = omega_alpha * (1+gamma_val)/2 * z_N_b_m
z_N_b_p = v(end:-1:1) * U_m_N(nt) + p_v'(end:-1:1) * U_p_N(nt);
z_N_b_p = omega_alpha * (1-gamma_val)/2 * z_N_b_p
z_b = z_N_b_m + z_N_b_p;

z_n = z_N_a + z_b;
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U_n = U(:, nt+1);

U_n_1 = G*U_n + z_n;

U(:, nt+2) = U_n_1;
end
[X,Y]=meshgrid(dt:dt:T,-1+dx:dx:1-dx);
mesh(X,Y,U)

end

function y=U0(x)
y=x^2;

endfunction

function y=U_m_N(n)
global dt
y = 1-n*dt;

endfunction

function y=U_p_N(n)
global dt
y = 1+n*dt;

endfunction

function y = p(tau)
global alpha
y=gamma(tau-alpha)/gamma(-alpha)/gamma(tau+1);

end
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ДОДАТОК Б. ТЕКСТ ПРОГРАМИ ДЛЯ

СКIНЧЕННО-РIЗНИЦЕВОЇ АПРОКСИМАЦIЇ

ДРОБОВОЇ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

ЩОДО ПЕРЕНЕСЕННЯ ЗАБРУДНЕННЯ У РIКАХ

function fade()
global Tv
global alpha
global dt
R=sqrt(0.97);
Dx=70;
X=4000;
Z=2/R/X
d=8*Dx/R/X/X
alpha=1.5
Gamma=0;
n=1;
N=10;
Nt=1000;
T=10000;
Tv=T/100;
dx=1/N;
dt=T/Nt;
nu=Z*dt/dx
omega_a=d*dt/(dx^alpha)
stab= omega_a*2^(alpha-1)
v(1:2*N-2)=p(0);
L=diag(v,1);
for k=1:2*N-1

v=[];
v(1:2*N-k)=p(k);
L=L+diag(v,-k+1);

end
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B = (1+Gamma)*L+(1-Gamma)*L';
v=[];
v(1:2*N-2)=nu/2;
A=diag(v,-1)+diag(-v,1)+diag(ones(1,2*N-1),0);

v=[];
for k=1:2*N-1

v(k)=p(k+1);
end

for k=1:2*N-1
v1(k)=v(2*N-k);

end
G=A+omega_a/2*B;

% Начальные условия
for j=1:2*N-1

U(1,j)=U0(-1+j*dx);
end

for n=0:Nt-2
ZnBp=v'*UmN(n);
ZnBp(2*N-1)= ZnBp(2*N-1)+v(2*N-1)*UpN(n);
ZnBp=ZnBp*omega_a*(1+Gamma)/2;
ZnBm=v1'*UpN(n);
ZnBm(1)=ZnBm(1)+p(0)*UmN(n);
ZnBm=ZnBm*omega_a*(1-Gamma)/2;
Znzz=zeros(2*N-1,1);
Znzz(1)=Znzz(1)+nu/2*UmN(n);
Znzz(2*N-1)=Znzz(2*N-1)-nu/2*UpN(n);

U(n+2,:)=(G*(U(n+1,:))'+ZnBp+ZnBm+Znzz)';

end
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U;
U1=U';
[X,Y]=meshgrid(dt:dt:T,-1+dx:dx:1-dx);
mesh(X,Y,U1)
xlabel ("t");
ylabel ("x");
zlabel ("C");

endfunction

function y=UmN(n)
global dt
global Tv
% лiва крайова умова
%y=1-n*dt;
t=n*dt;
if(t<=Tv)

y=2/Tv*t-4/Tv/Tv*(t-Tv/2)*t;
else

y=0;
endif

%y=1;
endfunction

function y=UpN(n)
global dt
% права крайова умова
%y=1+n*dt;
y=0;

endfunction

function y=U0(x)
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% прчаткова умова
%y=x*x;
y=0;

endfunction

function y=p(j)
global alpha
y=gamma(j-alpha)/gamma(-alpha)/gamma(j+1);

endfunction

Юдiна С. М.
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