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ВСТУП 

 

 Дифеоморфізми ріманових просторів викликають інтерес багатьох віт-

чизняних та іноземних математиків. Один з таких дифеоморфізмів - геодези-

чне відображення ріманових просторів - було впроваджено Леві-Чивіта в ро-

боті [5] більше ста років тому. Різним питанням геодезичних відображень 

присвячені роботи  А.С.Солодовникова, П.А.Широкова, Н.С.Синюкова, 

А.З.Петрова, А.В.Амінової,  Й.Мікеша та ін..  

 Разом з цим в останні десятиліття особливий інтерес викликала теорія 

диффеоморфізмів афіннозв’язних  і римановых просторів з афінорними 

структурами різних типів[1], [4]. Так, докладно досліджувалися НР-

відображення келеровых просторів зі збереженням комплексної структури 

яким присвячені роботи  К.Яно, С.Ісіхара, Й.Мікеша, В.Домашева.  

Досліджувалися також геодезичні відображення многовидів з афінор-

ними структурами. В роботах К.Яно[4]  і В. Вестлейка доведено, що не існує 

нетривівальних геодезичних відображень келерових просторів зі збережен-

ням комплексної структури. Тому ми будемо  розглядати геодезичні відоб-

раження  просторів  з афінорною структурою, відмінною від келерової. 

Відомо, що єдиними функціонально незалежними об’єктами,  інваріан-

тними відносно геодезичних відображень ріманових просторів, являються 

проективні параметри Томаса (нетензорний об’єкт) і тензор Вейля [2]. Ми 

розглядаємо випадок, коли на ріманових просторах,   що знаходяться в геоде-

зичному відображенні визначена афінорна структура, тобто тензор типу(1
1
) 

певного виду. Це дає можливість побудувати новий інваріантний об'єкт, 

функціонально не залежний від проективних параметрів Томаса і тензора 

Вейля. Такий об'єкт, по-перше, пов’язується  з класами просторів з афінор-

ною структурою класифікації А.Грея, а по-друге дозволяє виявити деякі кла-
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си просторів з е-структурою, які не допускають нетривіальних геодезичних 

відображень. 

Дослідження проводиться локально, тензорними методами, в класі дос-

татньо гладких функцій. 
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ВИСНОВКИ 

З класичної теорії геодезичних відображень відомо, що інваріантни-

ми  об'єктами відносно геодезичних відображень ріманових просторів  є про-

ектні параметри Томаса 

Т𝑖𝑗
ℎ =Г𝑖𝑗

ℎ −
1

𝑛+1
(Г𝑖𝛼

𝛼 𝛿𝑗
ℎ + Г𝑗𝛼

𝛼 𝛿𝑖
ℎ)           (5.2) 

і тензор Вейля 

𝑊𝑖𝑗𝑘
ℎ = 𝑅𝑖𝑗𝑘

ℎ +
1

𝑛−1
(𝛿𝑗

ℎ𝑅𝑖𝑘 − 𝛿𝑘
ℎ𝑅𝑖𝑗),             (5.6) 

де Г𝑖𝑗
ℎ  - компоненти об'єкту зв'язності ріманова простору, а 𝑅𝑖𝑗𝑘

ℎ  і 𝑅𝑖𝑘 – його 

тензори Рімана і Річчі. 

Наявність на просторах, між якими встановлено геодезичне відобра-

ження,  структури афінора дає можливість побудувати ще один геометрич-

ний об'єкт тензорного характеру за участю афінора також інваріантного 

відносно геодезичного відображення. Про це говоритися в теоремі 1.  

Теорема 1. Геометричний об'єкт, визначений формулою (6.4), ін-

варіантний відносно геодезичних відображень ріманових просторів із збере-

женням е-структурі при е=+-1 і функціонально незалежний від параметрів 

Томаса і тензора Вейля.  

𝑄𝑖𝑗
ℎ = 𝐹𝑖,𝑗

ℎ −
1

𝑛
(𝐹𝑖,𝛼

𝛼 𝛿𝑗
ℎ − 𝑒𝐹𝑖.̅𝛼

𝛼 𝐹𝑗
ℎ).                            (6.4) 

     

Далі, в роботі досліджений зв'язок між властивостями тензора (6.4) і типом  

е-структури по класифікації Грея. В результаті доведена 
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Теорема 2. Нехай  𝑉𝑛 −рімановий простір з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗 і е-

структурою 𝐹𝑖
ℎ (e=∓1), погодженою з метрикою таким чином: 

 

𝐹(ℎ𝑖) = 0, де 𝐹ℎ𝑖 = 𝑔ℎ𝛼𝐹𝑖
𝛼. 

 

Тоді зв'язок між тензором 𝑄𝑖𝑗
ℎ

 , визначеним формулами (6.4), і типом про-

стору  з е-структурою 𝐹𝑖
ℎ

 (e=∓1),  виходить з тверджень:  

2) 𝑄𝑖𝑗
ℎ = 0   тоді і тільки тоді, коли  𝑉𝑛 − келеровий простір, тобто 

𝐹𝑖,𝑗
ℎ = 0; 

2) 𝑄(𝑖𝑗)
ℎ = 0  тоді і тільки тоді, коли 𝑉𝑛 − К- пространство, т.е. 

𝐹(𝑖,𝑗)
ℎ = 0;   

3) 𝑄[𝑖𝑗]
ℎ = 0  тоді і тільки тоді, коли  𝑉𝑛 − келеровий простір, тобто 

𝐹𝑖,𝑗
ℎ = 0; 

4) 𝑄(𝑖𝑗ℎ) = 0  тоді і тільки тоді, коли 𝑉𝑛 − Н- простір, тобто 

  𝐹(ℎ𝑖,𝑗) = 0. 

5)  𝑄𝑖𝑗
ℎ + 𝑒𝑄𝑖𝑗̅̅

ℎ = 0   тоді і тільки тоді, коли 𝑉𝑛 − О-простір, тобто  

 𝐹ℎ𝑖,𝑗 + 𝑒𝐹ℎ𝑖,̅𝑗̅ = 0. 

6) 𝑄𝑖𝑗
ℎ − 𝑒𝑄𝑖𝑗̅̅

ℎ = 0   тоді і тільки тоді, коли  𝑉𝑛 − О* - простір, тобто  

𝐹ℎ𝑖,𝑗 − 𝑒𝐹ℎ𝑖,̅𝑗̅ = 0. 
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7) 𝑄(𝑖𝑗)
ℎ + 𝑒𝑄(𝑖𝑗̅̅)

ℎ = 0  тоді і тільки тоді, коли 𝑉𝑛 належить класу  𝑍1, 

тобто 𝐹ℎ𝑖,𝑗 + 𝐹ℎ𝑗,𝑖 + 𝑒𝐹ℎ𝑖,̅𝑗̅ + 𝑒𝐹ℎ𝑗,̅𝑖̅ = 0. 

8) 𝑄(𝑖𝑗ℎ) + 𝑒(𝑄𝑖𝑗𝑘 + 𝑄𝑗𝑘𝑖 + 𝑄𝑘𝑖𝑗) = 0 коли  𝑉𝑛 належить класу 

 𝑍2,  тобто  𝐹ℎ𝑖,𝑗 + 𝐹𝑖𝑗,ℎ + 𝐹𝑗ℎ,𝑖 + 𝑒𝐹ℎ𝑖,̅𝑗̅ + 𝑒𝐹𝑖𝑗,̅ℎ̅ + 𝑒𝐹𝑗ℎ,̅𝑖̅ = 0. 

 

 

Нарешті,  використовуючи теореми 1 і 2,   доводимо теорему 3, 

яка включає відому теорему Яно-Вестлейка як окремий випадок: 

Теорема3.  Рімановий простір з   е-структурою не допускає нетривіальних 

геодезичних відякображень, якщо задовольняється одна з умов : 

1) 𝑄𝑖𝑗
ℎ = 𝐹𝑖,𝑗

ℎ −
1

𝑛
(𝐹𝑖,𝛼

𝛼 𝛿𝑗
ℎ − 𝑒𝐹𝑖.̅𝛼

𝛼 𝐹𝑗
ℎ) = 0; 

2) 𝑄(𝑖𝑗)
ℎ = 𝐹𝑖,𝑗

ℎ −
1

𝑛
(𝐹𝑖,𝛼

𝛼 𝛿𝑗
ℎ − 𝑒𝐹𝑖,̅𝛼

𝛼 𝐹𝑗
ℎ) + 𝐹𝑗,𝑖

ℎ

−
1

𝑛
(𝐹𝑗,𝛼

𝛼 𝛿𝑖
ℎ − −𝑒𝐹𝑗̅,𝛼

𝛼 𝐹𝑖
ℎ) = 0; 

3) 𝑄[𝑖 𝑗]
ℎ = 𝐹𝑖,𝑗

ℎ −
1

𝑛
(𝐹𝑖,𝛼

𝛼 𝛿𝑗
ℎ − 𝑒𝐹𝑖,̅𝛼

𝛼 𝐹𝑗
ℎ) − 𝐹𝑗,𝑖

ℎ

+
1

𝑛
(𝐹𝑗,𝛼

𝛼 𝛿𝑖
ℎ − −𝑒𝐹𝑗̅,𝛼

𝛼 𝐹𝑖
ℎ) = 0 

4) 𝑄𝑖𝑗
ℎ − 𝑒𝑄𝑖𝑗̅̅

ℎ = 𝐹ℎ𝑖,𝑗 − 𝑒𝐹ℎ𝑖,̅𝑗̅  = 0. 
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 З теорем 2,3  робимо висновок, що К-простір і  О*-простір   (і, зокрема, 

келерові простори) не допускають нетривіальних геодезичних відображень зі 

збереженням е- структури.  Яно та Вестлейк довели це твердження для ке-

лерових многовидів, отже нами доведено узагальнення їх результата. 

 На закінчення, ми показали, що теоретично нетривіальні геодезичні 

відображення із збереженням е-структури можуть допускати Н, О- просто-

ри, локально конформно майже келерові, майже аптові  і простори класу 

𝒁𝟏, 𝒁𝟐.    
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