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О СВЕДЕНИИ СЧЁТНОЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ С
КОЭФФИЦИЕНТАМИ ОСЦИЛЛИРУЮЩЕГО ТИПА
К ОДНОМУ СПЕЦИАЛЬНОМУ ВИДУ В РЕЗОНАНСНОМ
СЛУЧАЕ

Для счётной линейной однородной дифференциальной системы, коэффициенты кото-
рой представимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся рядов Фурье с медленно
меняющимися коэффициентами и частотой, построен алгоритм приведения её к систе-
ме, коэффициенты которой близки к медленно меняющимся, в резонансном случае.
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Введение. Счётные системы дифференциальных уравнений занимают за-
метное место в современной теории дифференциальных уравнений, и им посвя-
щены многочисленные исследования [1,2]. Как отмечается в монографии [2], счёт-
ные системы дифференциальных уравнений, несмотря на то, что они являют-
ся частным случаем дифференциальных уравнений в банаховых пространствах
[3,4], имеют ряд специфических особенностей, что приводит к разработке теории
таких уравнений.

Одной из известных проблем теории дифференциальных уравнений является
проблема приводимости. Т. е. исследование возможности приведения линейной
однородной системы дифференциальных уравнений с переменными коэффици-
ентами с помощью невырожденного преобразования к системе с постоянными
коэффициентами. В частности, для систем с периодическими коэффициентами
хорошо известна теорема Флоке—Ляпунова [5], которая гласит, что для всякой
линейной однородной системы

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 (1)

с непрерывными на R 𝑇 -периодическими коэффициентами существует непрерыв-
ная и неособая для всех 𝑡 ∈ R 𝑇 -периодическая матрица-функция Φ(𝑡) такая, что
линейная замена

𝑥 = Φ(𝑡)𝑦 (2)

приводит систему (1) к системе

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐵𝑦,

где 𝐵 – постоянная матрица.
Аналоги этой теоремы получены для многих других классов систем – с почти

периодическими коэфиициентами, систем с запаздывающим аргументом, а также
и счётных систем [2].
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Вместе с тем явное построение преобразования (2) практически невозможно,
поскольку оно строится с помощью матрицанта исходной системы (1), и поэто-
му его построение эквивалентно интегрированию самой этой системы. В связи
с этим важное значение приобретает приближённое построение преобразования
(2), которое позволяет свести систему (1) к системе хоть и не с постоянными ко-
эффициентами, но близкими к постоянным. В частности, если система содержит
малый параметр, то можно добиваться того, чтобы осциллирующие слагаемые в
преобразованной системе имели порядок малости относительно этого параметра
более высокий, чем постоянные слагаемые. И строить в явном виде такие пре-
образования, при которых этот порядок малости можно было бы сделать сколь
угодно высоким.

В настоящей работе рассматривается счётная линейная однородная систе-
ма дифференциальных уравнений с малым параметром, коэффициенты которой
представимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся рядов Фурье с медленно
меняющимися коэффициентами и частотой. Целью статьи является построение
преобразования, сводящего эту систему к такой, у которой слагаемые осцилли-
рующего типа по сравнению с медленно меняющимися слагаемыми имеют более
высокий порядок малости относительно этого параметра, чем в исходной системе.
Причём изучается своеобразный резонансный случай (совпадение определённых
частот в изучаемой системе). Для конечномерного случая такая задача была рас-
смотрена в работе [6].

Предварительные результаты. Пусть

𝐺(𝜀0) = {𝑡, 𝜀 : 𝑡 ∈ R, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0], 𝜀0 ∈ R+}.

Определение 1. Скажем, что функция 𝑝(𝑡, 𝜀) принадлежит классу 𝑆(𝑚; 𝜀0)
(𝑚 ∈ N ∪ {0}), если выполнены следующие условия:
1) 𝑝 : 𝐺(𝜀0) → C, 2) 𝑝(𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶𝑚(𝐺(𝜀0)) по 𝑡;
3) 𝑑𝑘𝑝(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡𝑘 = 𝜀𝑘𝑝*𝑘(𝑡, 𝜀) (0 6 𝑘 6 𝑚), причём

‖𝑝‖𝑆(𝑚,𝜀0)
𝑑𝑒𝑓
=

𝑚∑︁
𝑘=0

sup
𝐺(𝜀0)

|𝑝*𝑘(𝑡, 𝜀)| < +∞.

Определение 2. Скажем, что функция 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) принадлежит классу
𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑚 ∈ N ∪ {0}, если эта функция представима в виде:

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

причём
1) 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0) (𝑛 ∈ Z);
2)

‖𝑓‖𝐹 (𝑚;𝜀0,𝜃)
𝑑𝑒𝑓
=

∞∑︁
𝑛=−∞

‖𝑓𝑛‖𝑆(𝑚;𝜀0) < +∞;

3) 𝜃(𝑡, 𝜀) =
𝑡́

0

𝜙(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏 , 𝜙 ∈ R+, 𝜙 ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0), inf
𝐺(𝜀0)

𝜙(𝑡, 𝜀) = 𝜙0 > 0.
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Множество функций класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) образует линейное пространство, пре-
вращающееся в полное нормированное пространство введением нормы ‖ · ‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).
Имеет место цепочка включений: 𝐹 (0; 𝜀0; 𝜃) ⊃ 𝐹 (1; 𝜀0; 𝜃) ⊃ . . . ⊃ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Пусть заданы две функции класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃):

𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑢𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)), 𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑣𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).

Произведение этих функций определим формулой [7]:

(𝑢𝑣)(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞

(︃ ∞∑︁
𝑠=−∞

𝑢𝑛−𝑠(𝑡, 𝜀)𝑣𝑠(𝑡, 𝜀)

)︃
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)). (3)

Очевидно, что 𝑢𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).
Сформулируем некоторые свойства нормы ‖ · ‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃). Пусть 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃),

𝑘 = const. Тогда:
1) ‖𝑘𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) = |𝑘| · ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃);
2) ‖𝑢+ 𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) + ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃);
3)

‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) =

𝑚∑︁
𝑘=0

⃦⃦⃦⃦
1

𝜀𝑘
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑡𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

;

4)
‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

Действительно, при 𝑚 = 0 согласно формуле (3) имеем: ‖𝑢𝑣‖𝐹 (0;𝜀0;𝜃) 6 ‖𝑢‖𝐹 (0;𝜀0;𝜃)·
‖𝑣‖𝐹 (0;𝜀0;𝜃). Далее, на основании свойств 1)–3):

‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) =

𝑚∑︁
𝑘=0

⃦⃦⃦⃦
1

𝜀𝑘
𝜕𝑘(𝑢𝑣)

𝜕𝑡𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

6
𝑚∑︁

𝑘=0

1

𝜀𝑘

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑘−𝑗𝑢

𝜕𝑡𝑘−𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

6

6 2𝑚

⎛⎝ 𝑚∑︁
𝑗=0

1

𝜀𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

⎞⎠·

⎛⎝ 𝑚∑︁
𝑗=0

1

𝜀𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑗𝑣

𝜕𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

⎞⎠ = 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)·‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

В частности, если 𝑢 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), то ∀ 𝑘 ∈ N выполнено: 𝑢𝑘 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃),
причём

‖𝑢𝑘‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 2𝑚(𝑘−1)‖𝑢‖𝑘𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)
.

На основании свойства 4) можно утверждать, что пространство 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃)
образует банахову алгебру [8].

Для любой функции 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) обозначим:

Γ𝑛[𝑓 ] =
1

2𝜋

2𝜋ˆ

0

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) exp(−𝑖𝑛𝜃)𝑑𝜃.
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Определение 3. Скажем, что бесконечномерный вектор

𝑥(𝑡, 𝜀) = col(𝑥1(𝑡, 𝜀), 𝑥2(𝑡, 𝜀), . . .)

принадлежит классу 𝑆1(𝑚; 𝜀0), если 𝑥𝑗 ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0) (𝑗 = 1, 2, . . .), причём

‖𝑥‖𝑆1(𝑚;𝜀0)
𝑑𝑒𝑓
= sup

𝑗
‖𝑥𝑗‖𝑆(𝑚;𝜀0) < +∞.

Определение 4. Скажем, что бесконечная матрица 𝐴(𝑡, 𝜀) = (𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀))𝑗,𝑘=1,2,...

принадлежит классу 𝑆2(𝑚; 𝜀0), если 𝑎𝑗𝑘 ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), причём

‖𝐴‖𝑆2(𝑚;𝜀0)
𝑑𝑒𝑓
= sup

𝑗

∞∑︁
𝑘=1

‖𝑎𝑗𝑘‖𝑆(𝑚;𝜀0) < +∞.

Определение 5. Скажем, что бесконечномерный вектор

𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃) = col(𝑥1(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑥2(𝑡, 𝜀, 𝜃), . . .)

принадлежит классу 𝐹1(𝑚; 𝜀0, 𝜃), если 𝑥𝑗 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) (𝑗 = 1, 2, . . .), причём

‖𝑥‖𝐹1(𝑚;𝜀0,𝜃)
𝑑𝑒𝑓
= sup

𝑗
‖𝑥𝑗‖𝐹 (𝑚;𝜀0,𝜃) < +∞.

Определение 6. Скажем, что бесконечная матрица 𝐴(𝑡, 𝜀, 𝜃) = (𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑗,𝑘=1,2,...

притнадлежит классу 𝐹2(𝑚; 𝜀0, 𝜃), если 𝑎𝑗𝑘 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0, 𝜃), причём

‖𝐴‖𝐹2(𝑚;𝜀0,𝜃)
𝑑𝑒𝑓
= sup

𝑗

∞∑︁
𝑘=1

‖𝑎𝑗𝑘‖𝐹 (𝑚;𝜀0,𝜃) < +∞.

Очевидно, что если 𝐴 ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑥 ∈ 𝐹1(𝑚; 𝜀0; 𝜃), то 𝐴𝑥 ∈ 𝐹1(𝑚; 𝜀0; 𝜃), при
этом ‖𝐴𝑥‖𝐹1(𝑚;𝜀0;𝜃) 6 2𝑚‖𝐴‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) · ‖𝑥‖𝐹1(𝑚;𝜀0;𝜃).

Условие ‖𝐴‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) < 1 обеспечивает существование матрицы

(𝐸 +𝐴)−1 = 𝐸 +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝐴𝑘,

где 𝐸 = diag(1, 1, ...).
Обозначим (𝐴)𝑗𝑘 элемент 𝑎𝑗𝑘 бесконечной матрицы 𝐴 = (𝑎𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,2,....

Основные результаты.
Теорема. Пусть задана счётная линейная однородная система дифферен-

циальных уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

(︃
𝑖𝜙(𝑡, 𝜀)Λ +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐵𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑥, (4)

где 𝑥 = col(𝑥1, 𝑥2, . . .), Λ = diag(𝑛1, 𝑛2, . . .), 𝑛𝑗 ∈ Z, 𝜙(𝑡, 𝜀) – функция, фигу-
рирующая в определении класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝐵𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃) (𝑙 = 1, 𝑞),
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𝜇 ∈ (0, 𝜇0) ⊂ R+. Тогда существует 𝜇1 ∈ (0, 𝜇0) такое, что ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇1) суще-
ствует невырожденное преобразование

𝑥 = Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑦, (5)

где Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), приводящее систему (4) к виду:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

(︃
𝑞∑︁

𝑙=1

𝑈𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙 + 𝜀

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙 + 𝜇𝑞+1𝑊 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︃
𝑦, (6)

где 𝑈𝑙 ∈ 𝑆2(𝑚; 𝜀0), 𝑉𝑙,𝑊 ∈ 𝐹2(𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) (𝑙 = 1, 𝑞).
Доказательство. Преобразованием

𝑥 = exp(𝑖Λ𝜃)𝑧, (7)

где exp(𝑖Λ𝜃) = diag
(︀
𝑒𝑖𝑛1𝜃, 𝑒𝑖𝑛2𝜃, . . .

)︀
∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀; 𝜃), 𝑧 = col(𝑧1, 𝑧2, . . .), приведём

систему (4) к виду:
𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

(︃
𝑞∑︁

𝑙=1

𝑅𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑧, (8)

где 𝑅𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) = exp(−𝑖Λ𝜃)𝐵𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) exp(𝑖Λ𝜃) ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0, 𝜃). Далее в системе (8)
произведём подстановку

𝑧 =

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

Φ𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑦, (9)

где 𝐸 = diag(1, 1, . . .), а бесконечные матрицы Φ𝑙, 𝑈𝑙, 𝑉𝑙 определяются из уравне-
ний:

𝑑Φ1

𝑑𝑡
= 𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑈1(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃), (10)

𝑑Φ𝑙

𝑑𝑡
= 𝑅𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) +

𝑙−1∑︁
𝜈=1

𝑅𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)Φ𝑙−𝜈 −
𝑙−1∑︁
𝜈=1

Φ𝑙𝑈𝑙−𝜈(𝑡, 𝜀)−

−
𝑙−1∑︁
𝜈=1

Φ𝑙𝑉𝑙−𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑈𝑙(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑉𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑙 = 2, 𝑞. (11)

В соответствии с формулами (10), (11) определим матрицы Φ𝑙, 𝑈𝑙, 𝑉𝑙 следу-
ющим образом:

(𝑈1)𝑗𝑘 = Γ0((𝑅1)𝑗𝑘),

(Φ1)𝑗𝑘 =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

Γ𝑛((𝑅1)𝑗𝑘)

𝑖𝑛𝜙
exp(𝑖𝑛𝜃),

(𝑉1)𝑗𝑘 = −1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛((𝑅1)𝑗𝑘)

𝑖𝑛𝜙

)︂
exp(𝑖𝑛𝜃),

(𝑈𝑙)𝑗𝑘 = Γ0((𝐷𝑙)𝑗𝑘),
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(Φ𝑙)𝑗𝑘 =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

Γ𝑛((𝐷𝑙)𝑗𝑘)

𝑖𝑛𝜙
exp(𝑖𝑛𝜃),

(𝑉𝑙)𝑗𝑘 = −

(︃
𝑙−1∑︁
𝜈=1

Φ𝜈𝑉𝑙−𝜈

)︃
𝑗𝑘

− 1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛((𝐷𝑙)𝑗𝑘)

𝑖𝑛𝜙

)︂
exp(𝑖𝑛𝜃),

где

𝐷𝑙 = 𝑅𝑙 +

𝑙−1∑︁
𝜈=1

(𝑅𝜈Φ𝑙−𝜈 − Φ𝜈𝑈𝑙−𝜈), 𝑗, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑙 = 2, 𝑞.

Предположим, что параметр 𝜇 настолько мал, что выполнено:

𝑞∑︁
𝑙=1

‖Φ𝑙‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) < 1.

Тогда матрицу 𝑊 определим формулой:

𝑊 =

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝜈=1

Φ𝑙𝜇
𝑙

)︃−1 𝑞−1∑︁
𝑠=0

⎛⎝ ∑︁
𝜈+𝛿=𝑠+𝑞+1

(𝑅𝜈Φ𝛿 − Φ𝜈𝑈𝛿 − 𝜀Φ𝜈𝑉𝛿)

⎞⎠𝜇𝑠.

Теорема доказана.

Заключение. Таким образом, для счётной линейной однородной систе-
мы дифференциальных уравнений, коэффициенты которой представимы в ви-
де абсолютно и равномерно сходящихся рядов Фурье с медленно меняющимися
коэффициентами и частотой, построено линейное преобразование неизвестных,
приводящее её к системе, коэффициенты которой близки к медленно меняющим-
ся, в резонансном случае.
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Про зведення злiченної лiнiйної системи з коефiцiєнтами коливного типу до
одного спецiального вигляду в резонансному випадку

Резюме

Для злiченної лiнiйної однорiдної диференцiальної системи, коефiцiєнти якої зображу-
ванi у виглядi абсолютно та рiвномiрно збiжних рядiв Фур’є з повiльно змiнними кое-
фiцiєнтами та частотою, побудовано алгоритм зведення її до системи, коефiцiєнти якої
близькi до повiльно змiнних, в резонансному випадку.
Ключовi слова: злiченна система, диференцiальний, лiнiйний, коливний.

Shchogolev S. A., Jashitova V.
On the reduction of the countable linear differential system with coefficients
of the oscillating type to the some special kind at the resonance case

Summary

For the countable linear homogeneous differential system, whose coefficients are represented
as an absolutely and uniformly convergent Fourier-series with slowly varying coefficients and
frequency, the algorithm of the reduction it to the system, whose coefficients are close to the
slowly varying at the resonance case, are constructed.
Key words: countable system, differential, linear, oscillating.
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