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В в е д е н и е .  Изучение свойств пучка траекторий и построение множества 
достижимости для систем управления играет важную роль при исследовании 
задач оптимального управления.

Дифференциальные уравнения с производной Хукухары [10] были введены в 
работах [7, 8], в которых также исследованы основные свойства их решений.

В [6] было показано, что решение уравнения с производной Хукухары ап
проксимирует сверху множество достижимости, а в [9, 11, 14, 15, 16] уравнения 
с производной Хукухары применяются для исследования нечетких дифференци
альных уравнений. В [3, 5] было проведено обоснование метода усреднения для 
дифференциальных уравнений и дифференциальных включений с производной 
Хукухары без запаздывания, а в [13, 12, 17] -  с запаздыванием. В данной статье 
приводится обоснование метода частичного усреднения управляемых уравнений 
с производной Хукухары с переменным запаздыванием.

Определение 1. [10] Пусть множества А, В Є conv(Rn). Разностью Х у
кухары А — В множеств А и В называется такое множество С Є conv(Rn), 
что А =  В +  С ; conv{Rn) — пространство непустых выпуклых компактных 
подмножеств в Rn.

Разность Хукухары, если она существует, определяется единственным обра
зом. Операция разности непрерывна относительно метрики Хаусдорфа.

(с) В. А. Плотников, О. Д. Кичмаренко, 2007
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Определение 2. [10] Многозначное отображение X  : И1 —>сопу(Кп) диффе
ренцируемо по Хукухаре в точке если существуют разности Х(£о+Д£) —
Х(£о) и Х(£о)— Х ^ о ~ Д£) для всех достаточно малых ^  > 0 и существует эле
мент £>ЯХ(£0) Е с о т ;^ п), такой, что

, / Ч ( 0 + Д 4) £ * ( ( „ )  „  „ Л  
д !‘- 3 , Д -----------А 1------------= д ! ™ „ Д -----------------------------й -----------. В н Х Ы )  ,

где Н(А, В) -  расстояние по Хаусдорфу между множествами А и В, причем 
Н(А,В) =  ш т{(1 >  0 |Ас5^(5), Б с5^(А )}, А, В Е сотр(11п); -  замкну
тая (Л-окрестностъ множества А. Модуль \А\ множества А Е сопг>(11п) равен
к а , т .

В работе [10] определяется интеграл от непрерывного многозначного отобра-
£

жения X  :[а,Ь\ ~^сопу(Кп) и показывается, что Б н /Х (з)Й 5=Х (£).
а

О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы .
1. Обоснование метода усреднения для управляемых линейных 

дифференциальных уравнений с производной Хукухары.
1.1. Постановка задачи. Рассмотрим управляемую линейную систему, 

описываемую дифференциальным уравнением с производной Хукухары и запаз
дыванием:

D HX (t)  =  г [A (t)X (t) +  A ^ X i a i t ) )  +  F(t) +  b(t)U(t)] , (1)

где t E I — [0,Z/£-1 ] ; г — малый параметр; X  : R1 ~^conv(Rn); A (t), A\(t) — ма
трицы nxn; F  : R1—>conv(Rn); a(t) — переменное запаздывание; b(t) — известная 
функция; управление U(t) Е U* Е conv{conv{Rn)).

Запаздывание 0 < a(t) < t -  неотрицательная непрерывная функция. Для 
уравнения (1) задаем начальное условие Х (0) =  Xq. Если a(t) < t и существует 
£* =  inf a(t) > —оо, то на [£*,0] задаем начальную функцию Ф : R1 —> conv (R").

Далее будем считать, что 0 < a(t) < t.
Воспользуемся схемой частичного усреднения [4].
Предположим, что существуют

t + T  t + T  t + T

3 = T ^ ? / - 4(S)* '  P = Tlim (2)
t

w =  < V =  lim _
T —>-00 T

t + T

^ I  b(s)U(s)ds, U(s) e u * y  (3)

Тогда уравнению (1) поставим в соответствие следующее частично усреднен
ное уравнение:

Пн ¥ Ц ) = е [ А ¥ { 1 ) + А 1¥ { а Ц ) ) + Р  + У ] ,  У(0) =  Х 0; (4)
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где У : И1 —>• сопу(Кп); новое управление У{Ь) выбирается из множества Е 
сопу(сопу(Кп)).

Интеграл в (2) от многозначного отображения понимается в смысле Римана- 
Хукухары [10], а в (3) -  в смысле Аумана, сходимость в сопу(Кп) понимается 
смысле метрики Хаусдорфа [1].

1.2. Алгоритм соответствия управлений исходной и усредненной 
систем. Соответствие между управлением и{Ь) и управлением У(£) установим 
по следующему алгоритму ступенчатого усреднения:

1. Управлению У(£) Е поставим в соответствие управление £/(£) Е и * 
следующим образом:

(г +  1 )Т 0

а) вычисляем / У^)сИ г =  0,1, 2 , . . . ,  (здесь Т0 -  произвольно
;т0

выбранная константа);
б) зададим управление £/(£) =  {£/*(£), гХЬ<£<(г+1)ХЬ}, где £/*(£) находим из 

условия:

т ій  Н
и(і)еи

(  (г+1)То
1

Гп
V

(  (г+1)То
1

гТо

\
Ъ(8) Щ 8)<к, У і (5)

V іТ° )
Очевидно, что управление £/(£) в (5) существует, но может определяться неод

нозначно.
2. Управлению и  (і) Е V  поставим в соответствие управление У ( є і )  Е V  

следующим образом:
(І +  1 )Т 0

а) вычислим \Уі =  т̂г / Ь ^ и ^ с і з ,  і — 0,1, 2 , . . . ;  И\ Е У£о =
і Т0

(І +  1 )Т 0

=  / ЪШ*Ь. Согласно (3) имеем
і т0

Нт У ^  =  У
Т0—̂ оо

(6)

т.е. условие ]У{ Е У может не выполняться;
б) зададим управление У(£) =  {1^, гТЬ<£<(г+1)ТЬ, г =  0 ,1 , . . . } ,  где У\ нахо

дим из условия

У )  =  Н{уГи Уі ) .У ЄН7 (7)

В силу выпуклости и компактности множества ]У, а также выпуклости функ
ции У ) значение У* в (7) определяется однозначно.

В качестве управления У (£) можно выбрать ступенчатую функцию:

¥(і) = Уі (і ) Є V

(і +  1 )Т 0

[  Уі(г)(ІЇ =  Уі, іТ0 < £ < (г+1)Г0, г =  0 ,1 ,.. .
і т0
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1.3. Обоснование схемы ступенчатого усреднения.

Теорема 1. Пусть в области Q =  {t > 0; X  £ D С conv(Rn)} выполнены 
следующие условия:

1) A(t), Ai (£), F(t) ub(t) -  непрерывны и ограничены, т.е. ||А(£)||<М; ||Ai(t)|| < 
М , ||Ь(*)|| < М, \F(t)\ < М ; \и*\ < 1;

2) функция a(t) равномерно непрерывна при t > 0 и 0 < a(t) < t;
3) пределы (2),(3) существуют равномерно относительно t > 0;
4) решения Y(t) усредненной системы (4) при любом измеримом управлении 

V(t) G W , s G (0, а] , t > 0, F(0) =  Х 0 С D' С D вместе с р-окрестностью 
принадлежат области D.

Тогда для любого r]>0, Ь> 0 существует s(/y,L)G (0,сг] такое, что при всех 
£G (0, го] u t e  [0,Ls_1] справедливы следующие утверждения:

1. Для любого допустимого управления U(t) G U* системы (1) существует 
допустимое управление V(t) G VF системы (4) такое, что справедлива оценка

h (X ( t ) ,Y (£)) < 77, (8)

где X (t ) ,Y ( t )  — решения уравнений (1) и (4) соответственно, при этом Х (  0) =  
Y (0) =  Хо G D '.

2. Для любого допустимого управления V(t) G W  системы (4) существует 
допустимое управление U(t) G U* системы (1) такое, что справедлива оценка 
(8).

Доказательство. Пусть U(t) — некоторое допустимое управление в (1), а 
V(t) соответствующее ему по алгоритму (п. 1.2) управление в (4). Представив 
решения уравнений (1) и (4) в интегральной форме [6, 7], оценим |Х(£)| и \Y(t)\ :

t

X{t) = Х 0 + £  J  [A (s) X(s) + Ai (s) X  (a (s)) + F  (s) + b(s)U(s)]ds,
0

t

Y ( t ) = X o + e  J  [ l F ( s ) + I [ y ( «  ( s ) ) + F  +  V]ds.
0

Обозначим m x (s) =  max \X (r)|, m y (s) =  max |Y (r)|.
0< r < s  0 < r < s

Тогда
t

mx  (t) < |X0| + £ J  [||A (s)|| mx (s) +  \\Аг (s)|| mx  (s) + \F (s)| + ||b(s)|| \U*\]ds <
0

t

mx  (s)ds < (|X0| + 2ML)e2eMt < (|X0| +  2ML)e2ML.
0

Аналогично получаем, что

m Y (s) < {\Х0\ +  2M b ) e 2ML.

< \X0\ + 2 M L  +  2sM J
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Таким образом,

\X(t)\< (\X0\ +  2M L)e2ML и \Y(t)\< (\X0\ + 2 M L )e2ML.

С учетом вышеизложенного оценим

h (X (t ) ,Y (t) )  <

< £h^ J [A (s )X (s)+ A i(s )X (a (s ))+ F (s)^ (s )U (s)]d s ;

J  p r (s )+ A iF (a (s ) )+ F + V (s )]d s j <

( t t \  /  t t 

JA(s)X (s)ds , j  A Y  (s)ds J+^i J 'A\(s)X (a(s))ds,JA\Y  (a (s))d

о о /  Vo 0
/  t t \  /  t t N

+h  I J  F(s)ds, J  Y d s  J +ft I J  b(s)U(s)ds, J  V(s)ds

■s +

(9)

Каждое слагаемое в (9) оценим отдельно с учетом (2), (3).
Сегмент [0,1/£-1 ] разобьем на части точками =  гД(е), г= 0 ,1,..., ш, причем

шА(е) < Le < (ш+1)А(г), lim А(е) =  оо, lim г А (г) =  0.е—̂0 е—̂0
Пусть t e  [tk,tk+1), тогда
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/  £г + 1 и +1 \ /  ̂г + 1 г̂ + 1 \
< Н І І  А(8)Х(а)<І8, І  А(а)Х і<І8 ) +  /г ( І  А ^ Х ф ,  ^  А Х ф  I +

/  \ їі
' г̂ + 1 г̂ + 1

В силу равномерной сходимости к среднему в (2), (3) существует монотонно 
убывающая функция 0(£) ->-0 при £ —У оо такая, что

(
и+1 и+1 \

У  А(а).У«*я, I  А Х ф  I <  А(е)0 (Д(е)),

/  и +1 г̂ + 1 \
Л| У  Ь(я)£/(я)йя, У  ^(я)<*я| <  Д ( е ) 0 ( Д ( е ) ) .

Тогда

<

<
/  и + і и + 1 в и + і \

/г I У А ( я ) Х « Ы « У А (§ )У [А (г )Х (г )+ А і( г )Х (а (г ) )+ Ґ (г )+ 6 ( г ) [ / ( г ) ]й г Й 5 , У Л (я )Х « *я +
Іі Іі

( и+1 и+і и+і в
У  А Х ,/ к - .  У  А Х
и и и и

иг +  1 в >

<із+є J  А !  [А(т)Х(т) +  Аі(т)Х(а(т)) +  Р(т) +У(т)\сІтсІ8

J  А(в) !  [А(т)Х(т) +  Аі(т)Х(а(т)) +  Р(т) +Ь(т)и(т)\<Іт<І8

-\~£

Іі і 

и+1 в

А (  [А(т)Х(т) +  А\(т)Х(а(т)) +  Е(т) +  Ь(т)и(т)\<1т<І8

+

и і
+  Д(є)0 (Д(є)) <

< є(Д(є))24М 2 (1 +  (ЦХоЦ +  2М Ь)е2МЬ) +  Д(г)0 (Д(є)). (11)

/ г г \ і

Л [ У  А{8)Х(а)<І8,!  АХ(я)<іяІ <  У  Н (А(в)Х(в) ,АХ(в))  гіа <
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г

< [  max \ C (A (s)X (s )^ )  — C (A X (s )^ )\ d s  <
tk

t

< I  1ВД1
tk

max \AT(s)ib — А ф
ipes i I

ds
t

< j  |x(s)|||at (s) - a 7
tk

ds <

< 2M A(s)  (|X0| + 2 ML) e2 ML (12)
где С(А,ф)  =  тзх(а,ф) -  опорная функция множества А Е сотр(Rn), ф Е Rn,

аеА
S1 -  сфера единичного радиуса.

( t t \  t 

J  A X {s )d s , J  A Y(s)ds J < J  h (A X (s ) ,A  Y(s))  ds =

0 0 /  0
t t

=  J  max \C(A X ( s ) ^ )  — С (A Y (s )^ )\ d s  =  J  ma t̂ С (X  (s) , A Tф) — С ( Y  (s) , A Tф)
ds <

f  1— T , I
< ./ max А ф\
-  J 1 il>es i 1

h(X (s) ,Y (s))ds < \ a \ h (X (s) ,Y (s ))ds < M  S(s)ds, (13)

где S (t) =  max h (X  (s), Y (s)) .
о < x < t

Таким образом, из (10), (11), (12) и (13) следует, что 

h ^ J A(s)X(s)ds, j  AF(s)<is^ <

k- 1
< Y ,  [^(A(e))24M 2 (1 +  (||Xo|| +  2M L )e2ML) +  Д (е)0 (Д (е))] +

t

+2M A(s)(|X0| +  2M L )e2ML +  M  [  S(s)ds <

1=1

L

< 2M A (e)(2M L+(2M L+l)(\X 0\ +2M L )e2ML) +  j © ( A (e))+M j5(s)ds.  (14)
0

Аналогично получаем:

/  t t \ 

h { J  Ai(s)X (a (s))ds, J  AiY(a(s))dsis <
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< 2М А(е)(2М Ь +  (2МЬ +  1)(\Х0\ +  2МЬ)е2МЬ) +  ^ 0 (А (е ))  +  М  J  £(я)<*я. (15)
О

Оценим третье слагаемое в (9):

/  г г

Л I I  | <
<0 о

к-1 Ьгу  гг к- 1 Ьг+г_  ъ \
- Л И / 7с18+ Тс1з <

1к и и
1 \ /  ь ь

1
Чк к̂

В силу равномерной сходимости к среднему в (2) существует монотонно убы
вающая функция ©(£) —У 0 при £ —>- оо такая, что

Ь | I  Р ( 8)<18, I  <̂*я I < Д(е)0(Д(е)).

Тогда

ь ( 1 р(8)с18,! р<1А < 2̂ д (£)0 (д (£)) + н [ / /  Рс1ч  -

ъ

< ^ 0 (Д (е ))  +  I  к (.Р(я),^)йя < | © (Д (е)) +  2М Д (е). (16)
tk

Оценим четвертое слагаемое в (9) с учетом алгоритма соответствия управле-
1, выбрав Т0 =  А (г):
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ГС — -L J

< Y ,  А (е)0 (Д (е)) +  2М Д (е) < —0 (А (е )) +  2М Д (е). (17)
г= 1  £

Из (9), (14), (15), (16), (17) получаем:

t

ô(t) < г(г) +  2гМ J  ô(s)ds
о

где

г(е) =  4М гА (г) (2M L+(2M L+1)(|X0| + 2M L )e2ML) + 4 М гА (г )+ 4 £ 0 (А (г )). 

По лемме Гронуола-Беллмана:

ô(s) < r ( s ) e 2ML. (18)

Т.к. г (г) —» 0 при г —» 0, то из (18) следует утверждение теоремы (8).

З а к л ю ч е н и е .  Таким образом, доказанная теорема позволяет построить 
численно-асимптотические методы решения задач оптимального управления си
стемами с производной Хукухары и многозначными управлениями аналогично 
задачам оптимального управления на траекториях, описываемых обыкновенны
ми дифференциальными уравнениями [4].
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