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ВСТУП

Коливання пiдвiшеної важкої однорiдної гнучкої нитки є важливою
задачею в механiцi та математичнiй фiзицi. Вивчення коливань таких систем
має значне практичне застосування, вiд iнженерних споруд до комп’ютерної
анiмацiї. У цiй роботi розглядаються вимушенi, вiльнi та складнi коливання
пiдвiшеної нитки.

Функцiї Бесселя вiдiграють ключову роль у розв’язаннi диференцi-
альних рiвнянь, якi описують коливання гнучкої нитки. Завдяки своїм
властивостям, функцiї Бесселя знаходять застосування у багатьох галузях
науки i технiки, включаючи акустику, електродинамiку, теплопередачу та
iншi. Вони виникають у вирiшеннi диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку, таких як рiвняння Лапласа та рiвняння Гельмгольца в цилiндричних
координатах.

Диференцiальне рiвняння, яке описує коливання нитки, є фундамен-
тальним для розумiння механiки деформованих тiл. Його розв’язок дозволяє
прогнозувати поведiнку системи пiд впливом рiзних збурень. Застосування
таких математичних моделей є незамiнним у сучаснiй комп’ютернiй графiцi
та анiмацiї. Наприклад, для створення реалiстичних вiзуальних ефектiв у
фiльмах, вiдеоiграх, анiмацiя коливання ниток або мотузок використовує
розв’язки диференцiальних рiвнянь.

У квалiфiкацiйнiй роботi розглядається побудова математичної моделi,
що описує коливання важкої однорiдної гнучкої нитки закрiпленої у верхнiй
точцi, розв’язання диференцiальних рiвнянь, що описують динамiку коли-
вань, iз застосуванням рядiв Бесселя-Фур’є, аналiз отриманих розв’язкiв та
дослiдження впливу параметрiв системи, таких як довжина нитки, лiнiй-
на густина, сила тяжiння, початкове вiдхилення, на коливальний процес,
графiчне представлення результатiв та їх iнтерпретацiя.

Метою даного дослiдження є розробка математичної моделi, яка опи-
сує коливання важкої однорiдної гнучкої нитки, закрiпленої у верхнiй точцi,
та вивчення впливу основних параметрiв системи на її динамiчнi характе-
ристики.
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Об’єктом дослiдження є важка однорiдна гнучка нитка довжини 𝑙,
що здiйснює коливання пiд дiєю сили тяжiння.

Предметом дослiдження є динамiчнi характеристики коливань пiд-
вiшеної гнучкої нитки, такi як амплiтуда, частота та перiод коливань, а
також вплив основних параметрiв системи на цi характеристики.

У роботi використовувалися метод математичного аналiзу для побу-
дови диференцiйних рiвнянь, що описують коливання гнучкої нитки, ряди
Фур’є-Бесселя для розв’язання отриманих диферецiальних рiвнянь, чисель-
нi методи для моделювання та аналiзу коливального процесу, графiчне
представлення даних для вiзуалiзацiї результатiв дослiдження, програмнi
засоби, такi як MATLAB, для реалiзацiї розрахункiв та вiзуалiзацiї динамiки
коливань.

Важливiсть цiєї роботи полягає у розробцi чисельного алгоритму для
моделювання коливань нитки, що дозволяє глибше зрозумiти i проаналiзува-
ти рiзнi аспекти цiєї фiзичної системи. Моделювання таких процесiв сприяє
покращенню методiв проєктування iнженерних конструкцiй та створенню
бiльш реалiстичних анiмацiй у розважальних та освiтнiх медiа.



5

РОЗДIЛ 1

ВIЛЬНI КОЛИВАННЯ ПIДВIШЕНОЇ ВАЖКОЇ

ОДНОРIДНОЇ ГНУЧКОЇ НИТКИ

1.1 Отримання рiвняння коливань

Розглядається важка однорiдна гнучка нитка довжини 𝑙. Нитка зак-
рiплена верхнiм кiнцем у точцi 𝑥 = 𝑙 та чинить коливання пiд дiєю си-
ли тяжiння. За вiсь x приймаємо вертикальний напрямок, уздовж якого
розташується нитка, коли пiд дiєю своєї ваги вона займе прямолiнiйне по-
ложення. Якщо нитка максимально витягнута вздовж OX, нижнiй кiнець
нитки перебуває в точцi 𝑥 = 0. Розтяг нитки в точцi x вiдповiдає вазi нитки
пiд цiєю точкою - 𝑚𝑥𝑔. Якщо через 𝜌 позначити лiнiйну густину (маса, що
приходиться на одиницю довжини), тодi отримаємо 𝑇 (𝑥) = 𝜌𝑥𝑔.

𝑢

𝑥

0

−→
𝐹𝑇 = 𝑚𝑔

−→
𝑇 = 𝑚𝑔 = 𝜌𝑥𝑔

𝑙

Puc. 1 - положення нитки пiд дiєю сили тяжiння

Нитка виконує коливання у площиннi 𝑋𝑂𝑈 (рисунок 2 ). Якщо на
осi OX обрати точку 𝑥 та провести перпендикуляр до перетину з ниткою,
пiсля чого опустити перпендикуляр на вiсь 𝑂𝑈 , отримаємо 𝑢, котре мо-
жна розглядати, як функцiю вiд 𝑥. Таким чином, форму нитки можна
описувати функцiєю 𝑢(𝑥). Якщо форма нитки змiнюється з часом у процесi
коливань, додається також аргумент часу. Разом, отримуємо функцiю 𝑢(𝑥,𝑡).



6

𝑢

𝑥

0

−→
𝐹 𝑇1

−→
𝐹 𝑇2

𝑥1

𝑥2

Рис. 2 - вiдхилення нитки вiд положення рiвноваги

Нехай, нитка вiдхилена вiд положення рiвноваги. Видiлимо на нитцi
двi близько розташованi точки - Н та М, i проведемо перпендикуляри
на 𝑂𝑋, отримавши точки 𝑥1, 𝑥2 вiдповiдно. Проведемо дотичнi до кривої,
вiдповiдної нитки, у точках Н та М. Сила натягу нитки буде спрямована
вздовж дотичної. При цьому вектор сили можна розкласти за базисом,
знайшовши проєкцiї на вiдповiднi осi:

𝑇1𝑥 = 𝑇1𝑐𝑜𝑠𝛼1 = 𝜌𝑙1𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼1

𝑇1𝑢 = 𝑇1𝑠𝑖𝑛𝛼1 = 𝜌𝑙1𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼1

𝑇2𝑥 = 𝑇2𝑐𝑜𝑠𝛼1 = 𝜌𝑙2𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼2

𝑇2𝑢 = 𝑇2𝑠𝑖𝑛𝛼2 = 𝜌𝑙2𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼2

Рiзницi значень проєкцiй сили натягу у рiзних точках:

𝑇2𝑥 − 𝑇1𝑥 = 𝜌𝑙2𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼2 −1 𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼2 = 𝜌(𝑙2𝑐𝑜𝑠𝛼2 − 𝑙1𝑐𝑜𝑠𝛼1)

𝑇2𝑢 − 𝑇1𝑢 = 𝜌𝑙2𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼2 −1 𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼2 = 𝜌(𝑙2𝑠𝑖𝑛𝛼2 − 𝑙1𝑠𝑖𝑛𝛼1)

Якщо амплiтуда коливань мала, кути 𝛼1, 𝛼2 також малi. Тому, можна
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прийняти 𝑐𝑜𝑠(𝛼) ≈ 1, звiдки

𝑇2𝑥−𝑇1𝑥 = 𝜌𝑙2𝑐𝑜𝑠𝛼2− 𝜌𝑙1𝑐𝑜𝑠𝛼1 = 𝜌𝑔(𝑙2𝑐𝑜𝑠𝛼2− 𝑙1𝑐𝑜𝑠𝛼1) ≈ 𝜌𝑔(𝑙2− 𝑙1) = 𝜌𝑔∆𝑙

Якщо прийняти, що 𝑙(𝑥) ≈ 𝑥, тодi ∆𝑙 ≈ ∆𝑥 i ∆𝑇𝑥 ≈ 𝜌𝑔∆𝑥

Вертикальна складова сили натягу компенсуватиметься силою тяжi-
ння, тому першу можна не брати до уваги. Похiдна функцiї - це тангенс
кута нахилу дотичної. Таким чином,
𝑡𝑔𝛼 = 𝑑𝑢

𝑑𝑥

При малих кутах 𝑡𝑔𝛼 ≈ 𝑠𝑖𝑛𝛼, тому
𝑠𝑖𝑛𝛼 ≈ 𝑑𝑢

𝑑𝑥

Горизонтальна складова рiзницi сил натягу:
∆𝑇𝑢 ≈ 𝜌𝑔(𝑥2𝑠𝑖𝑛𝛼2 − 𝑥1𝑠𝑖𝑛𝛼1) - з урахування 𝑙(𝑥) ≈ 𝑥.

∆𝑇𝑢 ≈ 𝜌𝑔(𝑥2𝑡𝑔𝛼2 − 𝑥1𝑡𝑔𝛼1) - з урахуванням 𝑡𝑔𝛼 ≈ 𝑠𝑖𝑛𝛼.

∆𝑇𝑢 ≈ 𝜌𝑔(𝑥2
𝑑𝑢(𝑥2)
𝑑𝑥 − 𝑥1

𝑑𝑢(𝑥1)
𝑑𝑥 )

Вiдношення
𝜌𝑔(𝑥2

𝑑𝑢(𝑥2)
𝑑𝑥 −𝑥1

𝑑𝑢(𝑥1)
𝑑𝑥 )

Δ𝑥 - приблизне значення 𝜌𝑔 𝑑
𝑑𝑥

(︀
𝑥𝑑𝑢
𝑑𝑥

)︀
.

∆𝑇𝑢 ≈ 𝜌𝑔 𝑑
𝑑𝑥

(︀
𝑥𝑑𝑢
𝑑𝑥

)︀
𝑑𝑥

Отже,

• вертикальна складова рiзницi сил натягу компенсується вiдповiдною
рiзницею значень сили тяжiння;

• нитка рухається за рахунок наявностi некомпенсованої горизонтальної
рiзницi сил натягу.

Вiдповiдно, можна розглядати лише деякий горизонтальний рух точки з
координатою x з часом.
Згiдно з другим законом Ньютона,

𝐹 = 𝑚𝑎 = 𝜌𝑥𝑎

𝜕

𝜕𝑥
(𝐹 ) =

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑥𝑎) = 𝜌𝑎
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Прискорення – друга похiдна за часом. Тому:

𝑎 =
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2
− прискорення руху нитки в горизонтальнiй площинi

𝜕

𝜕𝑥
(𝐹 ) = 𝜌

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2

𝜌𝑔
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
= 𝜌

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2

− похiдна сили, що дiє на нитку, у разi вiльних коливань

Скоротимо на 𝜌 : 𝑔
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
=

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
=

1

𝑔

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2

Отже, отримаємо диференцiальне рiвняння, як математичну модель:

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
=

1

𝑎2
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2
, де 𝑎 =

√
𝑔 (1.1)

1.2 Розв’язання рiвняння коливань

Задача про коливання пiдвiшеної нитки зводиться до iнтегрування
рiвняння (1.1) з крайовою умовою

𝑢|𝑥=𝑙 = 0

з початковими умовами

𝑢|𝑡=0 = 𝑓(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
|𝑡=0 = 𝐹 (𝑥).

Зробимо замiну
𝜉 =

√
𝑥

1

4𝜉

𝜕

𝜕𝜉

(︀
𝜉
𝜕𝑢

𝜕𝜉

)︁
=

1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
.
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Знайдемо розв’язок цього рiвняння у виглядi

𝑢 = 𝜔(𝜉)𝑇 (𝑡).

Отримаємо
1

𝜉𝜔(𝜉)
· 𝑑

𝑑𝜉
=
(︁2
𝑎

)︁2𝑇 ′′(𝑡)

𝑇 (𝑡)

Обидвi частини рiвняння позначимо через −𝜆2

𝑑

𝑑𝜉

(︁
𝜉
𝑑𝜔

𝑑𝜉

)︁
+ 𝜆2𝜉𝜔 = 0,

𝑇 ′′(𝑡) +
(︁𝑎𝜆
2

)︁2
𝑇 (𝑡) = 0.

Загальний розв’язок рiвняння 𝑑
𝑑𝜉

(︁
𝜉 𝑑𝜔
𝑑𝜉

)︁
+ 𝜆2𝜉𝜔 = 0 матиме вигляд:

𝜔(𝜉) = 𝐶1𝐽0(𝜆𝜉) + 𝐶2𝑌0(𝜆𝜉).

Так як 𝑌0(𝜉) → ∞ при 𝜉 → 0 ⇒ 𝐶2 = 0

Пiдставляючи до крайової умови, отримаємо

𝐽0(𝜆
√
𝑙) = 0.

Власнi значення задачi матимуть вигляд: 𝜆2
𝑘 =

𝜇2
𝑘

𝑙 (𝑘 = 1,2,3,...).

Вiдповiднi власнi функцiї матимуть вигляд: 𝜔𝑘(𝑥) = 𝐽0(𝜇𝑘

√︀
𝑥
𝑙 ).

Загальний розв’язок рiвняння 𝑇 ′′(𝑡) +
(︁
𝑎𝜆
2

)︁2
𝑇 (𝑡) = 0 матиме вигляд:

𝑇𝑘(𝑡) = 𝐴𝑘 cos
𝑎𝜇𝑘𝑡

2
√
𝑙
+𝐵𝑘 sin

𝑎𝜇𝑘𝑡

2
√
𝑙

Тодi, розв’язок рiвняння 𝜕
𝜕𝑥

(︀
𝑥𝜕𝑢
𝜕𝑥

)︀
= 1

𝑎2
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2 при крайовiй умовi 𝑢|𝑥=𝑙 = 0

можна записати у виглядi ряду

𝑢(𝑥,𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

(︁
𝐴𝑘 cos

𝑎𝜇𝑘𝑡

2
√
𝑙
+𝐵𝑘 sin

𝑎𝜇𝑘𝑡

2
√
𝑙

)︁
𝐽0

(︁
𝜇𝑘

√︂
𝑥

𝑙

)︁
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Визначимо коефiцiєнти розкладання 𝐴𝑘 i 𝐵𝑘

𝑓(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=1𝐴𝑘𝐽0

(︁
𝜇𝑘

√︀
𝑥
𝑙

)︁
𝐴𝑘 =

1

𝑙𝐽2
1 (𝜇𝑘)

∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)𝐽0

(︁
𝜇𝑘

√︂
𝑥

𝑙

)︁
𝑑𝑥 (1.2)

𝐵𝑘 =
2

𝑎
√
𝑙𝜇𝑘𝐽2

1 (𝜇𝑘)

∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)𝐽0

(︁
𝜇𝑘

√︂
𝑥

𝑙

)︁
𝑑𝑥 (1.3)
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1.3 Результати моделювання

На графiках (рисунок 3 ) можна спостерiгати коливання нитки в
залежностi вiд часу. Кожен графiк показує форму нитки у певний момент
часу 𝑡. Синя крива представляє форму нитки у момент часу 𝑡, червона
пряма - початкову форму нитки. Видно, що амплiтуда коливань змiнюється
з часом.
При збiльшеннi за модулем кутового коєфiцiєнта, збiльшеннi початкового
нахилу нитки (𝑘 = −0.66), спостерiгається збiльшення амплiтуди коливань
(рисунку 4 ).
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Рис.3 - Змiни положення нитки з часом при k = -0.36
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Рис. 4 - Змiни положення нитки з часом при k = -0.66
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РОЗДIЛ 2

ВИМУШЕНI КОЛИВАННЯ ВАЖКОЇ ОДНОРIДНОЇ

ГНУЧКОЇ НИТКИ

2.1 Отримання рiвняння коливань

У разi вимушених коливань на нитку дiє зовнiшня сила. Знайдемо
проєкцiї зовнiшньої сили на вiсь 𝑂𝑈 , i , в результатi, отримаємо функцiю,
𝐹зовн що вiдповiдає горизонтальнiй компонентi зовнiшньої сили в точцi 𝑥.
Отже, отримаємо рiвнодiючу горизонтальної компоненти сили натягу та
горизонтальну компоненту зовнiшньої сили - 𝐹зовн. Пiд цiєю рiвнодiючою
нитка чинить коливання.

𝐹зовн(𝑥) + 𝑇 (𝑥) sin𝛼 = 𝑚𝑎

𝑑(𝐹зовн(𝑥)) + 𝜌𝑔
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
) = 𝑑(𝑚𝑎)

𝑑

𝑑𝑥
(𝐹зовн(𝑥)) + 𝜌𝑔

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
) =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑚𝑎)

𝑑

𝑑𝑥
(𝐹зовн(𝑥)) + 𝜌𝑔

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
) = 𝜌

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2

Зауважимо: 𝜌𝑔 𝑑
𝑑𝑥(𝑥

𝑑𝑢
𝑑𝑥) i 𝜌𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2 - похiднi вiд сили.
Нехай, похiдна по 𝑥 вiд сили 𝐹зовн(𝑥) - це Φ(𝑥). Тодi:

𝜕𝐹зовн

𝜕𝑥
= Φ(𝑥)

Φ(𝑥) + 𝜌𝑔
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
) = 𝜌

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2

Роздiлимо все на 𝜌:

Φ(𝑥)

𝜌
+ 𝑔

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
) =

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2
= 𝑔

𝜕

𝜕𝑥
+

Φ(𝑥)

𝜌
= 𝑔

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 𝑌 (𝑥,𝑡)
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Перепозначимо 𝑔 як 𝑎2:

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2
= 𝑎2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 𝑌 (𝑥,𝑡), де 𝑌 (𝑥,𝑡) =

Φ(𝑥)

𝜌
(2.1)

Крайова умова:

𝑢|𝑥=𝑙 = 0, де 𝑙 − довжина нитки. (2.2)

Початковi умови:

𝑢|𝑡=0 = 𝑓(𝑥)− початкова форма нитки (2.3)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
|𝑡=0 = 𝐹 (𝑥)− початковi швидкостi точок нитки. (2.4)

2.2 Розв’язання рiвняння коливань

Розв’язок задачi будемо шукати у виглядi суми:

𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2,

де 𝑢|𝑡=0− розв’язок неоднорiдного рiвняння (2.1), який задовольняє крайо-
вiй умовi (2.2) i нульовим початковим умовам 𝑢1|𝑡=0,

𝜕𝑢1

𝜕𝑡 |𝑡=0 = 0,
а функцiя 𝑢2(𝑥,𝑡)− розв’язок однорiдного рiвняння

𝜕2𝑢

𝑑𝑡2
= 𝑎2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
), (2.5)

який задовольняє крайовiй умовi (2.2) та початковим умовам.
Отримаємо розв’язок задачi (2.2-2.5):

Похiдна складеної функцiї - це похiдна зовнiшньої функцiї за внутрi-
шньою функцiєю, помножена на похiдну внутрiшньої функцiї за незалежною
змiнною:

𝑑𝑓(𝜉)

𝑑𝑥
=

𝑑𝑓(𝜉)

𝑑𝜉

𝑑𝜉

𝑑𝑥
=

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
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Отримаємо

∞∑︁
𝑘=1

[︀
𝑇 ′′
𝑘 + 𝜔2

𝑘𝑇
]︀
𝐽0

(︂
𝜇𝑘

√︂
𝑥

𝑙

)︂
= 𝑌 (𝑥,𝑡), де 𝜔𝑘 =

𝜇𝑘𝑎

2
√
𝑙

(2.7)

Розкладемо функцiю 𝑌 (𝑥,𝑡) в ряд по власним функцiям 𝐽0

(︂
𝜇𝑘

√︀
𝑥
𝑙

)︂
, тобто

покладемо

𝑌 (𝑥,𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘(𝑡)𝐽0(𝜇

√︂
𝑥

𝑙
). (2.8)

Цей розклад за видом спiвпадає з розкладом функцii у ряд Бесселя-Фур’є.
Тодi, коєфiцiенти 𝐻𝑘(𝑡) визначаються за формулою

𝐻𝑘(𝑡) =
1

𝑙𝐽2
1 (𝜇𝑘)

∫︁ 𝑙

0

𝑌 (𝜉,𝑡)𝐽0(𝜇𝑘

√︂
𝜉

𝑙
)𝑑𝜉 (2.9)

Порiвнюючи розклади (2.7) i (2.8) для однiєї i тiєї ж функцiї 𝑌 (𝑥,𝑡), отри-
маємо рiвняння

𝑇 ′′
𝑘 (𝑡) + 𝜔2

𝑘𝑇𝑘(𝑡) = 𝐻𝑘(𝑡),

якому повиннi задовольняти коефiцiєнти 𝑇𝑘(𝑡). За таким визначенням коє-
фiцiентiв 𝑇𝑘(𝑡), функцiя (2.8) задовольняє диференцiальне рiвняння (2.1) i
крайовiй умовi (2.2). Для задовiльнення початкових умов (2.3), (2.4) доста-
тньо пiдпорядкувати функцiї 𝑇𝑘(𝑡) умовам

𝑇𝑘(𝑡) =
1

𝜔𝑘

∫︁ 𝑡

0

𝐻𝑘(𝜏) sin𝜔𝑘(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏 (2.10)

Пiдставимо вираз (2.9) для 𝐻𝑘(𝜏):

𝑇𝑘(𝑡) =
1

𝑙𝜔𝑘𝐽2
1 (𝜇𝑘)

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

∫︁ 𝑙

0

𝑌 (𝜉, 𝜏)𝐽0(𝜇𝑘

√︂
𝜉

𝑙
) sin𝜔𝑘(𝑡− 𝜏)𝑑𝜉.

Звiдси випливає, що вiдхилення пiдвiшеної нитки вiд вертикального поло-
ження рiвноваги виражається формулою
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𝑢(𝑥,𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑇𝑘(𝑡)𝐽0

(︂
𝜇

√︂
𝑥

𝑙

)︂
+

∞∑︁
𝑘=1

(︁
𝐴𝑘 cos

𝑎𝜇𝑘𝑡

2
√
𝑙
+𝐵𝑘 sin

𝑎𝜇𝑘𝑡

2
√
𝑙

)︁
𝐽0

(︂
𝜇𝑘

√︂
𝑥

𝑙

)︂
(2.11)

де коєфiцiент 𝑇𝑘(𝑡), 𝐴𝑘 i 𝐵𝑘 визначаються рiвностями (2.10),(1.2) i (1.3), а
𝜇1, 𝜇2, 𝜇3, ...− додатнi коренi рiвняння 𝐽0(𝜇) = 0.
Розглянемо випадок, коли зовнiшня сила дiє гармонiчно, тобто

𝑌 (𝑥,𝑡) = 𝐴 sin𝜔𝑡.

У цьому випадку коєфiцiенти 𝑇𝑘(𝑡) визначаються за формулою

𝑇𝑘(𝑡) =
𝐴

𝑙𝜔𝑘𝐽1(𝜇𝑘)

∫︁ 𝑡

0

sin𝜔𝑘(𝑡− 𝜂) sin𝜔𝜂𝑑𝜂

∫︁ 𝑙

0

𝐽0

(︂
𝜇𝑘

√︂
𝜉

𝑙

)︂
𝑑𝜉

За допомогою формули
∫︀ 𝑥

0 𝐽0

(︁√
𝑥
)︁
𝑑𝑥 = 2

√
𝑥𝐽1

(︁√
𝑥
)︁
, знайдемо, що

∫︁ 𝑙

0

𝐽0

(︂
𝜇𝑘

√︂
𝜉

𝑙

)︂
𝑑𝜉 =

2𝑙

𝑚𝑢𝑘
𝐽1(𝜇𝑘)

Так як
∫︀ 𝑡

0 sin𝜔𝑘(𝑡− 𝜏) sin𝜔𝜏𝑑𝜏 = 𝜔𝑘 sin𝜔𝑡
𝜔2
𝑘−𝜔2 ,

Тодi

𝑇𝑘(𝑡) = 4

√︃
𝑙

𝑔
· 𝐴

𝜇2
𝑘𝐽1(𝜇𝑘)

[︂
𝜔𝑘 sin𝜔𝑡

𝜔2
𝑘

− 𝜔 sin𝜔𝑘𝑡
𝜔2
𝑘−𝜔2

]︂ (2.12)

Припустимо, що початковi вiдхилення i початковi швидкостi в даному
випадку вiдсутнi i нитка коливається тiльки внаслiдок збудження. Тодi з
формули (2.11) та (2.12) випливає, що вiдхилення нитки вiд вертикального
положення рiвноваги буде виражатися формулою

𝑢(𝑥,𝑡) = 4
√︁

𝑙
𝑔𝐴 sin𝜔𝑡

∑︀∞
𝑘=1

𝜔𝑘𝐽0

(︁
𝜇𝑘

√
𝑥
𝑙

)︁
(𝜔2

𝑘−𝜔2)𝜇2
𝑘𝐽1(𝜇𝑘)

−

−4𝐴𝜔

√︃
𝑙

𝑔

∞∑︁
𝑘=1

𝐽0

(︁
𝜇𝑘

√︀
𝑥
𝑙

)︁
sin𝜔𝑘𝑡

(𝜔2
𝑘 − 𝜔2)𝜇2

𝑘𝐽1(𝜇𝑘)
. (2.13)
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Знайдемо розв’язок рiвняння

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︃
+ 𝐴 sin𝜔𝑡, (2.14)

яке задовольняє умовам

𝑢|𝑥=0 = кiнцева величина, 𝑢|𝑥=𝑙 = 0, (2.15)

у виглядi добутку
𝑢 = 𝑋(𝑥) sin𝜔𝑡. (2.16)

Пiдставимо (2.16) у рiвняння (2.14):

𝑑

𝑑𝑥

(︁
𝑥
𝑑𝑋

𝑑𝑥

)︁
+
(︁𝜔
𝑎

)︁2
𝑋 +

𝐴

𝜔2
(2.17)

Враховуючи крайовi умови (1.20)

𝐶1 =
𝐴

𝜔2

1

𝐽0

(︁
1𝜔
√︁

𝑙
𝑔

)︁ , 𝐶2 = 0. (2.18)

Таким чином, розв’язок (2.13) має вигляд:

𝑢(𝑥,𝑡) = 𝐴
𝜔2

[︃
𝐽0

(︁
2𝜔
√

𝑥
𝑔

)︁
𝐽0

(︁
2𝜔
√︁

𝑙
𝑔

)︁]︃ sin𝜔𝑡−

−4𝐴𝜔

√︃
𝑙

𝑔

∞∑︁
𝑘=1

𝐽0

(︁
𝜇𝑘

√︀
𝑥
𝑙

)︁
sin𝜔𝑘𝑡

(𝜔2
𝑘 − 𝜔2)𝜇2

𝑘𝐽1(𝜇𝑘)
(2.19)

2.3 Результати моделювання

Можна побачити, що за однакової довжини нитки (𝑙 = 1), початкового
положення нитки (вздовж осi 𝑂𝑋), початкових швидкостей точок нитки
(дорiвнюють нулевi) та амплiтуди зовнiшнiх коливань (𝐴 = 1), змiнюючи
тiльки кутову частоту, спостерiгаємо змiну амплiтуди коливань нитки.
На рисунку 5 коливання здiйснюються iз зовнiшньою кутовою частотою
𝜔 = 1.
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На рисунку 6 кутова частота коливань збiльшується до 2𝜋 радiан в секунду
(𝜔 = 2𝜋) ≡ 1Гц, тобто зовнiшнi коливання вiдбуваються значно швидше.
При цьому, у випадку резонансу, частота зовнiшнiх коливань спiвпадає з
частотою першої гармонiки (𝜔 = 3.76), значення функцiї 𝑢(𝑥,𝑡) дорiвнюють
нескiнченностi, тобто амплiтуда прагне до нескiнченностi.
У випадку обрання частоти близької до резонансної (𝜔 = 𝜔1 − 0.1 * 𝜔1),
можна спостерiгати значне збiльшення амплiтуди коливання нитки, що
проiлюстровано на результатах моделювання рисунок 7.
Роблячи висновок, можна стверджувати, що при незмiннiй амплiтудi зовнi-
шнiх коливань, амплiтуда коливань нитки значно зростає з наближенням
значення кутової частоти зовнiшнiх коливань до резонансної.
Код програми наведено у додатку Б.
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Рис. 2

Рис. 5 - Вимушенi коливання нитки при 𝜔 = 1
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Рис. 6 - Вимушенi коливання нитки при 𝜔 = 2𝜋
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Рис. 7 - Вимушенi коливання нитки при 𝜔 = 𝜔1 − 0.1 * 𝜔1
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РОЗДIЛ 3

СКЛАДНI КОЛИВАННЯ ВАЖКОЇ ОДНОРIДНОЇ

ГНУЧКОЇ НИТКИ

3.1 Отримання рiвняння коливань

𝑢′

𝑥

𝑢𝑦

0

𝜔

Рис.8

Коливання нитки здiйснюються у площинi 𝑋𝑂𝑈 . У випадку вимуше-
них коливань маємо зовнiшню силу та неоднорiдне диференцiальне рiвняння.
Обертання нитки розглядатиметься, як обертання площини 𝑋𝑂𝑈 навколо
осi 𝑋 у нерухомiй системi координат 𝑋𝑈 ′𝑌 . Внаслiдок обертання виникає
доцентрове прискорення та тангенцiальне прискорення. Зовнiшньою силою
буде доцентрове прискорення - 𝑎𝑛 = 𝜔2𝑅,𝑅− радiус − 𝑢(𝑥,𝑡). Використову-
ючи рiвняння, отримане при розгляданнi вимушених коливань:

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2
= 𝑔

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑌 (𝑥,𝑡), 𝑌 (𝑥,𝑡) =

Φ(𝑥)

𝜌

Φ(𝑥) =
𝜕𝐹𝑛(𝑥)

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
𝑚𝑎𝑛 =

𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑥𝑎𝑛 = 𝜌𝑎𝑛

𝑌 (𝑥,𝑡) = 𝑎𝑛 = 𝜔2𝑅 = 𝜔2𝑢



24

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2
= 𝑔

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+ 𝜔2𝑢 (3.1)

3.2 Розв’язання рiвняння коливань

Використовуючи отримане ранiше, розв’язок рiвняння при крайовiй
умовi 𝑢|𝑥=𝑙 = 0 можна записати у виглядi ряду
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3.3 Результати моделювання

Код програми наведено у додатку В
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Рис.9 - Кадр анiмацiї складних коливань нитки
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Вихiдний код програми для моделювання вiль-
них коливань нитки

1 X_MAX = 20 ;
2 dx = 1e−3;
3 xv = 0 : dx :X_MAX;
4 yv = b e s s e l j (0 , xv ) ;
5

6 N = length ( xv ) ;
7 be s s e l_roo t s = [ ] ;
8

9 f o r k = 1 :N−1
10 i f yv (k ) ∗ yv (k + 1) <= 0
11 be s s e l_roo t s = [ be s s e l_roo t s xv (k ) ] ;
12 end
13 end
14

15 ROOTS_COUNT = length ( be s s e l_roo t s ) ;
16

17 f unc t i on r e s u l t = fun_f (x , k , b )
18 r e s u l t = k . ∗ x + b ;
19 end
20

21 f unc t i on r e s u l t = get_ak (n , l , dx , bes se l_roots , k_coef ,
b )

22 r e s u l t = 0 ;
23 mk = bes s e l_roo t s (n) ;
24 f o r x = 0 : dx : l−dx
25 r e s u l t = r e s u l t + fun_f (x , k_coef , b ) . ∗ b e s s e l j (0 ,

mk . ∗ sq r t ( x . / l ) ) . ∗ dx ;
26 end
27 r e s u l t = r e s u l t . / ( l . ∗ b e s s e l j (1 , mk) .^2) ;
28 end
29
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30 f unc t i on r e s u l t = get_item (x , l , dx , bes se l_roots , akv , t
, a )

31 r e s u l t = 0 ;
32 n_max = length ( be s s e l_roo t s ) ;
33

34 f o r n = 1 :n_max
35 mk = bes s e l_roo t s (n) ;
36 r e s u l t = r e s u l t + akv (n) ∗ b e s s e l j (0 , mk ∗ sq r t ( x / l

) ) ∗ . . .
37 s i n ( a ∗ mk ∗ t / (2 ∗ sq r t ( l ) ) + pi /2) ;
38 end
39 end
40

41 f unc t i on r e s u l t = get_expansion (xv , l , dx , bes se l_roots ,
t , a , k_coef , b )

42 r e s u l t = [ ] ;
43 n_max = length ( be s s e l_roo t s ) ;
44 akv = get_ak ( 1 :n_max, l , dx , bes se l_roots , k_coef , b

) ;
45 f o r x = xv
46 r e s u l t = [ r e s u l t get_item (x , l , dx , bes se l_roots , akv

, t , a ) ] ;
47 endfor
48 end
49

50 f unc t i on [ xn , yn ] = get_end (x , y , dx )
51 s = 0 ;
52 n = length (y ) ;
53 index = 0 ;
54 f o r k = 1 : n−1
55 yn2 = y(n − k + 1) ;
56 yn1 = y(n − k) ;
57 dy = abs ( yn2 − yn1 ) ;
58 dl = sq r t (dy^2 + dx^2) ;
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59 s = s + dl ;
60 i f s >= 1 .0
61 index = n − k ;
62 break ;
63 end
64 end
65 xn = x( index : n) ;
66 yn = y( index : n) ;
67 end
68

69 l = 1 ;
70 dx = 0 . 0 0 1 ;
71 xv = 0 : dx : l ;
72 k_coef = −0.36;
73 b = −k_coef ;
74 a = sq r t ( 9 . 8 ) ;
75

76 f 0 = fun_f (xv , k_coef , b ) ;
77

78 T = 4 ∗ pi ∗ sq r t ( l ) / ( a ∗ be s s e l_roo t s (1 ) ) ;
79

80 f i g u r e ( ) ;
81

82 k = 1 ;
83 f o r t = 0 :T/7 :T
84 y = get_expansion (xv , l , dx , bes se l_roots , t ,
85 a , k_coef , b ) ;
86 [ xn , yn ] = get_end (xv , y , dx ) ;
87

88 subplot (2 , 4 , k ) ;
89 p lo t (yn , xn , f0 , xv ) ;
90 ylim ([ −0.1 1 . 1 ] ) ;
91 xlim ([ −0.4 0 . 4 ] ) ;
92 g r id on ;
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93 t i t l e ( s p r i n t f ( '%s%f ' , ' t = ' , t ) ) ;
94

95 k = k + 1 ;
96 end
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Вихiдний код програми для моделювання ви-
мушених коливань нитки

1

2 X_MAX = 20 ;
3 dx = 1e−3;
4 xv = 0 : dx :X_MAX;
5 yv = b e s s e l j (0 , xv ) ;
6

7

8 N = length ( xv ) ;
9 be s s e l_roo t s = [ ] ;

10

11 f o r k = 1 :N−1
12 i f yv (k ) ∗ yv (k + 1) <= 0
13 be s s e l_roo t s = [ be s s e l_roo t s xv (k ) ] ;
14 end
15 end
16

17 ROOTS_COUNT = length ( be s s e l_roo t s ) ;
18

19 f unc t i on r e s u l t = get_u (w, x , g , l , A, t , b e s s e l_roo t s )
20

21 k_max = length ( be s s e l_roo t s ) ;
22

23 p1 = 2 ∗ w ∗ sq r t ( x / g ) ;
24 p2 = 2 ∗ w ∗ sq r t ( l / g ) ;
25 p3 = b e s s e l j (0 , p1 ) ;
26 p4 = b e s s e l j (0 , p2 ) ;
27 p5 = (p3 / p4 − 1) ∗ A / w^2;
28 p6 = p5 ∗ s i n (w∗ t ) ;
29

30 s = 0 ;
31 f o r k = 1 :k_max
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32 p7 = bes s e l_roo t s ( k ) ∗ sq r t ( x / l ) ;
33 wk = bes s e l_roo t s ( k ) ∗ sq r t ( g ) / (2 ∗ sq r t ( l ) ) ;
34 p8 = b e s s e l j (0 , p7 ) ∗ s i n (wk∗ t ) ;
35 p9 = (wk^2 − w^2) ∗ be s s e l_roo t s ( k )^2 ∗ b e s s e l j (1 ,

be s s e l_roo t s ( k ) ) ;
36 s = s + p8 / p9 ;
37 end
38

39 p10 = s ∗ 4 ∗ A ∗ w ∗ sq r t ( l / g ) ;
40 r e s u l t = p6 − p10 ;
41 end
42

43 f unc t i on r e s u l t = get_expansion (xv , w, g , l , A, t ,
bes se l_roots , dx )

44 r e s u l t = [ ] ;
45 f o r x = xv
46 r e s u l t = [ r e s u l t get_u (w, x , g , l , A, t , be s s e l_roo t s

) ] ;
47 end
48 end
49

50 f unc t i on [ xn , yn ] = get_end (x , y , dx )
51 s = 0 ;
52 n = length (y ) ;
53 index = 0 ;
54 f o r k = 1 : n−1
55 yn2 = y(n − k + 1) ;
56 yn1 = y(n − k) ;
57 dy = abs ( yn2 − yn1 ) ;
58 dl = sq r t (dy^2 + dx^2) ;
59 s = s + dl ;
60 i f s >= 1 .0
61 index = n − k ;
62 break ;
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63 end
64 end
65 xn = x( index : n) ;
66 yn = y( index : n) ;
67 end
68

69 l = 1 ;
70 dx = 0 . 0 0 1 ;
71 xv = 0 : dx : l ;
72 g = 9 . 8 ;
73

74 A = 1 ;
75

76 T1 = 4 ∗ pi ∗ sq r t ( l ) / ( s q r t ( g ) ∗ be s s e l_roo t s (1 ) ) ;
77

78 f i g u r e ( ) ;
79

80 w = 1 ;
81 f = w / (2 ∗ p i ) ;
82 T = 1 / f ;
83

84 k = 1 ;
85 f o r t = 0 :T/7 :T
86 y = get_expansion (xv , w, g , l , A, t , bes se l_roots , dx ) ;
87 [ xn , yn ] = get_end (xv , y , dx ) ;
88

89 subplot (2 , 4 , k ) ;
90 p lo t (yn , xn ) ;
91 ylim ([ −0.1 1 . 1 ] ) ;
92 xlim ([ −0.2 0 . 2 ] ) ;
93 g r id on ;
94 t i t l e ( s p r i n t f ( '%s%f ' , ' t = ' , t ) ) ;
95

96 k = k + 1 ;
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97 end
98

99 % w = 2∗ pi
100 f i g u r e ( ) ;
101

102 w = 2∗ pi ;
103 T = 1 ;
104

105 k = 1 ;
106 f o r t = 0 :T/7 :T
107 y = get_expansion (xv , w, g , l , A, t , bes se l_roots , dx ) ;
108 [ xn , yn ] = get_end (xv , y , dx ) ;
109

110 subplot (2 , 4 , k ) ;
111 p lo t (yn , xn ) ;
112 ylim ([ −0.1 1 . 1 ] ) ;
113 xlim ([ −0.2 0 . 2 ] ) ;
114 g r id on ;
115 t i t l e ( s p r i n t f ( '%s%f ' , ' t = ' , t ) ) ;
116

117 k = k + 1 ;
118 end
119

120 f i g u r e ( ) ;
121

122 w1 = sq r t ( g ) ∗ be s s e l_roo t s (1 ) / ( s q r t ( l ) ∗ 2) ;
123

124 w = w1 ;
125 T = 10 ;
126

127 k = 1 ;
128 f o r t = 0 :T/7 :T
129 y = get_expansion (xv , w, g , l , A, t , bes se l_roots , dx ) ;
130
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131 subplot (2 , 4 , k ) ;
132 p lo t (y , xv ) ;
133 ylim ([ −0.1 1 . 1 ] ) ;
134 g r id on ;
135 t i t l e ( s p r i n t f ( '%s%f ' , ' t = ' , t ) ) ;
136

137 k = k + 1 ;
138 end
139

140 f i g u r e ( ) ;
141

142 w1 = sq r t ( g ) ∗ be s s e l_roo t s (1 ) / ( s q r t ( l ) ∗ 2) ;
143

144 w = w1 − w1 ∗ 0 . 1 ;
145 T = 10 ;
146

147 k = 1 ;
148 f o r t = 0 :T/7 :T
149 y = get_expansion (xv , w, g , l , A, t , bes se l_roots , dx ) ;
150 [ xn , yn ] = get_end (xv , y , dx ) ;
151

152 subplot (2 , 4 , k ) ;
153 p lo t (yn , xn ) ;
154 ylim ([ −0.1 1 . 1 ] ) ;
155 xlim ([−1 1 ] ) ;
156 g r id on ;
157 t i t l e ( s p r i n t f ( '%s%f ' , ' t = ' , t ) ) ;
158

159 k = k + 1 ;
160 end
161

162 f i g u r e ( ) ;
163 t = 0 . 5 ;
164 m = 500 ;
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165 r = [ ] ;
166

167 f o r w = 0 : 0 . 1 : 8 ∗ p i
168 y = get_expansion (xv , w, g , l , A, t , bes se l_roots , dx ) ;
169 r = [ r y (m) ] ;
170 end
171

172 w = 0 : 0 . 1 : 8 ∗ p i ;
173 p lo t (w, r )
174 y l ab e l ( 'u ( 0 . 5 , 0 . 5 ) ' ) ;
175 x l ab e l ( 'w ' ) ;
176

177 w = 1 ;
178

179 fn = ' o s c i l l a t i o n s . g i f '
180

181 f o r t = 0 : 0 . 1 : 1 0
182 y = get_expansion (xv , w, g , l , A, t , bes se l_roots , dx

) ;
183 [ xn , yn ] = get_end (xv , y , dx ) ;
184 p lo t (yn , xn ) ;
185 ylim ([ −0.1 1 . 1 ] ) ;
186 xlim ([ −0.2 0 . 2 ] ) ;
187 t ex t ( −0.1 , 1 , s p r i n t f ( '%s%f ' , ' t = ' , t ) )
188 g r id on ;
189

190 frame = getframe ;
191 image = frame2im ( frame ) ;
192 [X, cmap ] = rgb2ind ( image ) ;
193

194 i f t == 0
195 imwrite (X, cmap , fn , ' g i f ' , ' LoopCount ' , In f , . . .
196 ' DelayTime ' , 1/10) ;
197 e l s e
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198 imwrite (X, cmap , fn , ' g i f ' , 'WriteMode ' , ' append '
, . . .

199 ' DelayTime ' , 1/10) ;
200 end
201 end
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Вихiдний код програми для моделювання скла-
дних коливань нитки

1

2 X_MAX = 20 ;
3 dx = 1e−3;
4 xv = 0 : dx :X_MAX;
5 yv = b e s s e l j (0 , xv ) ;
6

7 N = length ( xv ) ;
8 be s s e l_roo t s = [ ] ;
9

10 f o r k = 1 :N−1
11 i f yv (k ) ∗ yv (k + 1) <= 0
12 be s s e l_roo t s = [ be s s e l_roo t s xv (k ) ] ;
13 end i f
14 end
15

16 ROOTS_COUNT = length ( be s s e l_roo t s ) ;
17

18 f unc t i on r e s u l t = fun_f (x , k , b )
19 r e s u l t = k . ∗ x + b ;
20 end
21

22 f unc t i on r e s u l t = get_ak (n , l , dx , bes se l_roots , k_coef ,
b )

23 r e s u l t = 0 ;
24 mk = bes s e l_roo t s (n) ;
25 f o r x = 0 : dx : l−dx
26 r e s u l t = r e s u l t + fun_f (x , k_coef , b ) . ∗ b e s s e l j (0 ,

mk . ∗ sq r t ( x . / l ) ) . ∗ dx ;
27 endfor
28 r e s u l t = r e s u l t . / ( l . ∗ b e s s e l j (1 , mk) .^2) ;
29 end
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30

31 f unc t i on r e s u l t = get_u (x , l , dx , bes se l_roots , akv , t , a
, w)

32 r e s u l t = 0 ;
33 n_max = length ( be s s e l_roo t s ) ;
34

35 f o r n = 1 :n_max
36 mk = bes s e l_roo t s (n) ;
37 l k = sq r t (mk^2 / (4∗ l ) − (w/a ) ^2) ;
38 r e s u l t = r e s u l t + akv (n) ∗ b e s s e l j (0 , mk ∗ sq r t ( x / l

) ) ∗ cos ( a ∗ lk ∗ t ) ;
39 endfor
40 end
41

42 f unc t i on r e s u l t = get_uv (xv , l , dx , bes se l_roots , t , a ,
k_coef , b , w)

43 r e s u l t = [ ] ;
44 n_max = length ( be s s e l_roo t s ) ;
45 akv = get_ak ( 1 :n_max, l , dx , bes se l_roots , k_coef , b

) ;
46 f o r x = xv
47 r e s u l t = [ r e s u l t get_u (x , l , dx , bes se l_roots , akv , t

, a , w) ] ;
48 endfor
49 end
50

51 f unc t i on [ xn , yn ] = get_end (x , y , dx )
52 s = 0 ;
53 n = length (y ) ;
54 index = 0 ;
55 f o r k = 1 : n−1
56 yn2 = y(n − k + 1) ;
57 yn1 = y(n − k) ;
58 dy = abs ( yn2 − yn1 ) ;
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59 dl = sq r t (dy^2 + dx^2) ;
60 s = s + dl ;
61 i f s >= 1 .0
62 index = n − k ;
63 break ;
64 end i f
65 endfor
66 xn = x( index : n) ;
67 yn = y( index : n) ;
68 end
69

70 l = 1 ;
71 dx = 0 . 0 0 1 ;
72 xv = 0 : dx : l ;
73 k_coef = −0.01;
74 b = −k_coef ;
75 t = 1 ;
76 a = sq r t ( 9 . 8 ) ;
77

78 f i g u r e ( ) ;
79 f o r w = 0:2∗ p i /4 :2∗ p i ;
80 y = get_uv (xv , l , dx , bes se l_roots , t , a , k_coef , b , w)

;
81 [ xn , yn ] = get_end (xv , y , dx ) ;
82 p lo t (yn , xn )
83 xlim ([ −0.02 0 . 0 2 ] ) ;
84 ylim ([ −0.1 1 . 1 ] ) ;
85 hold on ;
86 end
87

88 f unc t i on [ xn , yn , zn ] = get_end_3d (x , y , z , dx )
89 s = 0 ;
90 n = length ( z ) ;
91 index = 0 ;
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92 f o r k = 1 : n−1
93

94 xn2 = x(k + 1) ;
95 xn1 = x(k ) ;
96

97 yn2 = y(k + 1) ;
98 yn1 = y(k ) ;
99

100 zn2 = z (k + 1) ;
101 zn1 = z (k ) ;
102

103 dx = xn2 − xn1 ;
104 dy = yn2 − yn1 ;
105 dz = zn2 − zn1 ;
106

107 d1 = sq r t (dx^2 + dy^2) ;
108 d2 = sq r t ( d1^2 + dz^2) ;
109

110 r = d2 ;
111

112 s = s + r ;
113

114 i f s >= 1 .0
115 index = k ;
116 break ;
117 end i f
118 endfor
119 xn = x ( 1 : index ) ;
120 yn = y ( 1 : index ) ;
121 zn = z ( 1 : index ) ;
122 end
123

124 f i g u r e ( ) ;
125
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126 l = 1 ;
127 dx = 0 . 0 0 1 ;
128 xv = 0 : dx : l ;
129 k_coef = −0.01;
130 b = −k_coef ;
131 a = sq r t ( 9 . 8 ) ;
132

133 w = 1 ;
134 fn = ' task . g i f ' ;
135 dt = 0 . 1 ;
136

137 f o r t = 0 : dt : 10
138

139 z = xv ;
140 r = get_uv (xv , l , dx , bes se l_roots , t , a , k_coef , b ,

w) ;
141 y = r . ∗ cos (w ∗ t ) ;
142 x = r . ∗ s i n (w ∗ t ) ;
143

144 p lo t3 (x , y , z ) ;
145 g r id on ;
146

147 xlim ([ −0.02 0 . 0 2 ] ) ;
148 ylim ([ −0.02 0 . 0 2 ] ) ;
149 z l im ( [ 0 1 ] ) ;
150

151 x l ab e l ( ' y ' ) ;
152 y l ab e l ( 'u ' ) ;
153 z l a b e l ( ' x ' ) ;
154

155 frame = getframe ;
156 image = frame2im ( frame ) ;
157 [X, cmap ] = rgb2ind ( image ) ;
158 i f t == 0
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159 imwrite (X, cmap , fn , ' g i f ' , ' LoopCount ' , In f , '
DelayTime ' , dt ) ;

160 e l s e
161 imwrite (X, cmap , fn , ' g i f ' , 'WriteMode ' , ' append '

, ' DelayTime ' , dt ) ;
162 end
163 end
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ВИСНОВКИ

Отриманi рiвняння вiльних, вимушених та складних коливань.
Розв’язанi рiвняння вiльних, вимушених та складних коливань.
Застосовано метод Фур’є для розв’язання диференцiального рiвняння.
Застосовано ряд Бесселя-Фур’є для розкладання вихiдної функцiї у вiдпо-
вiдний ряд, що дозволило знайти розв’язок диференцiального рiвняння та
отримати чисельнi значення вiдхилень нитки вiд положення рiвноваги з
часом.
Розроблено чисельний алгоритм для моделювання коливань нитки, якi
розглядаються як рух, складений iз множини гармонiчних коливань. У
алгоритмi було використано функцiї Беселя нульового та першого порядкiв,
загальний розв’язок рiвняння у виглядi ряду.
Змодельовано процес коливання нитки в залежностi вiд часу, частоти, ко-
ефiцiентiв форми нитки та їхнiй вплив на амплiтуду та форму коливань.
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