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ОБ УСРЕДНЕНИИ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
С НЕОГРАНИЧЕННЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

кафедри оптимального керування та економічної кібернетики ОНУ 26.12.2002 р.

В роботі обгрунтовується схема повного усереднення для розв'язку одного класу задач оп­
тимального керування виду і  = е[ / ( і , і) + і(і)ф ((,я ) + Av] з необмеженим керуванням v.

В работе обосновывается схема полного усреднения для решения одного класса задач оп­
тимального управления вида і  = е[ / ( і , і) + і(і)ф ((,я ) + Av] с неограниченным управлением v.

In the present article the full averaging sequence for solving of one class of optimal control 
problem x = z{f(x ,t)  + A(xy$(t,ii) + hv\ with unbounded control v is grounding.

В ведение. Уравнения движения во многих задачах ракетодинамики [1], мате­
матической экономики [2], лазерной технологии [3] содержат линейно входящие 
управления, на которые не накладываются геометрические ограничения. Эти 
задачи обычно не имеют решений в традиционном классе абсолютно непрерыв­
ных траекторий. В работе для задач, в которых минимизирующие последова­
тельности сходятся к разрывным траекториям [4], обосновывается применимость 
метода усреднения уравнений управляемого движения [5] для построения асим­
птотически оптимальных решений.

1. П о стан о вка  задачи . Рассмотрим задачу оптимального управления с тер­
минальным критерием качества

по / вектор-функция, А (х) -  п /  га матрица, <р(1,и) -  да-мерная, 2п -периодичная 

по I вектор-функция, /? -  п х к матрица.

Построим семейство задач оптимального управления

Доповідь зроблено на засіданні наукового семінару

x  = s [ f ( x , t )  + A(x)(p(t, u) + 1w\ , x(0) = x0 , (1.1)

(1.2)

где х е М" -  фазовый вектор, е > 0 -  малый параметр, и е С  е  с о т р (Ж '), г е Жк -  

измеримые управления, / е  0,£е~Ч -  время, [ ( х ,1) -  п - мерная, 2п -периодичная

х„ = &[f{x„,t) + A{xn)y{t,un)+ h v n\, хп(0) = х0 , (1.3)

(1.4)

где последовательность управлений {vn(-)}”_j удовлетворяет условиям

vn 65,yB(°)> Hmy „ =o o ." п—>сО
(1.5)
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Сделав замену переменных х = е / , т е [(), /,] . поставим в соответствие задачам оп­

тимального управления (1.1),(1.2) и (1.3),(1.4) усредненные задачи

^ ~  = f ( y )  + A (y)q  + hv, у (0) = х0 , 
ат

J[q ,v\ = ф [у{Ь)),

= f ( y „ )+ А (У„)q„ + hvn, у п (0) = х0 ,
ат

J\-q„,vn\ = <b{yn {L)), 

где
, 271

f ( y )  = —  j  f ( y , t ) d t .
271 0

Управления q и qn выбираются из компактного и выпуклого множества [5]

Q = \ q e R ”

(1.6)

(1.7)

(1.8) 

(1.9)

1 271 ]
q = —  Г 9 (s,M(s))<is, u(s) e U  >.

2ж о J
(1.10)

Соответствие между исходной и(1) и усредненной (/(I) функциями управления уста-

I

новим с помощью соотношения
27l(z'+l) 27l(z'+l)

|  q>(s,u(s))ds = |  q(zs)ds, i = 0,
2 га 2га

доопределяя u(t) = u(Le~l ) при t > LeT1 и  q(t) = q(L) при t > L .

2erc
+  1 . (1.11)

Рассмотрим случай, когда оптимальное управление задачи (1.8), (1.9) имеет вид

I У»= lim [ hvn{x)dx = ci
п—ьсг) J

J hvn(x)dx < Q (1.12)
0, / £ / ,

г д е / „ = | т е [ 0 ”,0” + 5 П | 0 ” £[О,1),  / = 1 8” —> 0, 0” ^

Определение [6]. Функцию х ( - ) , непрерывную слева на промежутке 0, 1

назовем обобщенным решением системы  (1.1), если существует последовательность 
допустимых управлений \и п (•)}, сходящаяся по норме к допустимому управлению

и(-) , и ^ п(-)}, удовлетворяющая (1.12), так что для соответствующей последова­

тельности решений системы (1.3) {х„(-)} имеет место поточечная сходимость к функ­

ции х(-) во всех точках непрерывности.

2. Существование обобщенного решения. Исследуем вопрос о существовании 
обобщенного решения, то есть условия, при которых сходимость управлений \и п (•)},

\у п (•)} будет гарантировать и сходимость соответствующих решений.

Лемма 1. Пусть в О = |г > 0 ,х ,у  е Б ,и  е и  е сотр ( Х г ),у е е 2  е сот? (Ж’г ) | 

выполнены следующие условия:
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1) вектор-функция / ( х , / )  -  непрерывна, 2% -периодична по / ,  равномерно огра­
ничена константой К  и удовлетворяет условию Липшица по х с константой X 

| |/ (х , 0 || < к ,  | |/ (х , 0  -  / ( у , 0|| < х ||х -  у \\;

2) функция ср(/,и) -  2л-периодична по ограничена константой Р и удовле­
творяет условию Липшица по переменной и с константой |3

||ф(/, и) | < Р, ||ср(/, и) -  ф(/, м>)\\ < Р |и -  м>\\ .

3) матрица А (х) -  ограничена константой Н  и удовлетворяет условию Лип­
шица по переменной х  с константой а

И | - Я ’ 1 И * ) - л ( у ) И ° ф - . у | .

4) управления vn(Y) имеют структуру, описываемую соотношением  (1.12)

£ с г < М ;
1=1

5) последовательности ип (/) и qn (/) сходятся по норме Ц , а соответствую­

щие решения хп (/) и у п (/) лежат вместе с р -окрестностью в области Б  .

Тогда последовательности  {хп(/)}и {.У„(0} поточечно сходятся к кусочно 

непрерывным функциям х(/) и >’(/), леж ащим в области Б , во всех их точках 
непрерывности.

Доказательство. Докажем поточечную сходимость последовательности 

Выберем две произвольные сходящиеся подпоследовательности |х ^ ( / ) | ,  |х ^ ( / ) | И

покажем, что в каждой точке непрерывности они сходятся к одной и той же величине. 
Составим для них интегральные уравнения:

г
^ ( 0  = Х0 + 8{ [ / ( А * ^ ) )  +^1(х]!(5))ф(5,м]!(5)) + /г^  (,?)]&  ,

0
г

Х1 (0  = *0 + 8{ [ / ( 5> Х1 (з))+ А(х1  (5))ф(5,М^ (5)) + Ьу2п (5)] (к .
о

Обозначим 0” =пйп(01(х)г),01(х^)), тогда при * < 0 ”е_1 
г

IХ1 (0 -  х\ (0|| ^ е| ||/(А Х1 С5)) -  /<А х\ (5))|| *  +
о

г
+811 А (Хп Ш Ф ,  и1 (5)) -  ■А (х1 и\ (5))|| Л  <

о
г г г

< бХ| ||х^ (5) -  х \ (5)|| (к  + е а Р |  ||х^ (5) -  х \ (5)|| (к  + е р я |  ||и2п (5) -  и\ (,?)| Ж <
О О О  

ё?/е
< брЯ е(я+аР^  |  ||м2 (5 ) - м̂ (5)||л  = 0 1(«). (2.1)

о
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Учитывая сходимость последовательности \и п ( ; )[ ,  получаем, что Ох (п ) —> О при 

и ->■ оо. Обозначив Д ^ б ^ е -1 , Д2 = (9” + 5” )е-1 , для последовательности {хи(/)} 

получим
д2

IIХп (Д2 ) + Хп (Д1 ) -  С11 ^  8 |  | | / ( 5> Хп (5))|| + IИ(Хп (5))|| ||ф(5> М„ (5))|| Л  +

Л2
8 |  Av* (s)£ifc -  сх < 8(Д 2 -  Д , ) ( К  + Р Я )  + 0 2 (п) = 0 ( 8 п) + 0 2( и ) .

Отсюда для точки / = (9” + 5”)е 1 получаем 

||х2 (Э^в-1 + S fe-1) -  х \ (9Гб-1 + S fe-1 )|| < Ох (п) + 0 (5 И) + 0 2 (п) = 0 (п ) ,

где 0 (и ) —>■ 0 при и —>оо. Таким образом, для промежутка ((9f + 5 1”)е~1,9 ”е~1 ) 

оценка (2.1) примет вид
Г е?/е 1

|х„2( / ) - х '( / ) |< б р Я е(я+а^  0 (и )+  j  |«„2( s ) - « i ( s ) |&  . (2.2)
[ (0f+5f)/s j

Индукцией легко показать выполнение неравенства (2.2) и на остальных проме­
жутках непрерывности, а учитывая конечность количества точек разбиения 9г, полу­

чаем поточечную сходимость на промежутке |^0, Ze-1 J при t Ф 9г . Применяя анало­

гичные рассуждения для последовательности {уп( О) , получаем утверждение леммы.

3. Усреднение задачи с неограниченны м  управлением . Теперь исследуем 
связь между найденным обобщенным решением усредненной системы и решением 
исходной системы (1.1).

Теорема 1. Пусть в области Q  выполнены условия леммы  1.
Тогда для любых г| > 0 и Ь >  О существует  е0 (r|, L) > О такое, что для всех

6 е (0,е0 ] и t е ^0,Ze-1 j , t Ф Q. справедливо неравенство

||х(/)-.у(еО И 'П , (3 1 )

где x(t) и y (s t)  -  обобщенные решения систем (1.1) и (1.6) соответственно.

Д оказательство. Согласно лемме 1 последовательность у п (I) сходится и опреде­

ляет обобщенное решение y ( t ) . Управления ип (I ) е U строим исходя из соотношения
(1.11). Заменив системы (1.3),(1.8) системами интегральных уравнений:

t
Хп ( 0  =  Х 0 +  8  j  [ f ( X n  ( 5 )> S ) +  А (Хп M 5 > U n  )  +  h v n  ( 5 ) ]  d s  ,

0
t

y„ (0 = *0 + 8 j  [ f ( y n (s)) +А(Уп )4n + hvn (5)] ds ,
0

получим для t £ l n
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х п (0 -  Уп (0|| ̂ |  \\хп (0 -  Уп (0|| ̂  +
О

і
|  [/(У „  С*), 5) -  7 (У„ (5))] &

|  [А (Хп М 5> ип (5)) ~ А (Уп )Яп (5)] *

(3.2)

Разделим отрезок 0, 1а: 1 на т равных частей точками 

/0 =0,/] = ЬеГ1. Причем разбиение произведем таким образом,

чтобы /„ П {*!,.. = 0  •

Предположим, что / е [/4.,/4г+1) , где 0 < к  < т - 1 . Пусть г(у,1) = / ( у , 0 ~ / ( у ) .  

Тогда для третьего слагаемого в (3.2) имеем

Є{ 2(Уп (5)> № < 8
к - 1 г/+1

и  [г (Л  (5), 5) -  г (у п (/;), 5)]Л  -
г=0 і

£~1 ?/+1 
2 1

к г-° Ч к
к-1 */+1 ?

Ц̂ СУи (5),5) -  г (у п (/; ),5)||Л  + Є|  |г О и (5),5) -  2(у„ ( ^ ) ,5 ) |^  +

1к

<

Аг-1

г=0
|  2(Уп(^),в)Ж |  2(Уп^,),я)с1я |  2(Уп((к),в)Ж

Так как \г(х, /) -  г(у , /)|| < Тк ||х -  _ , то

г „ ^ ) ~ у п{Щ  = г |  [/(Уп  (0) + А (у„ (0)?„ (0 + ь»п (О] ж

< 8 + 8 |-4 ( л (0 )9 „ (0 ^ + 8 |  /?у„ (/)<#

< є ( ^ + Я Р ) ( 5 - / г)+С0(/); 

где со(/) = X  •
е .-ей;я)

Тогда
г-і-1 г-1-і

8 |  ||г(>’„ (5 ),5 )-г(> ’„(/г),5 )||Л < 2 Х є |  |Л (5) - Л (/г) | | ^ <

<2Хє2( ^  + ЯР)  [ ( ^ - / ; ) *  + —  со(0 = 
: /л

Щ Г + Я Р)/,2 2X1 ..
/л

н------- со(г')
т

(3.3)

(3.4)

Для любого у є  Д ,  /* є  [0, і є  ] \ 1п имеем
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а-1

}= О

2тіОЧ1)

І  /С уЖ ) > 5) - / С уЖ ) ) ^
2ту

+ 8
271 (І

= 8 I  /С уЖ ^ Ь / С уЖ ) ) ^
271 сі

< 4АГє7г .

где с1 -  целая часть от 1 / 2п . 

Следовательно

Є{ 2(Уп(їі)’№

Є{ г (У пЮ ’Я)Ж < 4 К е п .

Таким образом, из (3.3),(3.4) имеем

+ $тКеп  +
т

2 ХЬМЫ
т

(3.5)

Теперь перейдем к рассмотрению второго слагаемого в формуле (3.2). Разобьем 

отрезок точками /0 = 0, //г+1 =Ь&~1 таким образом, чтобы

= 0  и точки были кратны 2п . Пусть х'п = хп (/г) ,  тогда

{ [Ж * Ж )М 5>мЖ ))  “ Ж .У Ж ))9Ж ))] Л < 8 |^(х„(5))[ф(5,М„(5)) -  <?„(5))] й?5

+є{ |И (* Ж ))  ~ А (Уп(я))\\ І<7Ж )-|И5 ^  е а Р | |х „ ( 5 )  ->>„(5)11 Л  +

к- 1 

г = 0
I ( ^ [ф ^ ,« ^ ) -?„(•?))] <&
Ч

к - 1

< є а Р | ||х„ (5) -  (5)|| Л  +
і 2=0

й-1
|  [А(х„ (5)) -  Ж 4 )] [ф(л и„ (5)) -  ч„ (5))] ̂
ч

|  [Ж *Ж )) -  Ж*«)] [ф(5>мЖ )) -  <?„(5))]^
1к

і
< є а Р |  ||х„ (5) -  у п (5)|| с!я + е(12РНп + 2Н Ь(К + PH ) + М )

к - 1

г=0 

і

|  Ж*„С?))[ф(5,М„(5))-<5'„(5))]Л
1к

г
|  А ( х 'п ) [ Ф ’ ип (5)) -  Чп (5))] ̂

(3.6)
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Подставив оценки (3.5),(3.6) в (3.2) и используя лемму Гронуолла -  Беллмана, 
получим

г г
\\х„ (0  -  У„ (0|| ^  |  К  С-5-) -  У» С*)| *  + е а Р |  ||х„ (5) -  у п (5)|| + &тКеп +

О о

Х(К  + НР}1^ 2 ”к1*А4
+ —----------  —  + е(12РНп + 2НЬ(К + РН ) + М )  + ---------- <

да да

ЦХ+аР)ЬЦ К  + НР)Ь2 0 г  2 ХЬМ Л и п
— -----------  —  + 8тКеп  + ----------+ 471 еНР

да да
Выберем да таким образом, чтобы выполнялось

(3.7)

Ц К + Н Р )Ь 2 | 2 Ш Л  
да да

ДЯ+аР)Ь < Л 
2 '

Зафиксировав да, выберем е0 так, чтобы при е е (0, е0 ] было верно неравенство 

{ЪтКгж + 4тгеНР) е("А+аР)ь < Л .

Таким образом, ||хи( /) - .у и(/) ||< г | для любого п > т  . Этим доказана попарная 

близость всех членов последовательностей \уп} и \хп | . Отсюда следует, что предельные 

функции для последовательностей {хн(;) | и {>’„(0 ) так же будут различаться не 

более чем на г):

||х(/) -  у(1)\\ < г), V/ е ^0, ЬеГ1

Тем самым доказано утверждение теоремы для обобщенных решений систем (1.1) 
и (1.6).

Таким образом, при выборе управлений и(1) . (/(I). связанных соотношением 

(1.10), соответствующие траектории х([) и у(Г) удовлетворяют неравенству (3.1) во 
всех точках непрерывности.

Теорема 2. Пусть в области О. выполнены условия леммы  1, а также:
1) функция Ф(х) непрерывна и удовлет воряет  условию  Липш ица с конст ан­

той |3 :

| |ф (х )-ф ( .у ) ||< р ||х - .у ||;

2) существуют оптимальные обобщенные решения  х*(/), у*(Г) задач (1.1),(1.2) 
и (1.6),(1.7) соответственно.

Тогда для любого ц > 0 существует  е0 (ц, Ь ) > 0  такое, что для всех е е (0, е0 ] 

справедливы неравенства 

У0 -•/*  < ц ,

>$< >$< _1 —>$< >$< _1
где J  = Ф(х (Ьг )), J  = Ф(^у (£)),  ^  = Ф(х0(£е )), х0(У) -  обобщенное решение,

соответствующее оптимальному обобщенному решению у* (х) .
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Д оказательство. Пусть у 0(() -  обобщенное решение, соответствующее оптималь­

ному обобщенному решению х ( I ) . На основании теоремы 1, используя условие 2) 
теоремы 2, получаем, что 

(Уо) -  Л^ *)| = |ф (Л  (£ )) -  Ф (** {Ьг- 1 ))| < р ||_у0 {Ь) -  х*{Ьъ~1 )|| < Рл

И

| ̂ ( / )  “  Л *о  )| = |ф ( / ( Щ  -  Ф(*о С^ 1 ))| ^ Р \ у (7 ) -  хо )|| ^ Рп •

Очевидно, что для выбранных управлений выполняются неравенства

J [ x \ < J [ x 0],

Следовательно, выполняются неравенство

3 [Уо\  ̂^ [ / ]  ^ 17[хо] ^ J \-x * ] ^ 3 [Уо\~ Р1!

либо неравенство

J  [*о ] ^ Л х * ] ^ J [ y 0] ^ J  [ / ]  ^ J  [*о ] -  Р1! • 

То есть

J [ / ] -  J[x*

j [ x 0] - j [ x * ] = j 0 -  J* < Рл •

Выбрав s0 в (3.1) так, чтобы г| < ц/ ß , получаем утверждение теоремы.

Заключение. Таким образом, обоснована схема усреднения для задач оптималь­
ного управления с неограниченным, линейно входящим управлением. Показана 
близость решений исходной и усредненной задач. Очевидно, что данный алгоритм 
можно обобщить на случай измеримых по t функций / (I. х)  и ср(/, х ) , а также 

функций / (I. х ) , разрывных по некоторой поверхности Ф(/, х) = 0 .
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