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ВСТУП

Конфлiктнi ситуацiї, в яких iнтереси рiзних сторiн перетинаються, є
невiд’ємною частиною людської взаємодiї в економiцi, полiтицi, соцiальнiй
сферi та повсякденному життi. Ефективне управлiння такими ситуацiя-
ми та прийняття обґрунтованих рiшень вимагають глибокого розумiння
їхньої структури та динамiки. Теорiя iгор надає потужний математичний
апарат для формального аналiзу стратегiчної взаємодiї мiж рацiональними
агентами, дозволяючи моделювати та прогнозувати результати конфлiктiв.

Особливий iнтерес становлять неантагонiстичнi конфлiкти, де iнтереси
гравцiв не є строго протилежними, i можливi сценарiї, вигiднi для всiх уча-
сникiв, або, навпаки, такi, що призводять до загальних втрат. Моделювання
саме таких ситуацiй є актуальним, оскiльки бiльшiсть реальних взаємодiй
(економiчна конкуренцiя з можливiстю кооперацiї, переговори, соцiальнi
дилеми) мають неантагонiстичний характер. Проте, класичнi моделi теорiї
iгор часто спираються на припущення про повну iнформованiсть гравцiв
щодо параметрiв гри, зокрема функцiй виграшу. В реальностi ж, економi-
чнi системи, соцiальнi процеси та технологiчнi взаємодiї функцiонують в
умовах значної невизначеностi, спричиненої коливаннями попиту, змiною
технологiй, непередбачуваною поведiнкою ринкiв чи навiть неточнiстю вихi-
дних даних. Iгнорування такої невизначеностi може призвести до суттєвих
помилок у прогнозах та прийняттi неоптимальних рiшень. Це зумовлює
нагальну потребу в розробцi та дослiдженнi моделей неантагонiстичних
конфлiктiв, якi здатнi адекватно враховувати фактор невизначеностi.

Сучасний стан дослiджень у теорiї iгор охоплює широкий спектр
моделей. Починаючи з фундаментальних робiт Дж. фон Неймана, О. Мор-
генштерна та Дж. Неша, якi заклали основи теорiї матричних та безкоалi-
цiйних iгор i ввели ключове поняття рiвноваги, теорiя активно розвивалася.
Для врахування неповної iнформацiї Дж. Гарсанi запропонував модель
байєсiвських iгор, де невизначенiсть моделюється за допомогою апрiорних
iмовiрнiсних розподiлiв. Однак, на практицi отримати достовiрну iмовiрнi-
сну iнформацiю часто неможливо. Це стимулювало розвиток пiдходiв, що
не вимагають знання точних розподiлiв. До них належать класичнi критерiї
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прийняття рiшень в умовах невизначеностi (Вальда, Гурвiца, Севiджа та iн.),
а також бiльш сучаснi методи, такi як теорiя iгор з iнтервальною невизначе-
нiстю та, зокрема, робастна оптимiзацiя. Робастний пiдхiд, запропонований
та розвинений у працях Агассi, Берцимаса та iнших дослiдникiв, дозволяє
гравцям оптимiзувати свої стратегiї вiдносно найгiршого можливого сцена-
рiю в межах заданої множини невизначеностi, забезпечуючи гарантований
результат. Саме цей напрям представляє значний iнтерес для моделювання
реальних неантагонiстичних конфлiктiв.

Метою даної дипломної роботи є дослiдження теоретичних основ
та методiв моделювання неантагонiстичних конфлiктiв, з акцентом на аналiз
iгрових ситуацiй в умовах невизначеностi параметрiв, зокрема, шляхом
застосування критерiїв прийняття рiшень та пiдходiв робастної оптимiзацiї
для знаходження рiвноважних стратегiй.

Об’єктом дослiдження є процеси стратегiчної взаємодiї мiж уча-
сниками в неантагонiстичних конфлiктах.

Предметом дослiдження є математичнi моделi безкоалiцiйних не-
антагонiстичних iгор, методи їх аналiзу та знаходження розв’язкiв в умовах
повної iнформацiї та в умовах iнтервальної невизначеностi параметрiв з
використанням критерiїв прийняття рiшень та принципiв робастної оптимi-
зацiї.

Практичне значення отриманих результатiв полягає у можливо-
стi застосування розроблених пiдходiв та моделей для аналiзу широкого кола
реальних економiчних, управлiнських та соцiальних ситуацiй, де параметри
взаємодiї не є точно вiдомими. Це дозволяє пiдвищити обґрунтованiсть
прийнятих рiшень та стiйкiсть стратегiй до непередбачуваних змiн у зовнi-
шньому середовищi.

Структура роботи. Основна частина роботи складається з двох
роздiлiв. У першому роздiлi наведено загальнi теоретичнi вiдомостi з те-
орiї iгор - класифiкацiю iгор, визначення безкоалiцiйної гри, вiдмiнностi
мiж антагонiстичними та неантагонiстичними iграми, розглянуто понят-
тя оптимальностi, стiйкостi та рiвноваги Неша, а також основи мiшаних
стратегiй та бiматричних iгор. У другому роздiлi представлено пiдходи до
моделювання iгор з неповною iнформацiєю. Розглянуто iгри з iнтервальною
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невизначенiстю виграшiв, проаналiзовано критерiї прийняття рiшень для
детермiнiзацiї невизначеностi. Основну увагу придiлено робастному пiдходу:
його формалiзацiї, теоремi iснування робастно-оптимiзацiйної рiвноваги,
обчислювальним аспектам її знаходження та програмнiй реалiзацiї. Ефе-
ктивнiсть робастного пiдходу iлюструється на прикладах гри iнспекцiї та
задачi "безбiлетника".
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РОЗДIЛ 1

ТЕОРЕТИЧНI ОСНОВИ МОДЕЛЮВАННЯ

НЕАНТАГОНIСТИЧНИХ КОНФЛIКТIВ

1.1 Класифiкацiя iгор

У теорiї iгор видiляють двi основнi частини: теорiю безкоалiцiйних iгор
та теорiю кооперативних iгор. У безкоалiцiйних iграх основною одиницею
аналiзу є iндивiдуальний учасник, який прагне максимiзувати свою вигоду
вiдповiдно до чiтко визначених правил i можливостей. Теорiя безкоалiцiйних
iгор базується на двох припущеннях:

• максимiзацiї (кожен економiчний агент рацiональний i має чiтке
уявлення про свiт);

• узгодженостi (уявлення агента i його очiкування щодо поведiнки
iнших агентiв є правильними).

У теорiї кооперативних iгор основною одиницею аналiзу, як правило,
є група учасникiв або коалiцiя; якщо гра визначена, то частиною цього
визначення є опис того, який виграш може отримати кожна коалiцiя гравцiв
(без вказiвки на те, якi дiї повинен здiйснювати кожен конкретний гравець
коалiцiї для отримання максимального виграшу).

Iгри також можна класифiкувати за:

• кiлькiстю гравцiв;
• кiлькiстю стратегiй;
• характером виграшу;
• кiлькiстю ходiв;
• станом iнформацiї тощо.

Залежно вiд кiлькостi стратегiй iгри бувають:

• скiнченними – усi гравцi мають скiнченну кiлькiсть можливих стра-
тегiй;

• нескiнченними – хоча б один з гравцiв має нескiнченну кiлькiсть
можливих стратегiй.
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За характером виграшiв iгри подiляються на:

• iгри з нульовою сумою – загальний капiтал усiх гравцiв не змi-
нюється, а лише перерозподiляється мiж ними; сума виграшiв усiх
гравцiв дорiвнює нулю;

• iгри з ненульовою сумою.

За видом функцiй виграшу iгри подiляються на:

• матричнi;
• бiматричнi;
• неперервнi;
• опуклi;
• сепарабельнi;
• iгри типу дуелей тощо.

Також розрiзняють iгри з досконалою та недосконалою iнформацiєю.

Послiдовна гра називається грою з досконалою iнформацiєю, якщо
гравцi роблять свої ходи по черзi (не одночасно), i кожен гравець знає всi дiї
гравцiв, якi робили свiй хiд до нього, у кожнiй точцi. Технiчно це означає,
що кожна iнформацiйна множина мiстить лише один вузол (одну вершину).
Усi iншi iгри називаються iграми з недосконалою iнформацiєю.

1.2 Безкоалiцiйнi iгри

У практичнiй дiяльностi досить часто доводиться розглядати рiзно-
манiтнi явища та ситуацiї, в яких бере участь кiлька сторiн, що мають
рiзнi iнтереси та застосовують певнi дiї для досягнення своїх цiлей. Та-
кi ситуацiї прийнято називати конфлiктами. Типова конфлiктна ситуацiя
характеризується трьома основними складовими:

1) зацiкавленими сторонами,
2) можливими дiями цих сторiн,
3) iнтересами сторiн.

Конфлiкти, взятi з реального життя, як правило, досить складнi, тому
зазвичай будують спрощену математичну модель конфлiкту, яку називають
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грою. Безкоалiцiйною грою називають трiйку об’єктiв

Γ =< 𝐼, {𝑋𝑖}𝑖∈𝐼 , {𝑓𝑖(𝑥)}𝑖∈𝐼 >, (1.1)

де 𝐼 — скiнченна множина, елементи якої називаються гравцями (зазвичай
приймають 𝐼 = {1,2, . . . ,𝑛}), 𝑋𝑖 = {𝑥𝑖} — довiльнi попарно неперетиннi
множини, елементи яких називаються стратегiями вiдповiдних гравцiв 𝑖 ∈ 𝐼 .
Упорядкованi набори {𝑥𝑖}𝑖∈𝐼 стратегiй гравцiв, тобто елементи декартового
добутку

𝑋 =
∏︁
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖

називаються ситуацiями у грi Γ; вiдповiднi кожному гравцю 𝑖 ∈ 𝐼 обмеженi
функцiї

𝑓𝑖 : 𝑋 → R

називаються функцiями виграшу цього гравця, а їхнi значення на окремих
ситуацiях — його виграшами у цих ситуацiях.

Залежно вiд характеру взаємодiї iнтересiв гравцiв, безкоалiцiйнi iгри
подiляються на антагонiстичнi та неантагонiстичнi.

Антагонiстичнi iгри (також вiдомi як iгри з постiйною сумою, а
у випадку, коли ця сума дорiвнює нулю – iгри з нульовою сумою) хара-
ктеризуються тим, що iнтереси гравцiв є прямо протилежними. У таких
iграх сума виграшiв усiх гравцiв є сталою величиною для будь-якої ситуацiї:∑︀

𝑖∈𝐼 𝑓𝑖(𝑥) = 𝐶 для всiх 𝑥 ∈ 𝑋. Це означає, що виграш одного гравця
(або групи гравцiв) можливий лише за рахунок програшу iншого гравця
(або групи гравцiв). У випадку гри двох осiб (𝐼 = {1,2}) це означає, що
𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) = 𝐶. Якщо константа 𝐶 = 0, то 𝑓1(𝑥) = −𝑓2(𝑥), i гра нази-
вається грою з нульовою сумою. В такiй грi те, що виграє один гравець,
повнiстю програє iнший. Метою кожного гравця є максимiзацiя власного
виграшу, що в грi двох осiб з нульовою сумою автоматично означає мiнi-
мiзацiю виграшу суперника. Класичним прикладом є шахи або покер (де
виграш одного означає програш iншого на ту ж суму).

Неантагонiстичнi iгри (або iгри з непостiйною/змiнною сумою)
представляють ширший i бiльш поширений клас iгор, де iнтереси гравцiв
не є строго протилежними. У таких iграх сума виграшiв гравцiв не є



10

сталою величиною i може змiнюватися залежно вiд обраних ними стратегiй
(
∑︀

𝑖∈𝐼 𝑓𝑖(𝑥) не є константою). Це означає, що можливi ситуацiї, коли всi
гравцi одночасно виграють (наприклад, в результатi успiшної спiвпрацi,
навiть якщо вона неформальна), або всi програють, або виграш одних не
обов’язково означає еквiвалентний програш iнших. Гравцi можуть мати
як конфлiктнi, так i спiльнi iнтереси. Наприклад, у "дилемi в’язня"обидва
гравцi можуть отримати кращий результат, якщо спiвпрацюватимуть, але
мають стимули зрадити один одного. Бiльшiсть реальних економiчних,
полiтичних та соцiальних взаємодiй моделюються саме як неантагонiстичнi
iгри.

Загальна теорiя безкоалiцiйних iгор, що розглядається в цьому роздiлi,
охоплює як антагонiстичнi, так i неантагонiстичнi iгри. Однак для анта-
гонiстичних iгор, особливо для iгор двох осiб з нульовою сумою, iснують
специфiчнi та бiльш розробленi методи аналiзу, такi як теорема про мiнi-
макс. У неантагонiстичних iграх поняття розв’язку є складнiшим i часто
пов’язане з концепцiєю рiвноваги Неша.

На змiстовному рiвнi перелiченi тут компоненти безкоалiцiйної гри Γ

становлять звiд "правил"цiєї гри. Гравцi можуть об’єднуватися в коалiцiї —
довiльнi пiдмножини 𝐾 ∈ 𝐼. Зокрема, коалiцiя може складатися з одного
гравця або з усiх гравцiв 𝐼. Для кожної коалiцiї 𝐾 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} можна
розглядати її коалiцiйну стратегiю 𝑥𝐾 = (𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘), що представляє собою
можливi дiї цiєї коалiцiї. У зв’язку з цим стратегiї 𝑖-го гравця називають
його iндивiдуальними стратегiями. Множину всiх коалiцiйних стратегiй
коалiцiї 𝐾 у грi Γ позначимо через 𝑋𝐾 . Вона являє собою декартовий
добуток

𝑋𝐾 =
∏︁
𝑖∈𝐾

𝑋𝑖.

Виграш коалiцiї 𝐾 у ситуацiї 𝑥 ∈ 𝑋 позначимо
𝑓𝐾(𝑥) = (𝑓𝑖1(𝑥), 𝑓𝑖2(𝑥), . . . , 𝑓𝑖𝑘(𝑥)) ∈ R𝑘. Введення та використання тут по-
няття коалiцiї є суто допомiжним i жодною мiрою не означає переходу до
коалiцiйних iгор. Окрема партiя гри розвивається наступним чином. Кожен
гравець 𝑖 ∈ 𝐼 обирає свою iндивiдуальну стратегiю 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖. В результатi
складається ситуацiя 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Значення функцiї 𝑓𝑖(𝑥) на
данiй ситуацiї i становить виграш 𝑖-го гравця. Особливiсть безкоалiцiйної
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гри полягає в тому, що гравцi здiйснюють вибiр своїх стратегiй одночасно
незалежно один вiд одного, тодi як у коалiцiйних iграх вони можуть попе-
редньо домовлятися про вибiр своїх стратегiй, а також, якщо це дозволено
правилами, перерозподiляти виграшi мiж собою (в iграх з побiчними пла-
тежами). Розглядають також випадок, коли не всi ситуацiї є допустимими
(за правилами гри), тодi говорять про гру iз забороненими ситуацiями, в
якiй 𝑋 ⊂ 𝑋1 ×𝑋2 × . . .×𝑋𝑛.Кожна сторона реального конфлiкту прагне
реалiзувати свої iнтереси якнайкраще для себе (з найменшими витратами та
найбiльшим прибутком). Це прагнення виражається в iграх за допомогою
введення поняття оптимальностi. Пiд принципом оптимальностi для певного
класу безкоалiцiйних iгор G (який збiгається з класом усiх безкоалiцiйних
iгор або становить його частину) розумiється вiдображення 𝜙, яке ставить
у вiдповiднiсть кожнiй грi Γ ∈ G певну пiдмножину множини її ситуацiй 𝑋

та виражає в математичнiй формi тi чи iншi змiстовнi риси (iнтуїтивного)
уявлення про оптимальнiсть. Цi риси можуть проявлятися у виглядi вигiдно-
стi, стiйкостi або справедливостi. При цьому ситуацiї 𝑥 ∈ 𝜙Γ називаються
реалiзацiями принципу оптимальностi 𝜙 у грi Γ або розв’язками гри Γ у
сенсi принципу оптимальностi 𝜙. Якщо 𝜙Γ ̸= ∅, то принцип 𝜙 називається
реалiзованим у грi Γ, а гра Γ — розв’язною у сенсi принципу 𝜙. На вiдмiну
вiд конфлiктiв з реального життя, в iграх передбачається, що всi гравцi
дiють найбiльш розумно та рацiонально, i беззастережно дотримуються
"правил"гри. Оскiльки iнтуїтивнi уявлення про оптимальнiсть можуть бу-
ти досить рiзноманiтними, то принципи оптимальностi можуть вводитися
по-рiзному. Проте, наприклад, для гри з одним гравцем 𝐼 = {1}, що являє
собою по сутi дiйсну функцiю 𝑓1 : 𝑋 = 𝑋1 → R, природно буде вводити
принцип оптимальностi, що максимiзує виграш цього гравця, оскiльки жоднi
iншi мiркування, якими вiн мiг би керуватися, у такiй моделi не представле-
нi. У цьому випадку 𝜙Γ = argmax𝑓1(𝑥). Тодi будь-який розумний принцип
оптимальностi у безкоалiцiйнiй грi Γ повинен спиратися на вищеописаний
принцип оптимiзацiї виграшу i перетворюватися на нього, якщо Γ зводиться
до гри з одним гравцем. Прикладом слугує принцип 𝜙, такий що 𝑥* ∈ 𝜙Γ,
якщо

𝑓𝑖(𝑥
*) = max

𝑥∈𝑋
𝑓𝑖(𝑥) ∀𝑖 ∈ 𝐼.

Практично цей принцип виявляється нереалiзованим для бiльшостi безкоа-
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лiцiйних iгор. Водночас вiн вiдповiдає деяким уявленням про оптимальнiсть,
хоча й виражає їх у надмiрно посиленiй i тому в суперечливiй формi. Вiн
вiдображає iдею вигiдностi, оскiльки в оптимальнiй ситуацiї кожен гравець
отримає бiльше, нiж у будь-якiй iншiй; iдею стiйкостi, оскiльки жоден з
гравцiв не зацiкавлений у замiнi оптимальної ситуацiї на будь-яку iншу; та
iдею справедливостi, оскiльки вiн задовольняє запити всiх гравцiв рiвною
мiрою. Виходячи з цього, оптимальними вважають такi ситуацiї, в яких, з
урахуванням їхнiх стратегiчних можливостей, гравцi отримують найбiль-
ший виграш i не зацiкавленi у змiнi ситуацiї. Для формального опису цих
iдей вводяться такi позначення та поняття.Нехай 𝑥 ∈ 𝑋 — деяка ситуацiя
у грi Γ, 𝐾 ⊂ 𝐼 — деяка коалiцiя в нiй, 𝑥′𝐾 — деяка її коалiцiйна стратегiя.
Через 𝑥||𝑥′𝐾 позначається ситуацiя, отримана iз ситуацiї 𝑥 замiною наявних
у нiй iндивiдуальних стратегiй гравцiв з 𝐾 на їхнi iндивiдуальнi стратегiї,
що беруть участь в утвореннi коалiцiйної стратегiї 𝑥′𝐾 .

Нехай у грi Γ коалiцiя 𝐾 ⊂ 𝐼, ситуацiї 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 . Кажуть, що ситуацiя
𝑥 𝐾-домiнує ситуацiю 𝑦, якщо виконуються такi умови:

1) Ефективнiсть для 𝐾: cитуацiя 𝑦 має вигляд 𝑥||𝑦𝐾 , де 𝑦𝐾 ∈ 𝑋𝐾 .
2) Перевага для 𝐾: 𝑓𝑖(𝑦) ≤ 𝑓𝑖(𝑥)∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑓𝐾(𝑦) ̸= 𝑓𝐾(𝑥).

Кажуть, що ситуацiя 𝑥 строго 𝐾-домiнує ситуацiю 𝑦, якщо виконується умо-
ва ефективностi для 𝐾 i умова суворої переваги для 𝐾: 𝑓𝑖(𝑦) < 𝑓𝑖(𝑥)∀𝑖 ∈ 𝐼.

Принципи оптимальностi, заснованi на 𝐾-домiнуваннi, — це принципи
стiйкостi; заснованi на строгому 𝐾-домiнуваннi — принципи рiвноваги. У
безкоалiцiйнiй грi Γ ситуацiя 𝑥* називається 𝐾-стiйкою, якщо не iснує
𝐾-домiнуючої її ситуацiї. 𝐾-стiйкiсть ситуацiї часто називається також
її оптимальнiстю для 𝐾 за Парето. Просто оптимальними за Парето на-
зиваються 𝐼-стiйкi ситуацiї. 𝐾-стiйкiсть ситуацiї 𝑥* може бути виражена
так: ∀𝑥 ∈ 𝑋 𝑥 не 𝐾-домiнує 𝑥* ⇔

∀𝑥 ∈ 𝑋 ((𝑓𝑖(𝑥) ≥ 𝑓𝑖(𝑥*)) ∧ (𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑥*)) ∧ (𝑥* = 𝑥||𝑥*𝐾))) ⇔
∀𝑥 ∈ 𝑋 (𝑥* = 𝑥||𝑥*𝐾) ∨ (∀𝑖 ∈ 𝐾𝑓𝑖(𝑥) ≥ 𝑓𝑖(𝑥*)) ∨ (𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑥*)) ⇔
∀𝑥 ∈ 𝑋 ((𝑥* = 𝑥||𝑥*𝐾) ⇒ ((∃𝑖 ∈ 𝐾(𝑓𝑖(𝑥) < 𝑓𝑖(𝑥||𝑥*𝐾))) ∨ (𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥||𝑥*𝐾))) ⇔
∀𝑥𝐾 ∈ 𝑋𝐾 (∀𝑖 ∈ 𝐾 : 𝑓𝑖(𝑥

*||𝑥𝐾) = 𝑓𝑖(𝑥
*)) ∨ (∃𝑖 ∈ 𝐾 : 𝑓𝑖(𝑥

*||𝑥𝐾) < 𝑓𝑖(𝑥
*)) ⇔

∀𝑥𝐾 ∈ 𝑋𝐾 (∃𝑖 ∈ 𝐾 : 𝑓𝑖(𝑥
*||𝑥𝐾) > 𝑓𝑖(𝑥

*)) ⇒ (∃𝑗 ∈ 𝐾 : 𝑓𝑗(𝑥
*||𝑥𝐾) < 𝑓𝑗(𝑥

*))).
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Остання нотацiя означає, що в 𝐾-стiйкiй ситуацiї який-небудь гравець коа-
лiцiї 𝐾 може збiльшити свiй виграш тiльки за рахунок зменшення виграшу
iншого гравця цiєї коалiцiї. Ситуацiя 𝑥* буде 𝑖-стiйкою (їх ще називають
𝑖-прийнятними), якщо ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 : 𝑓𝑖(𝑥

*||𝑥𝑖) ≤ 𝑓𝑖(𝑥
*), тобто прийнятною

для гравця буде така ситуацiя, в якiй змiна ним своєї стратегiї не може
збiльшити його виграшу. Вводиться також поняття стiйкостi для множини
коалiцiй 𝐶 = {𝐾 ⊂ 𝐼}. Ситуацiя 𝑥* називається 𝐶-стiйкою, якщо вона є
𝐾-стiйкою для будь-якої коалiцiї 𝐾 ∈ 𝐶. Розглянемо множину коалiцiй
𝐼 = {{1}, {2}, . . . , {𝑛}}, що складаються з одного гравця, яка включає
всiх гравцiв. 𝐼-стiйкi ситуацiї називаються рiвноважними за Нешем. Рiв-
новажнiсть ситуацiї 𝑥* за Нешем означає, що у грi Γ∀ 𝑖 ∈ 𝐼 та ∀ 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖

виконується нерiвнiсть 𝑓𝑖(𝑥
*||𝑥𝑖) ≤ 𝑓𝑖(𝑥

*). Змiстовно ситуацiю рiвноваги
за Нешем можна iнтерпретувати як таку угоду мiж гравцями, яку жо-
дному з них не вигiдно порушувати. У безкоалiцiйнiй грi Γ ситуацiя 𝑥*

називається 𝐾-рiвноважною, якщо не iснує строго 𝐾-домiнуючої її ситу-
ацiї. 𝐾-рiвноважнiсть ситуацiї 𝑥* означає, що для будь-якого 𝑥𝐾 ∈ 𝑋𝐾

∃ 𝑖 ∈ 𝐾 : 𝑓𝑖(𝑥
*||𝑥𝐾) ≤ 𝑓𝑖(𝑥

*). Таким чином, якщо 𝐾 складається з єдиного
гравця 𝑖, поняття стiйкостi збiгатиметься з поняттям рiвноваги. В основному
у безкоалiцiйних iграх шукають ситуацiї рiвноваги за Нешем, якi назива-
ють просто рiвноважними. Процес пошуку таких ситуацiй i називають
розв’язком гри.

1.3 Бiматричнi iгри

Бiматричною грою Γ називається безкоалiцiйна гра двох осiб, у якiй
множини стратегiй першого та другого гравця є скiнченними. Нехай гравець
1 має 𝑚, а 2 – 𝑛 стратегiй, тобто 𝑋1 = {1,2, . . . ,𝑚}, 𝑋2 = {1,2, . . . , 𝑛}.
Значення виграшiв гравцiв тодi можна записати у виглядi двох матриць



14

розмiрностi 𝑚× 𝑛:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏11 𝑏12 . . . 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 . . . 𝑏2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑏𝑚1 𝑏𝑚2 . . . 𝑏𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тобто при виборi першим гравцем стратегiї 𝑖, а другим гравцем стратегiї 𝑗
(у ситуацiї (𝑖,𝑗)), гравець 1 отримує виграш 𝑎𝑖𝑗, а гравець 2 – 𝑏𝑖𝑗. Оскiльки
матрицi A та B повнiстю визначають гру, то її можна записати як Γ =<

A,B >. Варто зазначити, що при B = −A бiматрична гра < A,B >

перетворюється на матричну гру A. Рiвноважною в грi < A,B > буде така
ситуацiя (𝑘,𝑙), що

𝑎𝑖𝑙 ≤ 𝑎𝑘𝑙 ∀𝑖 = 1,𝑚,

𝑏𝑘𝑗 ≤ 𝑏𝑘𝑙 ∀𝑗 = 1,𝑛.

Таким чином, для пошуку рiвноважних ситуацiй необхiдно в матрицi A
знайти елементи, на яких досягається максимум у стовпцi 𝑘𝑗 = max

𝑖
𝑎𝑖𝑗, 𝑗 =

1,𝑛, а в матрицi B знайти елементи, на яких досягається максимум у рядку
𝑙𝑖 = max

𝑗
𝑏𝑖𝑗, 𝑖 = 1,𝑚. Якщо iснують такi ситуацiї, в яких цi максимуми

досягаються на одних i тих же елементах, тобто 𝑘 = 𝑖 та 𝑗 = 𝑙, то ситуацiї
(𝑘,𝑙) будуть рiвноважними.

1.4 Мiшанi розширення безкоалiцiйних iгор

Вже на прикладi матричних iгор було видно, що ситуацiї рiвноваги в
чистих стратегiях iснують не в усiх iграх, i знайти розв’язок iнодi вдається
лише в мiшаних стратегiях. Тому i для загальних безкоалiцiйних iгор має
сенс шукати ситуацiї рiвноваги в мiшаних стратегiях. Розглянемо скiнченну
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(зi скiнченними множинами стратегiй) безкоалiцiйну гру

Γ =< 𝐼,{𝑋𝑖}𝑖∈𝐼 , {𝑓𝑖(𝑥)}𝑖∈𝐼 > .

Нехай 𝜉𝑖 — довiльна мiшана стратегiя гравця 𝑖, тобто деякий iмовiрнiсний
розподiл на множинi чистих стратегiй 𝑋𝑖. Ймовiрнiсть, яку розподiл 𝜉𝑖

приписує чистiй стратегiї 𝑥𝑖, позначимо через 𝜉𝑖(𝑥𝑖). Множину всiх мiшаних
стратегiй гравця 𝑖 позначимо через Ξ𝑖. Вважатимемо, що мiшанi стратегiї
всiх гравцiв 𝑖 ∈ 𝐼 = {1, . . . ,𝑛} є незалежними в сукупностi розподiлами,
тобто ймовiрнiсть появи ситуацiї 𝑠 = (𝑠1, . . . ,𝑠𝑛) дорiвнює добутку ймовiрно-
стей вибору стратегiй, що її складають 𝜉1(𝑥1)𝜉2(𝑥2) . . . 𝜉𝑛(𝑥𝑛). Тодi ситуацiєю
в мiшаних стратегiях називають iмовiрнiсний розподiл 𝜉 на множинi всiх
ситуацiй, що задається спiввiдношенням

𝜉(𝑥) = 𝜉(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛) = 𝜉1(𝑥1) . . . 𝜉𝑛(𝑥𝑛).

Ситуацiя гри Γ у мiшаних стратегiях реалiзує рiзнi ситуацiї з деякими
ймовiрностями, тому значення функцiї виграшу кожного з гравцiв стає ви-
падковою величиною. За виграш 𝑖-го гравця в ситуацiї в мiшаних стратегiях
приймають математичне сподiвання цiєї величини, тобто

𝑓𝑖(𝜉) =
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓𝑖(𝑥)𝜉(𝑥) =
∑︁
𝑥1∈𝑋1

. . .
∑︁

𝑥𝑛∈𝑋𝑛

𝑓𝑖(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛)
𝑛∏︁

𝑖=1

𝜉𝑖(𝑥𝑖). (1.2)

Зазначимо також, що

𝑓𝑖(𝜉||𝑥0𝑗) =
∑︁
𝑥1∈𝑋1

. . .
∑︁

𝑥𝑗−1∈𝑋𝑗−1

∑︁
𝑥𝑗+1∈𝑋𝑗+1

. . .
∑︁

𝑥𝑛∈𝑋𝑛

𝑓𝑖(𝜉||𝑥0𝑗)
𝑛∏︁

𝑖=1,𝑖̸=𝑗

𝜉𝑖(𝑥𝑖).

Гра
Γ* =< 𝐼,{Ξ𝑖}𝑖∈𝐼 ,{𝑓𝑖(𝜉)}𝑖∈𝐼 >,

в якiй 𝐼 — множина гравцiв, Ξ𝑖 — множина стратегiй гравця 𝑖, а функцiя
виграшу визначається рiвнiстю (1.2), називається мiшаним розширенням
гри Γ.

Лема 1.1. Якою б не була ситуацiя в мiшаних стратегiях 𝜉 = (𝜉1, . . . ,𝜉𝑛),
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будь-який гравець 𝑖 має таку чисту стратегiю 𝑥0𝑖 , що одночасно виконую-
ться двi нерiвностi

𝜉𝑖(𝑥
0
𝑖 ) > 0 та 𝑓𝑖(𝜉||𝑥0𝑖 ) ≤ 𝑓𝑖(𝜉).

Доведення. Припустимо протилежне, тобто для всiх 𝑥𝑖 гравця 𝑖, таких що
𝜉𝑖(𝑥𝑖) > 0, виконується

𝑓𝑖(𝜉||𝑥𝑖) > 𝑓𝑖(𝜉).

Тодi для всiх таких стратегiй

𝑓𝑖(𝜉||𝑥𝑖)𝜉𝑖(𝑥𝑖) > 𝑓𝑖(𝜉)𝜉𝑖(𝑥𝑖).

Для всiх iнших стратегiй 𝜉𝑖(𝑥𝑖) = 0, отже

𝑓𝑖(𝜉||𝑥𝑖)𝜉𝑖(𝑥𝑖) = 𝑓𝑖(𝜉)𝜉𝑖(𝑥𝑖) = 0.

Тодi ∑︁
𝑥𝑖∈𝑋𝑖

𝑓𝑖(𝜉||𝑥𝑖)𝜉𝑖(𝑥𝑖) >
∑︁
𝑥𝑖∈𝑋𝑖

𝑓𝑖(𝜉)𝜉𝑖(𝑥𝑖).

Але це означає, що 𝑓𝑖(𝜉) > 𝑓𝑖(𝜉), чого не може бути. Отримане протирiччя
вказує на iснування шуканої чистої стратегiї гравця 𝑖.

Ситуацiєю рiвноваги гри Γ у мiшаних стратегiях називається ситуацiя
рiвноваги її мiшаного розширення Γ*. Ситуацiя 𝜉* буде ситуацiєю рiвноваги
в Γ*, якщо для будь-якого гравця 𝑖 та для будь-якої його мiшаної стратегiї
𝜉𝑖 має мiсце нерiвнiсть

𝑓𝑖(𝜉
*||𝜉𝑖) ≤ 𝑓𝑖(𝜉

*).

Теорема 1.1. Для того, щоб ситуацiя 𝜉* у грi Γ була ситуацiєю рiвноваги
цiєї гри в мiшаних стратегiях, необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого
гравця 𝑖 та будь-якої його чистої стратегiї 𝑥𝑖 виконувалося

𝑓𝑖(𝜉
*||𝑥𝑖) ≤ 𝑓𝑖(𝜉

*). (1.3)

Доведення. Необхiднiсть Оскiльки чиста стратегiя є окремим випадком мi-
шаної, то нерiвнiсть (1.3) безпосередньо випливає з визначення рiвноважної
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ситуацiї.

Достатнiсть Вiзьмемо довiльну мiшану стратегiю 𝜉𝑖 гравця 𝑖, домно-
жимо нерiвнiсть (1.3) на 𝜉𝑖(𝑥𝑖) та просумуємо по всiх 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖

𝑓𝑖(𝜉
*||𝑥𝑖) =

∑︁
𝑥𝑖∈𝑋𝑖

𝑓𝑖(𝜉
*||𝑥𝑖)𝜉𝑖(𝑥𝑖) ≤

∑︁
𝑥𝑖∈𝑋𝑖

𝜉𝑖(𝑥𝑖)𝑓𝑖(𝜉
*) = 𝑓𝑖(𝜉

*)
∑︁
𝑥𝑖∈𝑋𝑖

𝜉𝑖(𝑥𝑖) = 𝑓𝑖(𝜉
*).

З отриманої нерiвностi випливає рiвноважнiсть ситуацiї 𝜉*.

Теорема 1.2 (Неша). У кожнiй безкоалiцiйнiй грi

Γ =< 𝐼,{𝑋𝑖}𝑖∈𝐼 ,{𝑓𝑖(𝑥)}𝑖∈𝐼 >

iснує хоча б одна ситуацiя рiвноваги.

Доведення. Якщо гравець 𝑖 має в Γ 𝑚𝑖 чистих стратегiй, то множина його
мiшаних стратегiй Ξ𝑖 являє собою (𝑚𝑖 − 1)-вимiрний симплекс. Позначимо
його через 𝑆(𝑖). Тодi будь-яку ситуацiю в мiшаних стратегiях 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛)

можна розглядати як точку декартового добутку 𝑆(1) × . . . × 𝑆(𝑛), яке є
опуклою замкнутою обмеженою пiдмножиною (𝑚1+ . . .+𝑚𝑛−𝑛)-вимiрного
простору. Введемо функцiю 𝜙𝑖𝑗(𝜉) = max{0, 𝑓𝑖(𝜉||𝑥(𝑗)𝑖 )−𝑓𝑖(𝜉)} для будь-якої
ситуацiї 𝜉 та будь-якої чистої стратегiї 𝑥(𝑗)𝑖 ∈ 𝑋𝑖 гравця 𝑖. Вона показує
збiльшення виграшу гравця 𝑖 у ситуацiї 𝜉, що вiдбувається за рахунок змiни
його стратегiї 𝜉𝑖, яка входить до цiєї ситуацiї, на деяку чисту стратегiю 𝑥

(𝑗)
𝑖 .

Складемо тепер для всiх 𝑖 = 1,𝑛 та 𝑗 = 1,𝑚𝑖 числа виду

𝜉𝑖(𝑥
(𝑗)
𝑖 ) + 𝜙𝑖𝑗(𝜉)

1 +
∑︀𝑚𝑖

𝑗=1 𝜙𝑖𝑗(𝜉)
. (1.4)

Оскiльки всi 𝜙𝑖𝑗(𝜉) ≥ 0, то всi цi числа також є невiд’ємними, а кожна сума
виду

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝜉𝑖(𝑥
(𝑗)
𝑖 ) + 𝜙𝑖𝑗(𝜉)

1 +
∑︀𝑚𝑖

𝑗=1 𝜙𝑖𝑗(𝜉)
= 1.

Отже, при фiксованих 𝜉 та 𝑖 дроби (1.4) можна розумiти як ймовiрностi
вiдповiдних чистих стратегiй 𝑥

(𝑗)
𝑖 гравця 𝑖, а кожен їхнiй набiр для всiх

чистих стратегiй 𝑥
(𝑗)
𝑖 — як мiшану стратегiю гравця 𝑖. Сукупнiсть дробiв
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(1.4) для всiх гравцiв визначає систему мiшаних стратегiй усiх гравцiв, тобто
ситуацiю в грi Γ. Ця ситуацiя є функцiєю вихiдної ситуацiї 𝜉, позначимо її
через 𝑔(𝜉). Функцiя 𝑔 здiйснює перетворення опуклої компактної множини
всiх ситуацiй Ξ у себе. Крiм того, вона є неперервною функцiєю 𝜉, оскiльки

𝜙𝑖𝑗(𝜉) неперервна, а знаменник 1 +
𝑚𝑖∑︀
𝑗=1

𝜙𝑖𝑗(𝜉) ≥ 1. Це означає, що 𝑔 задо-

вольняє всi умови теореми про нерухому точку, згiдно з якою неперервне
перетворення 𝑔 опуклої пiдмножини скiнченновимiрного простору в себе
має хоча б одну нерухому точку, тобто таку точку 𝜉0, що 𝑔(𝜉0) = 𝜉0. Нехай
𝜉0 — нерухома точка функцiї 𝑔. Це означає, що для всiх 𝑖 та 𝑗

𝜉0𝑖 (𝑥
(𝑗)
𝑖 ) =

𝜉0𝑖 (𝑥
(𝑗)
𝑖 ) + 𝜙𝑖𝑗(𝜉

0)

1 +
∑︀𝑚𝑖

𝑗=1 𝜙𝑖𝑗(𝜉0)
. (1.5)

Ранiше було показано, що для будь-якого гравця 𝑖 iснує така чиста стратегiя
𝑥0𝑖 цього гравця, що 𝜉0𝑖 (𝑥

0
𝑖 ) > 0 та 𝜙𝑖0(𝜉

0) = 0. Для цiєї стратегiї рiвнiсть
(1.5) записується як

𝜉0𝑖 (𝑥
0
𝑖 ) =

𝜉0𝑖 (𝑥
0
𝑖 ) + 𝜙𝑖0(𝜉

0)

1 +
∑︀𝑚𝑖

𝑗=1 𝜙𝑖𝑗(𝜉0)
,

звiдки

𝜉0𝑖 (𝑥
0
𝑖 ) + 𝜉0𝑖 (𝑥

0
𝑖 )

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝜙𝑖𝑗(𝜉
0) = 𝜉0𝑖 (𝑥

0
𝑖 ) + 𝜙𝑖0(𝜉

0),

𝜉0𝑖 (𝑥
0
𝑖 )

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝜙𝑖𝑗(𝜉
0) = 𝜙𝑖0(𝜉

0) = 0.

А оскiльки 𝜉0𝑖 (𝑥
0
𝑖 ) > 0, то

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝜙𝑖𝑗(𝜉
0) = 0.

А оскiльки всi 𝜙𝑖𝑗(𝜉
0) ≥ 0, то вони 𝜙𝑖𝑗(𝜉

0) = 0. Це означає, що будь-яка
рiзниця

𝑓𝑖(𝜉||𝑥(𝑗)𝑖 )− 𝑓𝑖(𝜉) ≤ 0,

тобто
𝑓𝑖(𝜉||𝑥(𝑗)𝑖 ) ≤ 𝑓𝑖(𝜉).

За попередньою теоремою отримуємо, що 𝜉0 — ситуацiя рiвноваги.
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Зауваження 1.1. Варто зазначити, що теорема Неша лише гарантує iснува-
ння ситуацiй рiвноваги, але не дає алгоритмiв їх знаходження. Це пов’язано
з використанням теореми про нерухому точку, яка також не є конструктив-
ною.
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РОЗДIЛ 2

БЕЗКОАЛIЦIЙНI IГРИ ЗА УМОВ

НЕВИЗНАЧЕНОСТI

Класична теорiя безкоалiцiйних iгор, зокрема результати Неша щодо
iснування рiвноваги, стосується переважно не-кооперативних, одночасних,
одноразових, скiнченних iгор з повною iнформацiєю. Це означає, що всi
параметри гри, включно з функцiями виграшу гравцiв, є загальновiдомими.
Однак, у реальних iгрових ситуацiях гравцi часто стикаються з невизначе-
нiстю щодо деяких аспектiв структури гри, таких як функцiї виграшу.

Гарсанi [1] змоделював цi iгри з неповною iнформацiєю як так зва-
нi "байєсiвськi iгри". Вiн визначив "тип"гравця як кодування iнформацiї,
доступної цьому гравцевi, включаючи знання власної функцiї виграшу та
переконання щодо функцiй виграшу iнших гравцiв. Таким чином, вiн вико-
ристовував простори типiв для моделювання iгор з неповною iнформацiєю,
в яких деякi гравцi можуть мати приватну iнформацiю. Вiн припустив, що
гравцi подiляють спiльний апрiорний розподiл ймовiрностей над простором
типiв, що є загальновiдомим. Гарсанi запропонував, щоб кожен гравець
використовував цей апрiорний розподiл ймовiрностей разом зi своїм типом
для виведення умовного розподiлу ймовiрностей для параметрiв, що зали-
шаються йому невiдомими. Крiм того, вiн припустив, що метою кожного
гравця буде, використовуючи таким чином байєсiвський пiдхiд, максимiзу-
вати свiй очiкуваний виграш вiдносно як вищезгаданого умовного розподiлу
ймовiрностей, так i мiшаних стратегiй гравцiв.

У цих рамках Гарсанi розширив результат Неша на iгри з неповною
iнформацiєю. Зокрема, вiн показав, що будь-яка байєсiвська гра еквiва-
лентна грi в розгорнутiй формi з повною, але недосконалою iнформацiєю.
Ця гра в розгорнутiй формi, в свою чергу, має представлення у статичнiй
формi. Використовуючи результат iснування рiвноваги, бiльш загальний,
нiж у Неша, Гарсанi довiв iснування рiвноваг, якi вiн назвав "байєсiвськими
рiвновагами у байєсiвських iграх. За свою роботу над iграми з неповною
iнформацiєю вiн отримав Нобелiвську премiю з економiки 1994 року разом
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iз Нешем та Зельтеном.

Робота Гарсанi послаблює припущення, що всi параметри, якi вплива-
ють на виграшi гравцiв, вiдомi з певнiстю. Його модельна технiка по сутi
аналогiчна пiдходу стохастичного програмування до невизначеностi даних у
задачах математичної оптимiзацiї. Як i в стохастичному програмуваннi, мо-
дель Гарсанi передбачає наявнiсть повної апрiорної розподiльної iнформацiї
для всiх невiдомих параметрiв. Крiм того, його аналiз припускає, що всi
гравцi використовують однаковий апрiорний розподiл, i цей факт є загаль-
новiдомим. Багато ким (Morris, 1995; Wilson, 1987) ставилися пiд сумнiв
аспекти спiльного апрiорного розподiлу та загальновiдомостi цих припущень.
Тим не менш, байєсiвська модель Гарсанi залишається загальноприйнятою
конвенцiєю для аналiзу статичних iгор з неповною iнформацiєю.

Застосовуючи iнший пiдхiд, iншi автори в теорiї iгор запропонували
концепцiї рiвноваги для iгор з неповною iнформацiєю, що не залежать
вiд розподiлу. Цi аналiзи розглядають можливiсть того, що розподiльна
iнформацiя недоступна гравцям, або що вони вирiшують не використову-
вати потенцiйно неточну розподiльну iнформацiю. Поняття рiвноваги ex
post є найпоширенiшою концепцiєю розв’язку, що не залежить вiд розпо-
дiлу, i особливо поширене в лiтературi з теорiї аукцiонiв. Холмстрьом та
Майєрсон [2] вперше ввели це поняття пiд назвою "рiвномiрна стимулююча
сумiснiсть а Кремер та Маклiн [3] вперше використали його в контекстi
аукцiонiв. Рiвновага ex post є уточненням байєсiвської рiвноваги i є прива-
бливою концепцiєю розв’язку, оскiльки вона актуальна навiть тодi, коли
гравцям бракує розподiльної iнформацiї про невизначенi параметри. Однак,
це сильна концепцiя, i рiвноваги ex post не обов’язково iснують в грi з
неповною iнформацiєю.

2.1 Iнтервальна невизначенiсть в iграх

В iграх, де невизначенiсть розглядається як зовнiшнiй фактор, а не
як приватна iнформацiя iнших гравцiв, модель може бути спрощена. Часто
передбачається, що виграш гравця повнiстю визначається ситуацiєю в грi,
тобто залежить тiльки вiд дiй гравцiв, виходячи з того, що всiлякi пере-
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шкоди, збурення та iншого виду невизначеностi не справляють на виграшi
гравцiв iстотного впливу. Однак, можливi випадки, коли невизначенiсть
змiнює результат гри, i її iгнорування може призвести до результатiв, що не
задовольняють гравцiв. Економiчна система, наприклад, пiддається важко-
прогнозованим збуренням: змiнi номенклатури поставок, коливанню попиту,
змiнам, пов’язаним з появою та впровадженням нових технологiй, полом-
кою та замiною обладнання, тощо. Невизначенiсть зазвичай не вдається
описати у виглядi функцiї розподiлу ймовiрностей (як у байєсiвському пiд-
ходi), але її можна представити як змiнну, що приймає значення з деякої
множини. Найчастiше про цю величину вiдомi лише межi її змiни. Щоб
врахувати вплив такої невизначеностi на результат гри, необхiдно внести
змiну в визначення гри.

Безкоалiцiйною грою в умовах невизначеностi (або з природою як
пасивним гравцем) називається система

Γ =< 𝐼, {𝑋𝑖}𝑖∈𝐼 , 𝑌, {𝑓𝑖(𝑥,𝑦)}𝑖∈𝐼 >,

де 𝐼 = {1,2, . . . , 𝑛} — множина гравцiв, 𝑋𝑖 — множини стратегiй гравцiв
𝑖 ∈ 𝐼 , елементи 𝑥 = = (𝑥1,𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋 = 𝑋1 ×𝑋2 × . . .×𝑋𝑛 — ситуацiї,
𝑦 ∈ 𝑌 ⊆ R𝑚 — фактор невизначеностi (стан природи), 𝑓𝑖(𝑥,𝑦) : 𝑋 × 𝑌 → R
— функцiї виграшу гравцiв 𝑖 ∈ 𝐼 . Гра Γ реалiзується наступним чином: одно-
часно та незалежно всi гравцi 𝑖 ∈ 𝐼 вибирають свої iндивiдуальнi стратегiї
𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖, утворюється ситуацiя 𝑥 = (𝑥1,𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Незалежно вiд дiй гравцiв
реалiзується деяка невизначенiсть 𝑦 ∈ 𝑌 . Значення функцiї виграшу 𝑓𝑖(𝑥,𝑦)

на сформованiй парi (𝑥,𝑦) визначає результат гри для гравця 𝑖 — його
виграш. При виборi своїх стратегiй гравцi повиннi розраховувати на появу
в грi будь-якої, заздалегiдь непередбачуваної невизначеностi 𝑦 ∈ 𝑌 . Iнакше
кажучи, при заданiй множинi невизначеностей 𝑌 , виграш 𝑖-го гравця для
фiксованої ситуацiї 𝑥 лежить у множинi значень 𝑓𝑖(𝑥,𝑌 ) = {𝑓𝑖(𝑥,𝑦) | 𝑦 ∈ 𝑌 }.

У зв’язку зi змiнами в поняттi гри виникає питання про те, як грав-
цям слiд враховувати невизначенiсть при виборi стратегiй для досягнення
оптимального результату. Особливiстю даної ситуацiї є те, що гравцям не
протистоїть активний супротивник (як iнший гравець), що оптимiзує свiй
вибiр 𝑦, i вони не можуть достеменно знати або передбачити, яким чином
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невизначенiсть 𝑦 реалiзується. Iснує кiлька пiдходiв (критерiїв прийняття
рiшень) до вибору стратегiй у таких ситуацiях, якi й будуть розглянутi далi
на прикладi аналога бiматричної гри в умовах невизначеностi.

Розглянемо гру в наступнiй формi. Нехай 𝐼 = {1,2}. Заданi матрицi

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏11 𝑏12 . . . 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 . . . 𝑏2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑏𝑚1 𝑏𝑚2 . . . 𝑏𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

A1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼11 𝛼12 . . . 𝛼1𝑛

𝛼21 𝛼22 . . . 𝛼2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝛼𝑚1 𝛼𝑚2 . . . 𝛼𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, B1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽11 𝛽12 . . . 𝛽1𝑛

𝛽21 𝛽22 . . . 𝛽2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝛽𝑚1 𝛽𝑚2 . . . 𝛽𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де 𝛼𝑖𝑗 ≥ 0, 𝛽𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑖 = 1,𝑚,∀𝑗 = 1,𝑛. Множина стратегiй першого гравця
𝑋1 = {1,2, . . . ,𝑚}, другого — 𝑋2 = {1,2, . . . ,𝑛}. Нехай перший гравець обрав
стратегiю 𝑖, другий — 𝑗. Реалiзацiя невизначеностi 𝑦 ∈ 𝑌 призводить до
того, що виграш першого гравця 𝑓 1

𝑖𝑗(𝑦) лежить у вiдрiзку [𝑎𝑖𝑗−𝛼𝑖𝑗, 𝑎𝑖𝑗+𝛼𝑖𝑗],
а виграш другого 𝑓 2

𝑖𝑗(𝑦) — у вiдрiзку [𝑏𝑖𝑗 − 𝛽𝑖𝑗,𝑏𝑖𝑗 + 𝛽𝑖𝑗]. Така гра може
iнтерпретуватися наступним чином. Нехай спочатку побудована спрощена
модель конфлiкту, яка описується бiматричною грою < A,B > (номiнальнi
виграшi). Для уточнення цiєї моделi до уваги беруться деякi фактори
невизначеностi, якi спричиняють коливання виграшiв гравцiв у заданих
межах, тобто задаються додатково матрицi амплiтуд коливань A1, B1.

Прикладом гри в такiй формi може слугувати модель конкурентної
боротьби виробникiв однакових товарiв. Якщо за виграшi гравцiв прийняти
кiлькiсть виробленого ними товару на день (яка пропорцiйна прибутку за цi
товари), то матрицi A та B мiститимуть плановану кiлькiсть виробленого
товару, а матрицi A1 та B1 — межi можливих вiдхилень вiд цiєї кiлькостi
(вiдхилення можуть виникнути, наприклад, через вихiд обладнання з ладу
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або нестачу витратних матерiалiв). На прикладi першого гравця розглянемо,
якi iснують способи вибору стратегiй в умовах невизначеностi. За допомогою
того чи iншого критерiю будемо обчислювати "очiкуваний"виграш цього
гравця (тобто такий, на отримання якого розраховує гравець, прийнявши
вiдповiдне рiшення). Позначимо цей виграш, що вже не залежить вiд не-
визначеностi, через 𝑓 1

𝑖𝑗 (для гравця 2 — 𝑓 2
𝑖𝑗). Таким чином зводимо гру до

звичайної бiматричної гри з матрицями F1 = ||𝑓 1
𝑖𝑗||𝑖,𝑗 та F2 = ||𝑓 2

𝑖𝑗||𝑖,𝑗, в якiй
можна шукати ситуацiї рiвноваги стандартним способом. Далi розглянемо
декiлька таких критерiїв.

2.2 Детермiнiзацiя невизначеностi критерiями
прийняття рiшень

В умовах, коли виграшi гравцiв залежать не лише вiд їхнiх стратегiй,
а й вiд непередбачуваного фактора невизначеностi 𝑦 ∈ 𝑌 , виникає потреба
у формальних пiдходах до вибору оптимальних дiй. Цей роздiл розглядає
декiлька критерiїв прийняття рiшень, якi дозволяють "детермiнiзувати"цю
невизначенiсть. Кожен критерiй пропонує спосiб обчислення "очiкувано-
го"виграшу 𝑓𝑘

𝑖𝑗 для кожного гравця 𝑘 у кожнiй ситуацiї (𝑖,𝑗), тим самим
зводячи вихiдну гру в умовах невизначеностi до стандартної бiматричної
гри з матрицями виграшiв F1 = ||𝑓 1

𝑖𝑗||𝑖,𝑗 та F2 = ||𝑓 2
𝑖𝑗||𝑖,𝑗, для якої можна

шукати рiвноважнi ситуацiї стандартними методами.

2.2.1 ММ-критерiй (критерiй песимiзму, Вальда)

Даний критерiй ґрунтується на мiнiмаксному пiдходi. Гравець розра-
ховує, що невизначенiсть реалiзується найгiршим для нього чином, тобто
очiкуваний виграш у ситуацiї (i,j) становитиме

𝑓 1
𝑖𝑗 = min

𝑦∈𝑌
𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦) = 𝑎𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗.
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Тодi, для кожного фiксованого 𝑗 = 1,𝑛 стратегiя гравця 1 обирається з
умови

max
𝑖

𝑓 1
𝑖𝑗 = max

𝑖
(𝑎𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗).

Такий критерiй повнiстю виключає ризик для гравця, який вiн у будь-якому
випадку отримає виграш не менший за очiкуваний. Однак, можливi випадки,
коли мiнiмаксний принцип недоцiльно застосовувати. Нехай, наприклад,
матрицi A та A1 мають наступний вигляд:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3

100

100

100

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, A1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

99

99

99

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Матриця очiкуваних виграшiв першого гравця

F1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2

1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

тобто, використовуючи ММ-критерiй, перший гравець повинен обрати свою
першу стратегiю. Однак, якщо невизначенiсть реалiзується не "найгiр-
шим"для гравця чином або якщо гра проводиться велику кiлькiсть разiв,
обравши будь-яку iншу свою стратегiю, перший гравець отримав би бiльший
виграш (у випадку вибору стратегiї 1, його максимально можливий виграш
становить 3, тодi як при виборi стратегiй 2, 3, 4 максимально можливий
виграш дорiвнює 199). ММ-критерiй варто застосовувати в тих випадках,
коли:

1) про можливiсть появи невизначеностi нiчого не вiдомо;
2) потрiбно виключити навiть мiнiмальний ризик;
3) гра реалiзується єдиний раз.
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2.2.2 Критерiй оптимiзму (критерiй "азартного грав-

ця")

В основi цього критерiю лежить принцип максимаксу. Гравець розра-
ховує на реалiзацiю найкращої для нього невизначеностi, тобто для кожного
𝑗 свою стратегiю 𝑖 вiн обирає з умови

max
𝑖

max
𝑦∈𝑌

𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦) = max

𝑖
(𝑎𝑖𝑗 + 𝛼𝑖𝑗).

Цей критерiй передбачає дуже великий ризик, i його використання є у
бiльшостi випадкiв недоцiльним.

2.2.3 BL-критерiй (Баєса-Лапласа)

Цей критерiй використовується, якщо вiдомий закон розподiлу неви-
значеностi (𝑔𝜂(𝑦)) i гра реалiзується велику кiлькiсть разiв. Як значення
невизначеностi обирається її математичне сподiвання, тобто очiкуваний
виграш гравця становить

𝑓 1
𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 +

∫︁ 𝛼𝑖𝑗

−𝛼𝑖𝑗

𝑦𝑔𝜂(𝑦)𝑑𝑦,

i для будь-якої стратегiї другого гравця 𝑗 перший гравець обирає стратегiю
𝑖 з умови

max
𝑖

𝑓 1
𝑖𝑗.

Якщо кiлькiсть реалiзацiй гри велика, то середнє значення виграшу набли-
жається до значення очiкуваного виграшу. Критерiй Баєса-Лапласа є бiльш
оптимiстичним, нiж мiнiмаксний критерiй, однак його використання перед-
бачає бiльшу поiнформованiсть, повторення гри велику кiлькiсть разiв (або
допустимiсть певного ризику, якщо гра повторюється невелику кiлькiсть
разiв). Зазначимо, що якщо щiльнiсть розподiлу невизначеностi є парною
функцiєю, то математичне сподiвання (iнтеграл вiд непарної функцiї на
симетричному промiжку) дорiвнюватиме нулю. Це означає, що застосування
BL-критерiю в даному випадку призводить до бiматричної гри з вихiдними
матрицями A та B.
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2.2.4 Критерiй мiнiмаксного жалю (Севiджа)

Вводиться додаткова матриця

R(y) = ||𝑟𝑖𝑗(𝑦)||𝑖,𝑗, 𝑟𝑖𝑗(𝑦) = max
𝑖

𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦)− 𝑓 1

𝑖𝑗(𝑦) ∀𝑖 = 1,𝑚, ∀𝑗 = 1,𝑛.

Елементи цiєї матрицi можна iнтерпретувати як втрати (штрафи), що ви-
никають при виборi гравцем 𝑖-ї стратегiї замiсть тiєї, яка дає найбiльший
виграш (за деякої невизначеностi). Максимiзуючи цi втрати за невизначенi-
стю, отримаємо:

𝑟𝑖𝑗 =max
𝑦∈𝑌

𝑟𝑖𝑗(𝑦) = max
𝑦∈𝑌

(max
𝑖

𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦)− 𝑓 1

𝑖𝑗(𝑦)) = max
𝑦∈𝑌

max
𝑖

𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦)−min

𝑦∈𝑌
𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦) =

=max
𝑦∈𝑌

max
𝑖

𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦)− (𝑎𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗).

При використаннi даного критерiю завдання першого гравця полягає в тому,
щоб мiнiмiзувати свої максимально можливi втрати 𝑟𝑖𝑗. Це означає, що при
будь-якому 𝑗 вiн повинен обирати свою стратегiю 𝑖 з умови

min
𝑖

𝑟𝑖𝑗.

Цей критерiй ґрунтується на тому ж пiдходi, що й ММ-критерiй: гравець
розраховує на реалiзацiю "найгiршої"невизначеностi, i своїми зусиллями
домагається зменшення її впливу на свiй виграш. Таким чином, цей критерiй
доцiльно використовувати в тих же випадках, що й ММ-критерiй, тобто
коли нiчого не вiдомо про розподiл невизначеностi, необхiдно виключити
будь-який ризик або гра реалiзується єдиний раз. У тому випадку, коли
невизначенiсть розподiлена неперервно, критерiй мiнiмаксного жалю взагалi
збiгатиметься з мiнiмаксним критерiєм. Дiйсно,

max
𝑦∈𝑌

max
𝑖

𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦) = 𝑐𝑗,

тобто це деяке число для кожної фiксованої стратегiї другого гравця 𝑗. Тодi

min
𝑖

𝑟𝑖𝑗 = min
𝑖
(𝑐𝑗 − (𝑎𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗)) = 𝑐𝑗 −max

𝑖
(𝑎𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗).
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Це означає, що перший гравець повинен обирати свою стратегiю з умови

max
𝑖

(𝑎𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗),

що збiгається з умовою для ММ-критерiю.

2.2.5 Критерiй песимiзму-оптимiзму (Гурвiца)

Цей критерiй є похiдним вiд критерiїв песимiзму та оптимiзму. Гра-
вець обирає коефiцiєнт довiри критерiю песимiзму 𝑐 ∈ [0,1], тодi елементи
матрицi очiкуваних виграшiв вважаються рiвними

𝑓 1
𝑖𝑗 = 𝑐min

𝑦∈𝑌
𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦)+(1−𝑐)max

𝑦∈𝑌
𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦) = 𝑐(𝑎𝑖𝑗−𝛼𝑖𝑗)+(1−𝑐)(𝑎𝑖𝑗+𝛼𝑖𝑗) = 𝑎𝑖𝑗+(1−2𝑐)𝛼𝑖𝑗.

Очевидно, при 𝑐 = 1 критерiй Гурвiца перетворюється на ММ-критерiй,
а при 𝑐 = 0 – на критерiй "азартного гравця". Загалом питання вибору
вагового коефiцiєнта 𝑐 є досить складним. Зазвичай беруть його середнє зна-
чення, що дорiвнює 1

2 . Але тодi матриця очiкуваних виграшiв збiгатиметься
з вихiдною матрицею A, оскiльки

𝑓 1
𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + (1− 2 · 1

2
)𝛼𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 0 · 𝛼𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗.

Потiм для будь-якого 𝑗 стратегiя першого гравця 𝑖 обирається з умови

max
𝑖

𝑓 1
𝑖𝑗.

Принцип Гурвiца представляє собою "урiвноважену"позицiю, оскiльки вра-
ховує можливiсть реалiзацiї як "хороших так i "поганих"для гравця неви-
значеностей. Даний критерiй варто застосовувати, якщо про появу неви-
значеностей нiчого невiдомо, допустимий певний ризик i гра повторюється
невелику кiлькiсть разiв.
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2.2.6 Критерiй Ходжа-Лемана

Цей критерiй спирається одночасно на ММ-критерiй та критерiй
Баєса-Лапласа. Обирається коефiцiєнт довiри використовуваному закону
розподiлу невизначеностi 𝑐 ∈ [0,1]. Залежно вiд його величини, домiнує
критерiй Баєса-Лапласа або ММ-критерiй. Елементи матрицi очiкуваних
виграшiв матимуть вигляд

𝑓 1
𝑖𝑗 = 𝑐(𝑎𝑖𝑗 +

∫︁ 𝛼𝑖𝑗

−𝛼𝑖𝑗

𝑦𝑔𝜂(𝑦)𝑑𝑦) + (1− 𝑐)min
𝑦

𝑓 1
𝑖𝑗(𝑦) =

= 𝑐(𝑎𝑖𝑗 +

∫︁ 𝛼𝑖𝑗

−𝛼𝑖𝑗

𝑦𝑔𝜂(𝑦)𝑑𝑦) + (1− 𝑐)(𝑎𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗) =

= 𝑎𝑖𝑗 + 𝑐

∫︁ 𝛼𝑖𝑗

−𝛼𝑖𝑗

𝑦𝑔𝜂(𝑦)𝑑𝑦 − (1− 𝑐)𝛼𝑖𝑗.

Потiм аналогiчно до попереднiх випадкiв гравець обирає свою стратегiю
так, щоб за будь-якої фiксованої стратегiї iншого гравця максимiзувати
очiкуваний виграш. Вибiр коефiцiєнта довiри, як i в критерiї Гурвiца, зали-
шається на розсуд гравцiв. Критерiй Ходжа-Лемана застосовується в тих
випадках, коли

1) закон розподiлу невизначеностi достеменно невiдомий, але деякi при-
пущення щодо нього можливi;

2) гра реалiзується велику кiлькiсть разiв;
3) допустимий певний ризик, якщо гра реалiзується невелику кiлькiсть

разiв.

2.3 Робастний пiдхiд

У класичнiй теорiї iгор для задач з повною iнформацiєю припускається,
що всi параметри гри, включаючи виграшнi функцiї гравцiв, є вiдомими. В
умовах неповної iнформацiї, модель Харсанi [1] замiнює невiдомi параметри
випадковими величинами з вiдомими розподiлами й запроваджує поняття
типiв гравцiв. Цей пiдхiд дозволяє зберiгати математичну строгiсть, але ви-
магає виконання сильного припущення про iснування спiльного апрiорного
розподiлу, який є загальновiдомим для всiх гравцiв.
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Однак у багатьох реальних сценарiях (наприклад, в економiцi, телеко-
мунiкацiйних мережах або системах безпеки) учасники гри не мають точних
i достовiрних статистичних даних про невизначенi параметри. У таких
випадках використання iмовiрнiсної моделi є не тiльки непродуктивним, але
й потенцiйно хибним. У вiдповiдь на цi виклики було розроблено робастний
пiдхiд, який уникає потреби у статистичних припущеннях.

Робастна оптимiзацiя, як узагальнення принципу мiнiмаксу [4], пе-
редбачає, що кожен гравець прагне максимiзувати свiй гiрший можливий
очiкуваний виграш з-помiж усiх допустимих реалiзацiй невiдомих пара-
метрiв. Таким чином, робастний пiдхiд природно враховує епiстемiчну
невизначенiсть (невизначенiсть через брак знання), що вiдрiзняє його вiд
байєсiвського (стохастичного) пiдходу.

У статтi [5] авторами вперше формалiзовано модель робастної гри
як гру з неповною iнформацiєю, в якiй замiсть розподiлiв заданi множи-
ни невизначеностi параметрiв виграшу. Кожен гравець обирає стратегiю,
максимiзуючи свiй виграш у найгiршому сценарiї в межах цiєї множини.
Такий пiдхiд забезпечує гарантований результат незалежно вiд iмовiрнiсної
природи невизначеностi та дозволяє уникнути надмiрно консервативних
стратегiй, характерних для класичного мiнiмаксного аналiзу.

На вiдмiну вiд ex post рiвноваг, якi можуть не iснувати при вiдсутностi
розподiльчої iнформацiї [? ], у робастних iграх автори доводять iснування
робастно-оптимiзацiйної рiвноваги у випадку скiнченного простору дiй i
обмеженої множини невизначеностi. Це дає вагому мотивацiю до використа-
ння робастного пiдходу як альтернативи традицiйним моделям у складних
сценарiях з невизначеними або нечiтко визначеними даними.

2.3.1 Робастна лiнiйна оптимiзацiя

Робастна (стiйка) оптимiзацiя — це пiдхiд до задач математично-
го програмування, який дозволяє враховувати невизначенiсть параметрiв
моделi без використання ймовiрнiсного опису цiєї невизначеностi. Нехай
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розглядається задача оптимiзацiї:

max
𝑥

𝑓(𝑥)

s.t. 𝑥 ∈ 𝑋(𝛿1, . . . , 𝛿𝜔),

де 𝑥 — вектор керованих змiнних, 𝑋(·) — область допустимих рiшень, яка
залежить вiд параметрiв 𝛿𝑖. У номiнальнiй задачi цi параметри фiксованi,
але в реальностi їх значення можуть бути невiдомими та належати деякiй
множинi невизначеностi 𝑈 .

Робастний аналог задачi формулюється так:

max
𝑥

𝑓(𝑥)

s.t. 𝑥 ∈ 𝑋(𝛿1, . . . , 𝛿𝜔), ∀(𝛿1, . . . , 𝛿𝜔) ∈ 𝑈.

Тобто розв’язок має залишатися допустимим для будь-якого допустимого
сценарiю параметрiв з множини 𝑈 .

Загальна постановка робастної лiнiйної задачi виглядає так:

max
𝑥

𝑐⊤𝑥

s.t. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, ∀𝐴 ∈ 𝑈,

𝑥 ∈ 𝑆,

де 𝑈 — полiедральна множина невизначеностi для матрицi коефiцiєнтiв 𝐴, 𝑆
— допустима множина для 𝑥. У [6] було доведено, що така задача еквiвалентна
номiнальнiй задачi з бiльшим розмiром (розширеним простором змiнних),
але її все одно можна розв’язувати як задачу лiнiйного програмування.

2.3.2 Формалiзацiя робастної моделi гри

Розглядається гра з 𝑁 гравцями, кожен з яких має скiнченну множину
дiй 𝐴𝑖 = {1, 2, . . . , 𝑎𝑖}, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . Гравець 𝑖 обирає змiшану стратегiю
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𝑥𝑖 ∈ 𝑆𝑎𝑖, де

𝑆𝑎𝑖 :=

{︃
𝑥𝑖 ∈ R𝑎𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑥𝑖 ≥ 0,

𝑎𝑖∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 = 1

}︃
,

а повний профiль стратегiй позначається через 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑁) ∈ 𝑆 :=∏︀𝑁
𝑖=1 𝑆𝑎𝑖.

Нехай 𝑃 — багатовимiрний тензор виграшiв 𝑃 𝑖 ∈ R𝑎1×···×𝑎𝑁 для ко-
жного гравця 𝑖, який є невiдомим, але належить до компактної множини
невизначеностi 𝒰 ⊂ R𝑁 ·𝑎1···𝑎𝑁 , тобто

𝑃 = (𝑃 1, . . . , 𝑃𝑁) ∈ 𝒰 .

Очiкуваний виграш гравця 𝑖 при профiлi стратегiй 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑁) i фiксо-
ваному 𝑃 визначається як:

𝜋𝑖(𝑃 ;𝑥1, . . . , 𝑥𝑁) =

𝑎1∑︁
𝑗1=1

· · ·
𝑎𝑁∑︁

𝑗𝑁=1

𝑃 𝑖
𝑗1,...,𝑗𝑁

·
𝑁∏︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑗𝑘.

У моделi з неповною iнформацiєю припускаємо, що гравцi знають
лише множину 𝒰 можливих реалiзацiй параметра 𝑃 , без жодної ймовiрнiсної
iнформацiї. Кожен гравець дотримується принципу робастної оптимiзацiї:
вiн вибирає таку стратегiю, яка максимiзує його найгiрший можливий
очiкуваний виграш, тобто:

max
𝑥𝑖∈𝑆𝑎𝑖

inf
𝑃∈𝒰

𝜋𝑖(𝑃 ;𝑥1, . . . , 𝑥𝑁).

Нехай 𝑥−𝑖 позначає вектор стратегiй усiх гравцiв, крiм 𝑖. Тодi найкра-
ща вiдповiдь гравця 𝑖 у робастному сенсi задається як:

ℬ𝑖(𝑥−𝑖) := arg max
𝑥𝑖∈𝑆𝑎𝑖

inf
𝑃∈𝒰

𝜋𝑖(𝑃 ;𝑥−𝑖, 𝑥𝑖).

Означення 2.1. Профiль стратегiй 𝑥* = (𝑥*1, . . . , 𝑥
*
𝑁) ∈ 𝑆 називається

робастно-оптимiзацiйною рiвновагою, якщо для кожного 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑁}
має мiсце:

𝑥*𝑖 ∈ ℬ𝑖(𝑥
*
−𝑖).
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Iншими словами, жоден гравець не може полiпшити свiй найгiрший
очiкуваний виграш, односторонньо змiнюючи свою стратегiю.

На вiдмiну вiд баєсiвської моделi Харсанi, де гравцi максимiзують
математичне сподiвання E𝑃 [𝜋𝑖(𝑃 ;𝑥)] за вiдомим апрiорним розподiлом 𝑃 ∼
𝜇, в представленiй моделi не вимагається жодної ймовiрнiсної iнформацiї.
Вся iнформацiя про 𝑃 обмежується множиною можливих реалiзацiй 𝒰 , яка
є спiльновiдомою.

Таким чином, робастна модель гри природно узагальнює класичну
модель Неша на випадок невизначеностi у виграшах, без потреби в ймо-
вiрностях, i водночас не вимагає надзвичайно сильних умов, як у випадку
ex post рiвноваг. Робастно-оптимiзацiйна рiвновага завжди iснує за певних
умов (про це детальнiше у наступному роздiлi), що робить її придатним
концептом для застосування в практичних задачах стратегiчної взаємодiї в
умовах невизначеностi.

На вiдмiну вiд класичних мiнiмакс стратегiй, якi мають конфлiкт з
концепцiєю рiвноваги (оскiльки припускають ворожiсть iнших гравцiв), в
описанiй моделi робастнiсть стосується лише невизначеностi параметрiв, але
не стратегiчної поведiнки опонентiв. Гравець припускає найгiрший сценарiй
виграшiв при фiксованiй поведiнцi iнших гравцiв, яка є вiдомою.

Зауваження 2.1. "Природа"(невiдомi параметри) не є активним гравцем,
а тому не має конфлiкту з принципом рiвноваги.

Таким чином, поєднання концепцiй рiвноваги та робастної оптимiзацiї
є логiчно узгодженим i дозволяє моделювати поведiнку гравцiв у складних
ситуацiях без статистичних припущень.

2.3.3 Iснування рiвноваги в кiнцевих робастних iграх

Однiєю з головних переваг робастної моделi гри є те, що вона дозволяє
гарантувати iснування рiвноваги за досить слабких припущень. Незважаю-
чи на те, що ex post рiвноваги можуть не iснувати у загальному випадку
(оскiльки вони вимагають оптимальностi при усiх реалiзацiях параметрiв),
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робастно-оптимiзацiйнi рiвноваги завжди iснують для кiнцевих iгор з обме-
женою множиною невизначеностi.

Розглядається гра з 𝑁 гравцями, кожен з яких має скiнченну мно-
жину дiй 𝐴𝑖 = {1, . . . , 𝑎𝑖}. Гравцi обирають змiшанi стратегiї 𝑥𝑖 ∈ 𝑆𝑎𝑖, як
було визначено ранiше. Виграшi задаються тензорами 𝑃 𝑖, що належать до
спiльної множини невизначеностi 𝒰 ⊂ R𝑁 ·𝑎1···𝑎𝑁 .

У моделi робастної гри кожен гравець прагне максимiзувати свiй
найгiрший можливий очiкуваний виграш:

𝑥*𝑖 ∈ arg max
𝑥𝑖∈𝑆𝑎𝑖

inf
𝑃∈𝒰

𝜋𝑖(𝑃 ;𝑥*−𝑖, 𝑥𝑖).

Теорема 2.1 (Iснування рiвноваги у робастнiй грi). [5]
Нехай:

1) 𝑁 < ∞ — скiнченне число гравцiв;
2) 𝑎𝑖 < ∞ — скiнченне число дiй у кожного гравця 𝑖;
3) 𝒰 ⊂ R𝑁 ·𝑎1···𝑎𝑁 — непорожня, компактна (замкнена та обмежена)

множина допустимих тензорiв виграшiв.

Тодi iснує робастно-оптимiзацiйна рiвновага 𝑥* = (𝑥*1, . . . , 𝑥
*
𝑁) ∈ 𝒮.

Iнтуїтивно, ця рiвновага описує ситуацiю, коли кожен гравець обрав
таку стратегiю, яка максимiзує його виграш у найгiршому сценарiї невизна-
ченостi, з урахуванням стратегiй iнших гравцiв.

Важливо пiдкреслити, що ця теорема забезпечує унiверсальне iснуван-
ня рiвноваги у широкому класi iгор з невизначеними виграшами, незалежно
вiд того, наскiльки складною є множина 𝒰 . Це робить робастну модель осо-
бливо привабливою для застосування в практичних задачах, де ймовiрнiсна
iнформацiя недоступна або ненадiйна.

2.3.4 Обчислення рiвноваги у кiнцевих робастних iграх

Нехай 𝑁 – кiлькiсть гравцiв, 𝑎𝑖 – кiлькiсть чистих стратегiй 𝑖-го гравця.
Кожен гравець 𝑖 обирає змiшану стратегiю 𝑥𝑖 ∈ ∆𝑎𝑖, де ∆𝑎𝑖 – стандартний
симплекс:
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∆𝑎𝑖 =

{︃
𝑥𝑖 ∈ R𝑎𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑎𝑖∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑥𝑖𝑗 ≥ 0

}︃
.

В класичному випадку, коли виграшнi функцiї вiдомi точно, очiкува-
ний виграш 𝑖-го гравця обчислюється як

𝜋𝑖(𝑥) =
∑︁

𝑗1,...,𝑗𝑁

𝑃𝑖(𝑗1, . . . ,𝑗𝑁)
𝑁∏︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑗𝑘,

де 𝑃𝑖 – задана матриця виграшiв гравця 𝑖. Профiль змiшаних стратегiй
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁) є рiвновагою Неша тодi й лише тодi, коли кожен гравець не
може покращити свiй виграш, однобiчно вiдхилившись до будь-якої чистої
стратегiї.

У випадку робастної гри матриця виграшiв 𝑃𝑖 невiдома точно; при-
пускається, що вона належить множинi допустимих значень 𝑈 . Типовий
приклад – полiедральна множина, наприклад:

𝑈 = {𝑃 |𝐺 · 𝑣𝑒𝑐(𝑃 ) ≤ 𝑑} .

Визначаємо “виграш у найгiршому випадку” як

𝜌𝑖(𝑥) = inf
𝑃∈𝑈

𝜋𝑖(𝑃 ;𝑥),

де 𝜋𝑖(𝑃 ;𝑥) означає очiкуваний виграш 𝑖-го гравця при профiлi стра-
тегiй 𝑥 та фiксованiй матрицi виграшу 𝑃 .

Гравець 𝑖 прагне максимiзувати 𝜌𝑖(𝑥), припускаючи, що природа обере
такий 𝑃 ∈ 𝑈 , який мiнiмiзує його очiкуваний виграш.

Для кожного 𝑖 визначимо множину вершин полiедра 𝑈 як 𝐺(1), . . . , 𝐺(𝑘).
Через лiнiйнiсть функцiї 𝜋𝑖(𝑃 ;𝑥) за 𝑃 , мiнiмум по 𝑈 досягається на однiй
iз вершин. Тодi:

inf
𝑃∈𝑈

𝜋𝑖(𝑃 ;𝑥) = min
ℓ=1,...,𝑘

𝜋𝑖(𝐺(ℓ);𝑥).
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Вводимо допомiжну змiнну 𝑧𝑖, яка представляє найгiрший очiкуваний
виграш гравця 𝑖 за профiлю 𝑥. Для зручностi додаємо також змiнну 𝜑𝑖 з
умовою 𝑧𝑖 = 𝜑𝑖. Щоб зберегти лiнiйнiсть, переписуємо мiнiмум у виглядi:

𝑧𝑖 ≤ 𝜋𝑖(𝐺(ℓ);𝑥), ∀ℓ = 1, . . . ,𝑘.

Крiм того, для кожного гравця вводимо вектор 𝜃𝑖 ∈ ∆𝑘 – барицен-
тричнi координати, що дозволяють описати змiшану стратегiю “природи” у
просторi вершин 𝐺(ℓ):

𝜃𝑖 ∈

{︃
𝜃 ∈ R𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
ℓ=1

𝜃ℓ = 1, 𝜃ℓ ≥ 0

}︃
.

Щоб гарантувати вiдсутнiсть стимулу до вiдхилення в будь-яку чисту
стратегiю 𝑒𝑗𝑖, вимагається:

𝑘∑︁
ℓ=1

𝜃𝑖ℓ 𝜋𝑖(𝐺(ℓ);𝑥−𝑖, 𝑒𝑗𝑖) ≤ 𝜑𝑖, ∀𝑗𝑖 = 1, . . . ,𝑎𝑖.

Отже, для кожного 𝑖 = 1, . . . ,𝑁 cформульовано таку систему:

𝑧𝑖 = 𝜑𝑖

𝑧𝑖 − 𝜋𝑖
(︀
𝐺(ℓ;x1, . . . ,x𝑁)

)︀
≤ 0, ℓ = 1, . . . , 𝑘

e⊤x𝑖 = 1

x𝑖 ≥ 0

e⊤𝜃𝑖 = 1

𝑘∑︁
ℓ=1

𝜃𝑖ℓ𝜋𝑖
(︀
𝐺(ℓ;x−𝑖, e𝑖𝑗𝑖)

)︀
− 𝜑𝑖 ≤ 0, 𝑗𝑖 = 1, . . . , 𝑎𝑖

𝜃𝑖 ≥ 0

(2.1)

Усi разом цi умови формують систему, рiшення якої дають профiлi
стратегiй 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑁), що є робастно-оптимiзацiйною рiвновагою. Дода-
тковi змiннi 𝑧𝑖, 𝜑𝑖 та 𝜃𝑖 не входять у фiнальний профiль, але є критичними
для його перевiрки та побудови.
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Змiнна 𝜃𝑖 вiдiграє роль координатного представлення “найгiршого
сценарiю” для 𝑖-го гравця в термiнах вершин полiедра 𝑈 . Це дозволяє
уникнути явної мiнiмiзацiї та забезпечити лiнiйнiсть усiєї системи. Вектор 𝜃𝑖

можна також розглядати як двоїстий розв’язок вiдповiдної задачi природи
– тобто лiнiйної програми min𝑃∈𝑈 𝜋𝑖(𝑃 ;𝑥).

2.4 Програмна реалiзацiя

Було програмно реалiзовано обчислювальний метод для знаходже-
ння робастно-оптимiзацiйних рiвноваг у скiнченних iграх мовою Python.
Вiдповiдний код наведено в додатку А (див. стор. 49).

2.4.1 Система мультилiнiйних рiвностей та нерiвностей

Система включає наступнi змiннi для гри двох гравцiв з 𝑎𝑅 дiями
для Гравця R та 𝑎𝐶 дiями для Гравця C, а також 𝑘 екстремальних точок
множини невизначеностi:

• 𝑥𝑅 ∈ R𝑎𝑅: Змiшана стратегiя (розподiл ймовiрностей для дiй) для
Гравця R.

• 𝑥𝐶 ∈ R𝑎𝐶 : Змiшана стратегiя для Гравця C.
• 𝑧𝑅 ∈ R: Скалярне значення, що представляє очiкувану виплату у

найгiршому випадку, яку прагне максимiзувати Гравець R.
• 𝑧𝐶 ∈ R: Скалярне значення, що представляє очiкувану виплату у

найгiршому випадку, яку прагне максимiзувати Гравець C.
• 𝜃𝑅 ∈ R𝑘: Розподiл ймовiрностей, що представляє переконання Гравця

R щодо того, яку екстремальну точку Природа (супротивник) обере,
щоб мiнiмiзувати виплату Гравця R, за заданої стратегiї супротивника
𝑥𝐶 .

• 𝜃𝐶 ∈ R𝑘: Аналогiчно, розподiл ймовiрностей для переконань Гравця
C щодо вибору Природи проти 𝑥𝑅.

• 𝜑𝑅 ∈ R: Допомiжна скалярна змiнна для Гравця R, що представляє
мiнiмальну очiкувану виплату, яку Гравець R може досягти (вибравши
оптимальну чисту стратегiю або її сумiш) проти 𝑥𝐶 , коли Природа
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обирає найгiрший розподiл 𝜃𝑅 над екстремальними точками.
• 𝜑𝐶 ∈ R: Допомiжна скалярна змiнна для Гравця C з аналогiчною

iнтерпретацiєю.

Загальна кiлькiсть змiнних у задачi оптимiзацiї становить 𝑎𝑅 + 𝑎𝐶 + 2𝑘 + 4.

Кортеж (𝑥𝑅,𝑥𝐶 , 𝑧𝑅, 𝑧𝐶 ,𝜃𝑅,𝜃𝐶 , 𝜑𝑅, 𝜑𝐶) становить рiвновагу надiйної
оптимiзацiї, якщо вiн задовольняє наступний набiр умов, адаптованих iз
cистеми (2.1):

Для кожного гравця 𝑖 ∈ {𝑅,𝐶}:

(i) Обмеження дiйсностi стратегiй: Змiшанi стратегiї повиннi бути
дiйсними розподiлами ймовiрностей:

𝑎𝑖∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 = 1 (2.2)

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 ∀𝑗 = 1, . . . , 𝑎𝑖 (2.3)

(ii) Визначення виплати у найгiршому випадку: Змiнна 𝑧𝑖 повинна
бути меншою або рiвною очiкуванiй виплатi, яку гравець 𝑖 отримує
за будь-якої реалiзацiї невизначеностi, що вiдповiдає екстремальнiй
точцi 𝐺(𝑠), враховуючи змiшанi стратегiї (𝑥𝑅,𝑥𝐶):

𝑧𝑖 − (𝑥𝑅)𝑇𝑃 𝑖(𝐺(𝑠))𝑥𝐶 ≤ 0 ∀𝑠 = 1, . . . , 𝑘 (2.4)

Гравець 𝑖 прагне максимiзувати цю 𝑧𝑖. Оскiльки функцiя очiкуваної
виплати 𝜋𝑖(·;𝑥𝑅,𝑥𝐶) є лiнiйною щодо невизначених параметрiв (для
фiксованих стратегiй), її мiнiмум над гiперпрямокутником 𝑈𝑓 досяга-
ється в однiй з екстремальних точок 𝐺(𝑠). Таким чином, задоволення
цiєї умови для всiх 𝑠 гарантує 𝑧𝑖 ≤ min𝐺(𝑠) 𝜋

𝑖(𝐺(𝑠);𝑥𝑅,𝑥𝐶).
(iii) Допомiжна змiнна 𝜑𝑖 та обмеження для ваг Природи 𝜃𝑖: Цi умо-

ви стосуються оцiнки гравцем 𝑖 своїх чистих стратегiй проти змiшаної
стратегiї супротивника 𝑥−𝑖 та вибору Природи як супротивника для
розподiлу сценарiїв 𝜃𝑖. Ваги 𝜃𝑖 повиннi формувати дiйсний розподiл
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ймовiрностей:

𝑘∑︁
𝑙=1

𝜃𝑖𝑙 = 1 (2.5)

𝜃𝑖𝑙 ≥ 0 ∀𝑙 = 1, . . . , 𝑘 (2.6)

Для кожної чистої стратегiї 𝑗𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑎𝑖} гравця 𝑖 (представленої
одиничним вектором 𝑒𝑗𝑖), очiкувана виплата, усереднена за екстре-
мальними точками з використанням ваг 𝜃𝑖𝑠, повинна бути не бiльшою
за 𝜑𝑖:

𝑘∑︁
𝑠=1

𝜃𝑖𝑠
(︀
(𝑒𝑗𝑖)

𝑇𝑃 𝑖(𝐺(𝑠))𝑥𝐶
)︀
− 𝜑𝑅 ≤ 0 (для гравця 𝑖 = 𝑅) (2.7)

𝑘∑︁
𝑠=1

𝜃𝑖𝑠
(︀
(𝑥𝑅)𝑇𝑃 𝑖(𝐺(𝑠))𝑒𝑗𝑖

)︀
− 𝜑𝐶 ≤ 0 (для гравця 𝑖 = 𝐶) (2.8)

Гравець 𝑖 обирає 𝜃𝑖 так, щоб мiнiмiзувати лiву частину цих нерiвностей
(фактично, мiнiмiзувати свою виплату вiд чистих стратегiй), а 𝜑𝑖 є
значенням цього мiнiмуму.

(iv) Умова узгодженостi рiвноваги: Основна умова рiвноваги пов’язує
𝑧𝑖 та 𝜑𝑖:

𝑧𝑖 − 𝜑𝑖 = 0 (2.9)

Ця рiвнiсть гарантує, що виплата 𝑧𝑖 (досягнута гравцем 𝑖 за допомогою
змiшаної стратегiї 𝑥𝑖 проти 𝑥−𝑖 та Природи у найгiршому випадку) є
дiйсно найкращою для гравця 𝑖. Тобто, жодна чиста стратегiя 𝑗𝑖 (чиє
значення у найгiршому випадку вiдображено 𝜑𝑖) не може принести
кращу виплату, нiж 𝑧𝑖. Це означає, що 𝑥𝑖 є найкращою вiдповiддю.

2.4.2 Знаходження розв’язку

Система з 𝑁𝐸 рiвностей ℎ𝑚(𝑦) = 0 та 𝑁𝐼 нерiвностей 𝑔𝑛(𝑦) ≤ 0 (де 𝑦 є
вектором усiх змiнних) перетворюється на єдину скалярну цiльову функцiю
𝐻(𝑦). Це досягається шляхом пiдсумовування квадратiв порушень кожного
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обмеження:

𝐻(𝑦) =

𝑁𝐸∑︁
𝑚=1

(ℎ𝑚(𝑦))
2 +

𝑁𝐼∑︁
𝑛=1

(max(0, 𝑔𝑛(𝑦)))
2 (2.10)

Рiвновага 𝑦* вважається знайденою, якщо 𝐻(𝑦*) = 0 (або, на практицi,
𝐻(𝑦*) < 𝜖 для деякої малої допустимої похибки 𝜖). Зокрема

• Обмеження рiвностi (2.2), (2.5), (2.9) вносять члени, такi як ((
∑︀

𝑥𝑖𝑗)−
1)2 та (𝑧𝑖 − 𝜑𝑖)2.

• Обмеження нерiвностi (2.3), (2.6) (переписанi як −𝑥𝑖𝑗 ≤ 0,−𝜃𝑖𝑙 ≤ 0)
вносять члени, такi як (max(0,−𝑥𝑖𝑗))

2.
• Обмеження нерiвностi (2.4), (2.7), (2.8) вносять члени, такi як (max(0, 𝑧𝑖−
𝜋𝑖(. . . )))2.

Штрафний множник 𝑀𝑝 (наприклад, 𝑀𝑝 = 100) застосовується до квадратiв
порушень обмежень нормалiзацiї (2.2), (2.5) та невiд’ємностi (2.3), (2.6), щоб
суворо забезпечити їхнє дотримання пiд час оптимiзацiї.

Для використання ефективних градiєнтних алгоритмiв оптимiзацiї
потрiбен градiєнт ∇𝐻(𝑦) штрафної функцiї. Замiсть ручного виведення
цих складних градiєнтiв, використано автоматичне диференцiювання. Уся
штрафна функцiя 𝐻(𝑦) будується з використанням операцiй, визначених у
бiблiотецi PyTorch. PyTorch потiм може автоматично обчислювати точнi
частковi похiднi 𝐻(𝑦) щодо кожної компоненти 𝑦, вiдстежуючи обчислю-
вальний граф. Це забезпечує точнi градiєнти, що є важливим для збiжностi
та продуктивностi алгоритму оптимiзацiї.

Безумовна мiнiмiзацiя 𝐻(𝑦) виконується за допомогою квазiньютонiв-
ського методу, а саме алгоритму L-BFGS-B, реалiзованого у ’scipy.optimize.minimize’.
Цей алгоритм iтеративно шукає локальний мiнiмум 𝐻(𝑦). Метод L-BFGS-B
вимагає значення цiльової функцiї 𝐻(𝑦) та її градiєнта ∇𝐻(𝑦) на кожнiй iте-
рацiї. Вiн також може обробляти простi обмеження типу "коробка"для змiн-
них, якi використовуються для безпопосереднього забезпечення 0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 1

та 0 ≤ 𝜃𝑖𝑙 ≤ 1, доповнюючи штрафнi члени для цих обмежень. Оптимiзацiя
припиняється, коли покращення в 𝐻(𝑦) або норма градiєнта падає нижче
заздалегiдь визначеної допустимої похибки, або досягнута максимальна кiль-
кiсть iтерацiй. Розв’язок 𝑦* вважається успiшним, якщо кiнцеве значення
штрафної функцiї 𝐻(𝑦*) дуже близьке до нуля (використано < 10−9).
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Описана задача оптимiзацiї зазвичай є неопуклою [5], що означає:
результати локальної оптимiзацiї, зокрема за допомогою методiв типу L-
BFGS-B, можуть залежати вiд вибраної початкової точки 𝑦0 i призводити
до рiзних локальних мiнiмумiв. Оскiльки в iгрових моделях може iснувати
множиннiсть рiвноваг, у цьому контекстi застосовується стратегiя мульти-
стартiв, яка допомагає охопити бiльшу частину простору розв’язкiв.

Ця стратегiя передбачає багаторазовий запуск оптимiзацiї з рандо-
мiзованими початковими припущеннями. Для кожного запуску початкова
точка 𝑦0 генерується випадковим чином. Щоб гарантувати, що компоненти
векторiв ймовiрностей (а саме, змiшанi стратегiї 𝑥𝑖 та ваги природи 𝜃𝑖) рiв-
номiрно розподiленi по ймовiрносному симплексi – тобто є невiд’ємними та
такими, що сумуються до одиницi – використовується рiвномiрний розподiл
Дiрiхле.

Кожен успiшний запуск, при якому виконується критерiй збiжностi
𝐻(𝑦*) < 𝜖, дає кандидат на рiвновагу. Щоб побудувати множину унiкальних
рiвноваг, усi знайденi розв’язки порiвнюються мiж собою: новий розв’язок
(𝑥𝑅,𝑥𝐶) додається до множини лише в тому випадку, якщо вiн суттєво
вiдрiзняється вiд наявних, зокрема якщо евклiдова вiдстань до будь-якого
вже знайденого профiлю перевищує наперед заданий порiг подiбностi (на-
приклад, 10−3).

2.5 Приклади

2.5.1 Робастна задача iнспекцiї

Постановка задачi

Розглянемо класичну гру iнспекцiї, адаптовану до випадку з неви-
значеними параметрами, за пiдходом робастної оптимiзацiї. У грi беруть
участь два гравцi:

• Рядовий працiвник (гравець 1), який може працювати або ухилятися.
• Роботодавець (гравець 2), який може перевiряти або не перевiряти.
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Обидва гравцi вибирають свої дiї одночасно. Роботодавець може уни-
кнути виплати заробiтної плати 𝑤 працiвнику, якщо виявить факт ухиляння.
Якщо ж працiвник працює, вiн отримує 𝑤 незалежно вiд того, чи була пере-
вiрка. Однак роботодавець отримує вигоду 𝑣 лише в разi, якщо працiвник
працює. Також враховується:

• 𝑔 – вартiсть (опортунiстичнi втрати) для працiвника у випадку роботи,
• ℎ – вартiсть перевiрки для роботодавця.

Усi параметри 𝑔, ℎ, 𝑣 вважаються невизначеними, але вiдомо, що вони
належать обмеженим iнтервалам:

𝑔 ∈ [𝑔, 𝑔], ℎ ∈ [ℎ, ℎ], 𝑣 ∈ [𝑣, 𝑣].

Таким чином, задача є грою з неповною iнформацiєю, де замiсть
апрiорного розподiлу гравцi мають лише iнтервальний опис невизначеностi.

Матрична форма гри з невизначенiстю

Позначимо дiї гравцiв наступним чином:

• Працiвник: S – ухиляється, W – працює.
• Роботодавець: I – перевiряє, N – не перевiряє.

Матриця виграшiв має вигляд:

𝑈 =

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝ (0, − ℎ) (𝑤, − 𝑤)

(𝑤 − 𝑔, 𝑣 − 𝑤 − ℎ) (𝑤 − 𝑔, 𝑣 − 𝑤)

⎞⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑔 ∈ [𝑔, 𝑔], 𝑣 ∈ [𝑣, 𝑣], ℎ ∈ [ℎ, ℎ]

⎫⎪⎬⎪⎭
де перший компонент у кожнiй клiтинцi – виграш працiвника, другий

– роботодавця.
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Робастна постановка та рiвновага

Гравцi використовують стратегiчний пiдхiд на основi робастної опти-
мiзацiї, тобто:

• кожен гравець припускає, що природа вибирає найгiрший для нього
сценарiй (найгiрше 𝑔,𝑣,ℎ з точки зору його очiкуваної вигоди),

• стратегiя вибирається так, щоб максимiзувати найгiршу можливу
очiкувану вигоду.

Формально, стратегiя гравця 𝑖 (𝑖 = 1,2) є розв’язком задачi:

𝑥*𝑖 ∈ arg max
𝑥𝑖∈Δ𝑖

min
𝑃∈𝑈

E𝑥[виграш𝑖(𝑃 )]

де ∆𝑖 – симплекс змiшаних стратегiй, 𝑃 – конкретна реалiзацiя матрицi
виграшiв.

Чисельна iлюстрацiя

Нехай:

𝑤 = 15, 𝑔 = 8, 𝑔 = 12, 𝑣 = 30, 𝑣 = 40, ℎ = 3, ℎ = 7.

У цьому випадку множина матриць виграшiв визначається як опуклий
паралелепiпед у просторi 3 параметрiв. Iснує один робастно-оптимiзацiйний
рiвноважний розподiл:

• Працiвник вибирає S з ймовiрнiстю 𝑝* = ℎ
𝑤 = 7

15 ≈ 0.47.
• Роботодавець вибирає I з ймовiрнiстю 𝑞* = 𝑔

𝑤 = 12
15 = 0.8.

Це стратегiя, яка максимiзує найгiрший можливий очiкуваний виграш
для обох гравцiв, беручи до уваги всю множину 𝑈 .
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2.5.2 Робастна задача «безбiлетника»

Постановка задачi

Розглянемо симетричну версiю класичної задачi безбiлетника з двома
гравцями. Кожен з гравцiв одночасно приймає рiшення:

• 1 – внести вклад у створення суспiльного блага;
• 2 – утриматися вiд внеску.

Якщо принаймнi один iз гравцiв вносить вклад, суспiльне благо ство-
рюється, i обидва отримують виграш 1. Гравець, який робить внесок, несе
витрати 𝑐, якi є не точно вiдомими, але належать вiдомому iнтервалу:

𝑐 ∈ [𝑐−∆, 𝑐+∆]

тобто маємо робастну невизначенiсть. Це iнформацiя загальновiдома
обом гравцям.

Множина невизначених виграшiв

Множина можливих реалiзацiй виграшiв визначається наступною
параметризованою матрицею:

𝑈 =

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝(1− 𝑐, 1− 𝑐) (1− 𝑐, 1)

(1, 1− 𝑐) (0, 0)

⎞⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑐 ∈ [𝑐−∆, 𝑐+∆]

⎫⎪⎬⎪⎭
Це робастна гра з неповною iнформацiєю, але без приватної iнформа-

цiї.

Чисельна постановка

Для чисельного експерименту використано:
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𝑐 =
1

4
, 𝑐 =

5

8
,

У результатi отримано множину матриць виграшу в iнтервалi 𝑐 ∈
[0.125, 0.375].

Модель рiвноваги

Рiвновага визначається як пара стратегiй 𝑥1, 𝑥2 ∈ [0,1], де 𝑥𝑖 – ймо-
вiрнiсть внеску 𝑖-го гравця, що максимiзує його найгiрший очiкуваний
виграш:

𝑥*𝑖 ∈ arg max
𝑥𝑖∈[0,1]

min
𝑐∈[0.125, 0.375]

E[𝑢𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑐)]

Результат

Було виявлено три робастнi рiвноваги:

(𝑥*1, 𝑥
*
2) ∈

{︂
(1, 0), (0, 1), (1− 𝑐, 1− 𝑐) =

(︂
3

8
,
3

8

)︂}︂
Тобто, можливi ситуацiї:

• лише один гравець стабiльно вносить вклад (iнший – «безбiлетник»),
• обидва вносять вклад iз ймовiрнiстю 0.375 – збалансована змiшана

стратегiя.

50 випадкових iнiцiалiзацiй привели до цих трьох рiвноваг. Функцiя
штрафу при знаходженнi рiшення опускалася нижче 10−9, що свiдчить про
точне досягнення умов рiвноваги.

Цей приклад демонструє здатнiсть методу знаходити множину змiша-
них рiшень.
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ВИСНОВКИ

У ходi виконання даної роботи було здiйснено дослiдження пробле-
матики моделювання неантагонiстичних конфлiктiв, придiляючи особливу
увагу ситуацiям, що характеризуються невизначенiстю вихiдних параме-
трiв. Робота охопила як фундаментальнi теоретичнi аспекти теорiї iгор,
так i сучаснi пiдходи до аналiзу стратегiчної взаємодiї в умовах неповної
iнформацiї.

Насамперед, було проведено аналiз та систематизацiю ключових конце-
пцiй теорiї безкоалiцiйних iгор. Це включало вивчення класифiкацiї iгрових
моделей, формального визначення стратегiй та функцiй виграшу, а також
розкриття сутностi принципiв оптимальностi. Особливу увагу придiлено
специфiцi неантагонiстичних конфлiктiв, де iнтереси гравцiв не є строго
протилежними, та центральнiй ролi рiвноваги Неша як ключового принци-
пу розв’язання таких iгор, разом iз застосуванням мiшаних стратегiй для
забезпечення iснування рiвноважних ситуацiй.

Далi було дослiджено рiзнi пiдходи до моделювання iгрових взаємодiй
в умовах невизначеностi. Проаналiзовано обмеження класичних моделей
з повною iнформацiєю та розглянуто альтернативнi концепцiї, зокрема
байєсiвськi iгри, де невизначенiсть описується ймовiрнiсними розподiлами.
Значний акцент зроблено на iграх з iнтервальною невизначенiстю параме-
трiв, а також на класичних критерiях прийняття рiшень, якi дозволяють
детермiнiзувати невизначенiсть шляхом формування «очiкуваних» виграшiв
на основi певних припущень.

Ключовим етапом дослiдження було вивчення робастного пiдходу
до теорiї iгор як ефективного iнструменту для аналiзу конфлiктiв з неви-
значеними виграшами. Було розглянуто формальну постановку робастної
гри, де кожен учасник прагне максимiзувати свiй гарантований виграш
у найгiршому можливому сценарiї, визначеному в межах заданої множи-
ни невизначеностi. Окремо проаналiзовано теоретичнi гарантiї iснування
робастно-оптимiзацiйної рiвноваги для класу скiнченних iгор з компактною
множиною невизначеностi.

На основi здобутих теоретичних знань та аналiзу наукових публiка-
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цiй, було програмно реалiзовано обчислювальний метод для знаходження
робастно-оптимiзацiйних рiвноваг у скiнченних iграх. Ця методика перед-
бачає перетворення вихiдної задачi пошуку рiвноваги на систему мульти-
лiнiйних рiвностей та нерiвностей, яка ефективно розв’язується шляхом
мiнiмiзацiї спецiально побудованої штрафної функцiї. Для оптимiзацiї вико-
ристано квазiньютонiвський алгоритм L-BFGS-B, доповнений стратегiєю
мульти-стартiв для пiдвищення надiйностi та охоплення можливих рiвноваг.

Працездатнiсть та ефективнiсть розробленої програмної реалiзацiї
було продемонстровано на канонiчних прикладах неантагонiстичних iгор з
елементами невизначеностi, зокрема на задачах iнспекцiї та «безбiлетника».
Отриманi в ходi чисельних експериментiв результати узгоджуються з тео-
ретичними положеннями та даними, наведеними у вiдповiдних наукових
джерелах, що пiдтверджує коректнiсть iмплементацiї та її придатнiсть для
аналiзу даного класу iгор.

Таким чином, виконана дипломна робота дозволила всебiчно дослi-
дити теоретичнi та прикладнi аспекти моделювання неантагонiстичних
конфлiктiв в умовах невизначеностi. Поглиблене вивчення сучасних пiд-
ходiв, зокрема робастної теорiї iгор, та їх практична реалiзацiя сприяли
формуванню цiлiсного розумiння методiв аналiзу складних стратегiчних
взаємодiй у невизначеному середовищi.
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Додаток А

Код програми

1 from itertools import product as cartesian_product
2 import numpy as np
3 import torch
4 from scipy.optimize import minimize
5

6 # For reproducibility
7 np.random.seed(42)
8 torch.manual_seed(42)
9

10 class RobustGameSolver:
11 def __init__(self, num_actions_R, num_actions_C,

uncertain_params_bounds,→˓

12 payoff_func, fixed_params=None, game_name="Game"):
13 """
14 Initializes the robust game solver for a 2-player game.
15

16 Args:
17 num_actions_R (int): Number of actions for the Row player.
18 num_actions_C (int): Number of actions for the Column player.
19 uncertain_params_bounds (dict): {'param_name': (min, max), ...}
20 payoff_func (callable): Takes uncertain_param_values (dict) and

fixed_params (dict),→˓

21 returns (payoff_matrix_R_np,
payoff_matrix_C_np).→˓

22 fixed_params (dict, optional): Fixed parameters for payoff_func.
23 game_name (str, optional): Name of the game for printing.
24 """
25 self.game_name = game_name
26 self.num_actions_R = num_actions_R
27 self.num_actions_C = num_actions_C
28 self.uncertain_params_names = list(uncertain_params_bounds.keys())
29 self.uncertain_params_bounds = uncertain_params_bounds
30 self.payoff_func = payoff_func
31 self.fixed_params = fixed_params if fixed_params else {}
32

33 self.extreme_points_uncertainty = self._generate_extreme_points()
34 self.k = len(
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35 self.extreme_points_uncertainty) # Number of extreme points
36

37 # Define variable sizes
38 self.var_sizes = {'xR': self.num_actions_R, 'xC':

self.num_actions_C,→˓

39 'zR': 1, 'zC': 1, 'thetaR': self.k if self.k > 0 else 0,
40 # No theta if no uncertainty
41 'thetaC': self.k if self.k > 0 else 0, # No theta if no

uncertainty→˓

42 'phiR': 1, 'phiC': 1}
43 # Adjust k to 1 if no uncertainty params, for nominal payoff case
44 if not self.uncertain_params_names and self.k == 0:
45 self.k = 1 # No thetas needed if k was truly 0 (no uncertainty

at all) # If k was 0 because uncertain_params_bounds was
empty, _generate_extreme_points returns [tuple()] -> k=1 #
The var_sizes logic for thetaR/C already handles k=0
correctly to make them size 0. # If k=1 (nominal case),
thetaR/C will be size 1.

→˓

→˓

→˓

→˓

→˓

46

47 self.total_vars = sum(self.var_sizes.values())
48

49 # Store slices for easy unpacking of the flat optimization variable
vector→˓

50 self.var_slices = {}
51 current_idx = 0
52 for var_name, size in self.var_sizes.items():
53 self.var_slices[var_name] = slice(current_idx, current_idx +

size)→˓

54 current_idx += size
55

56 # Pre-calculate payoff matrices at extreme points (as Torch tensors)
57 self.payoff_matrices_at_extreme_points_torch = []
58 if self.k > 0: # If there are extreme points (includes nominal case

where k=1)→˓

59 for ep_idx, ep_values_tuple in enumerate(
60 self.extreme_points_uncertainty):
61 # Create a dictionary of uncertain params for the current

extreme point→˓

62 params_for_payoff_func = {name: val for name, val in
63 zip(self.uncertain_params_names,
64 ep_values_tuple)}
65

66 PR_np, PC_np = self.payoff_func(**params_for_payoff_func,
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67 **self.fixed_params)
68 self.payoff_matrices_at_extreme_points_torch.append((
69 torch.tensor(PR_np, dtype=torch.float64),
70 torch.tensor(PC_np, dtype=torch.float64)))
71

72 def _generate_extreme_points(self):
73 """Generates all extreme points of the hyperrectangle uncertainty

set."""→˓

74 if not self.uncertain_params_names:
75 return [
76 tuple()] # Represents one nominal scenario if no uncertain

params→˓

77

78 param_names = self.uncertain_params_names
79 bounds_list = [self.uncertain_params_bounds[name] for name in
80 param_names]
81

82 extreme_points_tuples = list(cartesian_product(*bounds_list))
83 return extreme_points_tuples
84

85 def _unpack_variables_torch(self, y_torch):
86 """Unpacks the flat torch tensor y_torch into a dictionary of

tensors."""→˓

87 unpacked = {}
88 for var_name, s in self.var_slices.items():
89 val = y_torch[s]
90 # Ensure scalar variables are 0-dim tensors
91 if self.var_sizes[var_name] == 1 and len(val.shape) == 0:
92 unpacked[var_name] = val
93 elif self.var_sizes[var_name] == 1 and len(
94 val.shape) > 0: # Sliced 1 element from 1D
95 unpacked[var_name] = val[0]
96 else:
97 unpacked[var_name] = val
98 return unpacked
99

100 def _generate_random_initial_guess(self):
101 """Generates a random initial guess for optimization variables."""
102 initial_guess_np = np.empty(self.total_vars, dtype=np.float64)
103

104 # Initialize probability vectors using Dirichlet distribution
105 # Alpha=1 for all components gives a uniform distribution over the

simplex→˓
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106 for var_name in ['xR', 'xC', 'thetaR', 'thetaC']:
107 size = self.var_sizes[var_name]
108 if size > 0:
109 alpha = np.ones(size)
110 initial_guess_np[
111 self.var_slices[var_name]] = np.random.dirichlet(alpha)
112

113 # Initialize z_i, phi_i (e.g., small random values around 0, or
z_i=phi_i)→˓

114 for var_pair in [('zR', 'phiR'), ('zC', 'phiC')]:
115 z_name, phi_name = var_pair
116 if self.var_sizes[z_name] > 0: # Check if variable exists
117 val_z = np.random.randn() * 0.1 # Small random number for z
118 initial_guess_np[self.var_slices[z_name]] = val_z
119 if self.var_sizes[phi_name] > 0:
120 initial_guess_np[
121 self.var_slices[phi_name]] = val_z # phi_i = z_i
122 return initial_guess_np
123

124 def penalty_function_torch(self, y_torch):
125 """Computes the penalty function (System 15) using PyTorch

tensors."""→˓

126 y_vars = self._unpack_variables_torch(y_torch)
127 xR = y_vars.get('xR', torch.empty(0,
128 dtype=torch.float64)) # Default

to empty if not present→˓

129 xC = y_vars.get('xC', torch.empty(0, dtype=torch.float64))
130 zR = y_vars['zR']
131 zC = y_vars['zC']
132 # Handle thetaR/C: if k=1 (nominal), they are effectively fixed at

1.0→˓

133 # If k=0 (no uncertainty vars), they don't exist.
134 thetaR = y_vars.get('thetaR', torch.tensor(
135 [1.0] if self.k == 1 and self.var_sizes['thetaR'] > 0 else [],
136 dtype=torch.float64))
137 thetaC = y_vars.get('thetaC', torch.tensor(
138 [1.0] if self.k == 1 and self.var_sizes['thetaC'] > 0 else [],
139 dtype=torch.float64))
140 phiR = y_vars['phiR']
141 phiC = y_vars['phiC']
142

143 penalty = torch.tensor(0.0, dtype=torch.float64, requires_grad=True)
144 M = 100.0 # Penalty multiplier for normalization/non-negativity
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145

146 # 1. Normalization constraints (sum to 1)
147 if self.var_sizes['xR'] > 0: penalty = penalty + M * (
148 torch.sum(xR) - 1.0) ** 2
149 if self.var_sizes['xC'] > 0: penalty = penalty + M * (
150 torch.sum(xC) - 1.0) ** 2
151 if self.var_sizes['thetaR'] > 0: penalty = penalty + M * (
152 torch.sum(thetaR) - 1.0) ** 2 # Only if thetaR exists
153 if self.var_sizes['thetaC'] > 0: penalty = penalty + M * (
154 torch.sum(thetaC) - 1.0) ** 2 # Only if thetaC exists
155

156 # 2. Non-negativity constraints (relu(-val)**2 penalizes negative
values)→˓

157 if self.var_sizes['xR'] > 0: penalty = penalty + M * torch.sum(
158 torch.relu(-xR) ** 2)
159 if self.var_sizes['xC'] > 0: penalty = penalty + M * torch.sum(
160 torch.relu(-xC) ** 2)
161 if self.var_sizes['thetaR'] > 0: penalty = penalty + M * torch.sum(
162 torch.relu(-thetaR) ** 2)
163 if self.var_sizes['thetaC'] > 0: penalty = penalty + M * torch.sum(
164 torch.relu(-thetaC) ** 2)
165

166 # 3. Constraints: z_i - pi_i(G(l); xR, xC) <= 0
167 if self.k > 0 and len(self.payoff_matrices_at_extreme_points_torch)

> 0:→˓

168 for l_idx in range(self.k): # self.k is at least 1 here
169 PR_l, PC_l =

self.payoff_matrices_at_extreme_points_torch[l_idx]→˓

170

171 if self.var_sizes['xR'] > 0 and self.var_sizes['xC'] > 0:
172 payoff_R_l = torch.matmul(xR.reshape(1, -1),
173 torch.matmul(PR_l,
174 xC.reshape(-1,

1))).squeeze()→˓

175 penalty = penalty + torch.relu(zR - payoff_R_l) ** 2
176

177 payoff_C_l = torch.matmul(xR.reshape(1, -1),
178 torch.matmul(PC_l,
179 xC.reshape(-1,

1))).squeeze()→˓

180 penalty = penalty + torch.relu(zC - payoff_C_l) ** 2
181
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182 # 4. Constraints: sum_l (theta_l^i * pi_i(G(l); x^-i, e_ji)) - phi_i
<= 0→˓

183 if self.k > 0 and len(self.payoff_matrices_at_extreme_points_torch)
> 0:→˓

184 # For player R (Row player)
185 if self.var_sizes['xR'] > 0 and self.var_sizes['xC'] > 0:
186 for jr in range(self.num_actions_R):
187 e_jr = torch.zeros(self.num_actions_R,

dtype=torch.float64)→˓

188 e_jr[jr] = 1.0
189

190 sum_payoffs_R_pure = torch.tensor(0.0,
dtype=torch.float64)→˓

191 for l_idx in range(self.k):
192 PR_l, _ =

self.payoff_matrices_at_extreme_points_torch[→˓

193 l_idx]
194 payoff_val = torch.matmul(e_jr.reshape(1, -1),
195 torch.matmul(PR_l,
196 xC.reshape(-1,

1))).squeeze()→˓

197 # Use thetaR[l_idx] if thetaR exists and has
multiple elements, else use 1.0 if it's nominal→˓

198 current_thetaR_l = thetaR[l_idx] if self.var_sizes[
199 'thetaR'] >

1 else (→˓

200 thetaR[0] if self.var_sizes[
201 'thetaR'] == 1 else

torch.tensor(→˓

202 1.0, dtype=torch.float64))
203 sum_payoffs_R_pure = sum_payoffs_R_pure +

current_thetaR_l * payoff_val→˓

204 penalty = penalty + torch.relu(
205 sum_payoffs_R_pure - phiR) ** 2
206

207 # For player C (Column player)
208 if self.var_sizes['xR'] > 0 and self.var_sizes['xC'] > 0:
209 for jc in range(self.num_actions_C):
210 e_jc = torch.zeros(self.num_actions_C,

dtype=torch.float64)→˓

211 e_jc[jc] = 1.0
212
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213 sum_payoffs_C_pure = torch.tensor(0.0,
dtype=torch.float64)→˓

214 for l_idx in range(self.k):
215 _, PC_l =

self.payoff_matrices_at_extreme_points_torch[→˓

216 l_idx]
217 payoff_val = torch.matmul(xR.reshape(1, -1),
218 torch.matmul(PC_l,
219 e_jc.reshape(-1,

1))).squeeze()→˓

220 current_thetaC_l = thetaC[l_idx] if
self.var_sizes['thetaC'] > 1→˓

221 else (
222 thetaC[0] if self.var_sizes[
223 'thetaC'] == 1 else

torch.tensor(→˓

224 1.0, dtype=torch.float64))
225 sum_payoffs_C_pure = sum_payoffs_C_pure +

current_thetaC_l * payoff_val→˓

226 penalty = penalty + torch.relu(
227 sum_payoffs_C_pure - phiC) ** 2
228

229 # 5. Constraints: z_i - phi_i = 0 (ensures phi_i is the worst-case
expected payoff z_i)→˓

230 penalty = penalty + (zR - phiR) ** 2
231 penalty = penalty + (zC - phiC) ** 2
232

233 return penalty
234

235 def objective_function_scipy(self, y_np):
236 """Wrapper for SciPy: NumPy in, float out."""
237 y_torch = torch.tensor(y_np, dtype=torch.float64,

requires_grad=True)→˓

238 penalty = self.penalty_function_torch(y_torch)
239 return penalty.item()
240

241 def jacobian_function_scipy(self, y_np):
242 """Wrapper for SciPy: NumPy in, NumPy grad out, using PyTorch

autodiff."""→˓

243 y_torch = torch.tensor(y_np, dtype=torch.float64,
requires_grad=True)→˓

244 penalty = self.penalty_function_torch(y_torch)
245
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246 if penalty.requires_grad:
247 penalty.backward()
248 grad_np = y_torch.grad.numpy().astype(np.float64)
249 else:
250 # Should not happen
251 grad_np = np.zeros_like(y_np, dtype=np.float64)
252 return grad_np
253

254 def solve(self, initial_guess_np=None, method='L-BFGS-B', tol=1e-10,
255 max_iter=1000, verbose=False):
256 """Solves for a robust equilibrium using a local optimizer."""
257 if initial_guess_np is None:
258 initial_guess_np = self._generate_random_initial_guess()
259

260 # Define bounds for variables (probabilities [0,1], others
unbounded)→˓

261 bounds = []
262 for var_name, s in self.var_slices.items(): # Iterate using

var_slices to maintain order→˓

263 size = self.var_sizes[var_name]
264 if size == 0: continue # Skip if variable size is zero
265 if var_name in ['xR', 'xC', 'thetaR', 'thetaC']:
266 bounds.extend(
267 [(1e-9, 1.0)] * size) # Probabilities > 0 and <= 1
268 else: # zR, zC, phiR, phiC
269 bounds.extend([(None, None)] * size)
270

271 if verbose:
272 print(f"Total variables for {self.game_name}:

{self.total_vars}")→˓

273 print(f"Number of extreme points (k): {self.k}")
274

275 options = {'disp': verbose, 'maxiter': max_iter, 'ftol': tol,
276 'gtol': tol * 1e-1}
277

278 result = minimize(self.objective_function_scipy, initial_guess_np,
279 method=method, jac=self.jacobian_function_scipy,
280 bounds=bounds, tol=tol, options=options)
281 return result
282

283 def _solutions_are_close(self, sol1_x_np, sol2_x_np, tol=1e-3):
284 """Checks if two solution vectors (primarily strategies) are

close."""→˓
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285 vars1 = self._unpack_variables_torch(torch.from_numpy(sol1_x_np))
286 vars2 = self._unpack_variables_torch(torch.from_numpy(sol2_x_np))
287

288 # Compare primarily the strategies xR and xC
289 close = True
290 if self.var_sizes['xR'] > 0:
291 dist_xR = torch.norm(vars1['xR'] - vars2['xR']).item()
292 if dist_xR >= tol: close = False
293 if self.var_sizes['xC'] > 0 and close:
294 dist_xC = torch.norm(vars1['xC'] - vars2['xC']).item()
295 if dist_xC >= tol: close = False
296

297 return close
298

299 def find_multiple_equilibria(self, num_starts=10, solve_tol=1e-8,
300 solution_similarity_tol=1e-3,
301 max_iter_per_solve=1500,
302 success_penalty_threshold=1e-5,
303 verbose_solve=False):
304 """Attempts to find multiple distinct robust equilibria using random

starts."""→˓

305 print(
306 f"\n--- Finding Multiple Equilibria for {self.game_name}

({num_starts} starts) ---")→˓

307 found_equilibria_np = []
308

309 for i in range(num_starts):
310 if verbose_solve or (
311 i % max(1, num_starts // 10) == 0): # Print progress
312 print(
313 f"Multi-start attempt {i + 1}/{num_starts} for

{self.game_name}...")→˓

314

315 initial_guess = self._generate_random_initial_guess()
316 result = self.solve(initial_guess_np=initial_guess,

tol=solve_tol,→˓

317 max_iter=max_iter_per_solve,
318 verbose=verbose_solve)
319

320 final_penalty = self.objective_function_scipy(result.x)
321

322 if (
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323 result.success or final_penalty <
success_penalty_threshold * 10) and final_penalty <
success_penalty_threshold: # Success OR very low
penalty

→˓

→˓

→˓

324

325 is_new_solution = True
326 for existing_sol_x_np in found_equilibria_np:
327 if self._solutions_are_close(result.x,

existing_sol_x_np,→˓

328

tol=solution_similarity_tol):→˓

329 is_new_solution = False
330 break
331 if is_new_solution:
332 print(
333 f" Found a new distinct equilibrium (penalty:

{final_penalty:.2e}).")→˓

334 found_equilibria_np.append(result.x)
335 elif verbose_solve:
336 print(
337 f" Found a similar equilibrium (penalty:

{final_penalty:.2e}).")→˓

338 elif verbose_solve:
339 print(
340 f" Start {i + 1} did not yield a good solution

(penalty: {final_penalty:.2e}, success:
{result.success}).")

→˓

→˓

341

342 print(
343 f"\n--- Summary for {self.game_name}: Found

{len(found_equilibria_np)} distinct robust equilibria ---")→˓

344 for idx, sol_x_np in enumerate(found_equilibria_np):
345 print(f"\nEquilibrium {idx + 1}:")
346 self.print_solution(sol_x_np) # Default verbose_penalty=True
347

348 return found_equilibria_np
349

350 def print_solution(self, result_x_np, verbose_penalty=True):
351 """Prints the solution variables in a readable format."""
352 # Unpack using torch then convert to numpy for printing
353 y_vars_torch = self._unpack_variables_torch(
354 torch.tensor(result_x_np, dtype=torch.float64))
355 y_vars_np = {name: (
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356 val.detach().numpy() if isinstance(val, torch.Tensor) else val)
for→˓

357 name, val in y_vars_torch.items()}
358

359 if self.var_sizes['xR'] > 0: print(
360 f"Row Player Strategy (xR): {y_vars_np['xR']}")
361 if self.var_sizes['xC'] > 0: print(
362 f"Col Player Strategy (xC): {y_vars_np['xC']}")
363

364 # Ensure zR, zC, phiR, phiC are scalars for printing if they are
0-dim arrays→˓

365 def get_scalar(val):
366 return val.item() if isinstance(val,
367 np.ndarray) and val.ndim == 0

else val→˓

368

369 print(
370 f"Row Player Worst-Case Payoff (zR):

{get_scalar(y_vars_np['zR']):.4f} (phiR:
{get_scalar(y_vars_np['phiR']):.4f})")

→˓

→˓

371 print(
372 f"Col Player Worst-Case Payoff (zC):

{get_scalar(y_vars_np['zC']):.4f} (phiC:
{get_scalar(y_vars_np['phiC']):.4f})")

→˓

→˓

373

374 if self.var_sizes.get('thetaR', 0) > 0:
375 print(
376 f"Row Player Theta_R (weights on extreme points):

{y_vars_np['thetaR']}")→˓

377 if self.var_sizes.get('thetaC', 0) > 0:
378 print(
379 f"Col Player Theta_C (weights on extreme points):

{y_vars_np['thetaC']}")→˓

380

381 # Print sums for verification
382 sums_str = []
383 if self.var_sizes['xR'] > 0: sums_str.append(
384 f"Sum xR: {np.sum(y_vars_np['xR']):.4f}")
385 if self.var_sizes['xC'] > 0: sums_str.append(
386 f"Sum xC: {np.sum(y_vars_np['xC']):.4f}")
387 if self.var_sizes.get('thetaR', 0) > 0: sums_str.append(
388 f"Sum thetaR: {np.sum(y_vars_np['thetaR']):.4f}")
389 if self.var_sizes.get('thetaC', 0) > 0: sums_str.append(
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390 f"Sum thetaC: {np.sum(y_vars_np['thetaC']):.4f}")
391 if sums_str: print(", ".join(sums_str))
392

393 if verbose_penalty:
394 final_penalty = self.objective_function_scipy(result_x_np)
395 print(f"Final penalty function value: {final_penalty:.2e}")
396

397

398 # --- Example Game Definitions ---
399 def inspection_payoff_func(g, v, h, w_fixed):
400 PR = np.array([[0, w_fixed], [w_fixed - g, w_fixed - g]],

dtype=np.float64)→˓

401 PC = np.array([[-h, -w_fixed], [v - w_fixed - h, v - w_fixed]],
402 dtype=np.float64)
403 return PR, PC
404

405 def freerider_payoff_func(c_tilde_val): # c_tilde_val is the uncertain cost
406 PR = np.array([[1 - c_tilde_val, 1 - c_tilde_val], [1, 0]],
407 dtype=np.float64)
408 PC = np.array([[1 - c_tilde_val, 1], [1 - c_tilde_val, 0]],
409 dtype=np.float64)
410 return PR, PC
411

412 if __name__ == '__main__':
413 print("--- Robust Inspection Game ---")
414 inspection_uncertain_bounds = {'g': (8, 12), 'v': (16, 24), 'h': (4, 6)}
415 inspection_fixed_params = {'w_fixed': 15}
416 solver_inspection = RobustGameSolver(num_actions_R=2, num_actions_C=2,
417 uncertain_params_bounds=inspection_uncertain_bounds,
418 payoff_func=inspection_payoff_func,
419 fixed_params=inspection_fixed_params, game_name="Inspection Game")
420 # For inspection game, one equilibrium is expected
421 inspection_equilibria = solver_inspection.solve(tol=1e-9, max_iter=500,
422 verbose=True)
423

424 print("\n\n--- Robust Free-Rider Game ---")
425 # Uncertain cost c_tilde_val is in [1/4, 5/8] = [0.25, 0.625]
426 freerider_uncertain_bounds = {'c_tilde_val': (0.25, 0.625)}
427 solver_freerider = RobustGameSolver(num_actions_R=2, num_actions_C=2,
428 uncertain_params_bounds=freerider_uncertain_bounds,
429 payoff_func=freerider_payoff_func, game_name="Free-Rider Game")
430

431 freerider_equilibria = solver_freerider.find_multiple_equilibria(
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432 num_starts=100, # Increase for better chance of finding all
433 solve_tol=1e-10, solution_similarity_tol=5e-2,

max_iter_per_solve=2500,→˓

434 success_penalty_threshold=1e-6, verbose_solve=False)
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