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4 АФФИННЫЕ СВЯЗНОСТИ НА ГРУППАХ ЛИ

Введено поняття афінної зв'язності на групі Лі. асоційованної з іншою афінною зв’язністтю. Вивче- 
. -ілежність між властивостями зв'язності, асоційованної з О-зв’язністтю Картана на (?. та самою
тоою  G'.

Зведено понятие аффинной связности на группе Ли. ассоциированной с другою аффинной связно-П 
~  »  И зучена зависимость между свойствами связности, ассоциированной с О-связностью Картана 

,•. и самой группой Gt.

“ he conception o f the affine connection on the Lie group, associated with the other affine connection, has
- • introduced. The dependence between the conncction properties, associated with Cartan O-connection 

. and G' group itself has been studied.

Введение. В работе [1] развивается теория приближений римановых пространств. Мы 
‘м в рассмотрение приближение 1-го порядка пространства аффинной связности на 
. своеобразном носителе -  локальной группе Ли.

1.Понятие ассоциированной связности на группе Ли. Рассмотрим группу Ли Gr.
 ̂ V - некоторая аффинная связность на С , а и \ и 2.....и г -  канонические парамет-

1шы в окрестности единицы е. Введем в этой окрестности аффинную связность 
ччения V с компонентами

Г * ( м ) = - ^ / ? А и “ , / ,у ,А ,а  =  1,2......г  ! / u i ' V i )  .мзйионшк « o w i f l )
‘ (і у)« " ,

• «ітуральиом репере. Здесь /?* -  значение компонент тензора Римана связности V в 

о м и ц е  группы е, круглыми скобками обозначена операция симметрирования без мно-

:ля. Назовем V связностью, ассоциированной с V . Нетрудно видеть, что канони- 

• іе параметры (« ') по необходимости оказываются римановой системой координат 

-.чалом в единице группы е для пространства аффинной связности ( c r,v ) .  Само же 

< v )  реализует приближение 1-го порядка пространства аффинной связности (C ,,V )

* крсстности единицы группы е и, следовательно, в значительной мере должно отра- 

1 . ь его свойства.
„  л  т,  ен умогсоП

Возьмем в качестве V  О-связность Картана [2]. Тогда

Г/'(и)=̂С*( C“рие,  ̂1 • О w V .f.
,Л4!С.Ж U f tb v n n  K.mCrf.n

i-г с,* -  структурные константы G , . Имеет место 

Теорема 1. Связность (2) инвариант на от носит ельно п

Доказательство проводится непосредственным вычислением производной Ли объек­
та связности Г по отношению к фундаментальным векторным полям группы Ad(G ,) 

= С*,«“ с учетом тождества Бианки.
2.Связность, ассоциированная с О-связностыо Картана на TG , • Рассмотрим касатель­

ною группу TG, с индуцированными координатами (н‘,м'*г). Нетрудно проверить, что 
гели (к ') -  канонические параметры Gr в окрестности единицы е, то («' ,м'*г) -  каноничес­

кие параметры группы TG, в окрестности ее единицы. Если X, -  левоинвариантные ба­

зисные векторные поля на G , , то есть [ х , , х у]= С,“ Ха , то в качестве базисных левоинва-

рисоединенной группы
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риантных векторных полей на Т в ,  можно взять их полные и вертикальные лифты (3): 

У,=‘ X,, ^ , ,= ' X ,. Тогда с учетом свойств полных и вертикальных лифтов

*• [ п . г , ] = [ ' * , , сХ .  =  С А -  

[пт,.,]=[сх /* ,] = с “ ух„ = с“у0„,

[ М . , Ы ‘' * Л ] = о .

Таким образом, структурные константы С*< (Л,Л?,С = 1,2....,2г) группы ГС, распа­

лись на блоки: = С Ц 'Г = СЦ'„ -  структурные константы группы С , ,

с ; := С „. = с;..„= с ;^ г= с;;;г4, = о. «,*.<•=1.2... г .
Связность, ассоциированная с О-связностью Картана на ГС ,. в натуральном репе­

ре имеет КОМПОНСН1Ы . »8 ,ЮІГ)Х(іЛЧ ВОІІЗМ'ПОЗ "»Я» >:»->

К  ( « )=  , : C a V '< V 'U - Л В . С А , Й  =  1 ,2 ,...,2г,

среди которых ненулевыми будут лишь блоки 

* « • •
р и  _ pK+f __  pd+f —  р л+г ^  /^й л«« в _  р»в
1 bt ““ 1 Ь < “  1 ъ+гс * Ь с+г *“  12 1 Ьг ♦

угА*«}Ь' зр „
Г « + г _  J  S '“ Г"а н ^ * г — -  ы 11^'г fr+rr+r ~  12 ~  р '*

. н -  7

• Отсюда заключаем, что ^ Г^.(і<°)|=г (гД(и‘ )). Нами доказана с » ) ,  л

* Теорема 2. Аффинная связность Г, ассоциированная с О-связностью Картана на 

касательной группе Г С ,, совпадает с полным лифтом из С , в ТСГ связности V , ас­
социированной с О-связностью Картана группы  С , .  ©мтэочпны у к « .........

З.Специальиые ассоциированные связности на С ,.  На основании (1) тензор Ри- 

мана объекта связности Г имеет вид «ч<

<ІеГ
Д І ( и ) = Л А + 1 0 *  «V, где В" = Я1' Я* . г І .

♦ //* • гка$ * • (і-І)и 0 <у/)0

Поэтому из /? * (« )* О следует /?* = 0  и наоборот. Очевидна

Теорема 3. Связность V на С , ,  ассоциированная с О-связностью Картана. л о ­
кально плоская тогда и только тогда, когда последняя такж е плоския и, следова- 
тельно. С , нильпотентна.

-.і «г,-.-------- .1 *»■'..........
Далее, тензор Вейля связности V запишется в виде

+ і Г — — f 8?ev - 5 / fiv )*  - ijk ’ ihyP r  — 1 \  • '"«P ■ Л'0<Р )
u V .  ■" ’ Ч'^Я К - 

I О on
Отсюда следует, что если W*(m) s O, то н ц/ а з= о . Для О-связности Картана это

• >/<
эквивалентно соотношениям к £ц£ ч?. •;. :.rre<.H«»a>v; а .  _ •>.

,ЭД*- /  .  .  . .  Ч vnnvq-» or-
C f i C  -  -  k c t c i  -  S ^c r.c"  )=  0 .  ( 4

После некоторых преобразований получаем ( r -3 )C ^ C ^ C ^  = 0 .  что говорит о разре­
шимости о ,  при г * 3  на основании критерия Картана. Из разре!иимости С ,, однако,

.raur.-soq/y« И t! ’



^  не следует, что ее О-связность Картана будет проективно-плоской, что подтвержда­
й ся  уже на примерах групп Ли малых размерностей классификации Бнанки. Нами дока- 
ш а

Теорема 4, Если связность V на С ,, ассоциированная с О-связностью Картана, 

является проективно-плоской, то последняя по необходимости такж е проективно- 
шюская, а группа С , -  разрешимая.

Заключение. Таким образом, связность V на группе Ли С ,,  ассоциированная со 

амзностью  V , довольно жестко зависит как от геометрических свойств V , так и от 
структуры самой группы б г .
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