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ВСТУП

Айкональне рiвняння - це нелiнiйне диференцiальне рiвняння, що
виводиться iз рiвнянь Максвелла i пов’язує хвильову оптику з геометричною
оптикою. Це рiвняння має декiлька фiзичних iнтерпретацiй, серед яких
задача пошуку найкоротшого шляху та єлектромагнiтний потенцiал.

Частковий випадок айконального рiвняння можна розглядати з точки
зору оптимального керування - за найкоротший час пройти вiдстань вiд
однiєї точки до iншої. Для цього рiвняння можна розв’язати геометрично.
Такий пiдхiд потребує вiдносно низьку обчислювальну потужнiсть, тому
застосовується в багатьох сферах, наприклад, у комп’ютернiй графiцi. Як
правило, айкональне рiвняння використовується для 3-вимiрного простору.

4-вимiрний простiр використовується в багатьох галузях та набуває
все бiльшого розвитку. Не так давно стала популярна 3-вимiрна печать, а
вже зараз активно розвивають та починають використовувати 4-вимiрну
печать [1]. У таких галузях як комп’ютерна томографiя [2] або геологiя,
де дослiджують активнiсть вулкану [3], для моделi використовують час як
четвертий простiр. Бази даних також використовують 4-вимiрну модель та
час для опису об’єкту [4]. Вiзуалiзацiя 4-вимiрного простору необхiдна для
дослiдження фракталiв та кватернiонiв [5]. Також вона використовується
для розробки iгор.

У цiй роботi було розглянуто частковий випадок айконального рiвнян-
ня, що виникає iз спецiального набору функцiй, що описують граничнi умови
та видiлення комплексного варiанта нелiнiйних перетворень у багатовимiр-
ному просторi. Реалiзацiя методу була виконана для 4-вимiрного простору.
Цей метод можна також використовувати у многовимiрному просторi.

Матерiали даної роботи були представленi на IX-iй мiжнароднiй
науково-практичнiй конференцiї «Results of modern scientific research and
development», 14-16 листопада 2021 р., Мадрид [6].
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INTRODUCTION

The eikonal equation is a non-linear partial differential equation. It

is derivable from Maxwell’s equations of electromagnetics, and provides a

link between physical optics and geometric optics. This equation has sev-

eral physical interpretations, including the shortest-path problems and the

electromagnetic potential.

The partial case of eikonal equation can be considered from the optimal

control point of view of - to pass the distance from one point to another in the

shortest time. Eikonal equation can be solved geometrically. This approach

requires relatively low computing power, so it is used in many areas, such

as computer graphics. Typically, eikonal equation is used for 3-dimensional

space.

4D is used in many industries and it is becoming more and more

widespread. 3D printing has recently become popular, and 4D printing is

already being actively developed and used [1]. Time is used as the fourth

space for the model in such areas as computed tomography [2] or geology,

which studies the activity of volcano [3]. Databases visualization also may use

a multidimensional models to describe the information objects in data mining

[4]. Visualization of 4-dimensional space is usefull for the study complex and

quaternion functions and fractals [5]. It is also used in developing games.

In this work was considered a special case of the eikonal equation that

arises from a special set of functions that describe the boundary conditions

and the selection of comprehensive variant of nonlinear transforms in a

multidimensional space. In addition, the implementation of the method

was carried out only for 4D, although it could be used for spaces of other

dimensions.

The results of the work were presented at the conference Proceedings

of IX international scientific and practical conference ”Results of modern

scientific research and development”, Madrid, Spain, 2021 [6].
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results showed that the average number of frames decreases more slowly with

increasing nonlinearity than in the first test.
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ВИСНОВКИ

У рамках цiєї роботи був розглянутий частковий випадок айкональ-
ного рiвняння та проаналiзованi iснуючi методи його розв’язання. Також
був розглянутий розширений метод трасування сфер (sphere tracing) для
нелiнiйних трансформацiй. У роботi запропоновано спосiб використання
розширеного способу для 4-мiрного простору та продемонстровано на пра-
ктицi.

Для розширення методу трасування сфер до 4-мiрного використо-
вуються вiдповiднi вдосконаленi версiї неявних функцiй, якi описують
примiтивнi границi.

Для нелiнiйного трасування сфер на кожному кроцi iтерацiї розгля-
дається крайова задача, де кожен крок є звичайним диференцiальним
рiвнянням першого порядку з початковою умовою результату попереднього
кроку. Диференцiальне рiвняння виглядає як функцiя вiд точки, в якiй
перераховується значення нормального вектора. Для цього використовує-
ться добуток зворотньої матрицi Якобi та вектора, який задає направлення
променю. Унiверсальний пiдхiд не є доцiльним, оскiльки виконує забагато
обчислень у випадку, коли промiнь знаходиться доволi близько до границi
або не може вiдтворити викривлення променю достатньо точно. Тому було
обрано змiшаний пiдхiд – за замовчуванням використовувати будь-який
доволi точний метод розв’язання звичайних диференцiальних рiвнянь та
у випадку, коли вiдстань мiж границею та променем є доволi малою –
використовувати метод Ейлера.

Розширений метод трасування сфер був реалiзований як шейдер на
мовi GLSL. Для матрицi Якобi використовувався спецiальний параметр,
який задає вплив нелiнiйної трансформацiї на промiнь. Для рiзних значень
цього параметра було визначено середню та максимальну кiлькiсть кадрiв
за секунду пiд час роботи шейдеру. Пiд час тесту було виявлено, що навiть
незначний вплив нелiнiйної трансформацiї значно зменшує швидкiсть роботи
шейдеру. Чим бiльше значення параметру, тем менша середня кiлькiсть
кадрiв за секунду. При значеннi параметру бiльше нiж 0.65 шейдер працює
дуже повiльно.
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Також був реалiзований шейдер для нескiнченних перiодичних гра-
ниць. Швидкiсть його роботи, якщо значення параметра нелiнiйностi до-
рiвнює нулю, вдвоє менша, нiж при вiдсутностi нескiнченних перiодичних
границь. Результати тесту показали, що середня кiлькiсть кадрiв при збiль-
шеннi параметру нелiнiйностi падає повiльнiше, нiж у першому тестi.
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APPENDIX A

Code fragments for shader, written in GLSL:

#define ANTIALIASING 3

#define RAY_STEP 200
float minIn(in vec4 r){

float m=r.x;
if(m>r.y)m=r.y;
if(m>r.z)m=r.z;
if(m>r.w)m=r.w;
return m;

}

float maxIn(in vec4 r){
float M=r.x;
if(M<r.y)M=r.y;
if(M<r.z)M=r.z;
if(M<r.w)M=r.w;
return M;

}

float sdPlane( vec4 p ) {
return p.y;

}

float sdSphere( vec4 p, float r ) {
return length(p)-r;

}

float sdEllipsoid( in vec4 p, in vec4 r) {
return (length(p/r) - 1.) * minIn(r);

}

float sdTesseract( vec4 p, vec4 b ) {
vec4 d = abs(p) - b;
return min(maxIn(d),0.0) + length(max(d,0.0));

}
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float udRoundTesseract( vec4 p, vec4 b, float r) {
return length(max(abs(p)-b,0.0))-r;

}

float sdCapsule( vec4 p, vec4 a, vec4 b, float r ) {
vec4 pa = p - a;
vec4 ba = b - a;
float h = clamp( dot(pa,ba)/dot(ba,ba), 0.0, 1.0 );
return length( pa - ba*h ) - r;

}

float sdCylinder(in vec4 p,in vec2 h ) {
return max(length(p.xzw)-h.x, abs(p.y)-h.y );

}

float sdCone(in vec4 p,in vec2 h ) {
return max( length(p.xzw)-h.x, abs(p.y)-h.y) - h.x*p.y;

}

float sdCubicalCylinder(vec4 p, vec3 rh1h2) {
vec3 d = abs(vec3(length(p.xz), p.y, p.w)) - rh1h2;
return min(max(d.x,max(d.y,d.z)),0.) + length(max(d,0.));

}

float sdDuoCylinder( vec4 p, vec2 r1r2) {
vec2 d = abs(vec2(length(p.xz),length(p.yw))) - r1r2;
return min(max(d.x,d.y),0.) + length(max(d,0.));

}

float nonlinear_param = 0.65;

vec4 getNormVector(in vec4 rd, in vec4 point){
mat4 jacobian = mat4(1.0, nonlinear_param*cos(point.y), 0., 0.,

nonlinear_param*cos(point.x), 1.0, 0., 0.,
0., 0., 1.0, 0.,
0., 0., 0., 1.0);

mat4 inverse_jacobian = inverse(jacobian);
vec4 norm_vector = inverse_jacobian*rd;
norm_vector = normalize(norm_vector);
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return norm_vector;
}

vec4 heun (in vec4 init, in float dist, in vec4 rd, in int maxstep){
vec4 res = init;
float h = dist/float(maxstep);
vec4 k1, k2;
for (int i=0; i<maxstep; i++)
{

k1 = getNormVector(rd, res);
k2 = getNormVector(rd, res+h*k1);
res = res + h*(k1/2.0+k2/2.0);

}
return res;

}

vec4 rungeKutta4 (in vec4 init, in float dist, in vec4 rd, in int maxstep){
vec4 res = init;
float h = dist/float(maxstep);
vec4 k1, k2, k3, k4;
for (int i=0; i<maxstep; i++)
{

k1 = getNormVector(rd, res);
k2 = getNormVector(rd, res+h*k1/2.0);
k3 = getNormVector(rd, res+h*k2/2.0);
k4 = getNormVector(rd, res+h*k3);
res = res + (k1+2.0*k2+2.0*k3+k4)*(h/6.0);

}
return res;

}

vec4 euler(in vec4 init, in float dist, in vec4 rd, in int maxstep){
vec4 res = init;
float h = dist/float(maxstep);
for (int i=0; i<maxstep; i++)
{

res = res + h*getNormVector(rd, res);
}
return res;

}
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float epsilon = 0.0005;
float a = 3.0;

vec2 castRay( in vec4 ro, in vec4 rd, in float maxd ) {
float t = 2.0;
float h=epsilon*2.0;
vec2 res;
vec4 point = ro+rd*t;
for( int i=0; i<RAY_STEP; i++ ) {

if (abs(h)<epsilon || t>maxd ) break;
res = map(point);
h = res.x;
if (epsilon*a > abs(h))
{

point = euler(point, h, rd, 10);
}
else

{
point = heun(point, h, rd, 10);

}
t+=h;

}
return vec2( t, t>=maxd ? -1. : res.y );

}
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