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ВСТУП

В багатьох конструкцiях машинобудування та будiвництва використо-
вуються елементи цилiндричної форми, що пiдлягають крученню. На-
явнiсть у цих елементах дефектiв у виглядi трiщин знижає їх механiчну
стiйкiсть та може спричинити руйнування. Тому задачi теорiї пружностi
для тiл цилiндричної форми з дефектами є актуальними.

Дана дипломна робота саме присвячена розгляданню вiсiсиметричної
задачi кручення пружнього цилiндру з круговою трiщиною. За допо-
могою методу iнтегральних перетворень розв’язок цiєї задачi зведено
до iнтегрального рiвняння вiдносно невiдомого стрибка перемiщень на
трiщинi. Отримане iнтегральне рiвняння, пiсля видiлення сингулярної
частини ядра, було представлено у такому виглядi, який допускає його
розв’язання за допомогою метода ортогональних многочленiв.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНА ЧАСТИНА

Постановка задачi

Розглянемо прямий круговий цилiндр, який займає у цилiндричнiй систе-
мi координат

(𝑟, 𝜙, 𝑧)

область
0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑎, 0 ⩽ 𝜙 ⩽ 2𝜋, 0 ⩽ 𝑧 ⩽ ℎ.

h
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x
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Нижня основа цилiндра 𝑧 = 0 нерухомо закрiплена, верхня основа 𝑧 = ℎ

вiльна вiд напружень. До бiчної поверхнi прикладено вiсiсиметричне до-
тичне навантаження, що викликає кручення цилiндра. У цьому випадку
всi величини не будуть залежати вiд кутової координати 𝜙.

Вiдмiннi вiд нуля будуть:

кутове перемiщення
𝑢(𝑟,𝑧) = 𝑢𝜙(𝑟,𝑧)

та дотичнi напруження

𝜏𝑟𝜙 = 𝐺(
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑢)

та
𝜏𝑧𝜙 = 𝐺

𝜕𝑢

𝜕𝑧
,

де 𝐺 модуль зсуву матерiала цилiндра. Перемiщення 𝑢(𝑟, 𝜙) повинне
задовольняти рiвнянню Ламе:

𝑟
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑢+ 𝑟

𝜕2𝑢

𝜕2𝑧2
= 0

0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑎

0 ⩽ 𝑧 ⩽ ℎ

та крайовим умовам:

𝑢|𝑧=0 = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=ℎ = 0

𝜏𝑟𝜙 = 𝐺(
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑢)|𝑟=𝑎 = 𝑝(𝑧)

𝑢(𝑟, 𝑧) обмежена при 𝑟 −→ 0.

У серединi цилiндра в областi

0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑏, 𝑧 = 𝑑

є кругова трiщина, береги якої вiльнi вiд напружень. При переходi через
трiщину перемiщення зазнає невiдомий стрибок.
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< 𝑢 >= 𝑢(𝑟, 𝑑− 0)− 𝑢(𝑟, 𝑑+ 0) = 𝜒(𝑟), 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑏

𝜒(𝑟) = 0, 𝑏 ⩽ 𝑟 ≤ 𝑎

𝜒(𝑏) = 0

Береги трiщини вiльнi вiд напружень:

𝜏𝑧𝜙|𝑧=𝑑±0 = 𝐺
𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑±0 = 0

звiдки <
𝜕𝑢

𝜕𝑧
>= 0.

Зведення задачi до одновимiрної крайової задачi

Для зведення задачi до одномiрної застосуємо перетворення Фур’є за
змiнною 𝑧 за узагальненою схемою до рiвняння та крайової умови, коли
𝑟 = 𝑎:

𝑢𝑘(𝑟) =

∫︁ ℎ

0

𝑢(𝑟,𝑧) sin𝜆𝑛𝑧𝑑𝑧

де
𝜆𝑘 =

𝜋

2ℎ
(2𝑘 − 1), 𝑘 ∈ N.

З формулою обернення:

𝑢(𝑟, 𝑧) =
2

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑟) sin𝜆𝑘𝑧

У результатi ми отримали неоднорiдну одномiрну крайову задачу вiд
змiнної 𝑟 вiдносно трансформанти Фур’є 𝑢𝑘(𝑟):

𝑟𝑢′′𝑘(𝑟) + 𝑢′𝑘(𝑟)−
1

𝑧
𝑢𝑘(𝑟)− 𝑟𝜆2

𝑘𝑢𝑘(𝑟) = 𝜆𝑘𝜒(𝑟) cos𝜆𝑘𝑑.

та крайову умову:
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𝑢′𝑘(𝑎)−
1

𝑎
𝑢𝑘(𝑎) =

1

𝐺
𝑝𝑘,

де

𝑝𝑘 =

∫︁ ℎ

0

𝑝(𝑧) sin𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧.

Права частина отриманого рiвняння мiстить невiдому функцiю 𝜒(𝜌).
Отримане рiвняння є рiвнянням Бесселя для модифiкованих функцiй
Бесселя 𝐼1(𝜆𝑘𝑟) та 𝐾1(𝜆𝑘𝑟).

Розв’язок одновимiрної крайової задачi

Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

𝑟𝑢′′𝑘(𝑟) + 𝑢′𝑘(𝑟)−
1

𝑧
𝑢𝑘(𝑟)− 𝑟𝜆2

𝑘𝑢𝑘(𝑟) = 0

має вигляд:

𝑢𝑘(𝑟) = 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) +𝐵𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑟),

де 𝐴𝑘 та 𝐵𝑘 – невiдомi сталi.

Беручи до уваги, що функцiя Бесселя 𝐼1(𝜆𝑘𝑟) обмежена коли 𝑟 −→ 0, а
функцiя 𝐾1(𝜆𝑘𝑟) необмежена при 𝑟 −→ 0. З умови обмеженостi перемi-
щення при 𝑟 = 0 покладемо 𝐵𝑘 = 0. Таким чином розв’язок однорiдного
рiвняння:

𝑢𝑘(𝑟) = 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

Графiки функцiй Бесселя 1-го та 2-го роду (Неймана) має вигляд:
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Щоб отримати частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння, можна ско-
ристатися фундаментальною функцiєю Φ𝑘(𝑟, 𝜌):

Φ𝑘(𝑟, 𝜌) = −

⎧⎨⎩𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾1(𝜆𝑘𝑟), 0 ⩽ 𝜌 < 𝑟 ⩽ 𝑎;

𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝐾1(𝜆𝑘𝜌), 0 ⩽ 𝑟 < 𝜌 ⩽ 𝑎.

Яку також можно записати у виглядi:

Φ𝑘(𝑟, 𝜌) = −
∫︁ ∞

0

𝐽1(𝜌𝑥)𝐽1(𝑟𝑥)
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 𝜆2
𝑘

У результатi, загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння, обмеженого
при 𝑟 = 0, має вигляд:

𝑢𝑘(𝑟) = 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) + 𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)Φ𝑘(𝑟, 𝜌)𝜌𝑑𝜌.

Знайдемо 𝐴𝑘 iз крайової умови:

𝑎𝑢′𝑘(𝑎)− 𝑢𝑘(𝑎) =
𝑎

𝐺
𝑝𝑛.

У ходi розв’язку, скористаємося формулами диференцiювання модифiко-
ваних функцiй Бесселя:

⎡⎢⎣ 𝑎𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎) = 𝑎𝜆𝑘𝐼
′
1(𝜆𝑘𝑎)− 𝐼1(𝜆𝑘𝑎)

−𝑎𝜆𝑘𝐾2(𝜆𝑘𝑎) = 𝑎𝜆𝑘𝐾
′
1(𝜆𝑘𝑎)−𝐾1(𝜆𝑘𝑎)

⎤⎥⎦
Тодi:

𝑎𝐴𝑘𝐼
′
1(𝜆𝑘𝑎)𝜆𝑘 − 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟)−

−𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑𝑎

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾
′
1(𝜆𝑘𝑎)𝜆𝑘𝑑𝜌+

+𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾1(𝜆𝑘𝑎)𝑑𝜌 =
𝑎

𝐺
𝑝𝑘
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Отримали:

𝐴𝑘 =
𝑝𝑘

𝐺𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
− 𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)𝑑𝜌

Пiдставимо 𝐴𝑘 у вираз для 𝑢𝑘(𝑟):

𝑢𝑘(𝑟) =
𝑝𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

𝐺𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
− 𝜆𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) cos𝜆𝑘𝑑

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐾2(𝜆𝑘𝑎)

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝑑𝜌+

+𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)Φ𝑘(𝑟, 𝜌)𝜌𝑑𝜌.

Далi, застосуємо формулу звернення

𝑢(𝑟, 𝑧) =
2

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑟) sin𝜆𝑘𝑧

та отримуємо:

𝑢𝑘(𝑟) =
2

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
sin𝜆𝑘𝑟−

−2

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) cos𝜆𝑘𝑑 sin𝜆𝑘𝑧

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐾2(𝜆𝑘𝑎)

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝜌𝑑𝜌+

+
2

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑 sin𝜆𝑘𝑧

∫︁ 𝑏

0

𝜒𝜌Φ𝑘(𝑟, 𝜌)𝜌𝑑𝜌

Розглянемо останнiй доданок та запишемо його у виглядi:

2

ℎ

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)[
∞∑︁
𝑘=1

cos𝜆𝑘𝑑 sin𝜆𝑘𝑧Φ(𝑘(𝑟, 𝜌)]𝜌𝑑𝜌

Пiдставимо вираз:

Φ𝑘(𝑟, 𝜌) = −
∫︁ ∞

0

𝐽1(𝑟𝑥)𝐽1(𝜌𝑥)
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 𝜆2
𝑘
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та використаємо тотожнiсть

𝐽1(𝑟𝑥)𝐽1(𝜌𝑥) =
1

𝑥2
𝜕2

𝜕𝑟𝜕𝜌
𝐽0(𝑟𝑥)𝐽0(𝜌𝑥)

i застосуємо формулу

∞∑︁
𝑘=1

(2𝑘 − 1) sin (2𝑘 − 1)𝑥

(2𝑘 − 1)2 + 𝑎2
=

𝜋

4

cosh (𝜋2 − 𝑥)𝑎

cosh 𝜋𝑎
2

Отримаємо:

𝑢(𝑟,𝑧) = −1

2

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝜌𝑑𝜌
𝜕2

𝜕𝑟𝜕𝜌

∫︁ ∞

0

𝐽0(𝑟𝑥)𝐽0(𝜌𝑥)[cosh (ℎ− (𝑧 + 𝑑))𝑥+

+𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) cosh (ℎ− |𝑧 − 𝑑|)]𝑥 𝑑𝑥

𝑥 coshℎ𝑥
+

+
2

ℎ

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)[
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑 sin𝜆𝑘𝑧

𝐼2(𝜆𝑘)
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)]𝜌𝑑𝜌+

+
2

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
sin𝜆𝑘𝑧.

Для того щоб знайти 𝜒(𝜌), скористаємося умовою на трiщину:

𝜏𝑧𝜙|𝑧=𝑑±0 = 𝐺
𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑±0 = 0, =⇒ 𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑±0 = 0

𝜕

𝜕𝑟

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝜌d𝜌
𝜕

𝜕𝜌

∫︁ ∞

0

𝐽0(𝑟𝑥)𝐽0(𝜌𝑥)d𝑥+

+

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝜌d𝜌

∫︁ ∞

0

𝐽1(𝑟𝑥)𝐽1(𝜌𝑥)

[︂
sinh (ℎ− 2𝑑)𝑥

coshℎ𝑥
+ tanhℎ𝑥− 1

]︂
𝑥2d𝑥
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4

ℎ

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)

[︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆2
𝑘 cos𝜆𝑘𝑑

2

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)

]︃
𝜌d𝜌 =

− =
4

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
cos𝜆𝑘𝑑

Перейдемо вiд промiжку (0, 𝑏) до промiжку (0, 1).

Зробимо замiну:

𝑟 = 𝑏𝜂, 𝜌 = 𝑏𝜉, 𝜂, 𝜉 ∈ (0,1), 𝑥 =
𝑡

𝑏
.

Отримаємо:

𝜕

𝜕𝜂

∫︁ 1

0

𝜒(𝑏𝜉)𝜉𝑑𝜉
𝜕

𝜕𝜉

∫︁ ∞

0

𝐽0(𝜂𝑡)𝐽0(𝜉𝑡)𝑑𝑡+

+𝑏

∫︁ 1

0

𝜒(𝑏𝜉)𝜉d𝜉

∫︁ ∞

0

𝐽1(𝜂𝑡)𝐽1(𝜉𝑡)

[︃
sin (ℎ−2𝑑

𝑏 𝑡)

cosh 𝑡𝑏ℎ
+ tanh

ℎ

𝑏
𝑡− 1

]︃
𝑡2d𝑡+

4𝑏3

ℎ

∫︁ 1

0

𝜒(𝑏𝜉)

[︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆2
𝑘 cos𝜆𝑘𝑑

2

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜂)𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜉)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)

]︃
𝜉d𝜉 =

= − 4𝑏

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜂)

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
cos𝜆𝑘𝑑.

Отримання iнтегрального рiвняння та аналiз його ядра

Позначимо: Ψ(𝜉) = 𝜒(𝑏𝜉)

𝐾1(𝑟,𝜉) = 𝑏

∫︁ ∞

0

𝐽1(𝑡𝜂)𝐽1(𝑡𝜉)[
sinh ℎ−2𝑑

𝑏 𝑡

cosh ℎ
𝑏 𝑡

+ tanh
ℎ

𝑏
𝑡− 1 ]𝑡2𝑑𝑡

𝐾2(𝜂, 𝜉) =
4𝑏3

ℎ

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑘2 cos𝜆𝑘2𝑑

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)

𝑆(𝜂, 𝜉) =
𝜕

𝜕𝜉
𝑊𝑜𝑜(𝜂, 𝜉)
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де

𝑊𝑜𝑜(𝜂, 𝜉) =

∫︁ 1

0

𝐽0(𝑡𝜂)𝐽0(𝑡𝜉)𝑑𝑡

- iнтеграл Вебера-Шафхейтлiна, який має розрив при 𝜂 = 𝜉.

Ядра 𝐾1(𝑟,𝜉) та 𝐾2(𝜂, 𝜉) - регулярнi, мiстять iнтеграли та ряди, якi сходя-
ться.

Ядро 𝑆(𝜂, 𝜉) - сингулярне, має особливiсть при 𝜂 = 𝜉.

Отримаємо iнтегрально-диференцiальне рiвняння:

𝜕

𝜕𝜂

∫︁ 1

0

Ψ(𝜉)𝑆(𝜂,𝜉)𝜉𝑑𝜉 +

∫︁ 1

0

[𝐾1(𝜂,𝜉) +𝐾2(𝜂, 𝜉)] Ψ(𝜉)𝜉𝑑𝜉 = 𝑓(𝜂),

де

𝑓(𝜂) = − 4𝑏

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜂)

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
cos𝜆𝑘𝑑.

Для розв’язання цього iнтегрально-диференцiйного рiвняння можно за-
стосувати метод ортогональних многочленiв. [3] [4]
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ВИСНОВКИ

В дипломнiй работi була розглянута вiсiсиметрична задача кручення
пружнього цилiндру з круговою трiщиною. Розв’язок цiєї задачi зведе-
но до iнтегрально-диференцiйного рiвняння. Проаналiзовано ядра цього
рiвняння та видiлено його сингулярну частину у виглядi похiдної вiд iнте-
грала Вебера-Шефхейтлiна. Пiсля цього розв’язок отриманного рiвняння
може бути побудовано методом ортогональних многочленiв.
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