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У роботі розглядаються питання існування, единості та неперервності розв'язків 
квазідиференціальних рівнянь із змінним запізненням в локально-компактних метричних 
просторах.

В работе рассматриваются вопросы существования, единственности и непрерывности 
решений квазидифференциальных уравнений с переменным запаздыванием в локально
компактных метрических пространствах.

The problems of existence, uniqueness and continuity for the solutions of quasidifferential 
equations with variable delay in locally compact metric spaces are considered.

Введение. Исследование различных задач, в которых решениями являются 
пучки траекторий (ансамбли траекторий, многозначные траектории), привели к 
созданию теории квазидифференциальных уравнений (КДУ) в нелинейных мет
рических пространствах [1]. Существование, единственность и непрерывность 
решений КДУ в нелинейных метрических пространствах исследовались в [1-8]. 
В данной работе рассматриваются вопросы существования, единственности и 
непрерывности решений КДУ с переменным запаздыванием.

Пусть X  -  метрическое пространство с функцией расстояния 5(-,-),
Ф; [о,ст)х [о,7’)х X  У.Х - ^ Х  -  отображение, задающее локальное квазидвижение, т.е.
выполнены следующие условия:

Условие LD:
1) аксиома начальных условий; ф(0, t,x ) = x ;
2) аксиома квазиприпасовывания;

5(ф, /о, хо), ф(А„ , )) = о(/?1
т і

где /г = ^ / г , , й, > О, ґ,- = ?о + Z ’ ̂ .-1) ̂

3) аксиома непрерьгоности: отображение (p{h,t,x) непрерьшно.

Определение. Аппроксимационное уравнение 

b{x{t + h),<p{h,t,x{t)))=o{h), x{to) = Xo (1)

называется квазидифференциальньш уравнением в метрическом пространстве.
Абсолютно непрерывное отображение x\\Q ,T) X  , удовлетворяющее (1) 

почти всюду, называется решением КДУ  (1).

© О. Д. Кичмаренко, 2000



90 Кичмаренко О. Д.

КДУ с переменным запаздыванием. Рассмотрим КДУ с запаздыванием:
5(х(г + к),ці{И,і, x{t), x{a{t)))) = o{h), x(o) = Xg. (2)

где 0 < a(t) < t -  запаздывание, зависящее от времени; ці: 0,ст)х 0,Т)х X  х X  - ^ Х
-  отображение, задающее локальное квазидвижение.

На множестве непрерывных отображений x(t) определим равномерную метрику: 
р{х{Т),у(Т)) = max 5 (х (0 ,Я 0) •

Теорема 1. Пусть X  -  локально-компактное метрическое пространство и в 
области 2  = {^є0, ст,  t є 0,Т , D czX,  D a  X }  выполняются условия:

1) отображение \у{к,і,х,2)удовлетворяет условию Липшица no z u  h :

5{ці(іг, t, X, z,), \\i{h, t, X, Z2)) < hyb{z^ , 2 3 ), , t, x, z), x, z)) < y\ĥ  -  ^2 1,
a no X условию:

\v{h,t,x2,y%<hy?>{x^,x2) ,

где Y -  постоянная ;
2) отображение Fy{h,t,x^=\\i{li,t,x,y{tf^, где y{t) -  Липшице во с постоянной X, 

удовлетворяет условию LD и условию Липшица по h с постоянной
3) функция a{t) -  непрерывна и 0< a{t) < t.

Тогда существует такое е(0,7’ , что при t e  0,/j) существует решение 
уравнения (2).

Доказательство. Построим последовательность решений /е[0,7]:

5(х”(ґ + h),\\i^,t,x"it\x ''~^(а (0 ) |=  ^”(0) = ^ 0  = ^“(0  = Xq . (3)
Будем считать, что на множестве непрерывных отображений х (і)є  X, /є  [0,7] 

задан оператор Л, определенный уравнением (3), причем
х”(-) = /1х”“'(-), х є С ([ 0 ,т \х ) .

Рассмотрим решения у ' и у^  уравнений: 

б(у' (t + h), F, (h, t, j;' (f ) |  = o{h\

где F,{h,t,y) = ^ ,{ K t,y ,x \< x m ,
Так как

F2(h,t,y) = ^v i.h ,t,y ,x \a .m ■

= 8i^[h,t,y,x^ (ait})l\v[h,t,y,x^(a(t))])<jh8[x^ {a{t)),x^{a{t))]<

TO на основании [5] справедлива оценка:

8 (v 4 ^b '(0 )^P (O 8 b  Р(0 =

где 5i = p (x4T’) ,x^(7’)).

Очевидно, что существует такое ty е  {0,Т  , что Р(0 < Pi < 1 при t є  [о,/і 
Таким образом, построенный оператор А переводит элементы пространства 

c {[q, t \ x ) в элементы того же пространства и выполняется неравенство:

р(л(х')л(х2))< p,p(x',x^)

т.е. оператор А является оператором сжатия. Теорема доказана.



Рассмотрим уравнение:

5(x(f + 4g(s,^ ,r,x(r)tx(a(/))))=o(4 л:(о)=Хо, (4)

где t є  [о,Г \  g  : [о,8о) X X  X X  -> X , є -  малый параметр, 
а (0  -  запаздьюание и О < а ( /)< t .

Предположим, что существует предел
g{h, X ,  у) = limg(s, h, t, X,  у ) . (5)

Е « -0

Поставим КДУ (4) в соответствие следующее КДУ:
^(y{t + h),g{h,y{t),y{a{t)))]=o{h), y{o)=XQ. (6)

Теорема 2. Пусть X  -  локально-компактное метрическое пространство и в 
области Q = ^  e^,E o),h  e ^ , a \ t  е ]р ,т \о  а  X  ,D  d  Х }  при каждом фиксированном 
є є  [о,8о) выполнены условия теоремы 1 и кроме того:

1) предел (5) существует равномерно относительно t, h, х, у,
2) отображения g{h,x ,y) и g^(e,h,t,x):= g (e ,h ,t,x ,z(t^  удовлетворяют усло

вию LD, условию Липшица по h с постоянной X, где z(t) -  удовлетворяют 
условию Липшица с постоянной \  ;

3) отображения g(e ,h ,t,x ,y) удовлетворяет неравенству

8(^1. ̂ 2 ) -  t, Хх ,y),g(E, h, t, X2, >̂ ))| < /гу5(хі, Xj );

4) решение y{t) уравнения (6) существует и вместе с р -  окрестностью 
принадлежит области D .

Тогда для любого т| > О существует такое є°(гі) > О, что для любого є є  (0,є°] 
и для любого ? є  [0,7’) справедлива оценка

Доказательство. Разобьем промежуток 0,1 на т частей точками

г, = Д,, Д = — и построим последовательности отображений
т

=  x " ' { 0 ) = X q , (7)

= y"'{0)=XQ. (8)
Здесь ґ є  , Л = 0,1,...,от-1 .

Оценим

< (1 -  yA)s(x'”( f , _ , ))+ у Д § ( : > ^ ' " ( а а . ч ) ) ) + о ( д ) . (9)
Следовательно,
рГ < (1 -  уА)рГ-. + уДрГ- 1  + о{А) = (1 + 2уД)р” , + о (д ),

' 2у Д 2у Д

где =p() :̂'”(/;tX^(^i))■
Aнaлoгичнo получаем
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имеемПри

< х(4 -  ) < Я.Д,
it) ,x ’”(t,))< X A , 5 (х (ґ),х (/,))< ^Д , 5(у(0,Я^;^))2^Д- (12)

Следовательно,

5(v '"(0 ,^0)^8(v '"W ,>^ '”a;t))+ 8 (v '"a .X K 4 ))+ s(> '(4 X K 0 )5

< е^'' (13)
2у Д

5(х'”( 0 , х ( 0 ) < ^ ^ ^ ^ ^  + 2^Д. (14)

Оценим 

8(x"4t,),y"4 t,))<

(е, {tk-i )))я(а,>^'” {tk-, I  у "  (а(ґ^_, ) ) | <

< б(?(є, A,t,_,, x"' (f^_,), x"' )))я(д, x” (f^_i ),x'"

+ б5 (д, j/'” (/^_, ly '"  ))) я(д, x"' ), x ’” {a{t,

<(і-уД )б(х '”(^ ,_ ,Ь '”(г,_,))+уД5(х'”(а(/,_.)),;.'” (а(/,.,)))н

+ 5(?(s> A, , x '” (ґ^_і ),x"' ))) x"’ ih-i h " "  H h - :  ))|- (15)

Из условия I) теоремы следует, что существует Є°(гі|)> о такое, что для любого

+

8 < Є °

s(?(s> А.tk-1 > х’” {fk-i (a( f̂c-i) ) ) х”’ } х”! ) ) | < Лі • (16)

Из (15) и (16) имеем

р - < ( 1  + 2 у Д ) р - , + л , ^ ^ ^ ^ .  (17)2у Д
Таким образом, из (10)-(14), (17) имеем:

8 к 0 , Я 0 )  < §(:^(^),^'"(0)+б(х'"(0,х'"(0)+

+б(х'” (Ґ, ),> '̂”( ґ ,))+ б(у“ (?, ),j^“ (/))+б(у'”(0 ,Я О )^

+ (18)

где о{а ) = - ------+ .
у Д

Выберем /По так, чтобы при т . < то вьшолнялось неравенство ст(д) < ̂ . Зафик-

т]УА 
2(е^^^ -1)

сировав т и выбрав г], < 7 7 -3 ^̂ ;— 7̂ , из (18) получим утверждение теоремы.



Заключение. Таким образом, в теореме 1 дано обоснование существования и 
единственности решения КДУ с переменным запаздыванием и предложен конструк
тивный алгоритм его построения. Теорема 2 переносит теоремы И.И. Гихмана, Б.М. 
Демидовича, М.А. Красносельского, С.Г, Крейна о непрерывности решений диффе
ренциальных уравнений при интегральной непрерывности правой части [9] и соот
ветствующие теоремы для КДУ без запаздывания[3-6] на КДУ с переменным запаз
дыванием. Метод усреднения для дифферешдаальных уравнений с переменным за- 
паздьтанием рассматривался в [10,11].
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