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ВСТУП

Диференцiальнi рiвняння беруть свiй початок вiд Ньютона (1642—1727).
Ньютон вважав цей свiй винахiд настiльки важливим, що зашифрував його
у виглядi анаграми,сенс якої в сучасних термiнах можна вiльно передати так:
«закони природи виражаються диференцiальними рiвняннями».Зазвичай
вважають, що Ньютон вiдкрив за допомогою свого аналiзу закон всесвiтньо-
го тяжiння. Насправдi Ньютону (1680) належить лише доказ елiптичностi
орбiт в полi тяжiння за законом зворотних квадратiв: сам цей закон був
вказаний Ньютону Гуком.

З величезного числа робiт XVIII столiття видiляють роботи Ейлера(1707-
1783) i Лагранжа(1736-1813). У цих роботах була передусiм розвинена теорiя
малих коливань, а отже - теорiя лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь;
попутно виникли основнi поняття лiнiйної алгебри.

Вперше вивченням коливаннь розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
зайнявся Шарль Франсуа Штурм(1803-1855). Його робота розпочалася з
класичного дослiдження, в якому вiн зазначив, що велика кiлькiсть задач
теорiї теплоти приводить до рiвнянь другого порядку, для яких важко
обчислити значення розв’язкiв в данiй точцi або з’ясувати для цих розв’язкiв
поведiнку нулiв, навiть в разi, коли розв’язок отримано в остаточному
виглядi або у виглядi ряду.

За допомогою безпосереднього вивчення Штурм отримав, що розв’язки
мають велику схожiсть з тригонометричними i показовими функцiями, вста-
новив ряд надзвичайно важливих властивостей нулiв розв’язкiв, вказав
спосiб наближеного обчислення розв’язкiв з достатньою точнiстю.

Вагомий внесок у вивчення коливностi диференцiальних рiвнянь прив-
несли такi вченi, як M.Rab[35], Єльшин[6], C.O. Oakley [28], W.T. Reid [36],E.
Hille, Кондратьєв В.Л.[19], а також велика кiлькiсть вчених.

В першому роздiлi дипломної роботи розглянемо допомiжнi резуль-
тати та теореми, за допомогою яких у другому роздiлi доведенi основнi
теореми.

Також у другому роздiлi розглянутi достатнi умови коливання
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розв’язкiв, що виходять з основної теореми при виконаннi додатнiх умов та
критерiй порiвняння для диференцiального рiвняння (1), який випливає з
основної теореми.

Розглянемо диференцiальне рiвняння

[𝑝(𝑥)𝑦′]′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 (1)

Будемо вважати, що коефiцiєнти 𝑝′(𝑥) i 𝑞(𝑥) неперервнi на iнтервалi 𝐼 =<

𝑥0, +∞ > i 𝑝(𝑥) > 0.

Розв’язок рiвняння (1) називають коливним, якщо воно має на iнтер-
валi 𝐼 нескiнчену множину нулiв. Розв’язок 𝑦(𝑥) ≡ 0 задовольняє цiй умовi.
Якщо всi розв’язки рiвняння (1) коливаються в 𝐼, то кажуть, що рiвняння
(1) є коливним.

Для встановлення умов коливань розв’язку рiвняння (1) використову-
ються наступнi методи:

a) розкладання диференцiального рiвняння (1) на систему i її перетворе-
ння до помiрних координат;

b) перетворення рiвняння (1) в рiвняння Рiккатi (цей метод найчастiше
використовується);

c) метод власних значень.

Можна також отримати ряд загальних результатiв шляхом комбiнацiї мето-
дiв 𝑎 i 𝑏 з використанням перетворення 𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑧. При цьому передбачає-
ться,що 𝑓(𝑥) двiчi неперервна диференцiальна функцiя, 𝑓(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ 𝐼 .
Зауважимо, що результати рiвняння, отриманi в цiй роботi, дозволяють
дослiджувати рiвняння

𝑦” + 𝑟(𝑥)𝑦′ + 𝑆(𝑥)𝑦 = 0 (2)

де 𝑟(𝑥) i 𝑆(𝑥) неперервнi в 𝐼. Рiвняння (2) можна представити у виглядi[︂
exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑟(𝑡)𝑑𝑡

}︂
𝑦′
]︂′

+ exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑟(𝑡)𝑑𝑡

}︂
𝑆(𝑥)𝑦 = 0
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або шляхом перетворення

𝑦 = exp

{︂
−1

2

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑟(𝑡)𝑑𝑡

}︂
звести до рiвняння

𝑢′′ + 𝑆(𝑥)𝑢 = 0 (3)

в якому 𝑆(𝑥) = 𝑆(𝑥)− 1
4𝑟

2(𝑥)− 1
2𝑟
′(𝑥)

Особлива увага в лiтературi придiляється рiвнянню (3), тобто рiвнянню (1)

у випадку 𝑝(𝑥) ≡ 1
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РОЗДIЛ 1

ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ

1.1 Основнi положення

Розглянемо питання коливностi i неколивностi розв’язкiв лiнiйних
диференцiальних рiвнянь другого порядку.

Розглянемо рiвняння другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами

𝑦′′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 0 (1.1)

де 𝑄(𝑥) - функцiя, неперервна на [𝑥0; +∞)

Означення 1.1

Розв’язок рiвняння (1.1) називається коливним на [𝑥0; +∞) якщо
воно має нескiнченне число нулiв на [𝑥0; +∞) i неколивним в iншому
випадку.

Теорема 1.1

Якщо на iнтервалi (𝑎, 𝑏) маємо всюди 𝑄(𝑥) ≤ 0, то всi розв’язки
рiвняння 𝑦′′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 0 на (𝑎, 𝑏), неколивнi.

Доведення.

Припустимо, що деякi розв’язки 𝑦1(𝑥) рiвняння (1.1) має ,принайм-
нi,два нулi; нехай нулi будуть 𝑥0, 𝑥1, 𝑥0 < 𝑥1, i нехай в iнтервалi (𝑥0, 𝑥1)

функцiя 𝑦1(𝑥) не має iнших нулiв.

Всi нулi будь-якого розв’язку 𝑦(𝑥),яке не дорiвнює тотожньо нулю
диференцiального рiвняння (1.1) на iнтервалi, де коефiцiєнти 𝑝0,𝑝1,𝑝2 непе-
рервнi i 𝑝0 не дорiвнює нулю, є iзольованими, тобто iснує окiл (0 − 𝛿, 0 + 𝛿)

кожного нуля 𝑥0, який не мiстить iнших нулiв. В iншому випадку точка
𝑥0 була б граничної точкою для нулiв 1(), тобто iснує послiдовнiсть нулiв
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таких, що {𝑥1, 𝑥2,..., 𝑥𝑛, ....} lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0. Тодi маємо:

𝑦1 (𝑥𝑛)− 𝑦1 (𝑥0)

𝑥𝑛 − 𝑥0
= 0

Так як функцiя 𝑦1 є диференцiйованою, то

lim
𝑛←∞

𝑦1 (𝑥𝑛)− 𝑦1 (𝑥0)

𝑥𝑛 − 𝑥0
= lim

ℎ←∞

𝑦1 (𝑥0 + ℎ)− 𝑦1 (𝑥0)

ℎ
= 𝑦′1 (𝑥0) = 0

Отже, в точцi 𝑥 = 𝑥0 отримаємо : 𝑦1 (𝑥0) = 0, 𝑦′1 (𝑥0) = 0, тобто по
теоремi Кошi 𝑦1 ≡ 0, що суперечить припущенню. З доведеного випливає, що
функцiя 𝑦1(𝑥) має скiнчене число нулiв у всякому вiдрiзку [𝛼,𝛽], внутрiшнiй
до (𝛼,𝛽). Тодi 𝑦1(𝑥) , як неперервна функцiя, зберiгає сталий знак на
iнтервалi (𝑥0,𝑥1) ; завжди можна допустити, що в цьому iнтервалi 𝑦1(𝑥) > 0

(в iншому випадку можливо взяти - 𝑦1(𝑥)). Тодi 𝑦′

1(𝑥) > 0 б так як 𝑦1(𝑥)

зростає вправо вiд 0; при цьому 𝑦′1 (𝑥0) ̸= 0, iнакше отримаємо 𝑦1 ≡ 0).

Якщо 𝑄(𝑥) ≤ 0, тодi з рiвняння (1.1) випливає, що 𝑦
′′

1(𝑥) ≥ 0 на
всьому iнтервалi (𝑥0, 𝑥1).Отже, 𝑦′

1(𝑥) не спадає на iнтервалi (𝑥0, 𝑥1), тобто
𝑦′1(𝑥) ≥ 𝑦′1 (𝑥0) для 𝑥0 < 𝑥 ≤ 𝑥1; звiдси, в силу теореми Лагранжа,
маємо:

𝑦1 (𝑥1) ≥ 𝑦1 (𝑥0) + 𝑦′1 (𝑥0) (𝑥1 − 𝑥0) = 𝑦′1 (𝑥0) (𝑥1 − 𝑥0) > 0,

що суперечить умовi 𝑦1(𝑥1) = 0. Теорему доведено.

Зауваження 1.1

Якщо 𝑄(𝑥) > 0 в iнтервалах (𝑎,𝑏), то iснуюсь коливнi розв’язки в
цих iнтервалах.

Теорема Штурма.

Якщо 𝑥0 i 𝑥1 два послiдовних нуля розв’язки 𝑦1(𝑥) диференцiального
рiвняння (1.1) другого порядку, то будь-який iнший лiнiйно незалежний
𝑦2(𝑥) того ж рiвняння має точно один нуль мiж 𝑥0 i 𝑥1.

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑝
𝑑

𝑑𝑦

)︂
+ 𝑞𝑦 = 0 (1.2)
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Доведення.

Розглянемо рiвняння виду (1.1), причому, припускаємо, що в iнтервалi
(𝑎,𝑏) i на його кiнцях 𝑝0(𝑥) ̸= 0.
Складемо визначник Вронського:

𝑦′1(𝑥)𝑦2(𝑥)− 𝑦′21(𝑥)𝑦1(𝑥) = 𝑊 (𝑥) (1.3)

Припустимо, що на всьому iнтервалi 𝑥0,𝑥1 розв’язок 𝑦2(𝑥) ̸= 0. В
силу лiнiйної незалежностi розв’язкiв 𝑦1,𝑦2, останнє не обертається до нуля
також при 𝑥 = 𝑥0 i 𝑥 = 𝑥1. Дiйсно, якби,𝑦2 (𝑥0) = 0, то 𝑊 (𝑥0) = 0, що
суперечить властивостi визначнику Вронського. Так як 𝑊 (𝑥) ̸= 0, то вiн
зберiгає сталий знак;
Нехай 𝑊 (𝑥) > 0. Роздiлимо обидвi рiвностi (1.2) на (𝑦2(𝑥))2, отримаємо:

𝑦′1(𝑥)𝑦2(𝑥)− 𝑦′2(𝑥)𝑦1(𝑥)

[𝑦2(𝑥)]2
=

𝑊 (𝑥)

[𝑦2(𝑥)]2
, або

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑦1(𝑥)

𝑦2(𝑥)

)︂
=

𝑊 (𝑥)

[𝑦2(𝑥)]2

Припустимо, що 𝑦2(𝑥0) ̸= 0, тодi в правiй частинi одержимо неперервну
функцiю вiд 𝑥; яку будемо iнтегрувати межах вiд 𝑥0 до 𝑥1.

Одержимо: [︂
𝑦1(𝑥)

𝑦2(𝑥)

]︂𝑥=𝑥1

𝑥=𝑥0

=

∫︁ 𝑥1

𝑥0

𝑊 (𝑥)

[𝑦2(𝑥)]2
𝑑𝑥

Так як 𝑦1 (𝑥0) = 𝑦1 (𝑥1) = 0, тодi лiва частина дорiвнює нулю. Пра-
ва частина мiстить iнтеграл вiд додатньої функцiї, яка за властивiстю
iнтегралiв буде додатньою.

Ми одержали, що мiж двома послiдовними нулями 𝑦1(𝑥) iснує при-
наймнi, один нуль 𝑦2(𝑥) . В протилежному варiантi, якщо нулiв було б 2
,𝑦2 (𝑥̄0) = 𝑦2 (𝑥1) = 0, 𝑥0 < 𝑥̄0 < 𝑥̄1 < 𝑥1, то, змiнивши 𝑦1 i 𝑦2 мiсцями ми
довели б iснування нуля функцiї 𝑦1(𝑥) мiж 𝑥̄0 i 𝑥̄ отже, - мiж 𝑥0 i 𝑥1, що
суперечить умовi, що 𝑦1(𝑥) не має нулiв мiж 𝑥0 i 𝑥1.
Теорема доведена.
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Наслiдок 1.1

Нулi двох лiнiйно незалежних розв’язкiв 𝑦1(𝑥) взаємно роздiляють
один одного.

Наслiдок 1.2

Якщо в iнтервалi (𝑎,𝑏) один розв’язок лiнiйного рiвняння (1.1) має
бiльше двох нулiв, то всi розв’язки коливаються.

Зауваження 1.2

Теорема Штурма встановлює, що всi розв’язки одного i того ж
рiвняння, взагалi кажучи, мають однаковий характер коливання.

1.2 Апроксимативне визначення значення
функцiї

Нехай 𝐸𝑣(𝑥) - множина дiйсних чисел 𝑥, яка має властивiсть 𝑣(𝑥), а
𝑚(𝑀) - мiру множини 𝑀 . Введемо поняття апроксимативного значення
для функцiї 𝑓(𝑥), яке було введено в роботах Olech C. , Z.Opial i T.Wazewski
[1].

Означення 1.2

Будемо казати, що функцiя 𝑓(𝑥) має апроксимативну нижню гра-
ницю 𝑙 при 𝑥 −→ +∞ (будемо писати lim

𝑥→+∞
aprinf 𝑓(𝑥) = 𝑙),

якщо

1) 𝑚 (𝐸 {𝑓(𝑥) 6 𝑙1}) < +∞ для кожного 𝑙1 < 𝑙

2) 𝑚 (𝐸 {𝑓(𝑥) 6 𝑙2}) = +∞ для кожного 𝑙2 > 𝑙

Означення 1.3

Будемо казати, що функцiя 𝑓(𝑥) має апроксимативну верхню
границю 𝐿 при 𝑥 −→ +∞ (будемо писати lim

𝑥→+∞
aprsup 𝑓(𝑥) = 𝐿), якщо

1) 𝑚 (𝐸 {𝑓(𝑥) > 𝐿1}) < +∞ для кожного 𝐿1 < 𝐿

2) 𝑚 (𝐸 {𝑓(𝑥) > 𝐿2}) = +∞ для кожного 𝐿2 > 𝐿.
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Кожна функцiя 𝑓(𝑥), очевидно, має тiльки апроксимативну верхню
та апроксимативну нижню границю. Якщо 𝑙 = 𝐿 = 𝜆, то пишуть

lim 𝑎𝑝𝑟𝑓(𝑥) = 𝜆

Будемо далi позначати:

lim
𝑥→∞

inf 𝑓(𝑥) = 𝑙*

lim
𝑥→∞

sup 𝑓(𝑥) = 𝐿*

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 𝜆*

Тодi маємо 𝑙* ≤ 𝑙 ≤ 𝐿 ≤ 𝐿*.

Теорема 1.2

Рiвностi 𝑙* = 𝑙 i 𝐿* = 𝐿 справедливi, якщо для кожної функцiї 𝑓(𝑥)

виконано одну з наступних 4 умов:

a) для кожного 𝜀 > 0 iснує 𝛿 > 0, таке, що для всiх 𝑥* ≥ 𝛿 +𝑥0 i для
всiх 𝑥, якi лежать в < 𝑥* − 𝛿, 𝑥* > або в < 𝑥*,𝑥* + 𝛿 > дотримуються
нерiвностi 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥*) + 𝜀, 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥*)− 𝜀

b) 𝑓(𝑥) рiвномiрно неперервна 𝐼

c) 𝑓 ′(𝑥) ≤ 𝑘 < +∞ при 𝑥 ∈ 𝐼

d) 𝑓 ′(𝑥) ≥ 𝑘 > −∞ при 𝑥 ∈ 𝐼

Доведення.

Умова a) охоплює кожне з умов b), c), d). Будемо припускати, що
умова a) справедлива, коли 𝑙* < 𝑙. Тодi виберемо 𝜀 > 0 таке, що виконується
умова 𝑙* < 𝑙*+ 2 < 𝑙. При цьому iснує послiдовнiсть така що 𝑥𝑛, 𝑥𝑛 −→ +∞
така, що 𝑓 (𝑥𝑛) < 𝑙*+𝜀. В одному з iнтервалiв < 𝑥𝑛−𝛿, 𝑥𝑛 >, < 𝑥𝑛, 𝑥𝑛 +𝛿 >,
який ми будемо позначати як 𝜃𝑛, виконується нерiвнiсть

𝑓(𝑥) 6 𝑓 (𝑥𝑛) + 𝜀 < 𝑙* + 2𝜀 < 𝑙
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Покладемо 𝜃 =
∑︀∞

𝑛=1𝑄𝑛, тодi одержуємо, що 𝑚(𝜃) =∞ i 𝑓(𝑥) < 𝑙 при 𝑥 ∈ 𝜃,
що суперечить означенню числа 𝑙. Отже, 𝑙* = 𝑙. Аналогiчно доводиться, що
𝐿* = 𝐿.

Теорема 1.3

а) Нехай 𝑦1(𝑥) i 𝑦2(𝑥) - два довiльних лiнiйно незалежних розв’язкiв
рiвняння (1), то функцiя

𝜌(𝑥) =
√︁
𝑦21(𝑥) + 𝑦22(𝑥)

задовольняє рiвнянню

[𝑝(𝑥)𝜌′]
′
+ 𝑞(𝑥)𝜌 =

𝑀 2

𝑝(𝑥)𝜌3
(1.4)

де 𝑀 = 𝑝(𝑥)𝑊 (𝑥) i 𝑊 (𝑥) - визначник Вронського вiд розв’язкiв 𝑦1(𝑥) i
𝑦2(𝑥).

b)Якщо функцiя 𝑓(𝑥) задовольняє рiвнянню

[𝑝(𝑥)𝑓 ′]
′
+ 𝑞(𝑥)𝑓 =

𝑐2

𝑝(𝑥)𝑓 3
,

𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0

тодi
𝑦 = 𝑐1 f(t)sin

{︂∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑐𝑑𝑡

𝑝(𝑡)𝑓 2(𝑡)
+ 𝑐2

}︂
(1.5)

є загальним розв’язком дифференцiального рiвняння (1).
Звiдси випливає, що загальний розв’язок диференцiального рiвняння (1)
може бути поданний у формi (1.5), коли 𝑓(𝑥) = 𝜌(𝑥). Якщо вибирати
розв’язки 𝑦1(𝑥) i 𝑦2(𝑥) можна отримати 𝑐 = 1.

c)Нехай функцiя 𝑓(𝑥) двiчi неперервно диференцiйована на 𝐼.
Диференцiальне рiвняння (1) переходить в рiвняння,якщо замiнити

𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑧
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[𝑝(𝑥)𝑧′]
′
+ 𝑄(𝑥)𝑧 = 0, (1.6)

де
𝑃 (𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑓 2(𝑥);

𝑄(𝑥) = 𝑓(𝑥) [𝑝(𝑥)𝑓 ′(𝑥)] + 𝑞(𝑥)𝑓 2(𝑥) (1.7)

Диференцiальне рiвняння (1) i (1.6) одночасно коливнi i неколивнi.
Ця обставина дозволяє вивести безпосередньо з достатнiх умов коливностi
розв’язкiв диференцiального рiвняння (1.6) достатнi умови кколивностi
розв’язкiв (1), що не залежить вiд будь-якої функцiї 𝑓(𝑥).

Звiдси зокрема слiдкуе:

1)Подiбну формулу застосовував вже V.Bohl[2] для дослiдження розв’язкiв
лiнiйних диференцiальних рiвнянь 2-го порядку.

2)Перетворення використовував W.Leightou[24] i пiзнiше R.Hoore[26].

1.3 Визначення коливних i неколивних
диференцiальних рiвнянь

Теорема 1.4

Диференцiальне рiвняння (1) є коливним на 𝐼 тодi i тiльки тодi,
коли

∫︁ ∞

𝑥0

𝑑𝑡

𝑝(𝑡)𝜌2(𝑡)
=

∫︁ ∞

𝑥0

𝑑𝑡

𝑝(𝑡) [𝑦21(𝑡) + 𝑦22(𝑡)]
=∞ (1.8)

при цьому 𝜌(𝑥) задовольняє рiвнянню (1.4).
З (1.4) i (1.8) безпосередньо слiдкує
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Лемма 1.1

Якщо диференцiальне рiвняння (1) коливне, то знайдеться функцiя
𝜌(𝑥) ∈ 𝐶2, 𝜌(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ 𝐼, така що:∫︁ ∞

𝑥0

{︁
𝜌(𝑥) [𝑝(𝑥)𝜌′(𝑥)]

′
+ 𝑞(𝑥)𝜌2(𝑥)

}︁
𝑑𝑥 =∞.

Iнший прямий висновок встановлює взаємозв’язок мiж диференцiальними
рiвняннями (1) та (1.6).

Теорема 1.5

Диференцiальне рiвняння (3) коливається тодi i лише тодi, коли
iснує функцiя 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2, 𝑓(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ 𝐼, для якої виконано умови∫︁ +∞

𝑥0

𝑑𝑡

𝑓 2(𝑥)
=∞

i
𝑆(𝑥) =

1

𝑓 ′′(𝑥)
− 𝑓 ′′(𝑥)

𝑓(𝑥)
.

Цю теорему довiв O.Borwka[5], який розглядав функцiю 𝑓(𝑥) у виглядi

𝑓(𝑥) =
1√︀
𝑥′(𝑥)

Leightou в роботi [20] запропонував логарифмiчну шкалу порiвняння, при
цьому, обрав спецiальним чином функцiю 𝑋(𝑥), користуючись теоремою
порiвняння. Розглянемо цю теорему нижче.

Якщо диференцiальне рiвняння (1) приймає вигляд[︂
1

𝜔(𝑥)
𝑦′
]︂′

+ 𝜔(𝑥)𝑦 = 0,

тобто
𝑦′′ − 𝜔′

𝜔
𝑦′ + 𝜔2𝑦 = 0

то воно має розв’язок

𝑦 = 𝑐1 sin

{︂∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜔(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑐2

}︂
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i коефiцiєнт 𝑆(𝑥) в диференцiальному рiвняннi(3) приймає вигляд

𝑆(𝑥) = 𝜔2(𝑥)− 3

4

[︂
𝜔′(𝑥)

𝜔(𝑥)

]︂2
+

1

2

𝜔′′(𝑥)

𝜔(𝑥)

Якщо взяти

𝜔(𝑥) = 𝑘 exp

{︂
−2

∫︁∫︁
𝜙(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥

}︂
причому 𝑘 - додатня стала i 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶∘ в 𝐼 i є довiльною функцiєю, то якщо
застосувати теорему порiвняння, отримаємо наступне твердження:

Теорема 1.6

Якщо iснує неперервна функцiя, яка задовольняє умовi∫︁ ∞

𝑥0

exp

[︂
−2

∫︁∫︁
𝜙(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥

]︂
𝑑𝑥 =∞

𝑆(𝑥) > 𝑘2 exp

{︂
−4

∫︁∫︁
𝜙(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥

]︂
−

{︂∫︁
𝜙(𝑥)𝑑𝑥

]︂2
− 𝜙(𝑥)

тодi диференцiальне рiвняння (3) коливне.

Зауваження 1.3

Ця теорема доведена M.Jelhin. Зокрема, якщо взяти 𝜙(𝑥) = −1
2𝑥

2,
то звiдси отримуємо критерiй А.Кнезера.

Зауваження 1.4

З формули (1.5) загального розв’язку дифференцiального рiвняння
(1) можна отримати:
Якщо один розв’язок диференцiального рiвняння (1) коливається в 𝐼, то всi
його розв’язки коливнi. Якщо позначити через 𝑦1(𝑥) i 𝑦2(𝑥) два довiльних
незалежних розв’язки (1),то мiж кожними двома послiдовними нулями
𝑦1(𝑥) лежить один нуль розв’язка 𝑦2(𝑥).
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РОЗДIЛ 2

КРИТЕРIЇ ТА ТЕОРЕМИ КОЛИВНОСТI РIВНЯНЬ

ДИФФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ (1)

У цьому роздiлi ми розглянемо достатнi i необхiднi умови коливностi
розв’язкiв рiвняння

[𝑝(𝑥)𝑦′]
′
+ 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 (1)

Для того, щоб вивчити проблему коливностi i не коливностi, ми роз-
глянемо диференцiальне рiвняння Рiккатi, пов’язане з рiвнянням вигляду
(1).

2.1 Основнi теореми коливностi

Теорема 2.1(Основна теорема)

Диференцiальне рiвняння (1) є коливним тодi i лише тодi, коли є
функцiя 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶1, 𝑔(𝑥) > 0 в 𝐼,що задовольняє умовi

lim
𝑥→∞

𝐻(𝑥) = lim
𝑥→∞

∫︁ 𝑥

𝑥0

1

𝑝1(𝑥)
exp

{︂
2

∫︁ 𝑥1

𝑥0

[︂
1

𝑝(𝑥)𝑔2(𝑆)

∫︁ 𝑠

𝑥0

[︀
𝑞(𝑡)𝑔2(𝑡)− 𝑝(𝑡)𝑔′2(𝑡)

]︀
𝑑𝑡

−𝑎]𝑑𝑠 }𝑑𝑥1 =∞

для будь-якої сталої 𝑎.

Доведення.

a) Нехай рiвняння (1) не є коливними. Нехай 𝑦(𝑥) розв’язок рiвняння
(1), який на 𝐼 не має нулiв, що очевидно не обмежує загальнiсть. Зробимо
замiнув рiвняннi (1) 𝑢 = 𝑝(𝑥)𝑦′

𝑦 одержуємо рiвняння Рiккатi

𝑢′ = − 𝑢2

𝑝(𝑥)
− 𝑞(𝑥)

Домножимо рiвняння на 𝑔(𝑥) i проiнтергруемо
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Отримаемо:

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑔2(𝑡)𝑢′(𝑡)𝑑𝑡 = −
∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑢2(𝑡)𝑔2(𝑡)

𝑝(𝑡)
𝑑𝑡−

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑔2(𝑡)𝑑𝑡

Пiсля iнтегрування по частинах в лiвiй частинi будемо мати

𝑔2(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑎 + 2

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑔(𝑡)𝑔′(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑢2(𝑡)𝑔2(𝑡)

𝑝(𝑥)
𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑔2(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑎−
∫︁ 𝑥

𝑥0

[︃
𝑔(𝑡)𝑢(𝑡)√︀

𝑝(𝑡)
−

√︀
𝑝(𝑡)𝑔′(𝑡)

]︃2

𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑥

𝑥0

[︀
𝑝(𝑡)𝑔′2(𝑡)− 𝑞(𝑡)𝑔2(𝑡)

]︀
𝑑𝑡 (2.1)

де 𝑎 = 𝑔2 (𝑥0)𝑢 (𝑥0) Звiдси знаходимо

𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)

𝑦(𝑥)
= 𝑢(𝑥) ≤ 1

𝑔2(𝑥)

{︂
𝑎 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

[︀
𝑝(𝑡)𝑔′2(𝑡)− 𝑞(𝑡)𝑔2(𝑡)

]︀
𝑑𝑡

}︂
i пiсля iнтегрування вiд 𝑥0 до 𝑥

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑦(𝑥)

𝑦 (𝑥0)

⃒⃒⃒⃒
≤

∫︁ 𝑥

𝑥0

1

𝑝(𝑆)𝑔2(𝑆)

{︂
𝑎 +

∫︁ 𝑠

𝑥0

[︀
𝑝(𝑡)𝑔′2(𝑡)− 𝑞(𝑡)𝑔2(𝑡)

]︀
𝑑𝑡

}︂
𝑑𝑆,

|𝑦(𝑥)| ≤ 𝐶 exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑥0

1

𝑝(𝑆)𝑔2(𝑆)

[︂
𝑎 +

∫︁ 𝑠

𝑥0

[︀
𝑝(𝑡)𝑔′2(𝑡)− 𝑞(𝑡)𝑔2(𝑡)

]︀
𝑑𝑡

]︂
𝑑𝑆

}︂
Якщо позначити через 𝑦1(𝑥) та 𝑦2(𝑥) два будь-яких незалежних розв’язки
диференцiального рiвняння (1), якi не мають нульових точок, то з наведеної
вище нерiвностi легко можна отримати∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝑡

𝑝(𝑡) [𝑦21(𝑡) + 𝑦22(𝑡)]
≥ 𝑘𝐻(𝑥)

де 𝑘 – вiдповiдна додатня компонента. Права частина цiєї нерiвностi розхо-
диться до +∞ при 𝑥→ +∞ , так що∫︁ ∞

𝑥0

𝑑𝑡

𝑝(𝑡) [𝑦21(𝑡) + 𝑦22(𝑡)]
=∞
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Це суперечить положенню, що (1) в 𝐼 не коливне.

b) Нехай диференцiальне рiвняння (1) є коливним. Тодi за лемою 1.1
iснує функцiя 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶1, 𝑔(𝑥) > 0 , яка задовольняє умовi∫︁ ∞

𝑥0

𝑀 2

𝑝(𝑥)𝑔2(𝑥)
𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

𝑥0

[︁
𝑔(𝑥)𝑔2(𝑥) + 𝑔(𝑥) {𝑝(𝑥)𝑔′(𝑥)}′ 𝑑𝑥

]︁
=∞

Покажемо, що ця функцiя задовольняє 𝐻(∞) =∞.

Користуючись спiвiдношенням∫︁
𝑔(𝑥) {𝑝(𝑥)𝑔′(𝑥)}′ 𝑑𝑥 = 𝑝(𝑥)𝑔(𝑥)𝑔′(𝑥)−

∫︁
𝑝(𝑥)𝑔

′2(𝑥)𝑑𝑥 + const

одержуємо, що 𝐻(𝑥) можна привести до вигляду

𝐻(𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥0

1

𝑝(𝑥)
exp

{︂
2

∫︁ 𝑥1

𝑥0

1

𝑝(𝑆)𝑔2(𝑆)

⟨∫︁ 𝑠

𝑥0

[︀
𝑔(𝑡)𝑔2(𝑡) + 𝑔(𝑡) {𝑝(𝑡)𝑔′(𝑡)}

]︀′
𝑑𝑡 −

− −𝑔(𝑆)𝑔′(𝑆)𝑝(𝑆) + const ⟩ 𝑑𝑆} 𝑑𝑥1 =

=

∫︁ 𝑥

𝑥0

1

𝑝(𝑥)
exp

{︂
2

∫︁ 𝑥1

𝑥0

1

𝑝(𝑆)𝑔2(𝑆)

⟨∫︁ 𝑠

𝑥0

[︁
𝑔(𝑡)𝑔2(𝑡) + 𝑔(𝑡) {𝑝(𝑡)𝑔′(𝑡)}′

]︁
𝑑𝑡 +

+ const⟩𝑑𝑆 − 2 ln |𝑔 (𝑥1)|} 𝑑𝑥1 =

=

∫︁ 𝑥

𝑥0

1

𝑝 (𝑥1) 𝑔2 (𝑥1)
exp

{︂
2

∫︁ 𝑥1

𝑥0

1

𝑝(𝑆)𝑔2(𝑆)

⟨∫︁ 𝑠

𝑥0

[︀
𝑔(𝑡)𝑔2(𝑡)

+𝑔(𝑡) {𝑝(𝑡)𝑔′(𝑡)}′
]︁
𝑑𝑡 + const

⟩
𝑑𝑆

}︁
𝑑𝑥1

Звiдки 𝐻(𝑥)→∞ при 𝑥→∞.

Теорема доведена.

Теорема 2.2

Нехай
∫︀∞
𝑥0

𝑑𝑥
𝑝(𝑥) =∞. Нехай, крiм того, iснує функцiя 𝑔(𝑥) > 0, 𝑔(𝑥) ∈

𝐶1 , така, що виконується умова∫︁ ∞

𝑥0

[︀
𝑞(𝑥)𝑔2(𝑥)− 𝑝(𝑥)𝑔′2(𝑥)

]︀
𝑑𝑥 =∞ (2.2)

Тодi диференцiальне рiвняння (1) є коливним.
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Доведення.

Доведення теореми безпосередньо слiдує з основної теореми 2.1 .

Наслiдок 2.1

При 𝑝(𝑥) ≡ 1 теорема 2.2 була встановлена В. А. Кондратьєвим
[19], де 𝑟(𝑥) = 𝑔2(𝑥)

У [19] є також теорема, яка доведено у випадку 𝑞(𝑥) = 𝑟(𝑥)
√
𝑥

Наслiдок 2.2

Теорема 2.2 узагальнює результат M. Zlamal [42], де замiсть умова
2.2 замiнена на наступнi :

∫︁ ∞

𝑥0

𝑞(𝑥)𝑔2(𝑥)𝑑𝑥 =∞

та ∫︁ ∞

𝑥0

𝑝(𝑥)𝑔′2(𝑥)𝑑𝑥 <∞

При цьому M. Zlamal подає цю гiпотезу в iншiй формi:

для збереження умови необхiдньо покласти 𝑔(𝑥) =
√︀

𝜔(𝑥)).

Зокрема, якщо 𝑝(𝑥) ≡ 1, тодi можна послiдовно вибирати 𝑔(𝑥) у
виглядi

𝑔(𝑥) = 𝑥
1
2𝜎, 𝜎 < 1;𝑥

1
2 ln−

1
2−

𝛼
2 𝑥, 𝑥

1
2 ln

1
2 𝑥 ln ln−

1
2−

𝛼
2 𝑥, . . . , 𝛼 > 0 . . .

Очевидно, що
∫︀∞
𝑥0

𝑔′2(𝑥)𝑑𝑥 < ∞ так що кожна з наступних умов
гарантує коливнiсть розв’язкiв рiвняння

𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 :∫︁ ∞

𝑥0

𝑥𝜎𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞, 𝜎 < 1 (M. Zlamal [42], I.G. Mikusinski [25] при 𝑞(𝑥) ≥ 0 )∫︁ ∞

𝑥0

𝑥 ln−1−𝛼 𝑥𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞, 𝛼 > 0∫︁ ∞

𝑥0

𝑥 ln𝑥 ln ln−1−𝛼 𝑥𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞, 𝛼 > 0

I т.д. Цi умови були отриманi вже H. Hille в гiпотезi 𝑞(𝑥) > 0 [14, S. 242].
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Теорема 2.3

Диференцiальне рiвняння (1) є коливним тодi i лише тодi, коли iснує
функцiя 𝑓(𝑥) > 0, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2 при 𝑥 ∈ 𝐼 така, що

lim
𝑥→∞

𝑘(𝑥) = lim
𝑥→∞

∫︁ 𝑥

𝑥0

1

𝑝 (𝑥1) 𝑓 2 (𝑥1)
exp

{︂
2

∫︁ 𝑥1

𝑥0

1

𝑝(𝑆)𝑓 2(𝑆)

[︂∫︁ 𝑠

𝑥0

𝑓(𝑡) {𝑝(𝑡)𝑓 ′(𝑡)}′ +

+𝑞(𝑡)𝑓 2(𝑡)
]︀
𝑑𝑡− 𝑎

]︀
𝑑𝑆

}︀
𝑑𝑥1 =∞

для кожної сталої 𝑎

Доведення. Якщо 𝐻(𝑥) веде до вигляду (2.1), то з теореми 2.1 слiдує
достатнє твердженя. Необхiднiсть випливає з леми 1.1.

Теорема 2.4 (R. Moore [26] )

Диференцiальне рiвняння (1) є коливними тодi i лише тодi, коли є
функцiя 𝑓(𝑥) > 0, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2 при 𝑥 ∈ 𝐼 така, що∫︁ +∞

−∞

𝑑𝑥

𝑝(𝑥)𝑓 2(𝑥)
=∞

та ∫︁ ∞

𝑥0

[︁
𝑓(𝑥) {𝑝(𝑥)𝑓 ′(𝑥)}′ + 𝑞(𝑥)𝑓 2(𝑥)

]︁
𝑑𝑥 =∞ (2.3)

Доведення.

Достатнiсть випливає з теореми 2.3 . Необхiднiсть слiдує iз леми 1.1.

У випадку 𝑝(𝑥) ≡ 1 ця теорема доведено E. Gragliardo [8], причому
умова (2.3) є достатньою для коливностi дифференцiального рiвняння (1).

Наслiдок 2.3

Якщо покласти 𝑓(𝑥) ≡ 1 ,то можна записати достатню умову у
виглядi ∫︁ ∞

𝑥0

𝑑𝑥

𝑝(𝑥)
=∞,

∫︁ ∞

𝑥0

𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞ (2.4)

⇒ (1)− коливне

Звiдки за теоремою 2.4 дифференцiальне рiвняння (1) є коливним. Ця
теорема доведена Fite [17] за умови 𝑞(𝑥) > 0.
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Наслiдок 2.4

Winter [39] показав що умова 𝑞(𝑥) > 0 може бути опущена.

Зауваження 2.1

Теорему 2.4 для диференцiального рiвняння (1) вперше за умовою
𝑞(𝑥) > 0 опублiкував W. Leighton у роботах [23] та [24] та потiм у формi
(2.4) в [21] и [22].

Iнша необхiдна та достатня умова коливностi розв’язкiв рiвняння
(3) приведена М. I. Єльшиним у [6]:

Лема

Диференцiальне рiвняння (3) є коливним тодi i лише тодi, коли є
𝜃(𝑥) ∈ 𝐶1 для 𝑥 ∈ 𝐼 i виконуються наступнi умови

1. 𝜃′(𝑥) + 𝜃2(𝑥) + 𝑆(𝑥) ≥ 0 ;

2.
∫︀∞
𝑥0

exp
{︁
−2

∫︀ 𝑥

𝑥0
𝜃(𝑡)𝑑𝑡

}︁ [︀
𝜃′(𝑥) + 𝜃2(𝑥) + 𝑆(𝑥)

]︀
𝑑𝑥 =∞

3.
∫︀∞
𝑥0

exp
{︁
−2

∫︀ 𝑥

𝑥0
𝜃(𝑡)𝑑𝑡

}︁
𝑑𝑥 =∞

Якщо вибрати 𝜃(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)
𝑓(𝑥) , умови 1-3 можливо переписати у бiльш

простому виглядi:

1’ 𝑓 ′(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑆(𝑥) ≥ 0

2’
∫︀∞
𝑥0

[︀
𝑓(𝑥)𝑓 ′′(𝑥) + 𝑓 2(𝑥)𝑆(𝑥)

]︀
𝑑𝑥 =∞

3’
∫︀∞
𝑥0

𝑑𝑥
𝑓2(𝑥) =∞

Отже, зв’язок мiж теоремою (3) та теоремою Ельшина легко просте-
жити.

Виберемо у теоремi

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥), 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2, ℎ(𝑥) ∈ 𝐶1, 𝑓(𝑥) > 0, ℎ(𝑥) > 0

i зважаючи на зв’язок∫︁
ℎ2(𝑥)𝑓(𝑥) [𝑝(𝑥)𝑓 ′(𝑥)]

′
𝑑𝑥 = ℎ2(𝑥)𝑓(𝑥)𝑝(𝑥)𝑓 ′(𝑥)−
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−
∫︁

𝑝(𝑥)𝑓 ′(𝑥)
[︀
2ℎ(𝑥)ℎ′(𝑥)𝑓(𝑥) + ℎ2(𝑥)𝑓 ′(𝑥)

]︀
𝑑𝑥

отримуємо ∫︁ [︀
𝑞(𝑥)𝑔2(𝑥)− 𝑝(𝑥)𝑔′2(𝑥)

]︀
𝑑𝑥 =

∫︁ [︀
𝑔(𝑥)𝑓 2(𝑥)ℎ2(𝑥) −

−𝑝(𝑥)
{︀
𝑓 ′2(𝑥)ℎ2(𝑥) + 2𝑓(𝑥)𝑓 ′(𝑥)ℎ(𝑥)ℎ′(𝑥) + 𝑓 2(𝑥)ℎ′2(𝑥)

}︀]︀
𝑑𝑥 =

=

∫︁ [︁
𝑔(𝑥)𝑓 2(𝑥)ℎ2(𝑥) + ℎ2(𝑥)𝑓(𝑥) {𝑝(𝑥)𝑓 ′(𝑥)}′ − 𝑝(𝑥)𝑓 2(𝑥)ℎ′2(𝑥)

]︁
𝑑𝑥−

−ℎ2(𝑥)𝑓(𝑥)𝑓 ′(𝑥)𝑝(𝑥)

так, що

𝐻(𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥0

1

𝑝 (𝑥1)
exp

{︂
2

∫︁ 𝑥1

𝑥0

1

𝑝(𝑆)ℎ2(𝑆)

⟨∫︁ 𝑠

𝑥0

[︀
𝑄(𝑡)ℎ2(𝑡)− 𝑝(𝑡)ℎ′2(𝑡)

]︀
𝑑𝑡−𝑎⟩𝑑𝑆}𝑑𝑥1

Отже, маємо:

Теорема 2.5 Диференцiальне рiвняння (1) є коливним тодi i лише
тодi, коли є функцiя 𝑓(𝑥)i 𝑔(𝑥),𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2, 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶1, 𝑓(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ 𝐼 ,
що задовольняють умовi

∫︁ ∞

𝑥0

1

𝑝(𝑥)
exp

{︂
2

∫︁ 𝑥

𝑥0

1

𝑝(𝑆)𝑔2(𝑆)

⟨∫︁ 𝑠

𝑥0

[︀
𝑄(𝑡)𝑔2(𝑡)− 𝑝(𝑡)𝑔′2(𝑡)

]︀
𝑑𝑡− 𝑎

⟩
𝑑𝑆

}︂
𝑑𝑥 =∞

для кожної сталої 𝑎, де функцiї 𝑝 та 𝑄 визначенi формулами (1.7).

Зауваження 2.2

Цей результат можна отримати, якщо застосувати основну тео-
рему 2.1 до рiвняння (1.6), яке слiдкуе з основної теореми 2.1.

Зауваження 2.3

З доведення основної теореми 2.1 за умови 𝑔(𝑥)𝐶2, при 𝐻(𝑥) = 𝑘(𝑥),
основна теорема 2.1 всюди еквiвалентна теоремi 2.3.

Теорему 2.3 можна довести таким чином:

аналогiчно як в основнiй теоремi можна довести, що рiвняння (1.6)
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коливне, якщо виконується умова

lim
𝑥→∞

𝑅(𝑥) = lim
𝑥→∞

∫︁ 𝑥

𝑥0

1

𝑝 (𝑥1)
exp

{︂
2

∫︁ 𝑥1

𝑥0

1

𝑝(𝑡)

⟨∫︁ 𝑡

𝑥0

𝑄(𝑆)𝑑𝑆 − 𝑎

⟩
𝑑𝑡

}︂
𝑑𝑥1 =∞

(вважаючи 𝑔(𝑥) ≡ 1 ).

Звiдси теорему 2.3 легко довести,якщо повторно застосувати теорему
2.3 до диференцiального рiвняння (1.6).

2.2 Критерiї порiвняння

Розглянемо критерiї порiвняння, початок яких був запропонований
у роботi С.Штурма [38]. Важливу роль тут вiдiграють теореми порiвня-
ння, якi були доведенi для диференцiального рiвняння (1) та для систем
рiвнянь першого порядку такими авторами як H. Bocher [3], [4], Ельшин
[6],G.Landolino [9], E. Kamke [16], [17], C.O. Oakley [28], W.T. Reid [36].

Для диференцiального рiвняння (1) теорему порiвняння можливо
одержати з основної теореми 2.1:

Нехай диференцiальне рiвняння (1) є коливним. Нехай

𝑝1(𝑥) ≤ 𝑝(𝑥),𝑞1(𝑥) ≥ 𝑞(𝑥), 𝑝′1, 𝑞1 - неперервнi в I (2.5)

Тодi диференцiальне рiвняння

[𝑝1(𝑥)𝑦′]
′
+ 𝑞1(𝑥)𝑦 = 0 (2.6)

також є коливним.

Насправдi, оскiльки (1) коливне, то на пiдставi основної теореми 2.1
iснує така функцiя 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶1, 𝑔(𝑥) > 0,що lim

𝑥→∞
𝐻(𝑥) =∞.

Iз (2.5) маємо

𝑞(𝑡)𝑔2(𝑡)− 𝑝(𝑡)𝑔′2(𝑡) ≤ 𝑞1(𝑡)𝑔
2(𝑡)− 𝑝1(𝑡)𝑔

′2(𝑡)
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так що знову маємо

lim
𝑥→∞

𝐻(𝑥) =∞

якщо замiнити функцiї 𝑝 та 𝑞 на 𝑝1 та 𝑞1 . Отже, диференцiальне рiвняння
(2.6) є коливним.

Виникає проблема, чи iснує функцiя 𝑟(𝑥) така, що диференцiальне
рiвняння (1) при 𝑝(𝑥) ≤ 𝑟(𝑥), 𝑞(𝑥) ≥ 𝑆(𝑥) в 𝐼 є коливним, а при 𝑝(𝑥) >

𝑟(𝑥) та 𝑞(𝑥) < 𝑆(𝑥) не коливним. Вiдповiдь на це питання негативна.
Справедлива наступна теорема.

Теорема 2.6

Нехай розв’язок диференцiального рiвняння (1) коливається в 𝐼. Тодi
iснує функцiя 𝑆(𝑥) ∈ 𝐶0, що 𝑆(𝑥) < 𝑞(𝑥) при 𝑥 ∈ 𝐼 та диференцiальне
рiвняння

[𝑝(𝑥)𝑦′]
′
+ 𝑆(𝑥)𝑦 = 0 (2.7)

є коливним.

Доведення.

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння (1) має вигляд

𝑦 = 𝐶1𝜌(𝑥) sin

[︂∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝑡

𝑝(𝑡)𝜌2(𝑡)
+ 𝐶2

]︂

Оскiльки диференцiальне рiвняння (1) коливне, то∫︁ ∞

𝑥0

𝑑𝑡

𝑝(𝑥)𝜌2(𝑥)
=∞ (2.8)

Функцiя 𝜌(𝑥) задовольняє диференцiальному рiвнянню (1.4) (𝑀 = 1).
Таким чином 𝑞(𝑥) може бути записано у виглядi

𝑞(𝑥) =
1

𝑝(𝑥)𝜌4(𝑥)
− [𝑝(𝑥)𝜌′(𝑥)]′

𝜌(𝑥)
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Виберемо константу 𝐶, 0 < 𝐶 < 1 та позначимо

𝑆(𝑥) =
𝐶2

𝑝(𝑥)𝜌4(𝑥)
− [𝑝(𝑥)𝜌′(𝑥)]′

𝜌(𝑥)

Будемо мати 𝑆(𝑥) < 𝑞(𝑥) в iнтервалi 𝐼 i диференцiальне рiвняння (2.7) має
загальний розв’язок

𝑦 = 𝐶1𝜌(𝑥) sin

[︂
𝐶

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝑡

𝑝(𝑡)𝜌2(𝑡)
+ 𝐶2

]︂
який у вiдповiдностi з (2.8) є коливним.

Зауваження 2.4 В. А. Кондратьєв [19] та A.Winter [41] запропо-
нували наступний критерiй порiвняння:

Нехай функцiї 𝑟(𝑥) та 𝑞(𝑥) неперервнi в 𝐼 та виконується умова

0 ≤
∫︁ ∞

𝑥

𝑟(𝑡)𝑑𝑡 ≤
∫︁ ∞

𝑥

𝑞(𝑡)𝑑𝑡 <∞

Якщо диференцiальне рiвняння 𝑦′′ + 𝑟(𝑥)𝑦 = 0 є коливним, тодi рiвняння
𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 також є коливним.

Зауваження 2.5

E. Hille [41, S. 145] довiв цю теорему користуючись умовою 𝑟(𝑥)0.

Критерiй коливностi, заснований на логарифмiчнiй шкалi, є спецi-
альним випадком попередньої теореми. Зубов [43] вказав на зручну форму
критерiю порiвняння, що забезпечує достатнi умови коливностi розв’язку
рiвняння (1)

Покладемо

𝑢(𝑥) =

∫︁ 𝑥 𝑑𝑡

𝑝(𝑡)
; ln−1 𝑢 = 1, ln0 𝑢 = 𝑢, . . . , lnk 𝑢 = ln lnk−1 𝑢;

𝐿𝑛(𝑢) =
𝑛∏︁

𝑘=0

lnk 𝑢, 𝑆−1(𝑢) = 0, 𝑆𝑛(𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=0

1

𝐿2
𝑘(𝑢)
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Теорема 2.7

Нехай виконано ∫︁ ∞

𝑥0

𝑑𝑥

𝑝(𝑥)
=∞ (2.9)

Якщо для деякого 𝜀 > 0 виконується∫︁ ∞

𝑥0

𝐿𝑛+1(𝑢)

ln1+𝜀
𝑛+2 𝑢

[︂
𝑞(𝑥)− 1

4𝑝(𝑥)
𝑆𝑛(𝑥)

]︂
𝑑𝑥 =∞ (2.10)

то диференцiальне рiвняння (1) є коливним.

Доведення. Покладемо

𝑓(𝑥) =
√︀

𝐿𝑛(𝑥), 𝑔(𝑥) = ln
1
2
𝑛+1 𝑢 ln

− 1
2−

𝜀
2

𝑛+2 𝑢

Тодi отримаємо

𝑑

𝑑𝑥
𝐿𝑛(𝑢) = [ln𝑢 ln2 𝑢 . . . lnn 𝑢 + ln2 𝑢 ln3 𝑢 . . . lnn 𝑢 + · · ·+ lnn 𝑢 + 1]

1

𝑝(𝑥)
=

=

[︂
𝐿𝑛(𝑢)

𝑢
+

𝐿𝑛(𝑢)

𝑢 ln𝑢
+ · · ·+ 𝐿𝑛(𝑢)

𝐿𝑛(𝑢)

]︂
1

𝑝(𝑥)
= 𝐿𝑛(𝑢) =

=

[︂
1

𝐿0(𝑢)
+

1

𝐿1(𝑢)
+ · · ·+ 1

𝐿𝑛(𝑢)

]︂
1

𝑝(𝑥)

Звiдси випливає, що

𝑓 ′(𝑥) =
{︁√︀

𝐿𝑛(𝑢)
}︁′

=
𝐿′𝑛(𝑢)

2
√︀

𝐿𝑛(𝑢)

1

𝑝(𝑥)
=

√︀
𝐿𝑛(𝑢)

2𝑝(𝑥)

[︂
1

𝐿0(𝑢)
+ · · ·+ 1

𝐿𝑛(𝑢)

]︂
[𝑝(𝑥)𝑓 ′(𝑥)]

′
=

=

[︃
𝐿′𝑛(𝑢)

4
√︀

𝐿𝑛(𝑢)

{︂
1

𝐿0(𝑢)
+ · · ·+ 1

𝐿𝑛(𝑢)

}︂
+

√︀
𝐿𝑛(𝑢)

2

{︂
−𝐿

′
0(𝑢)

𝐿2
0(𝑢)

− · · · − 𝐿′𝑛(𝑢)

𝐿2
𝑛(𝑢)

}︂]︃
1

𝑝(𝑥)
=

=

√︀
𝐿𝑛(𝑢)

4

{︂
1

𝐿0(𝑢)
+ · · ·+ 1

𝐿𝑛(𝑢)

}︂2
1

𝑝(𝑥)
−

−
√︀

𝐿𝑛(𝑢)

2

{︂
1

𝐿0(𝑢)

1

𝐿0(𝑢)
+

1

𝐿1(𝑢)

[︂
1

𝐿0(𝑢)
+

1

𝐿1(𝑢)

]︂
+ · · · +

+
1

𝐿𝑛(𝑢)

[︂
1

𝐿0(𝑢)
+ · · ·+ 1

𝐿𝑛(𝑢)

]︂}︂
1

𝑝(𝑥)
=

√︀
𝐿𝑛(𝑢)

4𝑝(𝑥)

{︂
1

𝐿2
0(𝑢)

+ · · ·+ 1

𝐿2
𝑛(𝑢)

}︂
=
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= −
√︀

𝐿𝑛(𝑢)

4𝑝(𝑥)
𝑆𝑛(𝑢).

Нарештi, отримуємо

𝜃(𝑥) = 𝑓(𝑥) [𝑝(𝑥)𝑓 ′(𝑥)]
′
+ 𝑞(𝑥)𝑓 2(𝑥) = −

√︀
𝐿𝑛(𝑢)

4𝑝(𝑥)
𝑆𝑛(𝑢) + 𝑞(𝑥)𝐿𝑛(𝑢)

i далi

𝑔′(𝑥) =

[︂
1

2
ln
− 1

2
𝑛+1 𝑢𝐿

−1
𝑛 (𝑢) ln

− 1
2−

𝜀
2

𝑛+2 𝑢−
(︂

1

2
+

1

2
𝜀

)︂
ln

1
2
𝑛+1 𝑢𝑥 ln

− 3
2−

𝜀
2

𝑛+2 𝑢𝐿−1𝑛+1(𝑢)

]︂
1

𝑝(𝑥)
=

= ln
− 1

2
𝑛+1 𝑢𝐿

−1
𝑛 (𝑢)

[︂
1

2
ln
− 1

2−
𝜀
2

𝑛+2 𝑢−
(︂

1

2
+

1

2
𝜀

)︂
ln
− 3

2−
𝜀
2

𝑛+2 𝑢

]︂
1

𝑝(𝑥)

𝑔′2(𝑥) = ln−1𝑛+1 𝑢𝐿
−2
𝑛 (𝑢)[%]2

1

𝑝(𝑥)
≤ 𝐶 ln−1𝑛+1 𝑢𝐿

−2
𝑛 (𝑢) ln−1−𝜀𝑛+2 𝑢

1

𝑝2(𝑥)

для досить великих 𝑥 , де 𝐶 – деяка стала.

Отже,∫︁ ∞
𝑝(𝑥)𝑔′2(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ ∞
𝑝(𝑥)𝑓 2(𝑥)𝑔′2(𝑥)𝑑𝑥 ≤

∫︁ ∞ 𝐶𝑑𝑥

Ln+1(u) ln1+𝜀
𝑛+2 𝑢𝑝(𝑥)

=

= 𝐶

∫︁ ∞ 𝑑𝑢

Ln+1(u) ln1+𝜀
𝑛+2 𝑢

=
[︀
ln−𝜀𝑛+2 𝑢

]︀∞
<∞∫︁ ∞

𝑄(𝑥)𝑔2(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ ∞ Ln+1(u)

ln1+𝜀
𝑛+2 𝑢

[︂
𝑞(𝑥)− 1

4𝑝(𝑥)
𝑆𝑛(𝑢)

]︂
𝑑𝑥 =∞

у силу (2.10), так що диференцiальне рiвняння (1) за теоремою 2.5 є колив-
ним.
З теореми 2.7 можливо зробити ряд висновкiв.Зауважимо, що умова (2.10)
при 𝑛 = −1,0 мають вигляд

𝑛 = −1 :

∫︁ ∞ u

ln1+𝜀 𝑢
𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞,

𝑛 = 0 :

∫︁ ∞

0

𝑢 ln𝑢

ln ln1+𝜀 𝑢

[︂
𝑞(𝑥)− 1

4𝑝(𝑥)

1

𝑢2

]︂
𝑑𝑥 =∞
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Якщо покласти 𝑔(𝑥) = ln
1
2−

𝛿
2

𝑛+1 𝑢 або 𝑔(𝑥) ≡ 1 , замiсть (2.10), одержуємо∫︁ ∞
𝐿𝑛(𝑢) ln1−𝛿

𝑛+1 𝑢

[︂
𝑞(𝑥)− 1

4𝑝(𝑥)
𝑆𝑛(𝑢)

]︂
𝑑𝑥 =∞, 𝛿 > 0 (2.11)

чи ∫︁ ∞
𝐿𝑛(𝑢)

[︂
𝑞(𝑥)− 1

4𝑝(𝑥)
𝑆𝑛(𝑢)

]︂
𝑑𝑥 =∞ (2.12)

Можливо легко показати, що умова (2.11) та (2.12), як i (2.10) мають
мiсце, якщо 𝑞(𝑥)− 1

4𝑝(𝑥)𝑆𝑛(𝑢) ≥ 0, оскiльки ln𝛿𝑛+1 𝑢

ln1+𝜀
𝑛+2 𝑢
→∞ для кожного 𝛿 > 0

та 𝜀 > 0. При 𝑛 = −1 маємо iз (2.11).∫︁ ∞
𝑢1−𝛿𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞

це разом з (2.9) дає достатню умову R. Moore , встановлену в [26].

R. Moore, який розглядав випадок, коли∫︁ ∞

𝑥0

𝑑𝑥

𝑝(𝑥)
<∞

i для деякого 𝑚 < 1

∫︁ ∞

𝑥0

𝑞(𝑥)ℎ𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =∞,

де

ℎ(𝑥) =

∫︁ ∞

𝑥0

𝑑𝑡

𝑝(𝑡)
,

тодi диференцiальне рiвняння (1) коливне.
Твердження випливає iз теореми 2.4, якщо покласти 𝑓(𝑥) = ℎ

𝑚
2 (𝑥).

Умова (2.12) при 𝑛 = −1,0 має вигляд

𝑛 = −1 :

∫︁ ∞
𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞

𝑛 = 0 :

∫︁ ∞
𝑢

[︂
𝑞(𝑥)− 1

4𝑝(𝑥)

1

𝑢2

]︂
𝑑𝑥 =∞

Умови (2.10), (2.11) та (2.12) також виконуються, якщо пiдiнтеграль-
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ний вираз бiльше або дорiвнює 𝜀
𝐿𝑛(𝑢)𝑝(𝑥)

, оскiльки∫︁ ∞ 𝑑𝑥

𝐿𝑛(𝑢)𝑝(𝑥)
= [lnn+1 𝑢]∞ =∞

Таким чином, одержанi умови (2.11) та (2.12) бiльш слабi, нiж умова, отри-
мана iз (2.10):

𝐿𝑛+1(𝑢)

ln1+𝜀
𝑛+2 𝑢

[︂
𝑞(𝑥)− 1

4𝑝(𝑥)
𝑆𝑛(𝑢)

]︂
≥ 𝜀

𝐿𝑛(𝑢)𝑝(𝑥)

або
𝐿2
𝑛(𝑢)

[︂
𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)− 1

4
𝑆𝑛(𝑢)

]︂
ln𝑛+1 𝑢

ln1+𝜀
𝑛+2 𝑢

≥ 𝜀 (2.13)

Ця умова виконується, якщо

𝐿2
𝑛(𝑢)

[︂
𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)− 1

4
𝑆𝑛(𝑢)

]︂
≥ 𝜀 (2.14)

Звiдси одержуємо наступнi випадки

𝑛 = −1 : 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥) ≥ 𝜀

𝑛 = 0 : 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥) ≥ 1+𝜀
4𝑢2

𝑛 = 1 : 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥) ≥ 1
4

(︁
1
𝑢2 + 1+𝜀

𝑢2 ln2 𝑢

)︁

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(2.15)

Умову (2.14) можливо записати у виглядi

lim
𝑥→∞

inf 𝐿2
𝑛(𝑢)

[︂
𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)− 1

4
𝑆𝑛(𝑢)

]︂
> 0

або
lim
𝑥→∞

inf 𝐿2
𝑛(𝑢)

[︂
𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)− 1

4
𝑆𝑛−1(𝑢)

]︂
>

1

4

При 𝑛 = 0 маємо

lim
𝑥→∞

inf 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)𝑢2 >
1

4

З вищевказаними умовами тiсно пов’язанi умови R. L. Potter [31]:
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Якщо виконується∫︁ ∞

[𝑖

𝑑𝑥

𝑝(𝑥)
=∞, lim 𝑝(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
{𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)}−

1
2 = 𝑙′ < 2 (2.16)

тодi диференцiальне рiвняння(1) є коливним.

З другої умови випливає, що

[𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)]−
1
2 <

∫︁ 𝑥 𝑙

𝑝(𝑥)
𝑑𝑥 + 𝐶 = ln(𝑥), 𝑙′ < 𝑙 < 2

Для досить великих 𝑥 справедливо

𝑝(𝑥)𝑞(𝑥) >
1

𝑙2
1

𝑢2
=

1 + 𝜀

4𝑢𝑟

звiдки можливо зробити висновок, що умова R. L. Potter слабша, нiж (2.15)
R. Moore у [26] довiв наступну теорему

Теорема

Якщо виконуються умови∫︁ ∞

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡 <∞,
1

4
< 𝐶 ≤ 𝑢(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑑 <∞ (2.17)

Тодi диференцiальне рiвняння (1) є коливним.
Якщо 𝑔(𝑥)0, то 𝑑 може бути рiвне +∞.

Ця теорема випливає iз теореми 2.4 якщо покласти

𝑓(𝑥) =
√︀
𝑢(𝑥)

Насправдi з нерiвностi (2.17) випливає, що 𝑢(𝑥)→∞,що означає∫︁ ∞

𝑥0

𝑑𝑥

𝑝(𝑥)
=

∫︁ ∞

𝑥0

𝑑𝑥

𝑝(𝑥)𝑢(𝑥)
= [ln |𝑢(𝑥)|]∞𝑥0

=∞

Далi ∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑄(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝑡

4𝑝(𝑡)𝑢(𝑡)
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Якщо застосувати метод iнтегрування частинами, знайдемо

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑄(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑢(𝑥)

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 𝑥

𝑥0

∫︀ 𝑡

𝑥0
𝑞(𝑆)𝑑𝑆

𝑝(𝑡)
𝑑𝑡−

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝑡

4𝑝(𝑡)𝑢(𝑡)
=

=

[︂∫︁ ∞

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ ∞

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡

]︂
𝑢(𝑥)−

−
∫︁ 𝑥

𝑥0

∫︀∞
𝑥0

𝑞(𝑆)𝑑𝑆 −
∫︀∞
𝑡 𝑞(𝑆)𝑑𝑆

𝑝(𝑡)
𝑑𝑡−

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝑡

4𝑝(𝑡)𝑢(𝑡)
=

= −
∫︁ ∞

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡𝑢(𝑥) +

∫︁ 𝑥

𝑥0

∫︀∞
𝑡 𝑞(𝑆)𝑑𝑆𝑢(𝑡)

𝑝(𝑡)𝑢(𝑡)
𝑑𝑡−

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝑡

4𝑝(𝑡)𝑢(𝑡)
+ 𝑘 ≥

≥ −𝑢(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡 +

(︂
𝐶 − 1

4

)︂∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝑡

𝑝(𝑡)𝑢(𝑡)
+ 𝑘 →∞

де 𝑘 – деяка стала.

Остання частина твердження (для 𝑔(𝑥) > 0 ) випливає вiд простої
модифiкацiї доказу E. Hille [14, S. 245], що стосується диференцiального
рiвняння у випадку 𝑝(𝑥) ≡ 1 .

Теорема 2.7 та всi висновки доведенi у випадку 𝑝(𝑥) ≡ 1 . Умова∫︀∞
𝑥

𝑑𝑥
𝑝(𝑥) =∞ виконана, так що кожне наступне приведене затвердження 1-Х

осциляцiї розв’язкiв рiвняння

𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 (2.18)

є достатнiм

I.
∫︀∞
𝑥0

Ln+1(x)

ln1+𝜀
𝑛+2 𝑥

[︀
𝑞(𝑥)− 1

4𝑆𝑛(𝑥)
]︀
𝑑𝑥 =∞ для деякого 𝜀 > 0( m.Rab[34]).

II.
∫︀∞
𝑥0

x
ln1+𝜀 𝑥

𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞,

III.
∫︀∞
𝑥0

𝑥 ln𝑥
ln ln1+𝜀 𝑥

[︀
𝑞(𝑥)− 1

4𝑥2

]︀
𝑑𝑥 =∞

IV.
∫︀∞
𝑥o

𝐿𝑛(𝑥) ln−1−𝜀𝑛+2 𝑥
[︀
𝑞(𝑥)− 1

4𝑆𝑛(𝑥)
]︀
𝑑𝑥 =∞

V.
∫︀∞
𝑥0

𝑥1−𝜀𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞, M. Zlamal [42]

VI.
∫︀∞
𝑥0

𝐿𝑛(𝑥)
[︀
𝑞(𝑥)− 1

4𝑆𝑛(𝑥)
]︀
𝑑𝑥 =∞, M. Zlamal [42]

VII.𝐿2
𝑛(𝑥)

[︀
𝑞(𝑥)− 1

4𝑆𝑛(𝑥)
]︀
≥ 𝜀 або lim𝑥→∞ inf 𝐿2

𝑛(𝑥)[𝑞(𝑥))− 1
4𝑆𝑛−1(𝑥)

]︀
>

1
4 ,P. Hartman [12], E. Hille [14]

VIII. lim𝑥→∞ inf 𝑥2𝑞(𝑥) > 1
4 , A. Kneser [18]
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IX. lim𝑥→∞ inf 𝑞(𝑥) > 0, lim𝑥→∞ 𝑞(𝑥) > 0, 𝑞(𝑥) ≥ 𝜀, A. Kneser [18]

X. a) lim𝑥→∞ inf 𝑥
∫︀∞
𝑥 𝑞(𝑥)𝑑𝑥 > 1

4 , lim𝑥→∞ sup
∫︀∞
𝑥 𝑞(𝑥)𝑑𝑥 <∞

(випливає c (2.17))

b) 𝑞(𝑥) ≥ 0, lim inf 𝑥
∫︀∞
𝑥 𝑞(𝑡)𝑑𝑥 > 1

𝑎 , Hille [14,5.245]

Слiд було б ще згадати, той факт, що диференцiальне рiвняння (1)
при 𝑧 = 𝑝(𝑥)𝑦

′ переходить в рiвняння(︂
1

𝑞(𝑥)
𝑧′
)︂′

+
1

𝑝(𝑥)
𝑧 = 0 (2.19)

якщо тiльки 𝑝(𝑥) > 0 та 𝑞(𝑥) > 0 в 𝐼.

Очевидно, що це рiвняння коливне або не коливне одночасно з рiвня-
нням (1).
Якщо застосувати до цього рiвняння наведенi вище теореми, можна отри-
мати новi достатнi умови коливностi розв’язкiв рiвняння (1).

Наприклад:

Теорема 2.8

Нехай 𝑝(𝑥) > 0,𝑞(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ 𝐼.

Нехай, крiм того, слiдує неперервна функцiя 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶1,𝑔(𝑥) > 0,
така, що ∫︁ ∞

𝑥0

𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞,

∫︁ ∞

𝑥0

[︂
𝑔2(𝑥)

𝑝(𝑥)
− 𝑔′2(𝑥)

𝑞(𝑥)

]︂
𝑑𝑥 =∞.

Тодi диференцiальне рiвняння (1) є коливним.

Це твердження безпосередньо випливає з теореми 2.2, застосованої до
рiвняння (2.19).

Розгляд умов коливностi розв’язкiв рiвняння (1) на пiдставi рiвняння
(2.19) займаються ще (2.23). Справедлива наступна теорема
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Теорема

Нехай виконується умови⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑝(𝑥) > 0, 𝑞(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ 𝐼∫︀∞

𝑥0
𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =∞

lim 𝑝(𝑥) 𝑑
𝑑𝑥 [𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)]−1 > −2

Тодi диференцiальне рiвняння (2.20) є коливним.
Твердження безпосередньо випливає iз теореми 2.1 для рiвняння (2.19).

Приведемо також результати Potter [31], що вiдносяться до рiвняння

𝑦′′ +
1

ℎ2(𝑥)
𝑦 = 0 (2.20)

якi випливають iз вищезгаданих теорем.

Якщо узяти в теоремi 2.4 𝑓(𝑥) = ℎ
1
2 (𝑥), то отримаємо⎧⎪⎨⎪⎩

∫︀∞
𝑥0

𝑑𝑥
ℎ(𝑥) =∞∫︀∞

𝑥0

[︁
1

ℎ(𝑥) −
ℎ2(𝑥)
4ℎ(𝑥) + ℎ′′(𝑥)

2

]︁
𝑑𝑥 =∞

(2.21)

Умови (2.21) виконуються, якщо справедлива нерiвнiсть ℎ′2(𝑥) ≤ 𝑘2(𝑥) < 4.

Iнша достатня умова для коливностi розв’язкiв (2.20) – lim𝑥→∞ ℎ′(𝑥) <

2 випливає безпосередньо iз (2.21).

2.3 Узагальнення достатнiх умов коливання з
основної теореми

Достатнi умови коливання розв’язкiв, що наводилися досi,ґрунтуються
на основнiй теоремi, тобто виконується умова (2.13). Цю ситуацiю можна
узагальнити.

Якщо в основнiй теоремi покласти 𝑔(𝑥) = [𝑝(𝑥)]
1
2 , то можна одержати
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наступне твердження:

Нехай

lim
𝑥→∞

𝑘(𝑥) =

∫︁ ∞

𝑥0

1

𝑝(𝑥)
exp

{︂
2

∫︁ 𝑥

𝑥0

[︂∫︁ 𝑡

𝑥0

⟨
𝑞(𝑥)

𝑝(𝑆)
− 1

4

𝑝′2(𝑆)

𝑝2(𝑆)

⟩
𝑑𝑆 − 𝑎

]︂
𝑑𝑡

}︂
𝑑𝑥 =∞

для кожної константи 𝑎 . Тодi рiвняння (1) є коливним.

Покладемо

𝐹 (𝑥) =
∫︀ 𝑥

𝑥0

[︁
𝑞(𝑡)
𝑝(𝑡) −

1
4
𝑝′2(𝑡)
4𝑝2(𝑡)

]︁
𝑑𝑡,𝐺(𝑥) = 1

𝑥

∫︀ 𝑥

𝑥0
𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 |

𝑀 [𝐶𝑛, 𝑋𝑛] = 𝐸 {𝑥 : 𝑥 ≥ 𝑋𝑛, 𝐺(𝑥) ≥ 𝐶𝑛}

Тодi

𝐾(∞) =
∫︀∞
𝑥0

1
𝑝(𝑥) exp

{︀
2𝑥

[︀
𝐺(𝑥)− 𝑎 + 𝑎𝑥0

𝑥

]︀}︀
𝑑𝑥 =

= exp {2𝑎𝑥0}
∫︀∞
𝑥0

1
𝑝(𝑥) exp{2𝑥[𝐺(𝑥)− 𝑎]}𝑑𝑥 ≥

≥ exp {2𝑎𝑥0}
∫︀∞
𝑥𝑛

1
𝑝(𝑥) exp{2𝑥[𝐺(𝑥)− 𝑎]}𝑑𝑥

Якщо inf 1
𝑝(𝑥) ≥ 𝜀 > 0 при 𝑥 ∈ 𝐼, то

𝐾(∞) ≥ exp {2𝑎𝑥0} 𝜀
∫︀∞
𝑥𝑛

exp{2𝑥[𝐺(𝑥)− 𝑎]}𝑑𝑥 ≥

≥ 𝜀 exp {2𝑎𝑥0} exp {𝑁𝑋𝑛}𝑚 (𝑀 [𝑁,𝑋𝑛])

при 𝑁 > 2𝑎.

Звiдси випливає
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Теорема 2.9 Нехай 𝑝(𝑥) ∈ 𝐶1, lim
𝑥→∞

inf 1
𝑝(𝑥) > 0.

Якщо iснують двi послiдовностi дiйсних чисел 𝑋𝑛 → ∞,𝐶𝑛 → ∞
такi, що

exp {𝐶𝑛𝑋𝑛}𝑚 (𝑀 [𝐶𝑛, 𝑋𝑛])→ +∞ (2.22)

тодi диференцiальне рiвняння (1) є коливним.
Цю теорему встановив C. R. Putnam [34] для випадку 𝑝(𝑥) ≡ 1 в насту-
пному виглядi:

Якщо lim𝑥→∞ sup𝐺(𝑥) = ∞ та
∫︀ 𝑥

𝑥0
𝑞(𝑡)𝑑𝑡 > − exp{𝐶𝑥} для деякої

сталої C, то диференцiальне рiвняння 𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 є коливними.

Слiд зауважити, що умова (2.22), якщо 𝑚 (𝑀 [𝐶𝑛𝑋0]) =∞ для будь-
якого 𝐶𝑛 , особливо, коли

lim
𝑥→∞

apr𝐺(𝑥) =∞ aбo lim
𝑥→∞

𝐺(𝑥) =∞

Звiдси для випадку 𝑝(𝑥) випливає наступне твердження: Якщо

lim
𝑥→∞

apr
1

𝑥

∫︁ 𝑥

𝑥0

∫︁ 𝑡

𝑥0

𝑞(𝑆)𝑑𝑆𝑑𝑡 =∞

то диференцiальне рiвняння (2.18) є коливним.

Випадок, коли границя lim
∫︀ 𝑥

𝑥0
𝑞(𝑡)𝑑𝑡 не iснує, розглядався також P.

Hartman.
Цiкава достатня умова коливностi розв’язкiв рiвняння (2.18) випливає,
наприклад, з теореми (11). A.Wintner доводив цю теорему за умови

lim
𝑥→∞

1

𝑥

∫︁ 𝑥

𝑥0

∫︁ 𝑡

𝑥0

𝑞(𝑆)𝑑𝑆𝑑𝑡 =∞[39]

E. Gagliardo розглядав загальний випадок та встановив наступний результат:

Якщо iснує функцiя 𝑓(𝑥) > 0, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2 , така що
∫︀∞
𝑥0

𝑑𝑥
𝑓2(𝑥) =∞,

lim
𝑥→∞

1

𝑥

∫︁ 𝑥

𝑥0

∫︁ 𝑡

𝑥0

𝑄(𝑆)𝑑𝑆𝑑𝑡 =∞ (*)

то диференцiальне рiвняння (2.18) є коливним. Його доведення було невiр-
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ним, оскiльки (*) повинно бути замiнено наступною умовою

Необхiдною умовою неколивностi розв’язкiв рiвняння (2.18) є наступна
умова

lim
𝑇→∞

inf 𝑇−1
∫︁ 𝑇

0

{︂∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑆)𝑑𝑆

}︂
𝑑𝑡 = −∞,

lim
𝑇→∞

1

T

∫︁ 𝑇

0

{︂∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑆)𝑑𝑆

}︂
𝑑𝑡 = 𝑀 <∞

або виникає питання, чи, не є умова

lim
𝑥→∞

sup
1

𝑥

∫︁ 𝑥

𝑥0

∫︁ 𝑡

𝑥0

𝑞(𝑆)𝑑𝑆𝑑𝑡 =∞

або
lim
𝑥→∞

sup

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡 =∞

достатньою коливностi розв’язкiв рiвняння (2.18).

Можна легко показати, що це не так. Приклад, що суперечить, вказав
P. Hartman [11].

Нехай задано диференцiальне рiвняння Рiккатi

𝑥′ + 𝑥2 + 𝑞(𝑡) = 0

i 𝑞(𝑡) – неперервна в ⟨𝑡0, +∞⟩ . Пiсля подвiйного iнтегрування вiд 𝑡0 до 𝑡

отримуємо

1

𝑡

∫︁ 𝑡

𝑥0

𝑋(𝑆)𝑑𝑆 +
1

𝑡

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑆

𝑡0

𝑥2(𝑢)𝑑𝑢𝑑𝑆 =
1

𝑡
𝑥 (𝑡0) (𝑡− 𝑡0)−

1

𝑡

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑆

𝑡0

𝑞(𝑢)𝑑𝑢𝑑𝑆

(2.23)

Для того, щоб пiдiбрати контрприклад, треба довести iснування такої
функцiї з неперервною похiдною, що

lim
𝑥→∞

inf 𝑋(𝑡) = −∞

де 𝑋(𝑡) – є лiва частина рiвностi (2.23).
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Тодi iз (2.23)

lim
𝑥→∞

𝑠𝑢𝑝
1

𝑡

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑠

𝑡0

𝑞(𝑢)𝑑𝑢𝑑𝑆 =∞

i диференцiальне рiвняння (2.18), в якому

𝑞(𝑡) = −𝑥′(𝑡)− 𝑥2(𝑡)

має коливнi розв’язки

𝑦(𝑡) = exp

{︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑋(𝑆)𝑑𝑆

}︂

Нехай {𝜀𝑛} нескiнченно мала послiдовнiсть додатних чисел,𝛼 = 1
𝑙 >

𝜀𝑛 > 0.

Нехай функцiя 𝑥(𝑡) визначена на iнтервалi 𝑡0 = 1− 𝛼 ≤ 𝑡 <∞ таким
чином

𝑥(𝑡) =
1

(𝑛− 𝑡) ln(𝑛− 𝑡)
при 𝑛− 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛− 𝜀𝑛

𝑥(𝑡) = 0 при 𝑛− 𝜀𝑛 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 + 1− 𝛼

𝑛 = 1,2, . . .

Тодi при 𝑛− 𝜀𝑛 ≤ 𝑇 ≤ 𝑛 + 1− 𝛼

𝑇−1
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑥(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑇−1
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑘−𝜀𝑛

𝑘−𝛼

𝑑𝑡

(𝑘 − 𝑡) ln(𝑘 − 𝑡)
= −𝑇−1

𝑛∑︁
𝑘=1

ln | lg(𝑘−𝑡)|𝑘−𝜀𝑛𝑘−𝛼 =

= −𝑇−1
𝑛∑︁

𝑘=1

ln ln
1

𝜀𝑘

Iз спiввiдношення
∫︀ 𝑇

𝑡0

∫︀ 𝑡

𝑡0
𝑥(𝑆)𝑑𝑆𝑑𝑡 =

∫︀ 𝑇

𝑡0
(𝑇 − 𝜀)𝑥2(𝑆)𝑑𝑆

Маємо

𝐼(𝑇 ) = 𝑇−1
∫︁ 𝑇

𝑡0

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑥2(𝑆)𝑑𝑆𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑥2(𝑆)𝑑𝑆 − 𝑇−1
∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑆𝑥2(𝑆)𝑑𝑆 =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑘−𝜀𝑛

𝑘−𝛼

𝑑𝑡

(𝑘 − 𝑡)2 ln2(𝑘 − 𝑡)
− 𝑇−1

𝑛∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑘−𝜀𝑛

𝑘−𝛼

𝑡𝑑𝑡

(𝑘 − 𝑡)2 ln2(𝑘 − 𝑡)
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Якщо покласти 𝑘 − 𝑡 = 𝑆, отримаємо наступне

𝒥 (𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝛼

𝜀𝑛

𝑑𝑆

𝑆2 ln2 𝑆
− 𝑇−1

𝑛∑︁
𝑘=1

[︂
1

ln𝑆

]︂𝛼
𝜀𝑘

=

=
𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
1− 𝑘

𝑇

)︂∫︁ 𝛼

𝜀𝑘

𝑑𝑆

𝑆2 ln2 𝑆
+ 𝑇−1

𝑛∑︁
𝑘=1

(︀
1 + ln−1 𝜀𝑘

)︀
Нехай тепер 𝑇 = 𝑛 .

На завершення 𝑥(𝑡)(︂
𝑋(𝑛) =

1

𝑛

∫︁ 𝑛−𝛼

𝑡0

+

∫︁ 𝑛−𝜀𝑛

𝑛−𝛼
+

∫︁ 𝑛

𝑛−𝜀𝑛

)︂
доданок, що вiдповiдає iнтервалам 𝑛− 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛− 𝜀𝑛 дорiвнює

1

𝑛

(︂
1 + ln−1 𝜀𝑛 − ln ln

1

𝜀𝑛

)︂

Для фiксованого n можна легко вибрати 𝜀𝑛 таке, щоб це значення
було менше будь-якого наперед заданого числа. Доданок в 𝑥(𝑡) залежний
вiд iнтервалу 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛−𝛼 залежать тiльки вiд 𝜀1,𝜀2,. . . ,𝜀(𝑛− 1) та мають
значення

−𝑛−1
𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln ln
1

𝜀𝑘
+

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑘

𝑛

)︂∫︁ 𝑎

𝜀𝑘

𝑑𝑆

𝑆2 ln2 𝑆
+ 𝑛−1

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︀
1 + ln−1 𝜀𝑘

)︀
Останнiй вираз проте бiльший, нiж

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=1

{︂∫︁ 𝑘

𝜀𝑘

𝑑𝑆

𝑆2 ln2 𝑆
− ln ln

1

𝜀𝑘

}︂

так що вiн прямує 𝑘 → +∞, оскiльки∫︁ 𝛼

𝜀𝑘

𝑑𝑆

𝑆2 ln2 𝑆
∼ 1

𝜀𝑘 ln2 𝜀𝑘
Ta

1

𝜀𝑘 ln2 𝜀𝑘
− ln ln

1

𝜀𝑛
→∞

при 𝜀𝑛 →∞.

Для кожної послiдовностi дiйсних чисел 𝐶𝑛 iснує нескiнченно мала
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послiдовнiсть 𝜀𝑛,𝜀𝑛 → 0 така, що 𝑋𝑛(𝑡) 𝐶𝑛 при 𝑇 = 𝑛 . Якщо покла-
сти 𝐶𝑛 = −𝑛, то знайдеться нескiнченно мала послiдовнiсть 𝜀𝑛, така що
lim𝑡→∞ inf 𝑋(𝑡) = −∞

Зауваження 2.2 Хоча функцiя 𝑥(𝑡) має злiченне число розривiв,ясно
як їх уникнути, щоб скоротити виконання умови

lim
𝑡→∞

inf 𝑋(𝑡) =∞

Результати, якi викладенi, в попереднiх абзацах, були виведенi з умов
(2.2) або (2.3). Це природна вимога, щоб будь-яка константа a 𝑎 lim𝑥→∞𝐻(𝑥)

або lim𝑥→∞𝐾(𝑥) становила ∞ . Це очевидно, що, знаючи константу, умова
(2.2) або (2.3) може бути виражена у звичайнiй формi. Особливо простим
випадком є 𝑎 = 0.
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ВИСНОВОК

В данiй роботi були розглянутi основнi положення теорiї про колив-
нiсть диференцiального рiвняння виду (1)

[𝑝(𝑥)𝑦′] + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 (1)

Зiбранi всi вiдомi нам теореми i властивостi коливання диференцiальних
рiвнянь вищих порядкiв.

В першому роздiлi дипломної роботи ми розглянули означення ко-
ливностi, теорему Штурма - класична теорема, яка дає критерiй коливностi
розв’язкiв деяких лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑝
𝑑

𝑑𝑦

)︂
+ 𝑞𝑦 = 0 (1.2)

допомiжнi результати та теореми, за допомогою яких у другому роздiлi
доведели одну з основних теорем про коливнiсть диференцiального рiвняння
(1), з якої випливають iншi теореми та критерiї.

Розглянули достатнi умови коливання розв’язкiв, що виходять з основ-
ної теореми при виконаннi додатнiх умов та критерiй порiвняння для дифе-
ренцiального рiвняння (1).
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