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Доведено, що остатній член К(а,Ь,к;К) асимптотичної формули для кількості розв’язків
9 9  9  9  9  9А(а,Ь,к;Щ диофантового рівняння а(хх + х2) -Ь (х3 +х4) = к при умові, що х1 +х2 < N ,

1 ХN  —»со , задовольняє нерівності — f R 2(a,b,k,x)dx « X ('AlY)+zab~513
X  •*

Доказано, что остаточный член К(а,Ь,к;К) асимптотической формулы для числа реше­

ний А(а,Ь,к;Ы) диофантова уравнения а(х2 + х2)-Ъ{х2 +х^) = к при условии, что
X

X  ■
х} + х2 < N , N  —» со , удовлетворяет неравенству — f R 2(a,b,k,x)dx « X ('4,3)+Sab 5/3

л J

It is shown that the error term R(a,b,k;N) of the asymptotic formula for the number of solu­

tions A(a,b,k;N) of the diophantine equation a(x2 + x2) -b { x 2 + x\)  = k for the condition

x2 +xl < N  , N  —>co satisfy on the inequality — f R 2 (a,b,t,x)dx «  X^4/3 +̂sab 5/3
л J

Введение. Задачи о представлении натуральных чисел квадратичной формой 
f ( x x, . . . ,  х п) е Z [x j,.. . ,  х п] еще в XVIII в. рассматривали Эйлер, Лагранж, Лежандр,
а позднее и Гаусс. Но только с привлечением аналитических средств удалось постро­
ить асимптотические формулы для количества таких представлений. В работах Ing­
ham [1], Estermann [2], Исмоилова [3], Heath-Brown [4], Deshouillers-Iwaniec [5] рас­
сматривалось диофантово уравнение

xy — uv = 1 (1)
под условием ху < N  .

Эта задача эквивалентна задаче об оценке суммы
^ т (и )т (и  + 1), (2)
n< N

где г(п) -  число натуральных делителей п .
Motohashi [6] доказал асимптотическую формулу

^ т (и )т (и  + К) = (logх)г ^ С у. ^ (logd y  I d  + 0 ( х (213)+е) , (3)
п < Х  z=0  j = 0 d\h

равномерную для 1 < /г < х 26 27 (здесь си -  вычислимые константы, а е > 0  -  произ­

вольно малое; постоянная в символе "О" зависит только от е ).

О Г. С. Белозеров, П. Д. Варбанец, 2003



56 Г. С. Белозеров, П. Д. Варбанец

В 1981 г. Chalk [7] изучал распределение решений диофантова уравнения

а (х2 + y 2) - b ( u 2 + v 2) = к  , х 2 + у 2 < N ; а,Ъ е  N. (4)

Число решений А(а, Ь. к\ N)  уравнения (4) определяется следующей суммой 

A ( a , b , k ; N ) =  ~ ^ г (п ) г ( ( а п -к )  / Ь ) , где г(п) = ^ 1  .
к /  a<n<N  ,an=k(modb) п=п^+п^

В 1991 г. Белозеров [8] показал, что при условиях

(a,k)  = (b,k) = (a,k) = (2,b) = ( 2 , k ) = \  и a > b ,  k  = o(aN),  (ab)3+e « N  

справедлива асимптотическая формула при N  —>■ оо

А(а, b, к; N)  = Е(а, b, к) ■ (N  -  к / а) + R(a, b, к, N ) , (5)

где R{a, Ъ, к', N)  = 0 ( N (5/6) +s( a / b ) 1/2.

Заметим, что Bantle [9] в специальном случае 

У У (и)г(и +1)
n<N

получил остаточный член 0 { N (2iy>+e) .

К сожалению, методы спектральной теории автоморфных форм, которые ис­
пользовались в работах [5], [6], [9], на общий случай (задача (4)) нам перенести 
не удалось.

Ц е л ь ю  настоящей статьи является изучение среднего квадрата остаточного 
члена в асимптотической формуле (5):

X
j \A( a ,b ,k ;x )  -  Е(а,Ь,к)  ■ (х -  к / a)]2 dx . (6)

к / а

Полученный ниже результат позволяет утверждать, что для почти всех N  < X  
остаточный член в (5) есть

0(TV(2/3)+e (fll/2 / ь 5,6)1+е).

1. Вспомогательные утверждения. Пусть р (a, l ,q)  обозначает число решений 

сравнения а (х 2 + у 2) = /(mod q ) .

Лемма 1. Пусть (a, q) = 1. Тогда

p(a, l ,q)  = E l ( l , q ) - q Y \ ( l - % 4(p'l+l) l  р ) - ( \ - % 4 ( р а- г ) + ( 1 - И  р)  Х х 4 ( ^ “_Р)).
p a \\q р = а - у

где %4 -  неглавный характер mod 4,

Ex(Lq) =

1, если (q,2) = 1,
1, если q = 2(mod 4),
1, если q = 0(mod 4), у 0 > а  -  2,
2, если q = 0(mod 4), y0 < а - 2 ,  / -2~Уо =a(m od4),
О, если q = 0(mod4), y0 < а - 2 , 1-2 Уо = a  + 2(mod4),

p J = (/, р а ) (р -  простое нечетное), 2Уо = (/,2“ ), 2“ || q .



Диофантовы уравнения с квадратичной формой 57

Следствие. Если (/, q) = 1, то

p(a,l,  q ) = E 1(l, Р) ■
p a \\q

Доказательство. Утверждение леммы следует из мультипликативности р(а, /, #)
по q и из представления

ра-1 ^a-i
р{a,l ,pa )= Y j Q-!Р а ) Y j exp(2ni(a(x2 + y 2) - l ) t / р а ),

х,у=О i =0

с последующим вычислением возникающих сумм Гаусса (подробнее см. [8]).
Лемма 2. Равномерно по q «  х'~е

со
B(a, l , q',x)= Y  r (n) = nxq~2p(a j ,  q ) + x ll2q~l У"Q(n,l, q)-n~ll2J l (2nq~l (их)' 2) +

П<Х П=1
an=l{q)

+ 0 ( x e) .  (7)

Здесь Q(w, /, g) = z z exp(27l/(w1/1 + n 2l2) / q )  ,
«i.«2eZ h.hCq)
n i + n 2 = na ( l i + l2 ) = l ( q )

J j (z) -  функция Бесселя первого рода индекса 1.

Кроме того, для М  »  х / q 2

B(a,l ,q' ,x) = Tzxq~2p(a, l ,q)  + x ll2q~l ^  ^  (2я ? 4  (их)1/2) + 0 ( х е) +
Я<М ^

+ 0 ( х (1/2)+е -М ~1/2) . (8)

Доказательство. Это утверждение можно получить аналогично доказательству 
леммы 5 из [10].

Лемма 3. Пусть a , b , k e  N, причем Ä = £  = l(m od2) и (a,b) = (b,k) = (a,k)  = 1, 

а > b . Тогда для М  > N 112

A(a,b,  к\ N)  = Е (а , b, к)(Ы - к !  а ) + S X( N ) -  S 2 (TV) + ^  (TV) +

+ 0 ( ( a / b y l2T(b)NUeM - V 2) + 0 ( N V 2( k / a ) e) + 0 ( k a - 1b logA ^),
где

s l W  = jv l '= i - 1 S » - 1' 2 X  11(' ’ .1 ' M > b W I M V ( l« ) l° ) .
n<M d<N\n

(d,a)=1

^ 2(Ж) = Ж1/2(4й)-1 Z Q(W’k  + ~ Q(W’k  ~ btAbt) J l (2n(nN2) l /2 (4bt)
n<M t<N\12 ^

(t,a)=1

^ 3(Ж) = Ж11/4(4(ай)1/2) - 1 Х я ~ 1/2 X  ^ k  + bt^ - ^ k ~ bt^ bt\
п<М г<дт|! 2 t

(t,a)=1

■Jl {lTi{riN2)V2b~lr V2),
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= ( a N - k ) b - \  N 2 = b a - lN \ ' 2, Е{а,Ъ,к) = L{\ ,1 a )L{2,U a Y 1 Е{1 а ) ,
где % 0 4  -  главный характер m od4,

E(x 4) -  вычислимая константа,

-  L-функция Дирихле характера %.

Доказательство. Воспользуемся соотношением г(п) = X4( d ) .Тогда
d\n

A(a ,b ,k ;N )  = ^  r (n)r ( (an-k)b  ' )  = 4 ^  г(п)  ^ д 4(^) =
к !a<n<N 
ап=к(Ъ)

к !a<n<N 
ап=к(Ъ) d\(an-k)b

= 4 ^ г ( и )
к /a<n<N 
ап=к(Ъ)

Х Д 4(^) + Х Д 4 (<0

1/2 d>W,1/2vd<Wl

= 4 b + 4 X

Далее,

Z i  = S  b W
d<N!'

! / ■ ( « ) -
an=k(bd) an=k(bd)
w<7V п<к / a

Теперь, применяя леммы 2 и 1, получаем

(9)

(10)

4 ^  ! = 4тг(Х- к / а ) Ь ~ 2 + S l {N)+0{{a  ! b)112 N l+eM ~ 112) . { Щ
1 / 2

( d , a ) =l

Аналогично,

Х г =  S  r (") S ^ 4 ( ^ ) =  X  Y . r ^ 4 ( ( a n ~ k )b lt ' )  =
dt=(an-k)b_1 an=k(bt)an=k(b) 

к / a<n<N d>N; N̂ t+k / a<n<N

S  • S r(ri) - I »
КЛ^2 an=k(bt) an=k(bt)

(аи-^гг'г1̂ )
Nit+k ! a<n<N

(<w-£)è_1r=-l(4) 
Nit+k ! a<n<N

y r Y

s  - I » - I » - I > ) -
« < 2
(г,а)=1 yn<N

an=k-bt{4bt) 
w<7V y Kn<N2t+k / a

an=k-bt{4bt)
n<N2t+k / a J

^  к +bt,4bt\ N) -  B(a, к -  bt,4bt; N ))-  (ß(a, к +bt,4bt\ N 2t) ~ B{a, к -  bt,4bt; Л^))}н

(г,а)=1

+ 0 ( N \ 12( k ! a Y ) + 0 ( k a - lb~l logA ^)-
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Здесь воспользовались обозначениями леммы 2 и тривиально оценили суммы

ап=к±Ы (4Ы)
Л^2?<«<Л^2?+^ /  а

Применяя лемму 2 и формулу Перрона для оценки сумм

' ^ ' l A(d)p(a ,k ,bd)d~2 , ^ (р (а ,Л + й / ,4 й / ) -р (а Д -й / ,4 й /) ) /_2 ,
с1<ы\п  г<ы\12
( с1,а)= \ (1,а )=1

получаем доказательство леммы (подробнее см. [8]).
Л ем м а 4. Пусть Ьх, ..., Ъм ; с1,.. . ,  см  -  различные вещественные числа. Тогда 

для любых ах,. .. ,  ам  е  И справедливо неравенство

Е
r,s
r^s

aras exp(i(br — сs )) 

(rs)V 4^Jr -~Js)  r=1

M

« ! > ;

Эта лемма есть следствие общего результата Montgomery -  Vaughan [11].

2. Основной результат. Теорема. Пусть 

(a,b) = (a,k)  = (b,k) = 1, Ъ = к = l(mod 2 ) , a > b  .

Тогда справедлива асимптотическая оценка при X  —>■ оо.
> 2

dX<<^ X^  |  ̂ 4 (а , Ь, к', х) -  Е(а, Ь, к) ■ ^^

Д оказательство. Из леммы 3, в силу неравенства Коши, получаем

|  { л ( а , Ь , к ; х ) ~ Е ( а , Ь , к ) - ( х ~ —11 ё х « ~ ^  |
/ А   ̂ а 'У  2=1 к! а

а  ^ ( 4 / 3 ) + е  А  к  \ , ___ 2+ | - |  log А '.

' dx + О

( f
+ 0 x r - \ + 0

f n у Ъ+2еЛ,
“ x2(b)X----
h М

V

— ) X  log2 X  
ab 1

(12)

Интегралы | |5 '! (х)\2ё х , ( /= 1 ,2 ,3 )  рассматриваются по одинаковой схеме. Поэтому
к / а

найдем оценку только первого интеграла:

{ | З Д |  2ё х = \  X  ------Ч т И *  X  П(И^ ’М 1)а(И 2 ^ ’М 2).
к I а Ь пъ п2<М  (П \П 2 )  к / а  ja x -к

Wj ,U2 I
d xd 2 X4(d \d 2)-

2пу]п1х  ^  2пyjn2x

bdi bd^
dx (13)

Учтем, что

-1/2 371
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Поэтому на основании леммы 4 заключаем, что основной вклад в оценку
X
JjS'j (х)|2 dx

к / а

дает интеграл

Ю(й1, к, d l )С1(п2, к, d 2)
I  = — ^  ------  ъ14 |   ̂ “ — \ п  —~  ’

^ щ,п2<М (П\П2) /с/а Iах-к (dld 2)а1 ,ао < I-----^ Ъ
П\<$2 =^2^1
(с1\($2 ,а)=\

В работе [10] показано, что 10. (п,к , d)\ = ()(с/] 1 (и, с/)1 2т(с/)). Поэтому имеем

1 1 ^
/ « = -  £  --------- —  |  -,[х

щ,П2<М ( Л \ ^ 2 ) к /а  , , \ax-kт ,а-> < ----- ̂ Ь
п^2  =^2^1

Заметим, что фиксируя п1, п 2,с!1, имеем не более одного значения с12 , удовлетво- 

ряющего равенству щс1\ = п 2d 2 . И тогда получаем

Z  , з/4 (n2’d 2) x(d1)x(d2) «
щ , п 2 <М  ( « 1 « 2 )  Iox-Аг

dbd2SV—  
«1̂ 2 =п2̂ \

?2 1И2 
2= 1 ,2

/  \ 2 s  /  \  /  \  /  \ l / 2  /  \ ( l / 2 ) + 2 s
« М  У  4 " .W " 2 > . ^  log» „

U J  U J  U J

Отсюда
1 A \l+2s 

/ « -  ^  M ll2X 2 log2 M  .

Поэтому

1 x  я 1+2е
— f \ S J x f d x « -------- M 172X lo g 2 M .
X k\a Ь2

Такую же оценку получаем и для

1 х
—  J -S. (.V)2 ,/А-. ( /=2 ,3) .

к / а

Из (12)—(14) следует
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J ^ A( a , b , k ;x )~  E(a ,b , k ) ^x  j j  dx « ^ - x 2(b )^—̂ — b X 2^—j  +

+ ^ j  X lo g 2 X  +^—^—M ll2X 2 log2 M.

Выбирая M  = (bX ) 213, получим утверждение теоремы.

Следствие. Пусть k  «  N 213а 312Ь116. Тогда при а 312Ь112 «  X  для почти всех 
N  < X  и любого 6 > 0 справедлива асимптотическая формула

А(а, Ъ, t ,  N)  = Е(а, Ъ, к)  • (V  -  -  j  + o ( V 2/3)+e (a17 V 5/6 )'+Е j

с постоянной в символе ”0 ”, зависящей Т О Л Ь К О  О Т  6  .

В з а к л ю ч е н и е  заметим, что оценки среднего квадрата ошибки в асимптоти­
ческих формулах позволяют высказывать гипотезы о поведении остаточных членов в 
индивидуальных аддитивных задачах. Так, учитывая Q -результат Y. Motohashi [6] 
в задаче о числе решений уравнения

Щ -U2 -V! -v2 = 1 ,

можно преположить, что в формуле (5) при a = b = к = 1 остаточный член /(’(l.l.l: \  ) 

не может быть лучше о (х ' 2).
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