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 ВСТУП 

У запропонованій  роботі приділено увагу ефективним електричним 

властивостям гетерогенних  систем, що складаються з двох або більше 

компонентів (фаз)  та мають у своєму складі анізотропні за формою або 

властивостями частинки. 

Було давно помічено, що додаванням одного компоненту можна 

суттєво змінювати та регулювати властивості всієї системи  [1-5] . Це дало 

поштовх для подальшого вивчення та моделювання властивостей таких 

систем та появи великої кількості досліджень в цьому напрямі. Адже 

з'явилася можливість створювати матеріали з поліпшеними фізичними 

властивостями, та які є відносно дешевими. Дисперсні системи знаходять 

широке застосування в техніці та будівництві. Вивчення електричних 

властивостей дисперсних систем є дуже важливим для багатьох галузей 

науки та індустрії. Розгляд електричних властивостей нанофлюідів та 

суспензій може бути корисним для розвитку сучасної медицини, зокрема, 

висновки цих досліджень можуть бути перенесені на дослідження 

фізичних властивостей плазми крові, що сприяє вивченню процесів, які 

відбуваються в організмі людини. На даний момент питання про 

діелектричну проникність суспензій неоднорідних та анізотропних 

частинок представляє особливий інтерес для біофізики, однак залишається 

недостатньо вивченим в теоретичному плані. Не менш цікавим об'єктом 

вивчення в останні роки є композитні матеріали, які являють собою суміш 

декількох речовин (компонентів).  

Реальні  гетерогенні системи можуть містити частинки доволі 

складної структури, фізичні властивості яких можуть значно відрізнятися у 

різних напрямах. При цьому середовище, у яке додаються частинки 

прийнято називати матрицею, а частинки в такій системі називають 

дисперсною фазою. В загальному випадку досліджувані системи можуть 
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містити в собі дисперговані частинки різного розміру та неправильної 

форми, бути макроскопічно неоднорідними, набувати анізотропні 

властивості у зовнішньому полі. Для опису гетерогенних систем у всіх цих 

випадках будують ідеалізовані спрощені моделі. Найпростішою та 

найпершою є модель системи однорідних ізотропних твердих частинок 

сферичної форми. Така модель часто використовується для опису 

суспензій та ряду композитів. Розв’язками задачі є відомі формули 

Максвелла-Гарнетта та Бруггемана [1,6]. Однак ця модель не завжди 

здатна описати властивості реальних систем, тому була введена трифазна 

модель [3,7-10], де частинки в матриці оточені певними оболонками, за 

допомогою яких намагаються урахувати різні міжфазні ефекти, такі як 

нерівність поверхні частинок,  виникнення міжфазного шару в твердому 

композиті або наявність окисного шару в частинки. Третя поширена 

модель використовується для опису анізотропних частинок. Тут частинки  

мають більш низьку симетрію, можуть бути еліпсоїдальної, кубічної, 

циліндричної та взагалі неправильної форми, або можуть мати електричні 

властивості, які залежать від напряму [11-14] (див. рис. 1.). 

 

 

Рис. 1: Моделі  для опису гетерогенних систем: а)модель однорідних 

ізотропних частинок; б)модель неоднорідних ізотропних частинок; в) 

модель анізотропних однорідних частинок  

 

Модель системи анізотропних частинок охоплює найширший клас 

реальних систем. Прикладами є системи полікристалів, зокрема частинок 

сегнетоелектрика, або системи з надпровідних частинок, в яких провідність 

має велике значення вздовж однієї осі тощо [15,16]. Останнім часом 
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відбувається активне дослідження композитних матеріалів, у яких у якості 

наповнювача виступають вуглецеві нанотрубки та графен [17]. Така 

система також може бути описана за допомогою моделі анізотропних 

частинок. 

Одними з найпростіших величин, що характеризують електричні 

властивості гетерогенної системи, є її ефективна діелектрична проникність 

та ефективна електрична провідність, які  в квазістатичному наближенні 

визначаються відповідно дійсною та уявною частинами комплексної 

діелектричної проникності. Ця величина характеризує відгук системи на 

зовнішнє квазістатичне поле. Зокрема, ефективна діелектрична 

проникність може бути знайдена як коефіцієнт пропорційності між 

середніми значеннями вектора електричної індукції та вектора 

напруженості електричного поля в системі. Ефективна електрична 

провідність визначається як коефіцієнт пропорційності між середніми 

значеннями вектора густини струму та вектора напруженості електричного 

поля.  

Задача відшукання параметрів гомогенної системи, яка за своїми 

електричними властивостями буде еквівалентною досліджуваній 

багатофазній системі, називається електродинамічною гомогенізацією 

заданої гетерогенної системи. 

Необхідно підкреслити, що в більшості підходів ця задача для систем 

анізотропних частинок розв’язується в одночастинковому наближенні, 

тобто зводиться до аналізу відгуку однієї ізольованої частинки на деяке 

середнє поле, яке враховує наявність інших частинок. Прикладом 

застосування такого підходу є розв’язок Леві-Страуда [18], знайдений для 

системи сферичних частинок з анізотропними провідними властивостями 

та хаотично орієнтованими головними осями індивідуальних тензорів 

провідності. У цій роботі було застосовано функцію розподілу за 

орієнтаціями для знаходження середнього дипольного моменту однієї 
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частинки в деякому середньому полі. Тоді  середній макроскопічний 

дипольний момент знаходився як сума одночастинкових дипольних 

моментів в одиниці об’єму. В цьому підході висувалося припущення про 

середнє макроскопічне поле, як суму поля всередині частинок та поля в 

матриці з врахуванням відповідних об’ємних концентрацій цих 

компонентів. На підставі цих міркувань знаходяться середні поле та 

індукція, та діелектрична проникність як коефіцієнт пропорційності між 

ними.  В роботі Авеланеда із співавторами [19] було також використано 

одночастинкове наближення при знаходженні провідності системи 

полікристалів із застосуванням висновків роботи [20] стосовно верхньої і 

нижньої межі проникності – показано, що середнє гармонічне та середнє 

арифметичне є відповідно нижньою та верхньою межею ефективної 

діелектричної проникності. Такий підхід є занадто грубим, адже вказані 

задачі є суттєво багаточастинковими. Для їх розв’язання необхідно 

враховувати як взаємні кореляції в просторових розташуваннях частинок 

(що особливо суттєво для анізотропних частинок), так і  ефекти взаємної 

поляризації частинок одна на одну, що, строго кажучи, вимагає урахування 

нескінченної сукупності вищих кореляційних функцій.  

Необхідно підкреслити, що в такій ситуації є надзвичайно важливим 

мати деякі обмеження на можливі значення ефективної проникності. З 

цього боку підійшли до проблеми Хашін та Штрікман в роботі [20]. 

Застосовуючи варіаційний принцип,  вони встановили межі значень, в яких 

може перебувати ефективна діелектрична проникність системи.  

 У запропонованій роботі застосовано відносно новий метод 

компактних груп [21-24] для знаходження ефективної діелектричної 

проникності  в моделі анізотропних частинок, застосовний у випадках 

анізотропії форми та електричних властивостей. Суть методу полягає в 

тому, що при аналізі відгуку системи на довгохвильове поле розглядаються 

локальні відхилення діелектричної проникності, спричинені не окремими 
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частинками, а макроскопічними областями частинок, які по відношенню до 

поля фактично залишаються точковими. Користуючись методами теорії 

узагальнених функцій та вимогою, що система повинна бути однорідною 

та ізотропною в цілому, середні значення електричної індукції та 

напруженості електричного поля можна отримати без деталізації процесів 

взаємної кореляції та поляризації частинок. Даний метод має значні 

переваги перед попередніми підходами, адже він не потребує детального 

опису знаходження граничних умов та розподілу поля для частинок 

складної форми. Цей метод виявився досить успішним і ефективним для 

цілого ряду задач і саме тому його обрано. 

 Метою даної роботи є застосування методу компактних груп для 

знаходження ефективної проникності системи анізотропних частинок (як 

за формою, так і за електричними властивостями) та застосування цього 

результату до конкретних систем: системи сферичних частинок з 

одноосною анізотропією та до полікристалу; порівняння отриманих 

результатів з вже відомими та перевірка їх узгодженості з границями 

Хашина–Штрікмана, отриманими за допомогою варіаційного принципу.   

В першому розділі описуються суть методу компактних груп та 

наводяться загальні вирази для середнього макроскопічного поля та 

середньої індукції в системі в рамках цього методу. Другий  розділ 

присвячено розкриттю поняття гомогенізації, його видів, вибору 

діелектричної проникності (провідності) допоміжної матриці,  базуючись 

на результатах варіаційної теореми Хашина-Штрікмана. В третьому розділі 

формулюється модель системи анізотропних частинок для аналізу в рамках 

методу компактних груп та знаходження ефективної діелектричної 

проникності такої модельної системи. В четвертому розділі виконано 

відповідні обчислення для випадку сферичних частинок з одноосною 

анізотропією електричних властивостей та випадку полікристалу, що 

складається з несферичних гранул; виконано порівняння результатів 
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методу компактних груп, отриманих при використанні наближень 

Максвелла-Гарнетта та Бруггемана, з результатом Леві і Страуда та 

перевірка їх узгодженості з межами Хашіна-Штрікмана. Показано, що 

запропонована в роботі модель дозволяє єдиним чином відновити ці 

результати як окремі граничні випадки, а отже є дієвим інструментом для 

дослідження ефективних електричних властивостей систем анізотропних 

частинок.  

 



 

 

 

ВИСНОВКИ 

   В рамках методу компактних груп неоднорідностей та варіаційного 

принципу Хашина-Штрікмана запропоновано замкнену модель для 

обчислення ефективної квазістатичної діелектричної проникності 

макроскопіно однорідної та ізотропної системи анізотропних частинок. У 

якості матриці для гомогенізації треба брати середовище із шуканою 

діелектричною проникністю (наближення типу Бруггемана), а реальну 

матрицю та частинки вважати вкрапленими в нього. Анізотропія частинок 

може бути пов’язана з анізотропією діелектричних властивостей їх 

матеріалу та (або) їх форми. 

За допомогою запропонованої моделі знайдено ефективну  

діелектричну проникність системи сферичних анізотропних частинок у 

широкому інтервалі концентрацій частинок. При малих концентраціях 

частинок отриманий нами результат відновлює відомий результат Леві–

Страуда для сферичних частинок з одноосною анізотропією та хаотично 

орієнтованими діелектричними осями, отриманий у наближенні 

Максвелла-Гарнетта. З переходом до більших концентрацій диспергованих 

частинок відмінності між цими результатами стають суттєвими. 

У рамках цього ж формалізму розраховано ефективну діелектричну 

проникність полікристалів без деталізації геометричної форми електрично 

анізотропних гранул, з яких вони складаються. Отриманий результат 

лежить всередині відомих меж Хашіна-Штрікмана для ефективної 

діелектричної проникності полікристалів. 

Отримані результати вказують на результативність  запропонованої 

моделі для опису ефективних електричних властивостей  широкого класу 

систем анізотропних частинок.      

     __________________Столярик О. Д. 
                                                        (Підпис автора роботи) 
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