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АНТИПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ НЕПРЕРЫВНО-НЕОДНОРОДНОЙ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ С ВЫХОДЯЩЕЙ НА ГРАНИЦУ ТРЕЩИНОЙ 

ПОДДЕЙСГВИЕМ ШТАМПОВ

Отримано ефективний наближений розв’зок вказаної в назві задачі. Безперервна неоднорідність 
визначається степеневою залежністю модуля зсуву від координати глибини півплощини. Штампи, 
розділені тріщиною, мають однакову ширину. Критичний випадок рівності ширини штампів глибині 
тріщини не є обмеженням для ефективності методу, що пропонується.

Получено эффективное приближенное решение указанной в названии задачи. Непрерывная нео­
днородность определяется степенной зависимостью модуля сдвига от координаты глубины полу­
плоскости. Штампы, разделенные трещиной, имеют одинаковую ширину. Критический случай ра­
венства ширины штампов глубине трещины не является ограничением для эффективности предлага­
емого метода.

The effective approximate solution of the problem, indicated in a title is obtained. The continuous 
inhomogeneity is determined by a degree dependence of the module of the elasticity by a coordinate of 
depth of a half-plane. The stamps divided by a crack have an identical width. The critical case of stamps’ 
width’s equality to depth of a crack is not restriction for effectiveness of an offered method.

Введение. Задача об упругом полупространстве, неоднородность которого определя­
ется степенной формой модуля сдвига, впервые решена в [1]. Классические контактные 
задачи для линейно-деформируемого основания, представляющего собой указанное по­
лупространство, решены в [2],[3]. Контактные задачи при наличии трещины, по-видимо- 
му, не рассматривались. В случае однородной полуплоскости решение задачи строится 
классическими методами [5].

В данной работе проблема сводится к решению векторной краевой задачи Римана, 

в которой факторизацию  матричного коэффициента существенно усложняет неодно­
родность упругой среды. При решении вектор­
ной краевой задачи Римана методом нейтрали­
зации полю сов [4] особым случаем является 

ситуация, когда Р = 1, т.е. длина штампа равна 
глубине трещ ины. Ниже предлагается метод, 

позволяющий эффективно приближенно решить 
поставленную  задачу . К ритический  случай 
Р = 1 не является ограничением.

1.Постановка задачи и сведение ее к за­
даче Римана для двух пар функций.

Пусть в упругой неоднородной полуплос­

кости ( -  оз < х  < -н» , у  > О), неоднородность 

которой определяется степенной формой моду­

ля сдвига G = G i y ) = G vy \ y >  0 , 0 < v < l  , имеется трещина (х = 0 , 0 <  у  < с ) ,  порож­

денная антиплоским сдвигом (в противополож ных направлениях) двух одинаковых 

( -  b < х  < 0 , у  = О), (О < х  й  Ь, у = О) полностью сцепленных с полуплоскостью штам­

пов. Предполагается, что к каждому из штампов приложена нагрузка р 0 (рис.1).

Относительно функции сдвига w ( x , y )  задача математически формулируется сле­
дующим образом:
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у д 21У д

У д х 2 + ду
■ 0 ,  ° °  <  х <  + ° ° ,  х &  О ,  у  >  О

Ифс,0) = 55§п х , |.х | <Ь\  т ( . х , 0 )  = 0 , |*| > Ь 

т д.,(±0, у ) =  0 , 0 < у <  с .

Здесь 5 -  заранее неизвестная постоянная, определяющая сдвиг штампов. Она фик-

ь
сируется условием равновесия | т у.(*,о)с£к = -р0 .

о

Применение обобщенной схемы метода интегральных преобразований (Фурье по х ) 
[5] позволило свести рассматриваемую задачу к следующей системе

I £,ф[ -  £ 12Ф2 = 5 У , 5 У = сопя! 

І^2іФі + ^2 Фг = О
(1)

ф ( т ) — ,  / , ( * )  =  -

1  1

X  V | л " —  і |  У

I
СІЇ

р 2 -  ф ( т ) - ,  І 2 (х )= 5 — - < 2 у -к т X 4 ^ q v /2

/  л
X +1

2 х  
V J\  /О V ' У

где <і2(х)=  - (х  + іХ* + у ), Qv(z)  -  Функция Лежандра второго рода [6]

1 ґ ,Л  кСІТ , Г / „ _ !  Л  /  \СІТ
X | ' ' X

1 р ф  =  | / [ р -  Ь ( х ) —  ,  1 2 , ф  =  | / [ р  '  - Ы х ) - - - ,

о I т ) т

р = ь /  1(х ) = 4 + х > у л - \

При этом ту. (Ы , 0 )ы 1~'1 = -Ф і(?)ро , И/ ( - 0 ,с ^ ) - И / (+ 0 ,с ;)=  р о£ “ 1£ " '’ф2( 0 .0 <  ? < 1 • 
Оператор системы интегральных уравнений (1) представим как матричный опера­

тор свертки Меллина, символ которого имеет следующий вид

с ( -0 =  — [ї 0 '

/
1 - г  Ї  ]'ц о'

0
V Р* ^( і±Ц

і 0 цК 1 ]

' і  + У Г - і ї / 2 — у ------1-
2 ]

, Н.е(у)< 2 -  у + V

/ у

л-1^ ( ^ ) = Х 7.Г ((^ +1)/2Х г((, + (2 - у Х 2 - 7 ) ) /2 ))-1, 11е(*)> у - 2  

Х; = я ^ ( г ( ( 1  + ( 2 У - 3 )у ) /2 ) )^ ,  У = 1,2

/ ,  = < / ; '£ А ', к  = . 4 ,  = 2 г ( ^  + 1),

А) = г ( / 2 + / ^ И ^ г  + У/2 ~ Л/г )  •

Отметим, что
71У

соя—  I сояес соя-
71У

сояес
7і(у -  Л’)
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Пусть Ф ; ( 0 =  |(р ,-(т )гт ld x , j  = 1,2.
о

После следующей замены трансформант искомых функций

х } ( л ') = ^ ( £ } ( * ) Г ф } ( 4  . . ; ( , ) =  у = 1,2

задача сводится к решению системы уравнений (0 <  R e(y)<  v)

* Г ( * ) = * Г ( * ) - - ^ ^ * 2  (s ) - ~ r p r ’ (2)
s in —  М Л7Л'

2

x 2 (Л")= ---- --- ------ *Г ( ‘0 + * г ( 4  (3)
sin — ( v - s )

2 V

25^ G vr ( /  + y )  f nvV2'  Я У Л/ 
cos —

v 2 v

Используя методы работы [7], можно показать, что частные индексы однородной 

{/м = 0) задачи Римана (2),(3) равны нулю (к, = к 2 = 0 ).
2 .Построение решения задачи Римана. Решение системы (2),(3) возможно мето­

дом нейтрализации полюсов [4]. Н о в случае (3 = 1 этот метод не может быть реализо­
ван, а в окрестности точки 3 = 1 скорость его сходимости существенно ухудшается.

Здесь предлагается основанный на специальной структуре коэффициентов задачи 
(2), (3) способ ее решения, для которого случай (3 = 1 не является ограничением. 

Рассмотрим случай 0 < 3 < 1.

Для удобства в (2), (3) выполним замену £ = 2а  . Уравнение (2), умноженное на

---------, в сумме с уравнением (3) дает первое уравнение следующей системы, а во
вШТКУ

втором уравнении выполнена замена а  на ц - а ,  2ц = V .

гГ (<*)+ -  — г2+ (<*)= - С̂ — , ( о ) -  777V  • 0 < о  < Ц < 1
Sin 710 t g n ( j i - a )  /,+ ( а )а  ’ 2

^о2ц-2ст
г 2 (ц -  ° ) +  -------zf (ц -  о)= гг (ц -  о), О < R e (a )<  ц

s in n o

.4 = 2а ,  V = 2ц , Ху (2 а) = г*(а), £ } (2 а )  = 2/,+ (а),

г* (.?)= о (л _ |) , —» °° .

В соответствии с факторизацией

с1§ (тш )= Д +(о)Д "(а); Л+(о) = , А ~(а)=  №  \
у  2 ~ ' У 2  + '

и обозначениями

(о) = у! (о)А" (ц -  а), (а) = (а)Д" (ц -  о)

Д+ (о)гГ (ц -  о )=  ух (ц -  а), А+ (0)22 (ц -  о )=  у~г (ц -  о) 

преобразуем уравнения системы следующим образом (0 < Я е (с т )< ц )
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у! (о)+~ — У2 (а) = ctgna^r (а)- У 4'”sin па А (д-а)/, (а)
2ц-2ст

у; (ц -  а)+ —----- jf  (ц -  а) = ctg па у* (ц -  а)
sin па

Замена w \  ( a )=  у 2 (ц -  о )+  Р^>’|+(о ) ,  v v f(a )=  >>2 (и ~ a ) +

*2 (<*) = У2 (м -  < т )-  Г у , + (о), ^  (с т )=  у+ (ц  -  а ) - Р м j f  (а) 
позволяет записать систему так

(а ' + ~  “V  Hl (И -  ° )  = с18лог И’1 И -  Т  “ ТГ+Т \ (4)sinna д (ц -  a)/,+ (a) v

w2+ (а)- *?—  п-2 (и -  а) = ctg па w2 (а)+ —^ v-а——- (5)
sinna д (ц-а)/,+ (а)

Обратное преобразование Меллина сводит раздельно решаемые функциональные 
уравнения (4) и (5) к интегральным уравнениям

%  Т - t  n J0 l + p 2t t  Д (м )Г(о)

Для оператора

1 г х 1 мф(т) 
К .ф  = — —  dxГГ 1 Т — t

К  т~<

и двойственного ему оператора

/ 1_ц гф (т )
К _ф  = -----   —  - в х

п  >0 т -1

сдвиг (т1 ц) не позволяет применить классические спектральные соотношения [5]. П о­

этому используются аналоги спектральных соотношений [8]

К т л+ = я *  (г), 0 < Г < 1, л = 0,1,... (7)

1‘Л ' ) 2 » ^ , .  Г(») ( .< -!+ ,» )„ „  1 - Т Л

/ X  у +  V* +| '~ _  1 /  +  ц )  Л _  у )  (-*
К,({)= [  — Г ~ — Г 7 ^ --------  \— ^ ' , 0 < 1 - у ± < Ц -

2 я ,‘ у+-* -  г (-у _ 1 + 1л )  (л ~ 1 + 1 4 + 1

Системы функций х*(г)  и полиномов л * (/), с ^ ,  л ±(г) = « [8] обладаю т также 

свойством биортогональности

= ( 8 )
о

В соответствии с (7) решение интегральных уравнений (6) ищем в виде

S j ( l ) = Y S j . m K u i 1)-
»1=0
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Действуя по схеме [5],[4] с учетом разложения

  _____ 1_  _ j _  у
1 + р 2т? f + ß 2) - ß 2( l - x ? )  l + ß 2 *=0 1 + ß 2

(l-tt?
имеем

ß ^

"  я(-1 У &
j  = 1,2; n = 0,1,...

7 i r (n’m )8 j , m = ( -  0 7+l S„,o

(9)

(10)

где r
1

\ k

1 ß k = max(n.in)
ml

1 + ß 2

rk ( n , m ) = ( - l ) n
J n  (2n + nXji), (y2 + ц) (y2) ( - k)p

x  + ц) 4

n f c + O m , (м + Х)п+рФ  Г (м + О

- k  + p,  Y j  + № + p  , У 2 + P ,\*-+P

Ц+1 + Ш+ p  , Ц+1 + А7 + p  , q  + \
\ /

p  = max(/i, m),  q = j« -  w |.

Коэффициенты rk {n,m) вычислены в соответствии с представлением 

і і
rk ( j i , m ) = ^ x ; n ( t ) x l { t \ \ - n f  clxclt . 

о о

Последнее представление с учетом [8] позволило получить следующую оценку

Г / v_[ “І max(/!,ш)
jr(/i,m )j< C , ß 2 ( l + ß 2 j , С, = c o n s t . (11)

С труктура частных индексов однородной задачи (2),(3) (к , = к 2 = 0 )  позволяет 

доказать, что однородные бесконечные системы (10) имеют только тривиальные реше­
ния в /2 . Вполне непрерывность м атричного оператора системы (10) определяется 
оценкой (11). Эта оценка даже в критической ситуации ß = l гарантирует скорость 
сходимости метода редукции бесконечной системы (10), как у геометрической прогрес­
сии со знаменателем ]/2 .

Для коэффициента интенсивности напряжений k0 = lim ^ я ^ у - с ^ Д О ,  у ) по­

лучено следующее представление
£+0

2 р с ß ^ r ( |a  + l)(c o s7 t|a ) '^  w  \
~7 1 /  \ / v?l,/n &2,ni)

[g\ ,0-g2,0) r V- + / 2) '"=°

вычислительная эффективность которого следует из оценки

(12)

< с , іф е !Г ]‘, С9 = c o n s t .

Для случая Р >  1 получены аналогичные (12), (10) вычислительные формулы, в 

которых выражению р 2(1 + р 2 )  ̂ ,((3<1) соответствует выражение (1 + р 2)  ̂ , (Р > 1), 

т.е. при всех значениях параметра Р = Ьс~1 сходимость метода не хуже, чем у геометри­

ческой прогрессии со знаменателем / г .



176 Моисеев Н.Г., Христиченко О.П.

Заключение. Таким образом, построено эффективное приближенное решение рассмат­
риваемой задачи.
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