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ВСТУП

У данiй квалiфiкацiйнiй роботi розглядається задача визначення
напружено-деформованого стану тiла яке знаходиться в умовах антипло-
ської деформацiї. Тiло, яке дослiджується, складається з двох шарiв рiзних
матерiалiв, якi мають рiзнi модулi зсуву 𝐺1 та 𝐺2. Мiж шарами цього тi-
ла виконуються умови iдеального механiчного контакту - непрерервнiть
перемiщення та напружень, за винятком вiдрiзка де знаходиться трiщина.

Цiль роботи полягає у визначеннi напружено-деформованого стану
розглядаємого тiла, а також знаходження коефiцiентiв iнтенсiвностi напру-
жень в околi кiнцi трiщини.

Актуальнiсть теми полягає в широкому використаннi складних бага-
тошарових матерiалiв у промисловостi, будiвництвi та машинобудуваннi.
Такi матерiали мають високу ефективнiсть завдяки комбiнацiї властиво-
стей рiзних компонентiв, однак їх складна структура вимагає детального
аналiзу для оцiнки надiйностi. Виявлення мiсць концентрацiї напружень та
можливих дефектiв є важливим етапом у проектуваннi таких систем.

Дослiдження задач напруженого стану для складних систем iз нео-
днорiдною структурою має важливе значення для пiдвищення безпеки i
довговiчностi конструкцiй, а також для розробки методiв їх удосконале-
ння. Завдання, що розглядається в цiй роботi, може бути корисним для
iнженерних розрахункiв та оптимiзацiї конструкцiй рiзних типiв.

Це дослiдження також має теоретичне значення, оскiльки дозволяє
розвинути методи розв’язку задач для складних цилiндричних тiл iз не-
однорiдними характеристиками, що може бути застосовано у подальших
наукових дослiдженнях.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглянемо тiло в цилiндричнiй системi координат (𝑟, 𝜃, 𝑧) яке займає
область 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼, −∞ < 𝑧 < ∞. Нехай краї тiла 𝜃 = 𝛼

i 𝜃 = 𝜋 − 𝛼 нерухомо закрiпленi, край 𝑟 = 𝑎 вiльний вiд напружень, а до
краю 𝑟 = 𝑏 прикладено зсувне дотичне навантаження 𝑝(𝜃), величина якого
не залежить вiд z. У цьому разi тiло буде знаходитися в умовах антиплоскої
деформацiї, при якiй напружено-деформований стан тiла не залежить вiд z.

Вiдмiнними вiд нуля буде тiльки перемiщення 𝑤(𝑟,𝜃) уздовж осi Oz i
два дотичнi напруження 𝜏𝑟𝑧 = 𝐺𝑑𝑤

𝑑𝑟 i 𝜏𝜃𝑧 = 𝐺1
𝑟
𝑑𝑤
𝑑𝑟𝜃 , де 𝐺 модуль перемiщення

матерiалу тiла. Нехай далi розглянуте тiло складається з двох частин:

𝑎 < 𝑟 < 𝑐, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼.

i
𝑐 < 𝑟 < 𝑏, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼.

Кожна частина складається з рiзного матерiалу: перша має модуль зсуву
𝐺1, а друга - 𝐺2. Мiж цими шарами виконуються умови iдеальної механiчної
неперервностi перемiщення 𝑤(𝑟,𝜃) i напруження 𝜏𝑟𝑧(𝑟, 𝜃) при переходi через
поверхню 𝑟 = 𝑐, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼. Крiм участка 𝑟 = 𝑐, 𝛽 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛽, де
знаходиться дефект у виглядi трiщини, береги якого вiльнi вiд напружень.
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У данiй постановцi змiщення 𝑤(𝑟,𝜃) зобов’язане задовольняти рiвнян-
ню Ламе:

𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟
𝑑𝑤

𝑑𝑟

)︂
+

1

𝑟

𝑑2𝑤

𝑑𝜃2
= 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝑟 ̸= 𝑐, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼 (1)

З крайовими умовами:

𝑤|𝜃=𝑎 = 0, 𝑤|𝜃=𝜋−𝛼 = 0 (2)

𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑎 = 𝐺1
𝑑𝑤

𝑑𝑟
|𝑟=𝑎 = 0; 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑏 = 𝐺2

𝑑𝑤

𝑑𝑟
|𝑟=𝑏 = 𝑝(𝜃) (3)

та умовами сполучення шарiв тiла:

< 𝑤 >= 𝑤|𝑟=𝑐−0 − 𝑤|𝑟=𝑐+0 = 𝜒(𝜃)

де функцiя 𝜒(𝜃) ̸= 0 на промiжку 𝛽 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛽, та є змiщенням
одного берегу трiщини вiдносно другого.

< 𝜏𝑟𝑧 >= 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐−0 − 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐+0 = 𝐺1
𝑑𝑤

𝑑𝑟
|𝑟=𝑐−0 −𝐺2

𝑑𝑤

𝑑𝑟
|𝑟=𝑐+0 = 0 (4)

А також умов вiдсутностi напружень на обох перегах трiщени

𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐+−0 = 0, 𝛽 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛽 (5)
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РОЗДIЛ 2

ЗВЕДЕННЯ ЗАДАЧI ДО ОДНОВИМIРНОЇ

РОЗРИВНОЇ

Для зведення задачi до одновимiрної скористаємося кiнцевим синус-
перетворенням Фур’є за змiнною 𝜃:

𝑊𝑛(𝑟) =

∫︁ 𝛼

𝜋−𝛼

𝑤(𝑟,𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼))𝑑𝜃

,

𝜆𝑛 =
𝜋𝑛

𝜋 − 2𝛼
, 𝑛 = 1,2,3...

з формулою обернення

𝑤(𝑟,𝜃) =
2

𝜋 − 2𝛼

∞∑︁
𝑛=1

𝑊𝑛(𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼))

Застосовуючи його до рiвняння (1) (при цьому крайовi умови (2)
будуть задоволенi), крайовим умовам (3) та умовам сполучення (4) прийдемо
до одновимiрної розривної задачi

(𝑟𝑊𝑛′(𝑟))′ − 1

𝑟
𝜆2𝑛𝑊𝑛(𝑟) = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝑟 ̸= 𝑐 (6)

𝑊 ′
𝑛(𝑎) = 0,𝑊 ′

𝑛(𝑏) = 0 (7)

де 𝑃𝑛 =
∫︀ 𝜋−𝛼

𝛼 𝑃 (𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛(𝜃 − 𝜆))𝑑𝜃

з умовами спряження

< 𝑊𝑛 >= 𝑊𝑛(𝑐− 0)−𝑊𝑛(𝑐+ 0) = 𝜒𝑛

< 𝜏𝑟𝑧, 𝑛 >= 𝐺1𝑊
′
𝑛(𝑐− 0)−𝐺2𝑊

′
𝑛(𝑐+ 0) = 0
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де 𝜒𝑛 =
∫︀ 𝜋−𝛽

𝛽 𝜓(𝜒)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼)𝑑𝜃

Розв’язок будемо шукати у виглядi суми:

1) Неперервного розв’язоку
2) Розривного розв’язоку
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РОЗДIЛ 3

ПОБУДОВА НЕПЕРЕРВНОГО РОЗВ’ЯЗКУ

Неперервний розв’язок є розв’язком наступної крайової задачi

[𝑟𝑤′
𝑛(𝑟)]

′ − 1

𝑟
𝜆2𝑛𝑤𝑛(𝑟) = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏

𝑊 ′
𝑛(𝑎) = 0;𝑊 ′

𝑛(𝑏) = 0

Для її розвязку треба побудувати фундаментальну базисну систему
розвязкiв (ФБСР). Лiнiйно незалежними розвязками рiвняння

(𝑟𝑊 ′
𝑛(𝑟))

′ − 1

𝑟
𝜆2𝑛𝑊𝑛(𝑟) = 0

будуть Φ0(𝑟) = 𝑟𝜆𝑛 та Φ1(𝑟) = 𝑟−𝜆𝑛

будуємо ФБСР:

Ψ0(𝑟) = 𝐶01Φ0(𝑟) + 𝐶02Φ1(𝑟) = 𝐶01𝑟
𝜆𝑛 + 𝐶02𝑟

−𝜆𝑛

⎧⎪⎨⎪⎩Ψ′
0(𝑎) = 𝐶01𝜆𝑛𝑎

𝜆𝑛−1 − 𝐶02𝜆𝑛𝑏
−𝜆𝑛−1 = 1

Ψ′
0(𝑏) = 𝐶01𝜆𝑛𝑎

𝜆𝑛−1 − 𝐶02𝜆𝑛𝑏
−𝜆𝑛−1 = 0

⎧⎪⎨⎪⎩𝐶01𝑎
𝜆𝑛 − 𝐶02𝑏

−𝜆𝑛 = 𝑎
𝜆𝑛

𝐶01𝑏
𝜆𝑛 − 𝐶02𝑏

−𝜆𝑛 = 0

det =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑎𝜆𝑛 −𝑎−𝜆𝑛

𝑏𝜆𝑛 −𝑏−𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −

(︁𝑎
𝑏

)︁𝜆𝑛

+

(︂
𝑏

𝑎

)︂𝜆𝑛

Позначимо ∆𝑛 =
(︀
𝑏
𝑎

)︀𝜆𝑛 −
(︀
𝑎
𝑏

)︀𝜆𝑛.
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Тодi

𝐶01 =
1

∆𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎𝜆𝑛

−𝑎−𝜆𝑛

0 −𝑏−𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −𝑎𝑏

−𝜆𝑛

𝜆𝑛∆𝑛

𝐶02 =
1

∆𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑎𝜆𝑛 𝑎

𝜆𝑛

𝑏𝜆𝑛 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −𝑎𝑏

−𝜆𝑛

𝜆𝑛∆𝑛

Ψ0(𝑟) = − 𝑎

𝜆𝑛∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

+

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃

Ψ1(𝑟) = 𝐶11Ψ0(𝑟) + 𝐶12Ψ1(𝑟) = 𝐶11𝑟
𝜆𝑛 + 𝐶12𝑟

−𝜆𝑛

⎧⎪⎨⎪⎩
Ψ′

1(𝑎) = 𝐶11 ln 𝑎 · 𝑎𝜆𝑛−1 − 𝐶12 ln 𝑎 · 𝑎−𝜆𝑛−1 = 0,

Ψ′
1(𝑏) = 𝐶11 ln 𝑏 · 𝑏𝜆𝑛−1 − 𝐶12 ln 𝑏 · 𝑏−𝜆𝑛−1 =

𝑏

𝜆𝑛⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶11𝑎

𝜆𝑛 − 𝐶12𝑎
−𝜆𝑛 = 0,

𝐶11𝑏
𝜆𝑛 − 𝐶12𝑏

−𝜆𝑛 =
𝑏

𝜆𝑛

det = ∆𝑛

𝐶11 =
1

∆𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 0 −𝑎−𝜆𝑛

𝑏
𝜆𝑛

−𝑏−𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑏 · 𝑎−𝜆𝑛

𝜆𝑛∆𝑛

𝐶12 =
1

∆𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑎𝜆𝑛 0

𝑏𝜆𝑛 𝑏
𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑏 · 𝑎𝜆𝑛

𝜆𝑛∆𝑛

Ψ1(𝑟) =
𝑏

𝜆𝑛∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
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Тодi неперервним розв’язком буде функцiя:

𝑊 *
𝑛(𝑟) =

𝑃𝑛

𝐺2
Ψ1(𝑟) =

𝑏𝑃𝑛

𝐺2𝜆𝑛∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
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РОЗДIЛ 4

ОТРИМАННЯ РОЗ’ЯЗКУ ПО ОДНОМIРНОЇ

РАЗРИВНОЇ ЗАДАЧI

4.1 Побудова функцiї Грину

Розривним розв’язком буде розв’язком наступної одновимiрної крайо-
вої задачi

[𝑟𝑤′
𝑛(𝑟)]

′ − 1

𝑟
𝜆2𝑛𝑤𝑛(𝑟) = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝑟 ̸= 𝑐[

𝑊 ′
𝑛(𝑎) = 0;𝑊 ′

𝑛(𝑏) = 0

< 𝑊𝑛(𝑐) >= 𝑊𝑛(𝑐− 0)−𝑊𝑛(𝑐+ 0) = 𝜒𝑛

< 𝜏𝑟𝑧, 𝑛(𝑐) >= 𝐺1𝑊
′
𝑛(𝑐− 0)−𝐺2𝑊

′
𝑛(𝑐+ 0) = 0

де

𝜒𝑛 =

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜓(𝜃)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼)𝑑𝜃, 𝜆𝑛 =
𝜋𝑛

𝜋 − 2𝛼
, 𝑛 = 1,2...

Отримаємо цей ров’язок з використанням властивостей функцiї Грину

Для початку побудуємо її

Для побудови функцiї Грiна використаємо фундаментальну функцiю рiвня-
ння

𝑟 (𝑟𝑊 ′
1(𝑟))

′ − 𝜆2𝑧 = 0,

яка має вигляд
Φ𝑛(𝑟, 𝜌) = − 1

2𝜆
𝑒−𝜆| 𝑟𝜌 |.
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та побудовану ФБСР Ψ0(𝑟) та Ψ1(𝑟).

Спочатку знайдемо

𝑈0 [Φ(𝑟, 𝜌)] =
𝜕Φ(𝑟, 𝜌)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

=
1

2
sign

(︂
ln
𝑟

𝜌

)︂
· 1
2
𝑒−𝜆| ln 𝑟

𝜌 |
⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= − 1

2𝑎
𝑒−𝜆 ln|𝑎𝜌 |

𝑈1 [Φ(𝑟, 𝜌)] =
𝜕Φ(𝑟, 𝜌)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
1

2𝑏
𝑒−𝜆 ln| 𝑏𝜌 |

Тодi функцiя Грiна буде мати вигляд

𝐺𝑛(𝑟, 𝜌) = Φ(𝑟, 𝜌)−Ψ0(𝑟)𝑈0 [Φ(𝑟, 𝜌)]−Ψ1(𝑟)𝑈1 [Φ(𝑟, 𝜌)] =

= − 1

2𝜆
𝑒−𝜆| ln 𝑟

𝜌 |
1

2𝑎
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝜌

𝑎 |
𝑎

𝜆𝑛∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

+

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃
−

− 1

2𝑏
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑏

𝜌 |
𝑏

𝜆𝑛∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
.

Побудована функцiя Грiна має наступнi розривнi властивостi: При
перетинi лiнiї 𝜌 = 𝑐 похiдна 𝜕𝐺𝑛(𝑟,𝜌)

𝜕𝜌 має стрибок

⟨
𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⟩
𝜌=𝑐

=
𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐,𝑟=𝑐−0

− 𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐,𝑟=𝑐+0

=
1

𝑐
,

а (𝐺𝑛(𝑟, 𝜌))

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

має стрибок похiдної:

⟨
𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝑟

⟩
𝜌=𝑐

=
𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐,𝑟=𝑐+0

− 𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐,𝑟=𝑐−0

= −1

𝑐
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4.2 Побудова розв’язку

Тому розривний розв’язок слiд будувати у виглядi:

𝑊 **
𝑛 (𝑟) = 𝑐 · 𝐴0 ·

𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

− 𝑐 · 𝐴1 ·𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

де 𝐴0 — стрибок перемiщення на лiнiї 𝑟 = 𝑐, а 𝐴1 — стрибок похiдної
вiд перемiщення на цiй лiнiї.

З умови ⟨𝑊𝑛(𝑐)⟩ = 𝑊𝑛(𝑐− 0)−𝑊𝑛(𝑐+ 0) = 𝜒𝑛 випливає, що 𝐴0 = 𝜒𝑛,
а з умови ⟨𝑇𝑟𝑟,𝑛(𝑐)⟩ = 𝐺1𝑊

′
𝑛(𝑐− 0)−𝐺2𝑊

′
𝑛(𝑐+0) = 0, яку ми перетворюємо

наступним чином:

𝐺1𝑊
′
𝑛(𝑐− 0)−𝐺1𝑊

′
𝑛(𝑐+ 0) = 𝐺2𝑊

′
𝑛(𝑐+ 0)−𝐺2𝑊

′
𝑛(𝑐− 0),

𝐺1 [𝑊
′
𝑛(𝑐− 0)−𝑊 ′

𝑛(𝑐+ 0)] = (𝐺2 −𝐺1)𝑊
′
𝑛(𝑐+ 0),

тодi ⟨𝑊 ′
𝑛(𝑐)⟩ = 𝑊 ′

𝑛(𝑐− 0)−𝑊 ′
𝑛(𝑐+ 0) = 𝐺12𝑊

′
𝑛(𝑐+ 0), де 𝐺12 =

𝐺2−𝐺1

𝐺1
.

Випливає, що 𝐴1 = 𝐺12𝑊
′
𝑛(𝑐+ 0).

Отже, розривний розв’язок має вигляд:

𝑊 **
𝑛 (𝑟) = 𝑐 · 𝜒𝑛 ·

𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

− 𝑐 ·𝐺12𝑊
′
𝑛(𝑐+ 0) ·𝐺𝑛(𝑟, 𝑐)
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РОЗДIЛ 5

ПОБУДОВА РОЗРИВНОЇ ЗАДАЧI

Розв’язок задачi, що розглядається, буде складатися з суми неперерв-
ного та розривного розв’язкiв.

𝑊𝑛(𝑟) = 𝑊 *
𝑛(𝑟)+𝑊

**
𝑛 (𝑟) =

𝑏𝑃𝑛

𝐺2𝜆𝑛∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

]︂
+𝑐·𝜒𝑛·

𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

−

−𝑐 ·𝐺12𝑊
′
𝑛(𝑐+ 0)𝐺𝑛(𝑟, 𝑐).

Ця формула мiстить невiдому величину 𝑊 ′
𝑛(𝑐+0). Для її знаходження

використовуємо наступний прийом — знайдемо похiдну 𝑊 ′
𝑛(𝑟) та покладемо

у нiй 𝑟 = 𝑐+ 0:

𝑊 ′
𝑛(𝑟) =

𝑏𝑃𝑛

𝐺2∆𝑛 · 𝑟

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
+ 𝑐 · 𝜒𝑛 ·

𝜕2𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝑟𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

−

−𝑐 ·𝐺12𝑊
′
𝑛(𝑐+ 0)

𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝑐)

𝜕𝑟

Обчислимо:

𝜕𝐺𝑛

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

=
1

2𝑟
sign(ln

𝑟

𝑐
)𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | − 1

2𝑟
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑎

𝑐 |
1

∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃
−

− 1

2𝑟
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑏

𝑐 |
1

∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
Тепер обчислимо

𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌
= − 1

2𝜌
sign

(︂
ln
𝑟

𝜌

)︂
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝜌 |− 1

2𝜌
sign

(︂
ln
𝑎

𝜌

)︂
· 1

∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

+

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃
−

− 1

2𝜌
sign

(︂
ln
𝑏

𝜌

)︂
· 1

∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
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Тодi
𝜕𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

= − 1

2𝑐
sign

(︁
ln
𝑟

𝑐

)︁
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |

+
1

2𝑐
· 1

∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

+

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃
− 1

2𝑐
· 1

∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
Знайдемо тепер

𝜕2𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝑟𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

.

Спочатку обчислимо похiдну вiд першого доданку: коли 𝑟 > 𝑐 маємо(︂
− 1

2𝑐
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |
)︂′

=
𝜆𝑛
2𝑐

− 1

𝑟
𝑒−𝜆𝑛 ln

𝑟
𝑐 .

Коли 𝑟 < 𝑐 маємо(︂
1

2𝑐
𝑒𝜆𝑛 ln

𝑟
𝑐

)︂′
=
𝜆𝑛
2𝑐

· 1
𝑟
𝑒𝜆𝑛 ln

𝑟
𝑐 ,

тобто (︂
− 1

2𝑐
sign(ln

𝑟

𝑐
)𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |
)︂′

=
𝜆𝑛
2𝑐𝑟

𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟
𝑐 |.

Тодi

𝜕2𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)

𝜕𝑟𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝑐

=
𝜆𝑛
2𝑐𝑟

𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟
𝑐 | +

𝜆𝑛
2𝑐𝑟∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃
−

− 𝜆𝑛
2𝑐𝑟∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
Таким чином:

𝑊 ′
𝑛(𝑟) =

𝑏𝑃𝑛

𝐺2𝑟∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
+𝜒𝑛

{︃
𝜆𝑛
2𝑟
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | +
𝜆𝑛

2𝜌∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃

− 𝜆𝑛
2𝑟∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂}︂
− 𝑐𝐺12𝑊

′
𝑛(𝑐+ 0)

{︂
1

2𝑟
sign

(︁
ln
𝑟

𝑐

)︁
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | −
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− 1

2𝑟
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑎

𝑐 | · 1

∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃
− 1

2𝑟
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑏

𝑐 | · 1

∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂}︃
.

Якщо покладемо тут 𝑟 = 𝑐 + 0, то отримаємо лiнiйне алгебраїчне
рiвняння вiдносно 𝑊 ′

𝑛(𝑐+ 0):

𝑊 ′
𝑛(𝑐+ 0) =

𝑏𝑃𝑛

𝐺2𝑐∆𝑛

[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂
+

+𝜒𝑛

{︃
𝜆𝑛
2𝑐

+
𝜆𝑛

2∆𝑛𝑐

[︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

]︃
− 𝜆𝑛

2∆𝑛𝑐

[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂}︃
−

−𝐺12𝑊
′
𝑛(𝑐+ 0){1

2
− 1

2
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑎

𝑐 | · 1

∆𝑛

[︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

]︃
−

− 1

2𝑐
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑏

𝑐 | · 1

∆𝑛

[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂
}.

Помножим на 2∆𝑛:

𝑊 ′
𝑛(𝑐+ 0) =

2𝑏𝑃𝑛

𝑐𝐺2

[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

]︂
+

+𝜒𝑛
𝜆𝑛
𝑐

{︃
∆𝑛 +

[︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

]︃
−
[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂}︃
.

Позначимо:

∆*
𝑛 = (2 +𝐺12)∆𝑛 −𝐺12{𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑎

𝑐 |

[︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

]︃
+

+𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑏
𝑐 |
[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂
}.

Тодi

𝑊 ′
𝑛(𝑐+ 0) =

2𝑏𝑃𝑛

𝑐𝐺2∆*
𝑛

[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂
+

+𝜒𝑛
𝜆𝑛
𝑐∆*

𝑛

[︃
∆𝑛 +

(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

−
(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︃
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Таким чином, знайдена трансформанка перемiщення:

𝑊𝑛(𝑟) =
𝑏𝑃𝑛

𝐺2𝜆𝑛∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
−

−1

2
𝜒𝑛

[︃
sign(ln

𝑟

𝑐
)𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | − 1

∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

+

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

−
(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︃]︃

− 2𝑏𝑃𝑛

𝐺2∆*
𝑛

𝐺12

[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂
𝐺𝑛(𝑟, 𝑐)−

−𝜒𝑛
𝜆𝑛
∆*

𝑛

𝐺12

[︃
∆𝑛 +

(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

+
(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

−
(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︃
𝐺𝑛(𝑟, 𝑐)

Одник вона мiстить невiдому величину 𝜒𝑛. Для її знаходження отри-
маємо iнтегральне рiвняння.
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РОЗДIЛ 6

ОТРИМАННЯ ТА АНАЛIЗ IНТЕГРАЛЬНОГО

РIВНЯННЯ

Застосуємо тепер формулу обернення перетворення Фур’є:

𝑊 (𝑟, 𝜃) =
2

𝜋 − 2𝛼

𝑏

𝐺2

∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛

{︂
1

𝜆𝑛∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
−

− 2

∆*
𝑛

𝐺12

[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂
𝐺𝑛(𝑟,𝑐)

}︂
sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼)−

− 1

𝜋 − 2𝛼

∞∑︁
𝑛=1

𝜒𝑛

{︃
sign(ln

𝑟

𝑐
)𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | − 1

∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

+

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

−

−
(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]− 2𝜆𝑛
∆*

𝑛

𝐺12

[︃
∆𝑛 +

(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

−
(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︃
·

·𝐺𝑛(𝑟,𝑐)} sin𝜆𝑛 (𝜃 − 𝛼)

В перший ряд пiдставимо значення 𝐺𝑛 (𝑟,𝑐) та отримаємо:

2𝑏

(𝜋 − 2𝛼)𝐺2

∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛

{︂
1

𝜆𝑛∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
+

𝐺12

𝜆𝑛∆*
𝑛

[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂
·

·

[︃
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | +
1

∆𝑛
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑎

𝑐 |

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

+

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃
+

1

∆𝑛
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑏

𝑐 |
[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂]︃}︃
·

· sin𝜆𝑛 (𝜃 − 𝛼)

Так як ∆𝑛 ∼
(︀
𝑏
𝑎

)︀𝜆𝑛; ∆*
𝑛 ∼

(︀
𝑏
𝑎

)︀𝜆𝑛 коли 𝜆𝑛 → ∞, то цей ряд збiгається
рiвномiрно для усiх 𝑟 ∈ [𝑎; 𝑏]. Позначимо його суму через 𝐹 (𝑟, 𝜃).

В другий ряд пiдставимо:

𝜒𝑛 =

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜒(𝜂) sin𝜆𝑛(𝜂 − 𝛼)𝑑𝜂.
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Та вважаємо, що 𝑟 ̸= 𝑐 змiнюємо порядк сумування та iнтегрування,
що можна зробити, так як у данному випадку вiн збiгається рiвномiрно.
Таким чином отримуємо

𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜂) =
1

(𝜋 − 2𝛼)

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜒(𝜂)

{︃ ∞∑︁
𝑛=1

{︁[︁
sign(ln

𝑟

𝑐
)𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |

− 1

∆𝑛

(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

+

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

−
(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︃
+

+
𝐺12

∆*
𝑛

[︃
∆𝑛 +

(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

−
(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︃
·

·

[︃
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | +
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑎

𝑐 |

∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

+

(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃
+
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑏

𝑐 |

∆𝑛

[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂]︃}︃
·

· sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) sin𝜆𝑛(𝜂 − 𝛼)𝑑𝜂.

Для знаходження невiдомої функцiї 𝜒(𝜂) — стрибка перемiщення при
перетинi трiщини, використаємо умову вiдсутностi напружень на берегах
трiщини:

𝜏𝑟𝑧(𝑟, 𝜃)
⃒⃒
𝑟=𝑐±0

= 0 𝛽 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛽,

тобто
𝜕𝑊

𝜕𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑐+0

= 0 𝛽 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛽.

Для цього потрiбно взяти похiдну по r та покласти 𝑟 = 𝑐 + 0. У функцiї
𝐹 (𝑟, 𝜃) ряд збiгається рiвномiрно, разом iз рядом похiдних вiд нього членiв
тому ми можемо проференцiювати пiд знаком суми:

𝜕𝐹 (𝑟, 𝜃)

𝜕𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑐+0

=
2𝑏

(𝜋 − 2𝛼)𝑐𝐺2

∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛

{︂
1

𝜆𝑛∆𝑛

[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂
+

+
𝐺12

∆*
𝑛

[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂
·
[︂
−1 +

1

∆𝑛
𝑒−𝜆𝑛|𝑙𝑛𝑎

𝑐 |
[︂(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂]︂
+

+
1

∆𝑛
𝑒−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑏

𝑐 | ·
[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂]︂}︂
· sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝜆)
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Отриманий результат позначимо через 𝐻(𝜃).

Якщо ми зробимо теж саме з рядом який мiстiться у 𝑟 ̸= 𝑐 то отри-
маємо розбiжний ряд. Тодi ми можемо диференцiювати ряд за членами, а
потiм видiлити слабозбiжну частину та просумувати її:

𝜕𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜂)

𝜕𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑐

=
1

𝑟(𝜋 − 2𝛼)

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜒(𝜂)

{︃ ∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛𝑒
−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | − 𝜆𝑛
∆𝑛

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

−

−
(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂
+
𝐺12

∆*
𝑛

[︃
∆𝑛 +

(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

−
(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︃
·

·

[︃
sign

(︁
ln
𝑟

𝑐

)︁
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | +
1

∆𝑛
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑐

𝑎 |

[︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

]︃
+

+
1

∆𝑛
𝑒−𝜆𝑛|𝑙𝑛𝑎

𝑐 |
[︂(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

]︂]︂}︂
sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) sin𝜆𝑛(𝜂 − 𝛼)𝑑𝜂

Розглянемо ту частину ряда яка має особливiсть:

∞∑︁
𝑛=1

{︂
−𝜆𝑛𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | − 𝜆𝑛
∆*

𝑛

𝐺12∆𝑛sign(ln
𝑟

𝑐
)𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |
}︂
·sin𝜆𝑛(𝜃−𝛼) sin𝜆𝑛(𝜂−𝛼).

Розглянемо 𝐺12
Δ𝑛

Δ*
𝑛
, де ∆*

𝑛 = (2 +𝐺12)∆𝑛 −𝐺12𝛾𝑛:

𝛾𝑛 =
𝐺12

2 +𝐺12
+
𝐺2

12𝛾𝑛
∆*

𝑛

Отже:

𝜕𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜂)

𝜕𝑟

⃒⃒
𝑟 ̸=𝑐

=
1

2(𝜋 − 𝛼)

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

∞∑︁
𝑛=1

{︂
−𝜆𝑛

(︂
1 +

𝐺12

2 +𝐺12
sign(ln

𝑟

𝑐
)

)︂
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |·

· sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) sin𝜆𝑛(𝜂 − 𝛼)𝜒(𝜂)𝑑𝜂+

+
1

2(𝜋 − 2𝛼)

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜒(𝜂)
∞∑︁
𝑛=1

{︂
− 𝜆𝑛
∆𝑛

𝐺2
12sign(ln

𝑟

𝑐
)𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |·
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·

[︃
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |

(︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

)︃
+ 𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |
(︂(︁ 𝑐

𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

)︂]︃
−

− 𝜆𝑛
∆𝑛

(︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

−
(︁𝑟
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

)︃
+

+
𝜆𝑛
∆*

𝑛

𝐺12

(︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

−
(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

)︃
· 1

∆𝑛
·

·

[︃
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑎

𝑐 |

(︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

)︃
+ 𝑒−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑏

𝑐 |
(︂(︁𝑟

𝑎

)︁𝜆
𝑛
−
(︁𝑎
𝑟

)︁𝜆𝑛

)︂]︃
−

− 𝜆𝑛
∆𝑛

𝐺12 · 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑙𝑛
𝑎

𝑐
)𝑒−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑟

𝑐 |

[︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

−
(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︃}︃
·

· sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) sin𝜆𝑛(𝜂 − 𝛼)𝑑𝜂.

Тут в другому iнтегралi ряд вже буде збiгатись рiвномiрно. Тому ми
можемо в ньому перейти до границi коли 𝑟 → 𝑐 та отримуємо:

1

𝑐(𝜋 − 2𝛼)

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜒(𝜂)

{︃ ∞∑︁
𝑛=1

[︃
− 𝜆𝑛
∆𝑛

𝐺12

[︃
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |

(︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

)︃]︃

+𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟
𝑐 |
(︂(︁ 𝑐

𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

)︂

− 𝜆𝑛
∆𝑛

(︃(︁𝑟
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑟

)︂𝜆𝑛

)︃]︃
+

𝜆𝑛
∆𝑛∆*

𝑛

𝐺12

[︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

]︃

+𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟
𝑐 |
(︂(︁ 𝑐

𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

)︂

− 𝜆𝑛
∆𝑛

𝐺12sign(ln
𝑟

𝑐
)𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |

[︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

]︃]︃
sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) sin𝜆𝑛(𝜂 − 𝛼)𝑑𝜂.

}︃
.

Позначимо через 𝑅(𝜃, 𝜂):
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𝑅(𝜃, 𝜂) = −
∞∑︁
𝑛=1

{︃
𝜆𝑛
∆*

𝑛

𝐺2
12

[︃
−𝜆𝑛| ln

𝑎

𝑐
|

(︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

)︃]︃

+𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑐
𝑎 |
[︂(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︂
+ 𝜆𝑛

[︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

−
(︁ 𝑐
𝑎

)︁𝜆𝑛

+
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

]︃}︃
.

·

[︃
1

∆𝑛
+

𝐺12

∆𝑛∆*
𝑛

[︃
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |

(︃(︁𝑐
𝑏

)︁𝜆𝑛

−
(︂
𝑏

𝑐

)︂𝜆𝑛

)︃

+𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟
𝑐 |
(︂(︁ 𝑐

𝑎

)︁𝜆𝑛

−
(︁𝑎
𝑐

)︁𝜆𝑛

)︂]︂]︂
sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) sin𝜆𝑛(𝜂 − 𝛼)𝑑𝜂.

+
𝐺12

∆𝑛∆*
𝑛

}︂
sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) sin𝜆𝑛(𝜂 − 𝛼)𝑑𝜂.

Тодi цей iнтеграл запишеться у виглядi:

1

𝑐(𝜋 − 2𝛼)

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜒(𝜂)𝑅(𝜃, 𝜂)𝑑𝜂.

Що стосується першого iнтегралу, то беря до уваги що вiн є збiжним
коли 𝑟 ̸= 𝑐, використаємо тотожнiсть:

sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) = − 1

𝜆𝑛

𝑑2

𝑑𝜃2
sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼)

Та запишемо його у виглядi:

1

𝜋(𝜋 − 2𝛼)

[︂
1 +

𝐺12

2 +𝐺12
sign(ln

𝑟

𝑐
)

]︂
𝑑

𝑑𝜃

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜒(𝜂)

[︃ ∞∑︁
𝑛=1

sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) sin𝜆𝑛(𝜂 − 𝛼)

𝜆𝑛

]︃

·𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟
𝑐 |𝑑𝜂.

Та просумуємо ряд, який стоїть пiд знаком iнтегралу:

∞∑︁
𝑛=1

sin𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) sin𝜆𝑛(𝜂 − 𝛼)

𝜆𝑛
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | =
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=
1

2𝜆𝑛

∞∑︁
𝑛=1

cos𝜆𝑛(𝜃 − 𝜂)− cos𝜆𝑛(𝜃 + 𝜂 − 2𝛼)

𝜆𝑛
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |.

Розглянемо спрощену форму ряду:

∞∑︁
𝑛=1

cos 𝑛
𝜋−2𝛼(𝜃 − 𝜂)

𝜆𝑛
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | =
∞∑︁
𝑛=1

cos 𝑛(𝜃−𝜂)
𝜆𝑛(𝜋−2𝛼)

𝑛
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 |.

Використовуємо формулу 5.14.12.6 (А.П. Пруднiков та iн. "Iнтеграли
та ряди").

∞∑︁
𝑛=1

cos𝑛𝑥

𝑛
𝑒−𝑛𝑎 =

𝑎

2
− 1

2
ln [2(cosh 𝑎− cos𝑥)]

де у нашому випадку:

𝑥 =
𝜋(𝜃 − 𝜂)

𝜋 − 2𝛼
, 𝑎 =

𝜋

𝜋 − 2𝛼

⃒⃒⃒
ln
𝑟

𝑐

⃒⃒⃒
∞∑︁
𝑛=1

cos𝜆𝑛(𝜃 − 𝜂)

𝜆𝑛
𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟

𝑐 | =

=
1

2
| ln 𝑟

𝑐
| − 𝜋 − 2𝛼

2𝜋
ln

[︂
2

(︂
ch

𝜋

𝜋 − 2𝜃
| ln 𝑟

𝑐
| − cos

𝜋(𝜃 − 𝜂)

𝜋 − 2𝛼

)︂]︂

Так само просумуємо ряд:

∞∑︁
𝑛=1

cos(𝜆𝑛(𝜃 + 𝛼− 2𝛼))𝑒−𝜆𝑛| ln 𝑟
𝑐 |

𝜆𝑛
=

1

2
| ln 𝑟

𝑐
|

−𝜋 − 2𝛼

2𝜋
ln

[︂
2

(︂
ch

𝜋

𝜋 − 2𝛼
| ln 𝑟

𝑐
| − cos

𝜋(𝜃 + 𝜂 − 2𝛼)

𝜋 − 2𝛼

)︂]︂
Отже, отримуємо:
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1

2𝑟(𝜋 − 2𝛼)

[︂
1 +

𝐺12

2 +𝐺12
· sign

(︁
ln
𝑟

𝑐

)︁]︂ 𝑑2

𝑑𝜃2

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜒(𝜂)

[︂
−1

2
| ln 𝑟

𝑐
|−

−𝜋 − 2𝛼

2𝜋
ln

[︂
2

(︂
ch

𝜋

𝜋 − 2𝛼
ln
𝑟

𝑐
− cos

𝜋(𝜃 − 𝜂)

𝜋 − 2𝛼

)︂]︂
+
𝜋 − 2𝛼

2𝜋
ln

[︂
2

(︂
ch

𝜋

𝜋 − 2𝛼
ln
𝑟

𝑐
− cos

𝜋(𝜃 + 𝜂 − 2𝛼)

𝜋 − 2𝛼

)︂]︂]︂
𝑑𝜂

Тепер ми вже можемо перейти до границi коли 𝑟 → 𝑐+0, та отримати:

1

2𝑐(𝜋 − 2𝛼)

[︂
1 +

𝐺12

2 +𝐺12

]︂
𝑑2

𝑑𝜃2

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜒(𝜂)

[︂
1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
2(1− cos

𝜋(𝜃 − 𝜂)

𝜋 − 2𝛼
)

⃒⃒⃒⃒]︂
𝑑𝜂.

Таким чином для знаходження невiдомої функцiї 𝜒(𝜂) ми отримали
iнтегро-диференцiальне рiвняння:

− 1

𝜋𝑐

1 +𝐺12

2 +𝐺12

𝑑2

𝑑𝜂2

[︂
𝜒(𝜂) ln 2 sin

(︂
𝜋(𝜃 − 𝜂)

2(𝜋 − 2𝛼)

)︂]︂
𝑑𝜂+

+
1

𝑐(𝜋 − 2𝛼)

∫︁ 𝜋−𝛽

𝛽

𝜒(𝜂)𝑅(𝜃, 𝜂)𝑑𝜂 = −𝐻(𝜃), 𝛽 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛽.

перетворемо це рiвняння так, щоб для його розв’язку можно було
застосувати метод ортогональних многочленiв. Спочатку зробимо змiну
змiнних щоб перевести промiжок iнтегрування (𝜋, 𝜋 − 𝛽) на промiжок
(−1, 1):

𝜃 =
(︁𝜋
2
− 𝛽

)︁
𝜙+

𝜋

2
; 𝜂 =

(︁𝜋
2
− 𝛽

)︁
𝑡+

𝜋

2
.

Тодi: 𝜃 − 𝑓𝜂 =
(︀
𝜋
2 − 𝛽

)︀
(𝜙− 𝑡); 𝜃 + 𝜂 =

(︀
𝜋
2 − 𝛽

)︀
(𝜙+ 𝑡).

Позначимо:
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𝜒*(𝑡) = 𝜒
(︁(︁𝜋

2
− 𝛽

)︁
𝑡+

𝜋

2

)︁
; 𝐻*(𝜙) = 𝐻

(︁(︁𝜋
2
− 𝛽

)︁
𝜙+

𝜋

2

)︁

𝑅*(𝜙, 𝑡) = 𝑅
(︁𝜋
2
− 𝛽

)︁
(𝜙+ 𝑡), 𝑑𝜙 =

(︁𝜋
2
− 𝛽

)︁
𝑑𝜙, 𝑑𝜂 =

(︁𝜋
2
− 𝛽

)︁
𝑑𝑡.

Так як 𝑑𝜃 =
(︀
𝜋
2 − 𝛽

)︀
𝑑𝜙, а 𝑑𝜂 =

(︀
𝜋
2 − 𝛽

)︀
𝑑𝑡, та 1+𝐺12

2+𝐺12
= 𝐺2

𝐺1+𝐺2
, тодi:

− 1

𝜋𝑐
· 𝐺12

𝐺1 +𝐺2
· 1(︀

𝜋
2 − 𝛽

)︀ · 𝑑2
𝑑𝜙2

∫︁ 1

−1

𝜒*(𝑡)

[︂
ln 2 ·

𝜋(𝜋2 − 𝛽)(𝜙+ 𝑡)

2(𝜋 − 2𝛼)
−

− ln 2 sin
𝜋
[︀(︀

𝜋
2 − 𝛽

)︀
(𝜙+ 𝑡) + 𝜋 − 2𝛼

]︀
2 (𝜋 − 2𝛼)

]︃
+

+
1

𝑐(𝜋 − 2𝛼)

∫︁ 1

−1

𝜒*(𝑡)𝑅*(𝜙,𝑡)
(︁𝜋
2
− 𝛽

)︁
𝑑𝑡 = −𝐻*(𝜙), −1 < 𝜙 < 1

Умножим на 𝜋𝑐(𝐺1+𝐺2)
𝐺2

(︀
𝜋
2 − 𝛽

)︀
:

− 𝑑2

𝑑𝜙2

∫︁ 1

−1

𝜒*(𝑡)

[︃
ln 2 sin ·

𝜋(𝜋2 − 𝛽)(𝜙+ 𝑡)

2(𝜋 − 2𝛼)
− ln 2 sin

𝜋
[︀(︀

𝜋
2

)︀
(𝜙+ 𝑡) + 𝜋 − 2𝛼

]︀
2 (𝜋 − 2𝛼)

]︃
𝑑𝑡

+
𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2

(︁𝜋
2
− 𝛽

)︁2 ∫︁ 1

−1

𝜒*(𝑡)𝑅*(𝜙,𝑡)𝑑𝑡 =
𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2

(︁𝜋
2
− 𝛽

)︁
𝐻*(𝜙),

−1 < 𝜙 < 1

Тепер трансформуємо сингулярну частину ядра:

ln 2 sin
𝜋

2
=
𝜋
(︀
𝜋
2 − 𝛽

)︀
(𝜙+ 𝑡)

2(𝜋 − 2𝛼)
= ln 2 sin

𝜋

2
+
𝜋
(︀
𝜋
2 − 𝛽

)︀
(𝜙+ 𝑡)

2(𝜋 − 2𝛼)
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+ ln
1

𝜙+ 𝑡
− ln

1

|𝜙− 𝑡|
= − ln

1

𝜙+ 𝑡
+ ln 2

sin
𝜋(𝜋2−𝛽)|𝜙−𝑡|

2(𝜋−2𝛼) (𝜙+ 𝑡)

(𝜙− 𝑡)

При цьому вираз ln 2 sin

(︂
𝜋(𝜂 − 𝛽)|𝜂 + 1|

2(𝜋 − 2𝛼)

)︂
→ 𝜋(𝜂 − 𝛽)

𝜋 − 2𝛼
коли |𝜂+1| → 0,

тобто не має особливостей.

Тодi iнтегральне рiвняння набуває вигляду:

𝑑2

𝑑𝜙2

∫︁ 1

−1

𝜒*(𝑡) ln
1

|𝜙− 𝑡|
𝑑𝑡+

∫︁ 1

−1

𝑀 (𝜙, 𝑡)𝜒*(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑁(𝜙),−1 < 𝜙 < 1

де

𝑀 (𝜙, 𝑡) =
𝜕2

𝜕𝜙2

⎡⎣− ln 2
𝑠𝑖𝑛

𝜋(𝜋
2=𝛽)|𝜙−𝑡|
2(𝜋−2𝛼)

|𝜙− 𝑡|
+ 𝑙𝑛2𝑠𝑖𝑛

𝜋
[︀(︀

𝜋
2 − 𝛽

)︀
(𝜙+ 𝑡) + 𝜋 − 2𝛼

]︀
2 (𝜋 − 2𝛼)

⎤⎦+

+
𝜋 (𝐺1 +𝐺2)

𝐺2 (𝜋 − 2𝛼)

(︁𝜋
2
− 𝛽

)︁2
𝑅*(𝜙, 𝑡)

i

𝑁(𝜙) =
𝜋𝑐(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2
(
𝜋

2
− 𝛽)𝐻*(𝜙)
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РОЗДIЛ 7

РОЗВ’ЯЗОК IНТЕГРАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

МЕТОДОМ ОРТОГОНАЛЬНИХ МНОГОЧЛЕНIВ

Для знаходження невiдомої функцiї 𝜒*(𝑡) було отримано iнтегральне
рiвняння

𝑑2

𝑑𝜙2

∫︁ 1

−1

𝜒*(𝑡)𝑙𝑛
1

|𝜙− 𝑡|
𝑑𝑡+

∫︁ 1

−1

𝑀(𝜙, 𝑡)𝜒*(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑁(𝜙)

Для розв’язання цього рiвняння використовую метод ортогональних
многочленiв.

Наявнiсть спектрального спiввiдношення

𝑑2

𝑑𝜙2

∫︁ 1

−1

𝑙𝑛
1

|𝜙− 𝑡|
√︀

1− 𝑡2𝑈𝑛(𝑡)𝑑𝑡 = −𝜋(𝑛+ 1)𝑈𝑛(𝜙)

де 𝑈𝑛(𝜙) многочлен Чебишева 2-го роду дозволяє нам побудувати
розв’язок цього рiвняння у виглядi розвинення за многочленами Чебишева

𝑥*(𝑡) =
√︀

(1− 𝑡2)
∞∑︁
𝑛=0

𝑥*𝑛𝑈𝑛(𝑡)

Пiдставимо його в рiвняння та змiнемо порядок iнтегрування та пiд-
сумування

∞∑︁
𝑛=0

𝑥*𝑛
𝑑2

𝑑𝜙2

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑙𝑛

1

|𝜙− 𝑡|
𝑈𝑛(𝑡)+

∞∑︁
𝑛=0

𝑥*𝑛

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑀(𝜙, 𝑡)𝑈𝑛(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑁(𝜙)

Використовуючи спектральне спiввiдношення отримуємо

−𝜋
∞∑︁
𝑛=0

𝑥*𝑛(𝑛+ 1)𝑈𝑛(𝜙) +
∞∑︁
𝑛=0

𝑥*𝑛

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑀(𝜙, 𝑡)𝑈𝑛(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑁(𝜙)
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Помножимо цю рiвнiсть на
√︀

1− 𝜙2𝑈𝑚(𝜙) та проiнтегруємо за змiн-
ною 𝜙 на промiжку (-1;1)

Маємо

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙2𝑁(𝜙)𝑈𝑚(𝜙)𝑑𝜙

Далi використовиэмо ортогональнiсть многочленiв Чебишева 2-го роду

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙2𝑈𝑛(𝜙)𝑈𝑚(𝜙)𝑑𝜙 =

𝜋

2
𝛿𝑛𝑚

𝛿𝑛𝑚 =

⎧⎨⎩1, 𝑛 = 𝑚

0, 𝑛 ̸= 𝑚

Тодi отримуємо ∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙2𝑁(𝜙)𝑈𝑚(𝜙)𝑑𝜙

Помножимо цей вираз на − 2
𝜋2

√
𝑚+1

та запишемо його у виглядi

− 2

𝜋2
√
𝑚+ 1

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙2𝑁(𝜙)𝑈𝑚(𝜙) 𝑑𝜙

позначимо

𝜓𝑚 = 𝑥*
√
𝑚+ 1

𝐻𝑚𝑛 = − 2

𝜋2
√︀

(𝑚+ 1)(𝑛+ 1)

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙2𝑈𝑚(𝜙)𝑑𝜙

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑡2𝑀(𝜙, 𝑡)𝑈𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝐵𝑚 = − 2

𝜋2
√︀

(𝑚+ 1)

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜙2𝑁(𝜙)𝑈𝑛(𝜙)𝑑𝜙
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Отже отримали нескiнченну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

𝜓𝑚 +
𝑥∑︁

𝑛=0

𝐴𝑚𝑛𝜓𝑛 = 𝐵𝑚,𝑚 = 0,1,2...

Яку буддемо розв’язувати методом редукцiї Для обчислення iнтервалiв
якi мiститься у виразах для 𝐴𝑚𝑛 та 𝐵𝑚, зручно використати наступну
квадратурну формулу Чебишева

∫︁ 1

−1

𝐹 (𝑥)
√︀
1− 𝑥2𝑑𝑥 =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑊𝑖𝑓(𝑥𝑖)

де 𝑤𝑖 =
𝜋

𝑁+1 sin
2 𝜋𝑖
𝑁+1 ;𝑥𝑖 = cos 𝜋𝑖

𝑁+1

Враховуючи, що 𝑈𝑘(𝑥𝑖) =
sin [(𝑘+1) arccos𝑥]

sin arccos𝑥

Отримаємо

𝑈𝑘(𝑥𝑖) =
sin
[︀
(𝑘 + 1) 𝜋𝑖

𝑁+1

]︀
sin 𝜋𝑖

𝑁+1

Тодi маємо наступну квадратурну формулу

𝜋

𝑁 + 1

𝑁∑︁
𝑖=1

sin
𝜋

𝑁 + 1
sin

[︂
(𝑘 + 1)

𝜋

𝑁 + 1

]︂
𝐹 (cos

𝜋

𝑁 + 1
)

Звiдки

𝐵𝑚 = − 2

𝜋
√
𝑚+ 1

· 1

𝑁 + 1

𝑁∑︁
𝑖=1

sin

(︂
𝜋𝑖

𝑁 + 1

)︂
sin

(︂
(𝑚+ 1)

𝜋𝑖

𝑁 + 1

)︂
𝑁

(︂
cos

𝜋𝑖

𝑁 + 1

)︂

𝐴𝑚𝑛 = − 2√︀
(𝑚+ 1)(𝑛+ 1)(𝑁 + 1)2

·
𝑁∑︁
𝑖=1

sin

(︂
𝜋𝑖

𝑁 + 1

)︂
sin

(︂
(𝑚+ 1)

𝜋𝑖

𝑁 + 1

)︂
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𝑁∑︁
𝑗=1

sin

(︂
𝜋𝑗

𝑁 + 1

)︂
sin

(︂
(𝑛+ 1)𝜋𝑗

𝑁 + 1

)︂
𝑀

(︂
cos

(︂
𝜋𝑖

𝑁 + 1

)︂
, cos

(︂
𝜋𝑗

𝑁 + 1

)︂)︂
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РОЗДIЛ 8

ЗНАХОДЖЕННЯ ФОРМУЛ ДЛЯ КОЕФIЦIЕНТIВ

IНТЕНСИВНОСТI НАПРУЖЕНЬ

Знаходження коефiцiентiв iнтенсiвностi напружень (КIН)

При розв’язаннi задач з дефектами у виглядi трiщин з чисельних
результатiв найбiльший iнтерес представляє коефiцiєнт iнтенсивностi на-
пружень в околi вершин трiщини. Це пов’язано з тим, що вiд його значень
залежить подальше розвинення трiщини – буде вона зростати чи нi.

На цьому коефiцiєнтi будуються деякi закони у механiцi руйнування.

У данному випадку КIН визначається як

𝐾−
𝐼𝐼𝐼 = lim

𝜃→𝛽−0

√︀
2𝜋(𝛽 − 𝜃)𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐+0

𝐾+
𝐼𝐼𝐼 = lim

𝜋−𝜃→𝛽−0

√︀
2𝜋(𝜃 − 𝜋 + 𝛽)𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐+0

Так як 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐+0 = 𝐺2
𝛿𝑊
𝛿𝑟 |𝑟=𝑐+0, то в отриманому ранiше виразу для

похiдної 𝛿𝑤
𝛿𝑟 |𝑟=𝑐+0 вiдкинемо доданки, якi мають скiнчену границю коли

𝜃 → 𝜋 − 𝛽 + 0 або 𝜃 = 𝛽 − 0, так як вони обернути до нуля за рахунок
кореня який сходтться у приведених формулах для КIН

Тобто вiзмемо з урахуванням зроблених змiн

𝜕𝑤

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=0

=
4(1 +𝐺12)

𝐶(𝜋 − 2𝛼)(𝜋 − 2𝛽)(2 +𝐺12)

𝑑2

𝑑𝜙2

∫︁ 1

−1

𝜒*(𝑡)
1

ln |𝜙− 𝑡|
𝑑𝑡+ . . .

Тому наприклад

𝐾+
𝐼𝐼𝐼 =

4(1 +𝐺12)𝐺2

𝑐(𝜋 − 2𝛽)(𝜋 − 2𝛼)(2𝛼 +𝐺12)
lim

𝜙→1+0

√︀
2𝜋𝛽(𝜙− 1)

𝑑2

𝑑𝜙2

∫︁ 1

−1

𝜒*(𝑡) ln |𝜙− 𝑡| 𝑑𝑡
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Пiдставимо сюди рiвняння

𝜒*(𝑡) =
√︀

1− 𝑡2
∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛𝑈𝑛(𝑡),

Тодi

𝐾+
𝐼𝐼𝐼 =

4(1 +𝐺12)𝐺2

√
2𝜋𝛽

𝑐(𝜋 − 2𝛼)(𝜋 − 2𝛽)(2𝛼 +𝐺12)
·

·
∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛 lim
𝜙→1+0

√︀
𝜙− 1

𝑑2

𝑑𝜙2

∫︁ 1

−1

𝑈𝑛(𝑡)
√︀
1− 𝑡2 ln

1

|𝜙− 𝑡|
𝑑𝑡

Якщо враховувати асимптотику останьго iнтегралу

𝑑2

𝑑𝜙2

∫︁ 1

−1

𝑈𝑛(𝑡)
√︀

1− 𝑡2 ln |𝜙− 𝑡| 𝑑𝑡 ∼ 𝜋|𝜙|√︀
𝜙2 − 1

𝑈𝑛(𝜙) коли𝜙→ 1 + 0,

𝐾+
𝐼𝐼𝐼 =

4𝜋(1 +𝐺12)𝐺2

√
2𝜋𝛽

𝑐(𝜋 − 2𝛽)(𝜋 − 2𝛼)(2 +𝐺12)

∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛𝑈𝑛(1)

Враховуючи, що 𝑈𝑛(1) = 𝑛+ 1, а 𝜒*
𝑛 =

Ψ𝑛√
𝑛+ 1

,

𝐾+
𝐼𝐼𝐼 =

4𝜋
√
𝜋𝛽(1 +𝐺12)𝐺2

𝑐(𝜋 − 2𝛽)(𝜋 − 2𝛼)(2 +𝐺12)

∞∑︁
𝑛=0

√
𝑛+ 1Ψ𝑛

Так само знаходимо

𝐾−
𝐼𝐼𝐼 =

4(1 +𝐺12)
√
𝜋𝐺2

𝑐(𝜋 − 2𝛼)
√
𝜋 − 2𝛽(2𝑐𝐺12)

·

·
∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛 lim
𝜙→−1−0

√︀
−𝜙− 1

𝜋|𝜙|√︀
(−1− 𝜙)(−𝜙+ 1)

𝑈𝑛(𝜙) =

=
4(1 +𝐺12)

√
𝜋𝐺2

𝑐(𝜋 − 2𝛼)
√
𝜋 − 2𝛽(2 +𝐺12)

·
∞∑︁
𝑛=0

𝜒*
𝑛

𝜋√
2
𝑈𝑛(−1)

Враховуючи, що 𝑈𝑛(−1) = (−1)𝑛𝑈𝑛(1) = (−1)𝑛(𝑛+ 1)
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𝐾−
𝐼𝐼𝐼 =

4(1 +𝐺12)

𝑐(𝜋 − 2𝛼)
√
𝜋 − 2𝛽(2 +𝐺12)

·
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
√
𝑛+ 1𝜓𝑛
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РОЗДIЛ 9

РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЛОВИХ ЕКСПЕРЕМЕНТIВ

У цьому роздiлi представленi результати розрахунку коефiцiєнта iн-
тенсивностi напружень для рiзних значень параметрiв 𝛼, 𝛽 i 𝑐. Значення
𝛼, 𝛽 i 𝑐 залишаються постiйними в рамках кожної серiї розрахункiв. При
цьому коефiцiєнт iнтенсивностi напружень розраховується для фiксованих
значень:

• 𝛼 — кут нахилу, що характеризує внутрiшню геометрiю кiльцевого
сектора;

• 𝛽 — кут, що визначає положення трiщини вiдносно центру кiльцевого
сектора;

• 𝑐 — радiус, який визначає вiдстань до мiжфазної межi в двошаровiй
системi.

Для розрахунку будуть постiйнi 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝐺1 = 1, 𝐺2 = 2, 𝐺12 =
𝐺1

𝐺2

Навантаження буде 𝑝(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠(𝜃)

Значення параметрiв 𝛼, 𝛽, i 𝑐 обранi вiдповiдно до умов задачi, а
результати розрахункiв наведенi в таблицi нижче.
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𝛼 𝛽 𝑐 𝐾+
𝐼𝐼𝐼 𝐾−

𝐼𝐼𝐼

0.10𝜋 0.17𝜋 1.25 2.0694 2.0694

0.10𝜋 0.17𝜋 1.5 1.7245 1.7245

0.10𝜋 0.17𝜋 1.75 1.4781 1.4781

0.10𝜋 0.20𝜋 1.25 1.5296 1.5296

0.10𝜋 0.20𝜋 1.5 1.2746 1.2746

0.10𝜋 0.20𝜋 1.75 1.0926 1.0926

0.10𝜋 0.25𝜋 1.25 0.8524 0.8524

0.10𝜋 0.25𝜋 1.5 0.7103 0.7103

0.10𝜋 0.25𝜋 1.75 0.6088 0.6088

0.14𝜋 0.17𝜋 1.25 2.3706 2.3706

0.14𝜋 0.17𝜋 1.5 1.9755 1.9755

0.14𝜋 0.17𝜋 1.75 1.6933 1.6933

0.14𝜋 0.20𝜋 1.25 2.0263 2.0263

0.14𝜋 0.20𝜋 1.5 1.6886 1.6886

0.14𝜋 0.20𝜋 1.75 1.4473 1.4473

0.14𝜋 0.25𝜋 1.25 0.9537 0.9537

0.14𝜋 0.25𝜋 1.5 0.7947 0.7947

0.14𝜋 0.25𝜋 1.75 0.6812 0.6812

0.20𝜋 0.25𝜋 1.25 2.6993 2.6993

0.20𝜋 0.25𝜋 1.5 2.2494 2.2494

0.20𝜋 0.25𝜋 1.75 1.9281 1.9281

Табл. 9.1. Результати обчислень 𝐾+
𝐼𝐼𝐼 та 𝐾−

𝐼𝐼𝐼 для рiзних значень 𝛼, 𝛽, и 𝑐
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi було дослiджено антильську задачу пружностi для
двошарового сектору кiльця з мiжшаровим дефектом. Основною метою
було розрахувати коефiцiєнти iнтенсивностi напружень (𝐾+

𝐼𝐼𝐼 i 𝐾−
𝐼𝐼𝐼) для

рiзних значень кутiв розтвору 𝛼 i 𝛽 та радiальної вiдстанi 𝑐. Розрахунки
було виконано за допомогою аналiтичного пiдходу.

Аналiз показав, що коефiцiєнти iнтенсивностi напружень значно за-
лежать вiд параметрiв 𝛼, 𝛽 i 𝑐. Збiльшення кутiв розтвору призводить до
зменшення iнтенсивностi напружень, що вiдповiдає зниженню концентрацiї
напружень поблизу дефекту. Крiм того, розрахунки продемонстрували, що
за певних умов значення 𝐾+

𝐼𝐼𝐼 i 𝐾−
𝐼𝐼𝐼 можуть збiгатися, що свiдчить про

симетричнiсть розподiлу напружень в моделi. Це важливо для iнженерних
застосувань, оскiльки дозволяє проектувати бiльш стiйкi до пошкоджень
багатошаровi конструкцiї.

Отриманi результати можуть бути застосованi для моделювання та
аналiзу напружень в реальних iнженерних структурах, таких як трубопро-
води, резервуари високого тиску та багатошаровi композитнi матерiали,
що використовуються в авiацiйнiй i космiчнiй промисловостi. Подальшi
дослiдження можуть включати експериментальну перевiрку результатiв,
розширення моделi на iншi види дефектiв та матерiалiв, а також викори-
стання iнших функцiй навантаження для 𝑝(𝜃).
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ДОДАТКИ

1 import numpy as np
2 import pandas as pd
3
4 from scipy.integrate import quad
5
6 # Define function p(theta) = cos(theta)
7 def p(theta):
8 return np.cos(theta)
9

10 def integrand(theta, n, alpha):
11 lambda_n = (np.pi * n) / (np.pi - 2 * alpha)
12 return p(theta) * np.sin(lambda_n * (theta - alpha))
13
14 # Calculate Psi_n (now referred to as psi_n)
15 def compute_psi_n(n, alpha, beta):
16 result, _ = quad(integrand, beta, np.pi - beta, args=(n, alpha))
17 return result
18
19 # Calculate K_III^+
20 def compute_KIII_plus(alpha, beta, c):
21 if np.isclose(np.pi - 2 * alpha, 0):
22 raise ValueError("Invalid alpha value leading to division by zero")
23
24 sum_result = 0
25 for n in range(1, 101):
26 psi_n = compute_psi_n(n, alpha, beta)
27 sum_result += np.sqrt(n + 1) * psi_n
28
29 KIII_plus = (4 * np.pi * np.sqrt(np.pi * beta * (1 + G12) * G2)) / (
30 c * (np.pi - 2 * beta) * (np.pi - 2 * alpha) * (2 + G12)) *

sum_result
31 return KIII_plus
32
33 # Calculate K_III^-
34 def compute_KIII_minus(alpha, beta, c):
35 denominator = np.pi - 2 * beta
36 if denominator <= 0 or np.isclose(np.pi - 2 * alpha, 0):
37 raise ValueError("Invalid parameters leading to a negative value

under the square root or division by zero")
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38
39 sum_result = 0
40 for n in range(101):
41 psi_n = compute_psi_n(n, alpha, beta)
42 term = ((-1)**n) * np.sqrt(n + 1) * psi_n
43 sum_result += term
44
45 KIII_minus = (4 * (1 + G12)) / (c * (np.pi - 2 * alpha) *

np.sqrt(denominator) * (2 + G12)) * sum_result
46 return KIII_minus
47
48
49 if __name__ == '__main__':
50 a = 1.0 # inner boundary radius
51 b = 2.0 # outer boundary radius
52 G1 = 1.0 # shear modulus of the first material
53 G2 = 2.0 # shear modulus of the second material
54 G12 = G1 / G2 # ratio of shear moduli
55
56 # Iterate over values of alpha, beta, and c
57 alpha_values = [np.pi / 10, np.pi / 7, np.pi / 5]
58 beta_values = [np.pi / 6, np.pi / 5, np.pi / 4]
59 c_values = [1.25, 1.5, 1.75]
60
61 # Collect data in a table
62 results = []
63 for alpha in alpha_values:
64 for beta in beta_values:
65 if beta > alpha: # condition that beta is greater than alpha
66 for c in c_values:
67 try:
68 KIII_plus = compute_KIII_plus(alpha, beta, c)
69 KIII_minus = compute_KIII_minus(alpha, beta, c)
70 results.append((f"{alpha / np.pi:.2f}", f"{beta /

np.pi:.2f}", c, KIII_plus, KIII_minus))
71 except ValueError as e:
72 print(f"Error calculating for alpha={alpha},

beta={beta}, c={c}: {e}")
73
74 # Create a table
75 df_results = pd.DataFrame(results, columns=["alpha", "beta", "c",
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"K_III^+", "K_III^-"])
76 df_results.to_csv("results.csv", index=False)
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