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ВСТУП

Дослiдження епiдемiологiчних моделей, таких як 𝑆𝐼𝑅, 𝑆𝐸𝐼𝑅 та їх мо-
дифiкацiй, є надзвичайно актуальними в сучасному свiтi. Пандемiя COVID-
19 показала, наскiльки важливими є точнi моделi для прогнозування та
управлiння поширенням iнфекцiйних захворювань. Завдяки таким моде-
лям можливо оцiнювати ефективнiсть рiзних заходiв контролю, таких як
карантин, вакцинацiя, соцiальне дистанцiювання, та їх вплив на динамiку
епiдемiї. Моделi 𝑆𝐸𝐼𝑅 та 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅 дозволяють бiльш точно описувати
процеси поширення iнфекцiй, враховуючи рiзнi стадiї захворювання, вклю-
чаючи iнкубацiйний перiод та безсимптомне носiйство. Це особливо важливо
для iнфекцiй, де безсимптомнi носiї можуть вiдiгравати значну роль у пе-
редачi захворювання. Такi моделi також надають можливiсть аналiзувати
та передбачати можливi сценарiї розвитку епiдемiй, що є критичним для
прийняття рiшень на рiвнi громадського здоров’я. Крiм того, аналiз стiй-
костi рiвноважних станiв та динамiчних властивостей моделей допомагає
зрозумiти умови, за яких iнфекцiя може стати ендемiчною або зникнути.
Це важливо для розробки довгострокових стратегiй контролю та профiла-
ктики. Враховуючи швидкiсть поширення нових iнфекцiйних захворювань
та глобалiзацiю, що сприяє швидкому поширенню епiдемiй, дослiдження
таких моделей є важливим внеском у забезпечення здоров’я населення та
готовностi до майбутнiх викликiв у сферi громадського здоров’я.

Для дослiдження таких систем ми можемо побудувати чисельнi розв’язки
за допомогою методiв чисельного iнтегрування, таких як метод Ейлера,
метод Рунге-Кутта та iншi. Це дозволяє проводити чисельнi експерименти
для аналiзу поведiнки моделей за рiзних значень параметрiв i початкових
даних. Також можемо дослiдити якiснi властивостi систем, такi як визначе-
ння стацiонарних станiв (рiвноважних точок) та аналiз їх стiйкостi. Для
цього використовуються методи лiнеаризацiї та аналiзу власних значень
Якобiану в точках рiвноваги. Особливо важливим є визначення базового
репродуктивного числа (R0), яке є ключовим параметром для оцiнки по-
ширення iнфекцiї. Якщо R0 бiльше 1, iнфекцiя буде поширюватися, якщо
менше 1 – згасатиме. Аналiз цього числа дозволяє оцiнити ефективнiсть
рiзних заходiв контролю, таких як вакцинацiя та карантин.
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В роботi було дослiджено двi моделi розповсюдження епiдемiї. Чи-
сельнi експерименти показали, що заходи контролю, такi як вакцинацiя,
соцiальне дистанцiювання та карантин, можуть значно впливати на зниже-
ння R0. Це дозволяє ефективно зменшити поширення iнфекцiї та контро-
лювати епiдемiю. Модель 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅 додатково показала, що безсимптомнi
носiї вiдiграють важливу роль у поширеннi iнфекцiї, що пiдкреслює важли-
вiсть заходiв, спрямованих на виявлення та iзоляцiю таких випадкiв для
ефективного контролю епiдемiї.

Таким чином, результати дослiдження пiдтверджують високу ефе-
ктивнiсть моделей 𝑆𝐸𝐼𝑅 та 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅 для аналiзу епiдемiологiчних процесiв.
Цi моделi можуть бути використанi для розробки та оцiнки ефективностi
рiзних заходiв контролю та профiлактики iнфекцiйних захворювань, забез-
печуючи надiйнi iнструменти для управлiння епiдемiями та запобiгання
їхньому поширенню.
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РОЗДIЛ 1

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

1.1 SIR - базова модель розповсюдження епi-
демiї

Модель SIR (Susceptible-Infected-Recovered) є однiєю з базових моделей
в епiдемiологiї, призначеною для опису поширення iнфекцiйних захворювань.
Ця модель була запропонована на початку ХХ столiття i використовується
для аналiзу динамiки захворювань в популяцiях. Основнi змiннi моделi
включають:

- 𝑆(𝑡): кiлькiсть сприйнятливих до iнфекцiї осiб в момент часу 𝑡.
- 𝐼(𝑡): кiлькiсть iнфiкованих осiб в момент часу 𝑡, якi можуть передавати
iнфекцiю.
- 𝑅(𝑡): кiлькiсть одужалих (i, вiдповiдно, iмунних) або померлих осiб в
момент часу 𝑡.

Основнi припущення

Модель SIR базується на наступних припущеннях:

1) Популяцiя фiксована i не змiнюється за рахунок народжуваностi або
природної смертностi.

2) Особи переходять з категорiї сприйнятливих (𝑆) до категорiї iнфiко-
ваних (𝐼) i далi до категорiї одужалих (𝑅).

3) Переходи мiж категорiями описуються наступними параметрами:

• 𝛽: швидкiсть передачi iнфекцiї (iнтенсивнiсть контактiв мiж
сприйнятливими та iнфiкованими особами).

• 𝛾: швидкiсть одужання або смертi (обернена величина середнього
часу, який особа проводить у категорiї iнфiкованих).

Динамiка поширення iнфекцiї описується наступною системою зви-
чайних диференцiальних рiвнянь:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛾𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼

(1.1)

де:

• 𝑑𝑆
𝑑𝑡 — швидкiсть змiни кiлькостi сприйнятливих осiб.

• 𝑑𝐼
𝑑𝑡 — швидкiсть змiни кiлькостi iнфiкованих осiб.

• 𝑑𝑅
𝑑𝑡 — швидкiсть змiни кiлькостi одужалих або померлих осiб.

Аналiз моделi

1) Початковi умови: в момент початку епiдемiї 𝑡 = 0 вiдомо кiлькiсть
сприйнятливих 𝑆(0), iнфiкованих 𝐼(0) та одужалих 𝑅(0). Зазвичай
𝑅(0) = 0, оскiльки на початку одужалих немає.

2) Репродуктивне число 𝑅0: основним параметром, що характеризує
силу iнфекцiї, є базове репродуктивне число 𝑅0, яке визначається
як 𝑅0 = 𝛽

𝛾 . Цей параметр показує середню кiлькiсть нових випад-
кiв iнфекцiї, викликаних одним iнфiкованим iндивiдом у повнiстю
сприйнятливiй популяцiї. Якщо 𝑅0 > 1, iнфекцiя буде поширюватися,
якщо 𝑅0 < 1, iнфекцiя буде затухати.

3) Рiвноважнi точки: для аналiзу стiйкостi системи знаходять рiвно-
важнi точки, де швидкостi змiн популяцiй дорiвнюють нулю (тобто
𝑑𝑆
𝑑𝑡 = 0, 𝑑𝐼

𝑑𝑡 = 0, 𝑑𝑅
𝑑𝑡 = 0). Зазвичай розглядають двi рiвноважнi точки:

безiнфекцiйне рiвновагу та ендемiчне рiвновагу (при якому iнфекцiя
постiйно присутня в популяцiї).

Застосування моделi

Модель SIR застосовується для прогнозування та аналiзу поширення
рiзних iнфекцiйних захворювань, таких як грип, кiр, COVID-19 та iншi.
Використання моделi дозволяє:

• Оцiнити можливi масштаби епiдемiї.
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• Визначити критичнi значення параметрiв, за яких iнфекцiя буде зату-
хати або поширюватися.

• Оцiнити вплив рiзних заходiв контролю (карантину, вакцинацiї та
iнших) на динамiку поширення iнфекцiї.

1.2 SEIR модель розповсюдження епiдемiї

Модель SEIR (Susceptible-Exposed-Infected-Recovered) є розширенням
моделi SIR, включаючи додатковий клас — "людей в iнкубацiйному перiо-
дi"(Exposed). Це покращує реалiстичнiсть моделi для iнфекцiйних захворю-
вань з iнкубацiйним перiодом, коли iнфiкованi не одразу стають заразними.

Динамiка моделi описується наступною системою звичайних диферен-
цiйних рiвнянь:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽 𝑆𝐼

𝑁

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽 𝑆𝐼

𝑁 − 𝜎𝐸

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜎𝐸 − 𝛾𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼

(1.2)

додали:

𝜎 — коефiцiєнт переходу зi стану пiдданих впливу до стану iнфiкованих

1.2.1 Застосування моделi

Модель SEIR використовується для:

• Прогнозування динамiки iнфекцiйних захворювань з iнкубацiйним
перiодом.

• Оцiнки впливу рiзних заходiв по контролю iнфекцiй, таких як вакци-
нацiя i карантин.

• Аналiзу критичних порогiв для припинення епiдемiй.

Отже, модель SEIR надає бiльш точний спосiб моделювання i аналiзу
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епiдемiй, нiж модель SIR, за рахунок врахування iнкубацiйного перiоду.
Вона служить важливим iнструментом в епiдемiологiчному дослiдженнi i
прийняттi рiшень в областi громадського здоров’я, дозволяючи оцiнювати
потенцiйне поширення iнфекцiї i ефективнiсть рiзних стратегiй втручання.
Розглянемо модифiкацiї моделi в Роздiлi 1 и в Роздiлi 2.

1.3 Базове репродуктивне число та його зна-
чення в епiдемiологiї

Базове репродуктивне число (R0) є важливою пороговою вели-
чиною для аналiзу iнфекцiйних захворювань. Воно визначає, чи зникне
хвороба або буде зберiгатися в популяцiї з часом. Воно визначається як
кiлькiсть вторинних iнфекцiй, викликаних однiєю первинною iнфекцiєю в
популяцiї, де всi є сприйнятливими, i позначається як 𝑅0.

Для прикладу розглянемо модель SEIR з наступними рiвняннями:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽 𝑆𝐼

𝑁 ,

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽 𝑆𝐼

𝑁 − 𝜎𝐸,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜎𝐸 − 𝛾𝐼,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼.

(1.3)

Визначення базового репродуктивного числа (R0)

Визначення R0 можна здiйснити за допомогою наступної формули:

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉 −1)

Матрицi 𝐹 i 𝑉 є частинами наступної генерацiйної матрицi, що описує
iнфекцiйний процес.
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Матриця 𝐹

Матриця 𝐹 включає елементи, що вiдповiдають за новi випадки iнфе-
кцiї:

𝐹𝑖𝑗 =
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

,

де 𝑓𝑖 - новi випадки iнфекцiї.

𝐹 =

⎛⎜⎝𝛽 𝐼
𝑁 0

0 0

⎞⎟⎠ .

Матриця 𝑉

Матриця 𝑉 включає елементи, що вiдповiдають за переходи мiж
класами iнфiкованих:

𝑉𝑖𝑗 =
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

,

де 𝑣𝑖 - всi iншi переходи мiж класами.

𝑉 =

⎛⎜⎝ 𝜎 0

−𝜎 𝛾

⎞⎟⎠ .

Обчислення базового репродуктивного числа

Базове репродуктивне число 𝑅0 обчислюється за формулою:

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉 −1),

де 𝜌 - спектральний радiус (максимальне власне значення) матрицi
𝐹𝑉 −1.
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Значення базового репродуктивного числа

• R0 < 1:

– Якщо R0 менше одиницi, середнiй iнфiкований iндивiдуум зара-
жає менше однiєї особи. Це означає, що iнфекцiя з часом зникне,
i спалах не вiдбудеться.

– У такому випадку точка рiвноваги без захворювання (DFE) буде
стабiльною.

• R0 > 1:

– Якщо R0 бiльше одиницi, середнiй iнфiкований iндивiдуум зара-
жає бiльше однiєї особи. Це призводить до збiльшення кiлькостi
випадкiв iнфекцiї та можливого виникнення епiдемiї.

– Точка рiвноваги без захворювання стає нестабiльною, i система
переходить до ендемiчного стану рiвноваги, де iнфекцiя постiйно
присутня в популяцiї.
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РОЗДIЛ 2

ДОСЛIДЖЕННЯ SEIR МОДЕЛI

РОЗПОВСЮДЖЕННЯ ЕПIДЕМIЇ

2.0.1 Формулювання моделi

Прагнемо розробити модель епiдемiї COVID-19, яка є простою, але
достатньо релевантною, щоб давати ефективнi результати при аналiзi. По-
ширення iнфекцiї починається з введення невеликої групи iнфiкованих
осiб у велику популяцiю. Популяцiя 𝑁 потiм подiляється на чотири класи:
сприйнятливi 𝑆, пiдданi i безсимптомнi 𝐸, iнфiкованi 𝐼 i тi, що одужали 𝑅

у будь-який момент часу 𝑡 ≥ 0. Сприйнятлива особа може бути заражена
коронавiрусом пiсля взаємодiї з iнфiкованою особою. Пiсля зараження ця
iнфiкована особа може не передавати хворобу в цей час. Вона може переда-
вати хворобу сприйнятливiй особi через кiлька днiв (зазвичай вiд 2 до 14
днiв), тобто коли пацiєнт знаходиться в iнкубацiйному перiодi, вiн не прояв-
ляє жодних симптомiв. Такi особи можуть заражати сприйнятливих людей
до появи симптомiв або навiть симптоми можуть не проявитися. Таким
чином, цi типи безсимптомних осiб можуть поширювати хворобу в спiльнотi.
Крiм того, на стадiї iнкубацiйного перiоду (𝐸𝑥𝑝𝑜𝑠𝑒𝑑) люди зараженi, але
не заразливi. Немає певного часу, коли пiдданi (𝐸𝑥𝑝𝑜𝑠𝑒𝑑) люди можуть
бути заразливими. Але через кiлька днiв пiдданi особи можуть заражати
спiльноту. З цiєї причини ми включаємо пiдданих i безсимптомних осiб
в один клас для формулювання моделi. Оскiльки цi особи вiльно пересу-
ваються в спiльнотi, сприйнятливi можуть бути зараженi ними. Згiдно з
рекомендацiями ВООЗ iнфiкованi особи, якi проявляють симптоми, будуть
iзольованi в лiкарнi i, отже, вони будуть заражати тiльки медичних пра-
цiвникiв. Однак пiдданi i безсимптомнi особи взаємодiють зi звичайними
людьми i поширюють хворобу. Щоб врахувати вищезазначенi факти, ми роз-
глядаємо швидкiсть iнфiкування у формi 𝛽1𝐸𝑆+𝛽2𝐼𝑆. Тепер, у розглянутiй
моделi 𝑆𝐸𝐼𝑅, ми намагаємося надати нову орiєнтацiю, враховуючи панiку,
напруженiсть або тривогу в класах сприйнятливих, пiдданих i iнфiкованих.
У цiй роботi розглядається вплив панiки, напруженостi або тривоги на класи
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𝑆,𝐸, 𝐼. Люди з цих трьох класiв можуть померти вiд надлишку панiки,
напруженостi або тривоги. Панiка, напруженiсть або тривога шкiдливi для
здоров’я. Напруженiсть або тривога можуть пiдвищувати рiвень iнсулiну,
що може вплинути на стан серця, дiабет, кров’яний тиск. Водночас, стрес
може завдати серйозної шкоди нашiй iмуннiй системi. Надмiрний стрес
може послабити iмунiтет, i якщо стрес триває протягом тривалого часу,
вiн може призвести до серйозних проблем зi здоров’ям, таких як депресiя
або тривога. Люди з панiчною тривогою мають високий ризик iнфекцiї,
i рiвень смертностi серед iнфiкованих також зростає. З цiєї причини ми
припускаємо, що деяка кiлькiсть сприйнятливих, пiдданих i безсимптомних,
а також iнфiкованих зменшується, тобто переходить до смертi через панiку,
напруженiсть або тривогу. Вiдповiднi рiвняння моделi наведенi нижче:

Ми розглядаємо такi рiвняння моделi:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜏 − (𝜇+ 𝛼)𝑆 − (𝛽1𝐸 + 𝛽2𝐼)𝑆

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= (𝛽1𝐸 + 𝛽2𝐼)𝑆 − (𝑘 + 𝜇+ 𝛾)𝐸

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑘𝐸 − (𝜇+ 𝜇1 + 𝛿 + 𝜂)𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛿𝐼 − 𝜇𝑅

(2.1)

з початковими умовами 𝑆(0) > 0, 𝐸(0) ≥ 0, 𝐼(0) > 0, 𝑅(0) ≥ 0, де
iнтерпретацiя параметрiв наведена у Таблицi 2.1.

2.0.2 Базове репродуктивне число, 𝐷𝐹𝐸 та 𝐸𝐸

Припустимо, що 𝑅0 > 1, i одна первинна iнфекцiя може викликати
бiльше однiєї вторинної iнфекцiї. Це означає, що рiвноважний стан без
хвороби (DFE) є нестабiльним. Як результат, виникає епiдемiя. Якщо 𝑅0 < 1,
ситуацiя пiд контролем. У цьому випадку рiвноважний стан без хвороби
(DFE) буде локально асимптотично стiйким, i хвороба не може зберiгатися
в популяцiї. Отже, коли виникає пандемiя, необхiдно розробити ефективну
стратегiю, щоб репродуктивне число стало менше одиницi якомога швидше.



13

Параметр Опис

𝜏 Коефiцiєнт рекрутування класу S

𝜇 Природна швидкiсть смертi

𝛼 Швидкiсть смертi вiд панiки, напруження або тривоги
класу S

𝛽1 Швидкiсть передачi iнфекцiї вiд класу E

𝛽2 Швидкiсть передачi iнфекцiї вiд класу I

𝑘 Швидкiсть iнфiкування класу E

𝛾 Швидкiсть смертi вiд панiки або стресу для класу E

𝛿 Швидкiсть одужання класу I

𝜇1 Швидкiсть смертi вiд iнфекцiї

𝜂 Швидкiсть смертi вiд панiки або стресу для класу I

Табл. 2.1. Параметри моделi SEIR та їх опис

Оскiльки розглянута модель має DFE (𝐸0) =(︂
𝜏

𝜇+ 𝛼
, 0, 0, 0

)︂
то 𝑅0 можна знайти аналiтично(див. Додаток А). Використовуючи метод
матрицi наступного поколiння, репродуктивне число для моделi COVID-19,
заданої рiвнянням (2.1), можна обчислити за формулою

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉 −1),

що є спектральним радiусом 𝐹𝑉 −1 [22], де

𝐹 =

⎡⎢⎣ 𝛽1𝜏
𝜇+𝛼

𝛽2𝜏
𝜇+𝛼

0 0

⎤⎥⎦ ,
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i

𝑉 =

⎡⎢⎣𝑘 + 𝜇+ 𝛾 0

−𝑘 𝜇+ 𝜇1 + 𝛿 + 𝜂

⎤⎥⎦ .

Отже, базове репродуктивне число є спектральним радiусом 𝐹𝑉 −1,
що визначається як

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉 −1) =
𝜏𝛽1(𝜇+ 𝛿 + 𝜇1 + 𝜂) + 𝜏𝛽2𝑘

(𝜇+ 𝛼)(𝑘 + 𝜇+ 𝛾)(𝜇+ 𝛿 + 𝜇1 + 𝜂)
. (2.4)

(див. Додаток В)

Для рiвноважного стану без хвороби ми маємо 𝐸 = 0, 𝐼 = 0. Але
для ендемiчного рiвноважного стану обидва 𝐸 ̸= 0, 𝐼 ̸= 0. Щоб знайти
ендемiчний рiвноважний стан моделi, ми встановлюємо

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0.

Розв’язуючи цю систему, ми отримуємо ендемiчний рiвноважний стан (EE)

𝐸* = (𝑆1, 𝐸1, 𝐼1, 𝑅1),

де

𝑆1 =
𝜏(𝜇+ 𝛿 + 𝜇1 + 𝜂)

𝑘𝛽2𝐸1 + (𝜇+ 𝛼 + 𝛽1𝐸1)(𝜇+ 𝛿 + 𝜇1 + 𝜂)
, 𝐼1 =

𝑘𝐸1

𝜇+ 𝜂 + 𝛿 + 𝜇1
,

𝐸1 =
(𝜇+ 𝛿 + 𝜇1 + 𝜂)(𝜇+ 𝛼)(𝑅0 − 1)

𝛽1(𝜇+ 𝛿 + 𝜇1 + 𝜂) + 𝑘𝛽2
, 𝑅1 =

𝛿𝑘𝐸1

𝜇(𝜇+ 𝜂 + 𝛿 + 𝜇1)
.

(див. Додаток Б)
З виразiв для 𝐸1 видно, що ендемiчний рiвноважний стан 𝐸𝐸 iснує лише
тодi, коли 𝑅0 > 1. Для подальшого аналiзу, матриця Якобi для системи в
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будь-якiй точцi рiвноваги (𝑆,𝐸, 𝐼, 𝑅) задається як

𝐽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝜇− 𝛽1𝐸 − 𝛽2𝐼 − 𝛼 −𝛽1𝑆 −𝛽2𝑆 0

𝛽1𝐸 + 𝛽2𝐼 𝛽1𝑆 − (𝑘 + 𝜇+ 𝛾) 𝛽2𝑆 0

0 𝑘 −(𝜇+ 𝛿 + 𝜇1 + 𝜂) 0

0 0 𝛿 −𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

2.0.3 Стiйкiсть рiвноважного стану без хвороби (𝐸0)

У цьому роздiлi ми спочатку доводимо локальну стiйкiсть рiвноважно-
го стану без хвороби (𝐸0) для 𝑅0 < 1. Бiологiчно це означає, що хвороба
зникне з популяцiї, коли базове репродуктивне число менше одиницi.

Рiвноважний стан без хвороби (𝐸0) є локально асимптотично стiйким,
якщо 𝑅0 < 1, i нестiйким, якщо 𝑅0 > 1.

Якобiан системи в точцi рiвноваги без хвороби:

𝐽(𝐸0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝜇− 𝛼 − 𝛽1𝜏
𝜇+𝛼 − 𝛽2𝜏

𝜇+𝛼 0

0 𝛽1𝜏
𝜇+𝛼 − (𝑘 + 𝜇+ 𝛾) 𝛽2𝜏

𝜇+𝛼 0

0 𝑘 −(𝜇+ 𝛿 + 𝜇1 + 𝜂) 0

0 0 𝛿 −𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Характеристичнi коренi матрицi Якобi в точцi 𝐽(𝐸0) є -𝜇− 𝛼, -𝜇, а

iншi два коренi є розв’язками наступного рiвняння:

𝜆2 + 𝑎1𝜆+ 𝑎2(1−𝑅0) = 0

де

𝑎1 = (𝜇+ 𝛿 + 𝜇1 + 𝜂) + (𝑘 + 𝜇+ 𝛾)
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𝑎2 = (𝜇+ 𝛿 + 𝜇1 + 𝜂)(𝑘 + 𝜇+ 𝛾)

Якщо 𝑅0 < 1, то 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0, тому позитивних коренiв не iснує в
цьому випадку. Отже, всi коренi будуть негативними, якщо 𝑅0 < 1. Якщо
𝑅0 > 1, то 𝑎2 < 0 i, отже, один корiнь буде позитивним при 𝑅0 > 1. Таким
чином, рiвноважний стан без хвороби (𝐸0) є локально асимптотично стiйким,
якщо 𝑅0 < 1, i нестiйким, якщо 𝑅0 > 1.

2.0.4 Задамо перший набiр параметрiв (таб. 2.2):

Параметер Значення Параметер Значення

𝜏 0.01 𝜇 0.01

𝛼 0.00001 𝛽1 0.4

𝛽2 0.5 𝑘 0.3

𝛾 0.0005 𝛿 0.2

𝜇1 0.0001 𝜂 0.0001

Табл. 2.2. Параметри та їх значення

Знайдемо базове репродуктивне число 𝑅0 (див. Додаток В)

𝑅0 = 3.58, це означає, що в середньому один iнфiкований заражає 3
iнших людей. Така величина свiдчить про високу заразнiсть захворювання.
В такому випадку iнфекцiя може дуже швидко поширюватися серед населе-
ння, якщо не буде вжито жодних заходiв щодо контролю та профiлактики
(рис. 2.1).

Знайдемо стацiонарнi точки:(див. Додаток Е)

Без хвороби:
(𝑆*

1 , 𝐸
*
1 , 𝐼

*
1 , 𝑅

*
1) = (0.999, 0, 0, 0)
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Рис. 2.1. ℛ0 = 3.58 with 𝜏 = 0.01, 𝜇 = 0.01, 𝛽1 = 0.4, 𝛽2 = 0.5, 𝑘 = 0.3,
𝛾 = 0.0005, 𝛿 = 0.2, 𝜇1 = 0.0001, 𝜂 = 0.0001, 𝛼 = 0.00001.

З хворобою:

(𝑆*
2 , 𝐸

*
2 , 𝐼

*
2 , 𝑅

*
2) = (0.278, 0.023, 0.033, 0.662)

Стiйкiсть рiвноважного стану без хвороби

1) Пiдставимо в Якобiан стацiонарну точку без хвороби:(див.
Додаток Г)

𝐽(𝐸0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−0.0100 −0.3996 −0.4995 0

0 0.0891 0.4995 0

0 0.3000 −0.2102 0

0 0 0.2000 −0.0100

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2) Власнi значення (eigenvalues) матрицi Якобi
𝜆1 = -0.0100
𝜆2 = -0.0100
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𝜆3 = -0.4756
𝜆4 = 0.3545
Наявнiсть одного позитивного власного числа (0.3545) свiдчить про те, що
система не є асимптотично стiйкою. Це означає, що в системi є напрямок,
вздовж якого збурення будуть зростати експоненцiйно, що призводить до
нестабiльностi рiвноважного стану.Три негативнi власнi числа (-0.0100, -
0.0100, -0.4756) свiдчать про те, що в iнших напрямках система повертається
до рiвноважного стану пiсля збурень. Проте, через наявнiсть позитивного
власного числа, ця стабiлiзацiя не буде домiнуючою. Власне число 0.3545
означає, що система має нестiйкий напрямок, де збурення зростатимуть з
часом. Це вказує на можливiсть розвитку епiдемiї або iншого процесу, який
буде прогресувати замiсть затухання.

2.0.5 Задамо другий набiр параметрiв (таб. 2.3):

Параметер Значення Параметер Значення

𝜏 0.01 𝜇 0.01

𝛼 0.00001 𝛽1 0.09

𝛽2 0.15 𝑘 0.6

𝛾 0.0005 𝛿 0.2

𝜇1 0.0001 𝜂 0.0001

Табл. 2.3. Параметри та їх значення

Знайдемо базове репродуктивне число 𝑅0 (див. Додаток В)

Репродуктивне число, яке дорiвнює 0.847, означає, що в середньому
один iнфiкований передає iнфекцiю менш нiж однiй iншiй особi i iнфекцiя з
часом втрачає здатнiсть поширюватися. Кожне наступне поколiння iнфi-
кованих буде меншим за попереднє, що призведе до поступового згасання
епiдемiї (рис. 2.2).
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Знайдемо стацiонарнi точки:(див. Додаток Е)

Без хвороби:
(𝑆*

1 , 𝐸
*
1 , 𝐼

*
1 , 𝑅

*
1) = (0.999, 0, 0, 0)

З хворобою:

(𝑆*
2 , 𝐸

*
2 , 𝐼

*
2 , 𝑅

*
2) = (1.178,−0.002,−0.008,−0.167)

Стiйкiсть рiвноважного стану без хвороби

1) Пiдставимо в Якобiан стацiонарну точку без хвороби:(див.
Додаток Г)

𝐽(𝐸0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−0.0100 −0.0899 −0.1499 0

0 −0.5206 0.1499 0

0 0.6000 −0.2102 0

0 0 0.2000 −0.0100

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2) Власнi значення матрицi Якобi з пiдставленими значеннями

𝜆1 = -0.01
𝜆2 = -0.01
𝜆3 = -0.7030
𝜆4 = -0.0278

Усi власнi числа мають негативнi дiйснi частини, що свiдчить про
асимптотичну стiйкiсть рiвноважного стану. Це означає, що система повер-
тається до рiвноважного стану пiсля незначних збурень.

Власне число з найбiльшою абсолютною величиною -0.7030 вказує на
найшвидший темп затухання збурень в системi. Iншi власнi числа (-0.0100
та -0.0278) вiдповiдають повiльнiшим процесам затухання.

Наявнiсть двох рiвних власних чисел (-0.0100) свiдчить про наявнiсть
двох напрямiв в фазовому просторi, де система буде затухати з однаковою
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Рис. 2.2. ℛ0 = 0.847 with 𝜏 = 0.01, 𝜇 = 0.01, 𝛽1 = 0.09, 𝛽2 = 0.15, 𝑘 = 0.6,
𝛾 = 0.0005, 𝛿 = 0.2, 𝜇1 = 0.0001, 𝜂 = 0.0001, 𝛼 = 0.00001;
S0=0.92, E0=0.05, I0=0.03, R0=0 (див. Додаток Д)

швидкiстю. Це може означати певну симетрiю або специфiку в динамiцi
поширення збудження або епiдемiї.
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Рис. 2.3. ℛ0 = 0.847 with 𝜏 = 0.01, 𝜇 = 0.01, 𝛽1 = 0.09, 𝛽2 = 0.15, 𝑘 = 0.6,
𝛾 = 0.0005, 𝛿 = 0.2, 𝜇1 = 0.0001, 𝜂 = 0.0001, 𝛼 = 0.00001;
S0=0.98, E0=0.01, I0=0.01, R0=0 (див. Додаток Д)
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РОЗДIЛ 3

ДОСЛIДЖЕННЯ 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅 МОДЕЛI

РОЗПОВСЮДЖЕННЯ ЕПIДЕМIЇ

Ця модель розширює SEIR модель, додаючи ще два класи: безсимптом-
но iнфiкованi (𝐼𝐴) та iнфiкованi з симптомами (𝐼𝑆).В нiй доданi рiвняння
для опису змiн кiлькостi безсимптомно iнфiкованих та iнфiкованих з симпто-
мами, що робить модель бiльш деталiзованою щодо рiзних стадiй iнфекцiї.
𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅 має додатковi параметри для опису переходiв мiж безсимптомно
iнфiкованими та iнфiкованими з симптомами, що включають швидкiсть
iнфiкування (k), швидкiсть смертi вiд панiки або стресу (𝜂), швидкiсть
одужання асимптоматичних iнфiкованих (𝛿𝐴) та iнших.

3.0.1 Математичнi рiвняння моделi

Модель описується системою звичайних диференцiальних рiвнянь, якi
визначають змiну чисельностi кожної групи у часi:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑏− (𝜇+ 𝛼)𝑆 − (𝛽1𝐸 + 𝛽2𝐴𝐼𝐴 + 𝛽2𝑆𝐼𝑆)𝑆 − 𝜌𝑆

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= (𝛽1𝐸 + 𝛽2𝐴𝐼𝐴 + 𝛽2𝑆𝐼𝑆)𝑆 − (𝑘 + 𝜇+ 𝛾)𝐸

𝑑𝐼𝐴
𝑑𝑡

= (1− 𝛿)𝑘𝐸 − (𝜇+ 𝜇1𝐴 + 𝛿𝐴 + 𝜂𝐴)𝐼𝐴
𝑑𝐼𝑆
𝑑𝑡

= 𝛿𝑘𝐸 − (𝜇+ 𝜇1𝑆 + 𝛿𝑆 + 𝜂𝑆)𝐼𝑆
𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛿𝐴𝐼𝐴 + 𝛿𝑆𝐼𝑆 − 𝜇𝑅 + 𝜌𝑆

(3.1)

𝑆(𝑡): кiлькiсть схильних до захворювання осiб у час 𝑡.

𝐸(𝑡): кiлькiсть пiдданих впливу осiб у час 𝑡.

𝐼𝐴(𝑡): кiлькiсть iнфiкованих осiб без симптомiв у час 𝑡.

𝐼𝑆(𝑡): кiлькiсть iнфiкованих осiб з симптомами у час 𝑡.

𝑅(𝑡): кiлькiсть одужалих осiб у час 𝑡.
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Параметри Опис

b коефiцiєнт рекрутування схильних осiб

𝜇 природна швидкiсть смертi

𝛼 швидкiсть смертi вiд панiки, напруження або тривоги
класу S

𝛽1 швидкiсть передачi iнфекцiї вiд пiдданих впливу (E)
до схильних (S)

𝛽2A швидкiсть передачi iнфекцiї вiд асимптоматичних iнфi-
кованих (𝐼𝐴) до схильних (𝑆)

𝛽2S швидкiсть передачi iнфекцiї вiд iнфiкованих з симпто-
мами (𝐼𝑆) до схильних (𝑆)

𝜌 швидкiсть вакцинацiї

k швидкiсть переходу з пiдданих впливу (𝐸) до iнфiко-
ваних (𝐼𝐴 та 𝐼𝑆)

𝛾 швидкiсть смертi вiд панiки або стресу для пiдданих
впливу (𝐸)

𝛿 частка пiдданих впливу, якi стають iнфiкованими з
симптомами (𝐼𝑆)

𝜇1A швидкiсть смертi вiд iнфекцiї для асимптоматичних
iнфiкованих (𝐼𝐴)

𝛿A швидкiсть одужання асимптоматичних iнфiкованих
(𝐼𝐴)

𝜂A швидкiсть смертi вiд панiки або стресу для асимптома-
тичних iнфiкованих (𝐼𝐴)

𝜇1S швидкiсть смертi вiд iнфекцiї для iнфiкованих з сим-
птомами (𝐼𝑆)

𝛿S швидкiсть одужання iнфiкованих з симптомами (𝐼𝑆)

𝜂S швидкiсть смертi вiд панiки або стресу для iнфiкованих
з симптомами (𝐼𝑆)

Табл. 3.1. Параметри та їх описи
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3.0.2 Базове репродуктивне число, 𝐷𝐹𝐸 та 𝐸𝐸

Оскiльки розглянута модель має DFE (𝐸0) =(︂
𝑏

𝜇+ 𝛼 + 𝜌
, 0, 0, 0,

𝜌𝑏

𝜇+ 𝛼 + 𝜌

)︂
(див. Додаток А), то 𝑅0 можна знайти аналiтично. Використовуючи метод
матрицi наступного поколiння, репродуктивне число для моделi COVID-19,
заданої рiвнянням, можна обчислити за формулою

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉 −1),

що є спектральним радiусом 𝐹𝑉 −1, де

𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛽1𝑏

𝜇+𝛼+𝜌
𝛽2𝐴𝑏

𝜇+𝛼+𝜌
𝛽2𝑆𝑏

𝛾+𝛼+𝜌

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

i

𝑉 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑘 + 𝜇+ 𝛾 0 0

−(1− 𝛿)𝑘 𝜇+ 𝜇1𝐴 + 𝛿𝐴 + 𝜂𝐴 0

−𝛿𝑘 0 𝜇+ 𝜇1𝑠 + 𝛿𝑆 + 𝜂𝑆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Отже, базове репродуктивне число є спектральним радiусом 𝐹𝑉 −1,
що визначається як

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉 −1)

𝑅0 =
𝑏𝛽1(𝛿𝐴 + 𝜂𝐴 + 𝜇+ 𝜇1𝐴)(𝛿𝑆 + 𝜂𝑆 + 𝜇+ 𝜇1𝑆)

(𝛼 + 𝜇+ 𝜌)(𝛾 + 𝑘 + 𝜇)(𝛿𝐴 + 𝜂𝐴 + 𝜇+ 𝜇1𝐴)(𝛿𝑆 + 𝜂𝑆 + 𝜇+ 𝜇1𝑆)
−
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− 𝑏𝛽2𝐴(𝛿𝑘 − 𝑘)(𝛿𝑆 + 𝜂𝑆 + 𝜇+ 𝜇1𝑆)

(𝛼 + 𝜇+ 𝜌)(𝛾 + 𝑘 + 𝜇)(𝛿𝐴 + 𝜂𝐴 + 𝜇+ 𝜇1𝐴)(𝛿𝑆 + 𝜂𝑆 + 𝜇+ 𝜇1𝑆)
+

+
𝑏𝛽2𝑆𝛿𝑘(𝛿𝐴 + 𝜂𝐴 + 𝜇+ 𝜇1𝐴)

(𝛼 + 𝜇+ 𝜌)(𝛾 + 𝑘 + 𝜇)(𝛿𝐴 + 𝜂𝐴 + 𝜇+ 𝜇1𝐴)(𝛿𝑆 + 𝜂𝑆 + 𝜇+ 𝜇1𝑆)
(3.2)

(див. Додаток В)

3.0.3 Задамо перший набiр параметрiв (таб. 3.2):

Назва Значення Назва Значення

b 0.0108 𝜇 0.01

𝛼 0.0001 𝛽1 0.2

𝛽2𝐴 0.3 𝛽2𝑆 0.2

𝜌 0 𝑘 0.4

𝛾 0.0002 𝛿 0.8

𝜇1𝐴 0.0001 𝛿𝐴 0.4

𝜂𝐴 0.7 𝜇1𝑆 0.0001

𝛿𝑆 0.05 𝜂𝑆 0.0001

Табл. 3.2. Параметри та їх значення

Знайдемо базове репродуктивне число 𝑅0 (див. Додаток В)

Репродуктивне число (або базове репродуктивне число дорiвнює 3.1
означає, що в середньому один iнфiкований iндивiд заражає приблизно 3.1
iнших осiб в повнiстю сприйнятливiй популяцiї. Це значення, яке вказує на
високу заразнiсть захворювання (рис. 3.1).
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Знайдемо стацiонарнi точки:(див. Додаток Е)

Без хвороби: (︀
𝑆*
1 , 𝐸

*
1 , 𝐼

*
𝐴1
,𝐼*𝑆1

, 𝑅*
1

)︀
= (0.99, 0, 0, 0, 0)

З хворобою:

(︀
𝑆*
2 , 𝐸

*
2 , 𝐼

*
𝐴2
,𝐼*𝑆2

, 𝑅*
2

)︀
= (0.319, 0.016, 0.001, 0.087, 0.486)

Стiйкiсть рiвноважного стану без хвороби

1) Пiдставимо в Якобiан стацiонарну точку без хвороби:(див.
Додаток Г)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−0.0101 −0.1980 −0.2970 −0.1980 0

0 −0.2122 0.2970 0.1980 0

0 0.0800 −1.1101 0 0

0 0.3200 0 −0.0602 0

0 0 0.4000 0.0500 −0.0100

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2) Власнi значення матрицi Якобi з пiдставленими значеннями
𝜆1 = -0.0101
𝜆2 = -0.0100
𝜆3 = 0.1337
𝜆4 = -1.1375
𝜆5 = -0.3787
Наявнiсть одного позитивного власного числа (0.1337) свiдчить про те, що
система не є асимптотично стiйкою. Це означає, що в системi є напрямок,
вздовж якого збурення будуть зростати експоненцiйно, що призводить до
нестабiльностi рiвноважного стану. Три негативнi власнi числа (-0.0101,
-0.0100, -1.1375, -0.3787) свiдчать про те, що в iнших напрямках система
повертається до рiвноважного стану пiсля збурень. Проте через наявнiсть
позитивного власного числа, ця стабiлiзацiя не буде домiнуючою. Власне
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Рис. 3.1. ℛ0 = 3.1 with 𝑏 = 0.01, 𝜇 = 0.01, 𝛽1 = 0.2, 𝛽2𝐴 = 0.3, 𝛽2𝑆 = 0.2,
𝑘 = 0.4, 𝛾 = 0.0002, 𝛿 = 0.8, 𝜇1𝐴 = 0.0001, 𝜇1𝑆 = 0.0001, 𝜂𝐴 = 0.7,
𝜂𝑆 = 0.0001, 𝛼 = 0.0001, 𝜌 = 0, 𝛿𝐴 = 0.4, 𝛿𝑆 = 0.05 (Додаток Д)

число 0.1337 означає, що система має нестiйкий напрямок, де збурення
зростатимуть з часом. Це вказує на можливiсть розвитку епiдемiї або
iншого процесу, який буде прогресувати замiсть затухання.

3.0.4 Задамо другий набiр параметрiв (таб. 3.3):

Знайдемо базове репродуктивне число 𝑅0 (див. Додаток В)

Репродуктивне число дорiвнює 0.88 означає, що в середньому один
iнфiкований iндивiд передає iнфекцiю менш нiж однiй iншiй особi(рис. 3.2)

Знайдемо стацiонарнi точки:(див. Додаток Е)

Без хвороби:

(︀
𝑆*
1 , 𝐸

*
1 , 𝐼

*
𝐴1
,𝐼*𝑆1

, 𝑅*
1

)︀
= (0.047, 0, 0, 0, 0.951)
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Назва Значення Назва Значення

b 0.01 𝜇 0.01

𝛼 0.0001 𝛽1 0.7

𝛽2𝐴 0.9 𝛽2𝑆 0.9

𝜌 0.2 𝑘 0.8

𝛾 0.008 𝛿 0.8

𝜇1𝐴 0.0001 𝛿𝐴 0.7

𝜂𝐴 0.0001 𝜇1𝑆 0.0001

𝛿𝑆 0.03 𝜂𝑆 0.0001

Табл. 3.3. Параметри та їх значення

З хворобою:

(︀
𝑆*
2 , 𝐸

*
2 , 𝐼

*
𝐴2
,𝐼*𝑆2

, 𝑅*
2

)︀
= (0.053,−0.001,−0.0003,−0.024, 0.974)

3.0.5 Стiйкiсть рiвноважного стану без хвороби

1) Пiдставимо в Якобiан стацiонарну точку без хвороби:(див.
Додаток Г)⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−0.2101 −0.0333 −0.0428 −0.0428 0

0 −0.7847 0.0428 0.0428 0

0 0.1600 −0.7102 0 0

0 0.6400 0 −0.0402 0

0.2000 0 0.7000 0.0300 −0.0100

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2) Власнi значення матрицi Якобi з пiдставленими значеннями

𝜆1 = -0.2101
𝜆2 = -0.01
𝜆3 = -0.0046
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Рис. 3.2. ℛ0 = 0.88 with 𝑏 = 0.01, 𝜇 = 0.01, 𝛽1 = 0.7, 𝛽2𝐴 = 0.9, 𝛽2𝑆 = 0.9,
𝑘 = 0.8, 𝛾 = 0.008, 𝛿 = 0.8, 𝜇1𝐴 = 0.0001, 𝜇1𝑆 = 0.0001, 𝜂𝐴 = 0.0001,
𝜂𝑆 = 0.0001, 𝛼 = 0.0001, 𝜌 = 0.2, 𝛿𝐴 = 0.7, 𝛿𝑆 = 0.03;
S0=0.99, E0=0, Ia0=0.01, Is0=0, R0=0 (Додаток Д)

𝜆4 = -0.8629
𝜆5 = -0.6676
Усi власнi числа мають негативнi дiйснi частини, що свiдчить про асимпто-
тичну стiйкiсть рiвноважного стану. Це означає, що система повертається до
рiвноважного стану пiсля незначних збурень. Власнi числа -0.2101, -0.0100,
-0.0046, -0.8629, -0.6676 вказують на те, що в рiзних напрямках збурення
затухають з рiзними швидкостями. Найшвидше затухання вiдбувається
вздовж напрямку, що вiдповiдає власному числу -0.8629, а найповiльнiше –
вздовж напрямку, що вiдповiдає власному числу -0.0046.
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Рис. 3.3. ℛ0 = 0.88 with 𝑏 = 0.01, 𝜇 = 0.01, 𝛽1 = 0.7, 𝛽2𝐴 = 0.9, 𝛽2𝑆 = 0.9,
𝑘 = 0.8, 𝛾 = 0.008, 𝛿 = 0.8, 𝜇1𝐴 = 0.0001, 𝜇1𝑆 = 0.0001, 𝜂𝐴 = 0.0001,
𝜂𝑆 = 0.0001, 𝛼 = 0.0001, 𝜌 = 0.2, 𝛿𝐴 = 0.7, 𝛿𝑆 = 0.03;
S0=0.99, E0=0, Ia0=0.01, Is0=0, R0=0 (Додаток Д)
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ВИСНОВКИ

На основi проведених дослiджень моделей можна зробити наступнi
висновки:

1) Визначення базового репродуктивного числа (R0):

• Результати чисельних експериментiв пiдтвердили, що базове ре-
продуктивне число (R0) є ключовим параметром для оцiнки
потенцiалу поширення iнфекцiї в популяцiї. Зокрема, значення
R0 бiльше 1 свiдчить про можливiсть епiдемiї, тодi як значення
менше 1 вказує на згасання iнфекцiї.

• В моделi 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅 було виявлено, що безсимптомнi носiї можуть
значно впливати на значення R0, що пiдкреслює важливiсть
виявлення та iзоляцiї безсимптомних випадкiв для ефективного
контролю епiдемiї.

2) Стацiонарнi стани:

• У моделi 𝑆𝐸𝐼𝑅 були знайденi два основнi стацiонарнi стани: стан
без iнфекцiї (𝐷𝐹𝐸) та ендемiчний стан (𝐸𝐸). Аналiз показав,
що стан без iнфекцiї є стiйким при R0 < 1, тодi як ендемiчний
стан стає стiйким при R0 > 1.

• Модель 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅 додатково враховує безсимптомних носiїв, що
дозволяє бiльш точно моделювати епiдемiчнi процеси. Стацiонар-
нi стани в цiй моделi показують, що безсимптомнi носiї можуть
пiдтримувати тривале iснування iнфекцiї в популяцiї навiть при
значеннях R0 близьких до 1.

3) Аналiз стiйкостi:

• Методами лiнеаризацiї та аналiзу власних значень Якобiану було
пiдтверджено, що стан без iнфекцiї є стiйким при R0 менше 1, а
ендемiчний стан – при R0 бiльше 1. Це свiдчить про важливiсть
монiторингу значення R0 для запобiгання епiдемiям.

• В моделi 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅 додатково показано, що стiйкiсть рiвноважних
станiв залежить вiд швидкостi передачi iнфекцiї та iнших пара-
метрiв, таких як швидкiсть переходу мiж стадiями iнфекцiї. Це
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вказує на необхiднiсть бiльш детального вивчення цих параметрiв
для покращення контролю над поширенням iнфекцiї.

4) Вплив заходiв контролю:

• Чисельнi експерименти показали, що заходи контролю, такi як
вакцинацiя, соцiальне дистанцiювання та карантин, можуть зна-
чно впливати на зниження R0, що дозволяє ефективно зменшити
поширення iнфекцiї та контролювати епiдемiю.

• Модель 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅 додатково показала, що безсимптомнi носiї
вiдiграють важливу роль у поширеннi iнфекцiї, що пiдкреслює
важливiсть заходiв, спрямованих на виявлення та iзоляцiю таких
випадкiв для ефективного контролю епiдемiї.
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ДОДАТКИ

3.1 ДодатокА

Модель (𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅) Стацiонарнi точки для EE

syms S E I_A I_S R b mu alpha beta1 beta2A beta2S rho k gamma
delta mu1A deltaA etaA mu1S deltaS etaS→˓

% Визначення системи рiвнянь
eq1 = b - (mu + alpha) * S - (beta1 * E + beta2A * I_A + beta2S

* I_S) * S - rho * S == 0;→˓

eq2 = (beta1 * E + beta2A * I_A + beta2S * I_S) * S - (k + mu +
gamma) * E == 0;→˓

eq3 = (1 - delta) * k * E - (mu + mu1A + deltaA + etaA) * I_A ==
0;→˓

eq4 = delta * k * E - (mu + mu1S + deltaS + etaS) * I_S == 0;
eq5 = deltaA * I_A + deltaS * I_S - mu * R == 0;

% Вектор рiвнянь
equations = [eq1, eq2, eq3, eq4, eq5];

% Початковi значення для змiнних
initial_guess = [1, 1, 1, 1, 1];

% Використання vpasolve для чисельного вирiшення системи
рiвнянь→˓

equilibrium_points = vpasolve(equations, [S, E, I_A, I_S, R],
initial_guess);→˓

% Виведення результатiв
disp('Equilibrium points:');
% Спростити результати
simplified_S = simplify(equilibrium_points.S);
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simplified_E = simplify(equilibrium_points.E);
simplified_I_A = simplify(equilibrium_points.I_A);
simplified_I_S = simplify(equilibrium_points.I_S);
simplified_R = simplify(equilibrium_points.R);

% Виведення спрощених результатiв
disp('Simplified Equilibrium points:');
disp('S:');
disp(simplified_S);
disp('E:');
disp(simplified_E);
disp('I_A:');
disp(simplified_I_A);
disp('I_S:');
disp(simplified_I_S);
disp('R:');
disp(simplified_R);

3.2 ДодатокБ

(Модель 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅) Стацiонарнi точки для DFE

syms S E I_A I_S R b mu alpha beta1 beta2A beta2S rho k gamma
delta mu1A deltaA etaA mu1S deltaS etaS→˓

% Визначення системи рiвнянь з подставленими значеннями E, I_A,
I_S, R→˓

eq1 = b - (mu + alpha) * S - (beta1 * 0 + beta2A * 0 + beta2S *
0) * S - rho * S == 0;→˓

eq2 = (beta1 * 0 + beta2A * 0 + beta2S * 0) * S - (k + mu +
gamma) * 0 == 0;→˓

eq3 = (1 - delta) * k * 0 - (mu + mu1A + deltaA + etaA) * 0 ==
0;→˓
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eq4 = delta * k * 0 - (mu + mu1S + deltaS + etaS) * 0 == 0;
eq5 = deltaA * 0 + deltaS * 0 - mu * 0 == 0;

% Вектор рiвнянь
equations = [eq1, eq2, eq3, eq4, eq5];

% Початкове значення для змiнної S
initial_guess = 1;

% Використання vpasolve для чисельного вирiшення системи
рiвнянь→˓

equilibrium_points = vpasolve(equations, S, initial_guess);

% Виведення результатiв
disp('Equilibrium points:');
simplified_S = simplify(equilibrium_points);
disp('S:');
disp(simplified_S);

3.3 ДодатокВ

(Модель 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅) 𝑅0

import sympy as sp

# Визначення змiнних
mu, alpha, rho = sp.symbols('mu alpha rho')
beta_1, beta_2A, beta_2S = sp.symbols('beta_1 beta_2A beta_2S')
b, k, gamma = sp.symbols('b k gamma')
delta = sp.symbols('delta')
mu_1A, delta_A, eta_A = sp.symbols('mu_1A delta_A eta_A')
mu_1S, delta_S, eta_S = sp.symbols('mu_1S delta_S eta_S')
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# Побудова матриць E та V
E = sp.Matrix([

[beta_1 * b / (mu + alpha + rho), beta_2A * b / (mu + alpha
+ rho), beta_2S * b / (mu + alpha + rho)],→˓

[0, 0, 0],
[0, 0, 0]

])

V = sp.Matrix([
[k + mu + gamma, 0, 0],
[-(1 - delta) * k, mu + mu_1A + delta_A + eta_A, 0],
[-delta * k, 0, mu + mu_1S + delta_S + eta_S]

])

# Обчислення оберненої матрицi V
V_inv = V.inv()

# Обчислення FV^{-1}
FV_inv = E * V_inv

# Обчислення спектрального радiуса (R0)
R0 = FV_inv.eigenvals().keys()

R0

3.4 ДодатокГ

(Модель 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅) Якобiан i власнi числа

% Визначення символiчних змiнних
syms S E I_A I_S R

% Параметри моделi
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b = 0.1
mu = 0.1
alpha = 0.01
beta1 = 0.2
beta2A = 0.03
beta2S = 0.03
k = 0.1
gamma = 0.08
delta = 0.5
mu1A = 0.1
deltaA = 0.5
etaA = 0.1
mu1S = 0.1
deltaS = 0.5
etaS = 0.1
rho = 0.05

% Рiвняння моделi
f1 = b - (mu + alpha) * S - (beta1 * E + beta2A * I_A + beta2S *

I_S) * S - rho * S;→˓

f2 = (beta1 * E + beta2A * I_A + beta2S * I_S) * S - (k + mu +
gamma) * E;→˓

f3 = (1 - delta) * k * E - (mu + mu1A + deltaA + etaA) * I_A;
f4 = delta * k * E - (mu + mu1S + deltaS + etaS) * I_S;
f5 = deltaA * I_A + deltaS * I_S - mu * R;

% Вектор рiвнянь
F = [f1; f2; f3; f4; f5];

% Вектор змiнних
vars = [S; E; I_A; I_S; R];

% Знаходження матрицi Якобiана
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J = jacobian(F, vars);

% Значення рiвноважних точок
S_eq = 1.3742331288343558282208588957055;
E_eq = -0.42813321647677475898334794040316;
I_A_eq = -0.026758326029798422436459246275197;
I_S_eq = -0.026758326029798422436459246275197;
R_eq = -0.26758326029798422436459246275197;

% Пiдстановка значень параметрiв i рiвноважних точок в Якобiан
J_sub = subs(J, {S, E, I_A, I_S, R, b, mu, alpha, beta1, beta2A,

beta2S, k, gamma, delta, mu1A, deltaA, etaA, mu1S, deltaS,
etaS, rho}, ...

→˓

→˓

{S_eq, E_eq, I_A_eq, I_S_eq, R_eq, b, mu, alpha, beta1,
beta2A, beta2S, k, gamma, delta, mu1A, deltaA, etaA,
mu1S, deltaS, etaS, rho});

→˓

→˓

% Обчислення власних значень матрицi Якобiана
eigenvalues = double(eig(J_sub));

% Виведення результатiв
disp('Jacobian matrix with substituted values:');
disp(double(J_sub));

disp('Eigenvalues of the Jacobian matrix:');
disp(eigenvalues);

3.5 ДодатокД

(Модель 𝑆𝐸𝐼𝐴𝐼𝑆𝑅) Вирiшення Системи Диференцiальних рiвнянь

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
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import matplotlib.pyplot as plt
# система дифференцiальних рiвнянь
def model(y, t, b, mu, alpha, beta1, beta2A, beta2S, rho, k,

gamma, delta, mu1A, deltaA, etaA, mu1S, deltaS, etaS):→˓

S, E, I_A, I_S, R,N = y
dSdt = b - (mu + alpha) * S - (beta1 * E + beta2A * I_A +

beta2S * I_S) * S - rho * S→˓

dEdt = (beta1 * E + beta2A * I_A + beta2S * I_S) * S - (k +
mu + gamma) * E→˓

dI_Adt = (1 - delta) * k * E - (mu + mu1A + deltaA + etaA) *
I_A→˓

dI_Sdt = delta * k * E - (mu + mu1S + deltaS + etaS) * I_S
dRdt = deltaA * I_A + deltaS * I_S - mu * R +rho * S
dNdt = b - mu * N - (mu1A * I_A + mu1S * I_S) - (alpha * S +

etaA * I_A + etaS * I_S)-gamma*E→˓

return [dSdt, dEdt, dI_Adt, dI_Sdt, dRdt, dNdt]
# Параметри
b = 0.01 #R0=3.31
mu = 0.01
alpha = 0.0001
beta1 = 0.2
beta2A = 0.3
beta2S = 0.2
rho = 0
k = 0.4
gamma = 0.0002
delta = 0.8
mu1A = 0.0001
deltaA = 0.4
etaA = 0.7
mu1S = 0.0001
deltaS = 0.05
etaS = 0.0001
# b = 0.01 #R0=0.88
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# mu = 0.01
# alpha = 0.0001
# beta1 = 0.7
# beta2A = 0.9
# beta2S = 0.9
# rho = 0.2
# k = 0.8
# gamma = 0.008
# delta = 0.8
# mu1A = 0.0001
# deltaA = 0.7
# etaA = 0.0001
# mu1S = 0.0001
# deltaS = 0.03
# etaS = 0.0001
# Початковi умови
S0 = 0.99
E0 = 0
I_A0 = 0.01
I_S0 = 0
R0 = 0.0
N0 = S0+E0+I_A0+I_S0+R0
y0 = [S0, E0, I_A0,I_S0, R0,N0]
# Часовий iнтервал
t = np.linspace(0, 400, 400)
# Рiшення системи рiвнянь
solution = odeint(model, y0, t, args=(b, mu, alpha, beta1,

beta2A, beta2S, rho, k, gamma, delta, mu1A, deltaA, etaA,
mu1S, deltaS, etaS))

→˓

→˓

S, E, I_A, I_S, R,N = solution.T
N_real = S + E + I_A + I_S + R
# Побудова графiкiв
plt.figure(figsize=(10,6))
plt.plot(t, S, label='Чутливi')
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plt.plot(t, E, label='Латентно iнфiкованi')
plt.plot(t, I_A, label='Iнфiкованi без симптомiв')
plt.plot(t, I_S, label='Iнфiкованi з симптомами')
plt.plot(t, R, label='Вилiкованi')
#plt.plot(t, N, 'k--', label='Загальна кiлькiсть населення

(S+E+I+R)')→˓

#plt.plot(t, N_real, 'y--', label='Загальна кiлькiсть населення
real(S+E+I+R)')→˓

plt.xlabel('Днi')
plt.ylabel('Кiлькiсть людей')
plt.title('SEIaIsR Model Dynamics')
plt.legend()
plt.grid()
plt.show()

3.6 ДодатокЕ

Стацiонарнi точки

syms S E I R

% Конкретнi значення параметрiв
tau = 0.1
mu = 0.1
alpha = 0.01
beta1 = 0.2
beta2 = 0.05
k = 0.1
gamma = 0.05
delta = 0.5
mu1 = 0.05
eta = 0.05
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% Визначення системи рiвнянь з конкретними значеннями
параметрiв→˓

eq1 = tau - (mu + alpha) * S - (beta1 * E + beta2 * I) * S == 0;
eq2 = (beta1 * E + beta2 * I) * S - (k + mu + gamma) * E == 0;
eq3 = k * E - (mu + mu1 + delta + eta) * I == 0;
eq4 = delta * I - mu * R == 0;
% Вектор рiвнянь
equations = [eq1, eq2, eq3, eq4];
% початковi значення для змiнних
initial_guess = [1, 1, 1, 1];
% Використанн vpasolve для численого рiшения системи рiвнянь
equilibrium_points = vpasolve(equations, [S, E, I, R],

initial_guess);→˓

disp('Equilibrium points:');
disp(equilibrium_points);
% Спрощення результатiв
simplified_S = simplify(equilibrium_points.S);
simplified_E = simplify(equilibrium_points.E);
simplified_I = simplify(equilibrium_points.I);
simplified_R = simplify(equilibrium_points.R);

disp('Simplified Equilibrium points:');
disp('S:');
disp(simplified_S);
disp('E:');
disp(simplified_E);
disp('I:');
disp(simplified_I);
disp('R:');
disp(simplified_R);
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