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-* КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫЙ АНАЛИЗ ЗАДАЧ НА СОБСТВЕННЫЕ 
ЗНАЧЕНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК зато

Приведені деякі чисельні результати, які ілюструють сбіжшсть змішаного методу кінцевих елементів 
в лінійній і квадратичній задачах на власні значення стійкості пологих оболонок.

Приведены некоторые численные речультаты, иллюстрирующие сходимость смешанного метода 
конечных элементов в линейной и квадратичной задачах на собственные значення устойчивости 
пологих оболочек.

Some numerical results showing actual convergence behavior o f a mixed finite element scheme for 
linear and linear bigarmonic eigenvalue problems with shallow shell buckling are presented

Введение. Пусть Q -  выпуклая многоугольная область из R 2 с границей Э й. Опре
делим вещественные гильбертовы пространства

A f= fL ; (Q ) ] \  V = [//J (Q )]2 x / / J (  Q), W = H l m .  •
^  Вариационная формулировка квадратичной задачи на собственные значения устой
чивости пологих оболочек с условиями Дирихле для бифуркационных составляющих

перемещении и = (и|,и2,мз)г состоит в следующем: найти такую пару (А.,м)є C x V  ,

ЧТО И #  О И X -'M H Ui:* И Н 1Ч - ІІ :  !• !"  1 - 1‘ ЗГ. •(*" 'ПІ

e ( V 2M 3 , V 2 v 3 )  +  c ( M , v )  =  X d i ( u , v )  +  X2d 2 ( u , v )  V v e V .  .<вчч. . - і  . - q
: '7

Здесь
VC

a(V2M3,V 2v3) = I ^[ЭцИдЭцСз + dllu1d22v} + d 22u1d,,v) + d22u,d22v, -  
a

-(1 -  v)(3, )М3Э,, v3 + Э, ,м,Э|, v3 + Э, ,м,Э|, v3)]</.v</>;

c(u, v) = j  D v[e,(M)e,(v) + f,(M)e2(v) + ve,(u)e; (v) +
ГЙЧ ... »1 . О

+ve2(u)e, (v) + 0.5(1 -  V)E|2(u)£|2(v)]</x</jt • ■ . t r /I.

Билинейные формы cl j (•.•)* d 2 (v) зависят от усилий и перемещений предваритель
ного напряженно-деформированного состояния оболочки (см. [I], [3]).

Задача (I) равносильна задаче на собственные значения для самосопряженного квад
ратичного операторного пучка в пространстве V (1]: найти такую пару (А.,и)е C x V  , 
что и *  0 и

Щ )  = /-Х Г , - Х 7Т2 =0.

Введем некоторые обозначения и определения. Пусть a(L)  -  спектр L ( X ) . По
лином

и(Х) = и° + ( Х ~ Х а)и' + - - + ( Х - Х 0)1’1«*"1,

где и 1 є  V,  / = 0,1......£ -1 ,  м° * 0, будем называть корневым полиномом порядка

v = м(и(к)) оператор-функции Ц \ )  в точке Х0 , если голоморфная функция ЦХ)и(Х)  

имеет в точке Х0 нуль кратности v > к .  При этом элементы м \ /= 0 .1 ......к - 1, назы

ваются корневыми элементами порядка ; ,  а замкнутая линейная оболочка всевозмож

ных корневых элементов - корневым подпространством J (L ,X 0) оператор-функции L(X)
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в точке Х0 . В част ности, элементы м° называются собственными элементами, а их замк

нутая линейная оболочка -  собственным подпространством N(L,X a) оператор-функции 

Z A ) в точке Л0 . Ясно, что N(L,X0) = М (Ц Х 0)).
Для этой задачи строилась дискретная задача с использованием схемы Германа- 

Джонсона смешанного метода конечных элементов. По этой схеме на каждом треуголь
нике неизвестными являются перемещения в вершинах треугольника и нормальные 
моменты к его сторонам. Для аппроксимации перемещений и моментов вводятся диск

ретные пространства Vh и М н , соответственно^], [2]. Таким образом, задаче (1) со
ответствует следующая дискретная задача:

~ v4*vm,Tl
Найти такие (Xh,(m„u ,uh) ) e  С х М h x V h , (mll}h,uh) *  0, что

^ iA('Onllyii. m ^ )i) + c(ul, .vh )\ = Xl,(ilUih,vll) + }?lld 2(ul„ v h) Vvh е  (2)

Свойства задач (1), (2) подробно исследованы в работе [1]. Ниже приведена теоре
ма о сходимости собственных значений задачи (2) и численные результаты, иллюстри
рующие сходимость собственных значений задачи (2) и линейной задачи на собствен
ные значения, исследованной в [2].

(.Сходимость собственных значений. Сходимость собственных значений диск
ретной задачи (2) определяется следующей теоремой.

Теорема 1. Пусть Xh e a ( L h) и А.а —> Хп е  a{L) при Л —> 0 . Тогда существует 
такая константа С  > 0 , не зависящая от h , что выполняется оценка

1 -̂а ~ ^ о |T,ti'*Xo>< СЛ п]ах (М г  + 1гз к о )-  ^
<€У(£Л0).М=1

,  -  ,  -  , .И  » V  Г-->П
где \е |5=| е, | , л  + |< ', |2Ü + |е ,  | , а  . ‘ .

Доказательство. Пусть {f1......<>'"} -  некоторый базис в N ( L , Х0) , а е ’(X) -

корневые полиномы оператор-функции ЦХ)  в точке А.0 такие, что ^'(А.0) = ^ ' ,

v(t'(A.0)) = v (e ') ,  / = I......w . По определению корневого полинома порядка v(e')

имеем

[ / .(А У (А .)1£^=0, *=0 ,1 ......v(e' ) - l ,

3начиТ’ .(' +

ЦХ)е ‘( Х ) = ( ~ ^ ----- [у ' + z '(^ ) l ,
v(e')! 1

U  .4-

где -  U.(UA> Uf*4 ■ '/"

lim г' (X) = 0. , Л , .  m .
X—>X() I Л k, '

Положив «(V 2w3,V 2v,) + f ( u .v )  = A(u,v) , запишем последнее равенство в вариа
ционном виде , д  Л)

■•s.

А ( е ' ( Х ) - ^ ~ ^ -  [у' +z'(X)lv) =Xdl(e'(X),v)+X2d2(e'(Xlv) VveV.V(e ).» л Ц - - •••

А теперь -  то же самое в смешанной вариационной формулировке

а(ш(.,р)-Л(р,(«’'(А.)).?) = 0, V p e  М , (4а)

a (m v,р ) - 6 (р, Vj) = 0, V p e  М ,  (46)
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*' о (т г, р) -  £  (р, *з) = 0, V pe М , «ввшхн wrrmM'j.c.ui. ".і.ьі fi • (4в)

Н»Н*НУ(Ь-']0<1£ОЭП'} („ Л ,Л } ‘/ .  WUT: < ' ‘ гЪуН. *ві in
~  }v,r * ~
b(me,v3) + c(e!(X) , v )~ -  - \ b ( m  + m .,v^) + e ( /  + z ',v ) ]=  *

v(e )!

= Xdl(ei(X),v) + X2d 2(ei{X),v) Vve P. (4r)

Полагая X = Xh , из равенств (4) получим

а (т,,р )-£(р ,(е '(А .Л))з) = 0, V p eA f, - (5а)

в (« г ,р )-Ь (р І у І)  = 0, Vpe  /і?, (56)
. W x iW x  )  3(( 4u .in)

~  П  _ 1  \V(r') _
* (me, v3) + c(e' (Xh), v) -  -  ----- [6 (/»v + m . , v3) + c(y ‘ + , v)J =

v ( / ) !

* a = Xkd i{ei f r i ),v) + \ \ i i 2(e>Oih),v) + o<\Xh - X 0 |v(?,)) V ve К  ' "  (Sb)

По теореме 3.2(1] можно выбрать такую подпоследовательность |мЛ) ,  что 

иА є  N(Lh,Xh), И мА ||=1 и при А - » О нА -» и °  сильное H.  —> V2w“ силь
н о е  Af H w °e/V (L ,X 0) .  Так как иА є  N(Lh,Xh), то

а ( 'пИз/,.Р А )-^(Р л> “ зА) = °. v P * e W A, ли - , (6а)

* ( " ' « 3* ■ »’ЗА )  +  с<“ 1, • Vh )  =  M l ( « а • VA )  +  *А < *2 ( « А • VA ) V v » €  * V  ( 6 6 )

Положив в (5в) v = «Л , а в (66) vA = Z he‘ (X,,) , вычтем (66) из (5в) . Учитывая

симметричность билинейных форм c(v), </|(v). ^ ( v )  .полупим * '
^ г  <■ сгв)юГі

а Ь("»/ . “за) - * К зл-(2:а̂ (Х а))з) + с(‘’, (^ а) - V (X * ) ,M * ) -
,  ̂ Г УМ(|ОИ

) + tf(y  )]e  -

І . . .  V ( t f  ) !

= Хл</,(є'(Ха) - і ає, (>-а),*£'а'ІІ+ ' i;S ) v — 1,(» - t ^  .(Akl!

+ ̂ -7У2(^ С̂ -л) - ^ ає, (^-а)«ма) + 0(і -̂а ~^0 |V<# *)•
1,0 Используя свойство интерполянта П л [ І] и равенства (5а), (6а) при 
Р = т »,А - Ра = П hmr соответсвенно, получим

— і Г ■. ч. І
b(my ,u3h) - b { m UM,(Zhe, (Xh))3) = ™

= a ( n hme - m f ,mUih) + b(mUn,e'(Xh) y - ( l he'(Xh))i ). ' " ’’'(8)

-и»-Подставляя (8) в (7), окончательно имеем j* u > ' • ' -і»*

a ( n hme ) + *(*%> ,e'(Xh)3 - (I.he'(Xh))} ) + ' '

«і > •• ,
(1 і  \v(*- і ~ ,v

c ( e '( > . * ) - V ( ^ ) . « * ) -  [А (тгИзА) + с (У ,Мм)] =
v(*')!

•V - HffV /

,<f  ^ / і ^ І ^ Ч ^ л ) " ^ '^ ) . « / , ^  Г | і Л  . 1 .  «м*

+ Х2*</2(є, (А .*)-і ає'(Я.*).И*) + о( |А.*-Х0 Г(' ,)) . . . :  ' (9)
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i;ti 7 м ' ’Сгв)10Гз1

а Ь ( '” / . “ за) - * ( ^ зл - (2:а^ ( ^ а ) ) з )  +  с ( ‘’, ( ^ а ) - V ( ^ * ) , M * ) -, ^ Г 7М(|ОИ

) + с(у  )]в
i ... V(tf )! * •  ' •

= ХЛ</| (е'(ХА) - 1 Ае,(>-А),.«А'1'+ ' ( S ) v — 1,(» - t ^  .(Akl!

+ ̂ -7У2(^ С^-л)- ^Ае,( -̂А)«мА) + 0(1̂ -А ~^-0 |V<# *)•
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— i Г - .4.1
b(my ,u3h) - b { m UM,(I.he, (Xh))3) = ™

= a ( n hme - m f ,mUih) + b(mUn,e'(Xh) y - ( l he'(Xh))i ). ' " ’’'(8)

-и»-Подставляя (8) в (7), окончательно имеем j* u > ' • ' -i»*

a ( n hme - m t ,mUih) + b(mUVi ,е'(Х/,)^ - (I.he'(Xh))} ) + ' '

«I > •• ,
(1 1 \ v (*- I ~  .V  ;fc

<•(<?'(XA) - I A<? (Xh),uh)~  — [А (тг и ,А) + с-(У ,«,*)] =
v(*')!

•V - HffV /

.( ;  =  ^ A ^ l(e , ( ^ A ) _ ^Ae , (A./l),M/l ) +  ,

+ x ^ 2(^(XA) - z ;ie''(A./().«/A)+ « ( |X /1- x 0 r ' )). .. ' (9)
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нирным закреплением по краям. Панель имеет следующие безразмерные характеристи
ки: А = 0.2874, V = 0.3, Я //1 = 100. а = 10, Ь = 10.

В линейной задаче на собственные значения предполагалось, что исходное равновес
ное состояние безмоментное и усилия в срединной поверхности панели линейно зависят 
от параметра нагружения. Усилия определялись из линейной задачи о напряженно-де- 
формированном состоянии оболочки при внешнем давлении ц = 1 . Последняя решалась 
смешанным методом конечных элементов.

В квадратичной задаче на собственные значения (1) также предполагалось, что 
исходное равновесное состояние безмоментное. Перемещения срединной поверхности 
панели в этом состоянии определялись опять же из линейной задачи при внешнем дав
лении ц -1  . Но усилия, от которых зависит потеря устойчивости панели, вычисля
лись через найденные перемещения по нелинейным соотношениям.

При решении обеих задач использовалась регулярная триангуляция квадратной 
области на прямоугольные треугольники с катетами а !  N . Вычислялись минималь
ные собственные значения и соответствующие им собственные функции обеих задач. 
По вычисленному минимальному собственному значению критическое давление оп
ределяется так: цс = Ат1П .

Полученные результаты сравнивались с расчетами, выполненными в [5]. В этой 
работе пологая сферическая панель рассчитывалась на основании геометрически не
линейных уравнений методом конечных элементов. Согласно полученным там резуль
татам, верхнее критическое давление </„ =0.9£ /г /Л 2.

В таблице I приведены результаты вычислений, иллюстрирующие сходимость соб
ственных чисел обеих задач. Из таблицы видно, что критическое давление определенное 
«V. 'X .-г-.; . Таблица1

Л' Линейная задача <y( / r/„ Квадратична* задача (/, /  </„

6 1.10 l.üT
8 1.32 ~  1.19

10 1.40 1.23
12 1.45 ' : .4 1.25
14 ‘ 1.48 f .', ■ •> 1.27 : ' В
16 1.49 1.28
18 1.51 1.28
20 1 51 I Г*

из линейной задачи, завышено в 1.5 раза, а квадратичная задача завышает критическое
давление в 1.3 раза. Собственные функции обеих задач полностью совпадают.
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