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= = ’ i ^ z l , x e X ,
|pl„ I i<.n

(4)

где у4“ ' -  биномиальные коэффициенты (i = 1,2; и, = 0,1,2...; а ,>  О).
"і

По теореме Рисса-Фишера функция /(дг) определяется однозначно: ряд (2) яв­

ляется ее рядом Фурье и последовательность є  Z + | сходится к / ( х )  ъ I?  -

меірике. Однако условие (1),вообще говоря, не обеспечивает сходимости почти всю­
ду (п.в.) последовательности (3) к / ( х )  иа множестве X , как и не гарантирует схо­

димости П.В. к / ( х )  последовательности (4) ни при каком а = ( а , , а 2 ) > 0 .  Доста­

точным условием сходимости п.в. на X  последовательности (4) к / ( х )  при любом 

а  = ( а , , а 2 ) > 0  по любой ОНС ср є Ф ,  как показал Ф.Мориц [1, с.82], является ус­

ловие ^а^ |1 п 1 п (п  +2)||^ < 0 0 .

В настоящей работе исследуется вопрос о скорости сходимости п.в. к функции 
/ ( х )  средних Чезаро ст“ ( х )  при любом а  = ( а ,  , а 2 ) >  0.

Пусть Х(п) = Я.(и],И2)>0 -  неубывающая по каждой переменной последова­

тельность, стремящаяся к бесконечности при и * -> о о . Полагая Я.і(и,) = Х(д,,0) и 

^ 2 (”г) = ^(0 ,^ 2 ) ,  приведем основной результат этой статьи.

Теорема 1. П у ст ь  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  {3.(д) = 3 .(д ,,д2)> 0} т а к о в а , чт о  

Я,(и)/||1п1пи|| t  (и S 2) и Я,(и)/||(и + 3)1п1п(и + 3)| 4- О п о  к а ж д о й  п е р е м е н н о й . Т о гд а :

1) для л ю б ы х  а  > О и ср є  Ф п р и  у с л о в и и  

^а^Я .^(и)<оо (5)
лйО

/(х) -  а “ (х)=о^ ̂ nlim, /Я,, (и,)+ІПІ1Ш2 / Я-2 («2)}= 

= о^|тах1п1пи,/Я.,(и,)1, и ,->•00 (6)

2) есл и  х о т я  б ы  для о д н о го  і =  1,2 вы п о л н ен о  о д н о  и з у с л о в и й  :

(а )  Я.,(и,)ехр(-1п^ «і) 4  для н е к о т о р о го  у  e { p , i j ;

(Р) 1 00 , н о  ц, (и ,) єхр^- 1п  ̂ и, j у б ы в а е т  для н е к о т о р о го

ує(0,і);
(у)

т о  о ц е н к а  (6 ) о к о н ч а т ел ьн а  н а  к л а с с е  в с е х  о р т о го н а л ь н ы х  си ст ем .

Соотнощение g„(x) = о^(у(и)), где g„(x ) є і ^ ( х ) , означает, что п.в. на X  

ІІШ g „ ( x ) y “ ‘ ( и ) =  О и |g „ (x ) |y  (и ) ^  F ( x )  є  ( X )  , V x e A ,« S 0 .

Под окончательностью оценки (6) подразумевается тот факт, что для любой по­
следовательности v(w) = v(w,,«2 ) -^ o o  при Иі,И2 найдется ортогональный ряд 
(2) такой, что выполнено условие (5), но для всех х  е Х  имеем: 

lim v («)y"‘ ( « ) |/ ( х ) -  а “ (х)| = -и».
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Теорема 1 является аналогом теоремы 12 В .И .К оляды  [2, с.52-53] (а  = і) и 

теоремы 1 В . А . Андриенко [3, с.264-265] ( а  -  любое положительное) для одномер­
ных рядов. Из нее следует частный результат Ф . Морица [4, с. 111, теорема 4].

1. В сп о м агател ьн ы е  утверж ден и я . В качестве простого следствия из теоре­
мы 3 [5, с. 1309] получается следующее утверждение:

Л ем м а 1. П у ст ь  |  Я,(и)> 0: и є  Z + ) -  н е у б ы в а ю щ а я  п о  к а ж д о й  п ер ем ен н о й

п о сл е д о в а т е л ь н о ст ь , с т р ем я щ а я с я  к  б ес к о н е ч н о с т и  п ри  п* ^ о о  и 

|/и„ = |:и  є  Z+1 -  р е ш е т к а  в  Z+ т а к о ва , чт о  A,(w„)/||lnw|| t  оо п о  к а ж д о й

п ер ем ен н о й . Е сли  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  \а „  \п  e Z ^ J  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  (з), т о  

для о р т о го н а л ь н о го  р я д а  (2) п о  л ю б о й  О Н С  <р е Ф  п.в. н а  X  в е р н а  о ц ен к а

/W --S 'm „ W  = 0^{ln«i/A.,(H„j^,)+lnW2/A,2(/W„j+,)}HpM П, -^00 . (7)

г д е  f [ x )  - і}  -  с у м м а  р я д а  (2), а  5 '^  (х) -  е г о  ч а ст н ы е сум м ы .

Зам ечание 1. В условиях леммы 1 последовательность { InA:} можно заменить 

любой последовательностью , имеющей тот же порядок роста.

Исходным пунктом рассуждений данной работы является следующая лемма. 

Л ем м а 2. П у ст ь  a  = ( a i , a 2 ) > 0  и К (п ) =  Я.(п,,« 2 ) > О -  в о зр а с т а ю щ а я  к  

б ес к о н е ч н о с т и  п о  к а ж д о й  п ер е м е н н о й  д в о й н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с о  сл еда м и  

и ’к і і р г )  т аким и, чт о для н е к о т о р о го  Y ^ ( у і . У г )

Х ,{ п ,) п ; ' - ' ' ‘ i { i  =  l,2 )  (8)

П р и  у с л о в и и  (5) для  2* < и < 2*'^’ и х  е Х  и м еем

i<2* ,<2*

r „ [ x )  =  ) + 1/A,2(«2)| И, ->• 00 n.e. н а  X  .

Д оказательство. По определению, для 2* < и < 2*^’

<  W  = ‘S'jt W  -t|| а(« + !)■’ I -  « 1  (« 1 + 1 ) ' ’ W  -  “ 2 (« 2  + 1 )"' W + W

где

'•„(̂ ) = Z  ( , /л “ I -1  -  1“ + 1)| + a, /, /(и, + l) + tt2 /2 / ( « 2  + 1)) П, Ф,- (x) +
(£2*

+ Z  | | ' ^ и - і / ^ и | а і Ф , - ( х ) = р „ ( д г ) + (10)
J -  J~

a множества c  Z+ определяются неравенствами;

P, = {/■ = { і , ,/2 ) є  Z,  ̂ : 2*‘ +1 ă  /, < 1 s  /2 ^  2*^};

P 2 = { ‘ =  : I ^  /, ^  2'‘  ̂, 2 ' ‘^ + l <  /2 < «2 };

P3 = {/ = (/, ,/2 ) є  Z , ':  2 *‘ + 1  ^  /■ < 2 *̂  + 1  < /2 < « 2  }■

( 11)

( 12)

(13)
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Для оценки p„(jr) преобразуем, сохраняя обозначения леммы 3*[3, с.270-275], 

числа

Q i M = !< - , / ^ “ 1 -1  - ||а '7 («  + 1)||+«1'! /(«1 +1)+а2'2 /(«2 +1) =

= ||а//(и +1)1 X [11 -  <_,/<||||(и + 1)/(а0|| -1 ]- 
-а,/,у(и, +1)̂  х̂ ^̂ (и„а,)-а2/|/(и2 +1)̂  x̂ ^̂ («2,a2), 

где

И + 1 n +  \

і ал
1-----23

я У
п е  N , \ ^ i  < п (14)

| і - < - , / л “ |||(«  + і ) Н І - і  =

= і / / ( « + і) | |1 к (« > « | + 'і/(«1 + 0 ^ ? . , ( « Ь « і )  + '2/(«2 (15)
В силу (10), (14), (15),

p „ U ) =  | |а ( и  + O ' ^ I Z  І ( « , « ) ! « , Ф , ( ^ ) -
iS2'

-  «1 («І + l) '^  О -  «2'2 /(«2 + l)) %  («1, «1) Я,ф, W  -
iS2*

-« 2 (« 2  + l) '^  +1))?,2(«2>«2)а,Ф ,(^) =
(S2*

- p 1 " W + p ? 'W + p ?>W .
Последовательно применяя преобразование Абеля для . двойных сумм, 

неравенство Коши-Буняковского и лемму 3 [3, с.270-273], нетрудно получить, что

{pS>WF s 4 (и + l) ^ ■ <̂ i(a) Z Z И кфДх)t t < i

2*1 <2  ̂ 2*1-1
2 ( " 2 .« 2 ) 1 Z Z « M 2 ' ^ 2 Ф . V 2  (^) 

(1 = 1(2=1
+ С з(а )  ^

' 1= 1

2*2-1
-2 (a )  Z

12 = 1

>2 = 1(1 =  1
+ ^ 4 ( а )  z « ,|| '^ЦфД^с)

і <2"

где |д^, (и, а }  = 1̂ , (и) -  { п \ п  e N , l ^ i  .

Далее, т.к. а) последовательность ]/Я,і(и]) + ]/Я,2 (и2 ) не возрастает по каждой пе­

ременной и, значит, обратная величина i^i(»i)A,2 (« 2 ) / [ ^ i ( ” i)  + ^ 2 (” 2 )] = Л(и) не 

убывает; б) последовательности {2*' , і = 1,2, лакунарны, а Я.;(и,),/ = 1,2 удов­

летворяют условию (8), получаем, согласно утверждению (б) леммы 3 [3];

IIл(г')Г  f » Р .  tS'W l’*  S с , ( « ) 1 1 л(г‘ )|‘ ţ ; ^ I | a f .
kiO X2* <л<2**‘ kiO i<k

1̂ 0 2*>i *>0
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поскольку +]/Х 2 (/2 )] * S 1/2 • Отсюда по теореме Леви

Pn'W==Ox(V^(«l) + V^2(«2)}- (16)

Аналогично, оценивая ţ>^^\x) и полагая

4̂ 2* W  = sup|[pl?'W]^ : 2*1 <и, 52*1^’, «2 > 2 * '| ,

нетрудно показать, что ^X,^(2*i)jvj/^;t(x)cfx: < о о . Т.к. последовательность
fcjao X

не возрастает, в силу определения ці \  [ х ) , то
*1̂ 0

р І'Н ^) = Ох{іА , ( и,)} при и, 00 равномерно по « 2  •

Аналогично

р І^^(л:) = Ох ( іД 2(«2)} при « 2  00 равномерно ПО «f.

Поэтому

p„(jc) = О і | і Д Д и , )  + і Д 2 («2 ) |  при и , ^ 0 0 . (17)

Для оценки rj;-’ \ x )  ( j  =  1,2,3) положим 5 = ( а  - 1)/2 . Тогда (см.(13)) 

f n ' K x )  =  I Л “ I ' X  I 1 а,ф, (х) = I Д “ I ' X  I I S v ( х ) ,
'Є^З 'і‘‘ <\<п

где 5® ( х ) - 14 1 ' ^  ||4 _ ,.||а ;ф ,(х ).
2*<i<v

Отсюда следует, ЧТО |г„^^Чд^)| ^ С ,(а ) ||2 ’ *|| X  І5у(і»^)| и
2*<v<2*'̂ l

^  (2 * ) f sup \r^ ( x f  d x <  C2 ( a ) X  (0  < 0 0 . По теореме Леви
fc>0 X  2*<п<2*+1 іго

гр і (х) = {і/:^(и)} = {і/;^, (н, ) + 1 / :^ 2  («2 )} при п , 0 0 . (18)

Для оценки гр1(х) наряду с прямоугольником Р 2 (см.(12)) рассмотрим прямо­

угольники Р г і н ) , имеющие с Р2 общую верщину (і,2*2"^') и переменную правую 

верщину в точке п - [ щ , п 2) .  Тогда

= ІІ'^ІІ ’ Е  | |^ -v ' '^ v | |  . где o^(x) = ||4 "^ || Z  |К->|«.Ф.(^)
УЄ/̂ (л) 

kl+ \

,€P2(v)

и | г р Ч х ) | й С ( а ) 2 - * ^ Е 2 - "  I  I  S ^ w N v p U x ) .
P=i vi=2 '’‘ ‘ + l V2 =2 *2 +1

Далее нетрудно показать, что |  sup |rp l(x ) | d x ^ C { a )  ^ a f . Последова-
X2*<n<2*^‘ ,єР2(2̂ +і)

тельность /^j(x) X Ф2* убывает. Функция F ( x) = lim (x) такова.

2*2+1

k j  >0 k] ->co

ЧТО I  F { x ) d x  < С ( а ) Е ^ а ,Ч ^ ( / ) < о о  . По теореме Леви
|>0
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гі^Ч д г)-0 ^{ іД 2 (и 2 )}  при « 2  равномерно по и , . 

Аналогично

г і’Чх) = о ,{ іД ,( и ,) }  при и, 00 равномерно по »2 ■

Из (17)-(20) вытекает утверждение (9) леммы 2.
2. Доказательство теоремы 1. На основании леммы 2 для 2* < и 2* '̂

/Н -о ;н  =./(,)-s^
И|+1 2 «2+^ ^  + ^

где г„(л:) = о^|]/Я,,(и,) + 1/Я,2(п2)} при и. ^ 00.
Согласно лемме 1, учитывая замечание 1,

/(х) -5 (̂х)=^{іпА:,Д,(2'̂>"’)+1пА2А2(2'̂ "̂’)Ї=

= Од.{іПІПИ,/Я̂ (и,)+1ПІПН2/^ (”2)} при
.0)

(1 9 )

(20 )

(2 1 )

(22)

Для оценки Д,* (х) = Х ' і ^ і Ф і  применим теорему 1 из [6, С.1303 1 3 0 4 ], взяв
і< 2 '

В качестве Цп) = Ц п і , П2) последовательность ),(и)=).,(л,)іп1пл2Ді • Тогда

а ,(и , + l)“ 'S ^ i)(x )= ^ { ln Â :,A ,(2 * > )} = ^{ ln ln « ,A ,(w i)}  при я . ^ о о . (23)

Аналогично

“ 2 ( ^ 2  + 0 ~ '‘̂ 2*^W = ®x{^nln«2A2(n2)} При Я, -><»•

Для оценки суммы ^ | | ' | | ^ i 9 i  W  выберем Я.'(я)= Я.(я)/||я|| и снова при
IS2”

меним теорему 1 из [6]. Тогда

|а/(я + 1 ) 1 = 0;,{lnfc,lnfc2 /x.(2*)}, k , - ^ c o .

Покажем, что

ІпЛ, 1пА:2/я.(2*)< ІПІПЯ, /X, (я,)+ ІПІПЯ2  Д 2 (я2)-

Так как , ^

InÂ:, ;\.і(яі)Яч(2*'̂ ')іпі1:2
: А.,(я,) )х(2*) ^2("2) ) -

(25)

(26)

Init, 1пА:2/Я.(2'‘) = -

и так как в условиях теоремы последовательность по ка ж-

Х(я,Я2)  ̂ ^і (пі)
ДОИ переменной, то, например, ^  3)  ̂щ тз 1п1п(я, ч- з) ’

Следовательно, Я.(2*)>С1,(2*>^'Ц*2 + і)  и X, (2 **Д ” ^

Аналогично

Тем самым неравежп-во (26) доказано и (см. (25))

+ =Ох{іп1пя,/Я.,(я ,)+1п1пя2А2(я2)}, п .

Теперь (6) следует из (21)-(24) и (27).

(27)
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Перейдем к доказательству о к о н ч а т е л ь н о с т и .  Пусть выполнено одно из 
условий ( а ) ,  (р) или ( у ) , например, для / = 1. По теореме 1 [3, с.278] для любой

последовательности со(и) оо существует ортогональный ряд

|>о

с -суммой f ( x )  такой, что И ДЛЯ всех X  є Х
п\ >0

^ Я ,( „ , ) » ( , , ) | о -  ( ) |  ^
ІПІПН,

Построим двойной ортогональный ряд

(28)

(29)

(30)
лйО

« 2 = 0
полагая с„ ~ | о '  « > 0  определяя ОНС (cp„(x)j так, как, например, в

§
теореме 3 [7, с.259-260], чтобы ср„, (х) = ср„ ( х )  =  Ф„| ( х ) , если « 2  ~ ^ • Тогда двойной

ортогональный ряд (30) совпадает с одноіфатньш рядом (28), их 1 }  -суммы совпадают, 
а чезаровские средние ряда (30) совпадают с чезаровскими средними ряда (28):

Г ,=0^2=0

- a , V 'd '2 S  ^ п ' - к , ^ о " ^ к ,<^ к , ( ^ ) =  ( ^ )  ДЛЯЛЮ6 Ы Х « 2 -
^ п , ‘ ^ 0  ■ <Г1 =0

Рассмотрим множество Р„ = {« = («j,«2): ^i(«i)lnln«2 ^ В CHOty
(29), всюду на X  имеем;

к5Г I/W - ---- г
п . ^  I "1"2 '^1Я.2(«2)|П1П«| +Я.,(и,)іПІП«2

> lira І / (х) -  а “ '“  ̂(х) I — т—Ч ^.)^ і(” і ) ^ 2 (” 2 )-------- >
п. ^ , иёР„ I "I 2 •'і2 ,2 («2 ) іПІПИ, + я., (и , )ln ln « 2

^  W h  ("1 )^1 ("i)A n '“ «i =°° ’

что и требовалось доказать.
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