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ВСТУП

Першим питання про геодезичне вiдображення поверхнi 𝑉2 на площину
𝐸̄2 розглянув Е. Бельтрамi [1] в 1865 роцi, розв’язуючи задачi картографiї.
Пiзнiше в 1869 роцi У. Дiнi [8] поставив загальну задачу про можливiсть
геодезичного вiдображення 𝑉2 на 𝑉2. Ним, по сутi, ця задача була розв’язана
для рiманових просторiв, однак розв’язок був надзвичайно складний, i всi
роки пiсля того, вiн багато раз уточнювався та модифiкувався цiлим рядом
вчених. Серед цих робiт особливе мiсцi займає робота 1896 року Т. Левi-
Чевiти [6], в якiй вiн, виходячи з рiвнянь динамiки, сформулював постановку
задачi та отримав основнi рiвняння.

Пiсля того, як тензорнi методи дослiдження зайняли домiнуючi позицiї
в диференцiальнiй геометрiї, Г. Вейль, Л. П. Ейзенхарт, В. Ф. Каган,
Г. I. Кручкович, А. С. Солодовнiков та iншi побудували струнку теорiю
геодезичних вiдображень псевдорiманових просторiв, iнварiантну вiдносно
вибору системи координат [2–4, 10, 13, 14].

Новий поштовх ця теорiя отримала пiсля робiт М.С. Синюкова, який
звiв задачу до дослiдження лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь [9].

В теорiї геодезичних вiдображень працювала велика кiлькiсть вчених
як математикiв, так i фiзикiв, зацiкавлених в застосуваннi результатiв для
моделювання динамiчних процесiв. Як вiдомо, рух деяких типiв механiчних
систем, багато процесiв в гравiтацiйних та електромагнiтних полях, в су-
цiльних середовищах протiкають по траєкторiях, якi можна розглядати, як
геодезичнi лiнiї афiннозв’язного або псевдорiманового простору, що визна-
чаються енергетичним режимом, при якому зовнiшнi сили вiдсутнi, або по
деяким кривим, вектор кривини яких це — вектор узагальнених зовнiшнiх
сил.

Вивчення вiдображень (морфiзмiв) рiзних типiв геометричних стру-
ктур складає актуальну частину сучасної диференцiальної геометрiї. Пiд
вiдображенням в сучаснiй геометрiї розумiють дифеоморфiзм, що зберiгає
тi чи iншi властивостi геометричних об’єктiв. Центральною в сучаснiй гео-
метрiї є структура афiнної зв’язностi, як така, що має широке застосування.

Були сформованi три основних напрямки робiт:
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1) Вивчення основних закономiрностей вiдображень.
2) Для заданого узагальненого простору та спецiального вiдображення

пошук вiдповiдi на питання: допускає чи не допускає вiн вiдображення.
3) Для заданої пари просторiв знайти вiдображення, яке їх пов’язує.

Особливу роль серед геометричних об’єктiв вiдiграють геодезичнi лiнiї
та рiзнi їх узагальнення. Саме тому, серед вiдображень видiляють, з часiв
Е. Бельтрамi, геодезичнi вiдображення, тобто вiдображення, що зберiгають
геодезичнi лiнiї. Знаменита теорема Бельтрамi, з якої i почалась сучасна
теорiя геодезичних вiдображень, опублiкована 1865 роцi, стверджує, що
геодезичнi вiдображення на пласкi простори, допускають лише простори
сталої кривини [1]. Бiльше чим через 120 рокiв цей результат узагальнив
А. В. Погорєлов для псевдорiманових просторiв з мiнiмальними умовами
на гладкiсть метрики. Значний внесок в вивчення загальних закономiр-
ностей теорiї геодезичних вiдображень внесли Т. Левi-Чiвiта, Т. Томас,
Г. Вейль, А. З. Петров, А. С. Солодовнiков, Г. I. Кручкович, М. С. Синюков,
В. С. Собчук, Й. Мiкеш, В. С. Матвєєв [2, 6, 7, 9–14].

Особливе мiсце в розвитку теорiї вiдображень займає одеська гео-
метрична школа. Хоча формально школа бере початок вiд В.Ф. Кагана,
основнi успiхи пов’язанi з роботами професора М. С. Синюкова та йо-
го учнiв: М. Л. Гаврильченка, С. Г. Лейка, Й. Мiкеша, I. М. Курбатової,
Н. В. Яблонської, О. М. Синюкової та iнших.

Метою даної роботи є дослiдження нових характеристик трьохвимiр-
них псевдорiманових просторiв та їх вiдображень.

Обєктом дослiдження є трьохвимiрнi псевдорiмановi простори i їх
геодезичнi вiдображення.

Предметом дослiдження являються диференцiальнi рiвняння, їх умо-
ви iнтегрованостi та диференцiальнi продовження, якi характеризують
те, допускає чи не допускає заданий узагальнений простiр вказаний тип
вiдображення.

Методи дослiдження це класичнi методи дослiдження рiманової гео-
метрiї. Дослiдження ведуться локально, в класi достатньо гладких функцiй
з використанням тензорних методiв.
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РОЗДIЛ 1

ПСЕВДОРIМАНОВI ПРОСТОРИ

1.1 Об’єкти псевдорiманових просторiв

Псевдорiмановим простором 𝑉𝑛 називають дiйсний диференцiальний
многовид 𝑋𝑛 класу 𝐶𝑟, в якому визначено поле двiчi коварiантного симе-
тричного неособливого тензора, що називається метричним тензором.

Метричний тензор позначається 𝑔𝑖𝑗, його компоненти в кожнiй системi
координат є вiдомими функцiями класу 𝐶𝑟−1 вiд координат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).

В подальшому вказувати локальнi координати не будемо, а властивостi
метричного тензора запишуться в виглядi

𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑗𝑖, 𝑔 = det ‖𝑔𝑖𝑗‖ ≠ 0.

Iз метричного тензора обчислюються символи Христофеля

Γ𝑖𝑗,𝑘 =
1

2
(𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗).

Елементи оберненої матрицi до матрицi 𝑔𝑖𝑗 позначаються 𝑔𝑖𝑗.

Має мiсце рiвнiсть
𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛼 = 𝛿𝑖𝑗.

Тут 𝛿𝑖𝑗 - символи Кронекера.

Символи Христофеля не є тензором, але вони дозволяють визначати
коварiантну похiдну
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𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

=

= 𝜕𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

+ Γ𝑖1
𝑘𝛼𝑆

𝛼𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

+ . . .+ Γ
𝑖𝑝
𝑘𝛼𝑆

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝−1𝛼
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

− (1.1)

− Γ𝛽
𝑘𝑗1

𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝛽𝑗2...𝑗𝑞

− . . .− Γ𝛽
𝑘𝑗𝑞

𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞−1𝛽

(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝; 𝑗1, . . . 𝑗𝑞; 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛).

та тензор Рiмана

𝑅ℎ
. 𝑖𝑗𝑘 = 𝜕𝑗Γ

ℎ
𝑖𝑘 + Γ𝛼

𝑖𝑘Γ
ℎ
𝑗𝛼 − 𝜕𝑘Γ

ℎ
𝑖𝑗 − Γ𝛼

𝑖𝑗Γ
ℎ
𝑘𝛼. (1.2)

Коли розмiрнiсть простору дорiвнює трьом, то тензор Рiмана має вигляд

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑃ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑃ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝑃𝑖𝑗𝑔ℎ𝑘 − 𝑃𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗, (1.3)

тут 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑔𝛼ℎ𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘, а

𝑃𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 −
1

4
𝑅𝑔𝑖𝑗, (1.4)

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝛼
𝑖𝑗𝛼 – тензор Рiччi, 𝑅 = 𝑅𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 - скалярна кривина.

1.2 Рекурентнi та слабо рекурентнi псевдорi-
мановi простори

Об’єкти псевдорiманового простору 𝑉𝑛, якi визначенi за допомогою
метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 називають внутрiшнiми об’єктами псевдорiма-
нового простору. Крiм внутрiшнiх об’єктiв вивчають i об’єкти, якi не є
внутрiшнiми, зокрема тензор 𝐷ℎ

𝑖𝑗𝑘 такий, що

𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 −𝐵(𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘), (1.5)
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де 𝛿ℎ𝑖 — символи Кронекера, 𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 —тензор Рiмана, а 𝐵 — деякий iнварiант.

Якщо тензор 𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0, то псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 є простором сталої

кривини i

𝐵 =
𝑅

𝑛(𝑛− 1)
. (1.6)

Тут 𝑅 — скалярна кривина, яка визначається за формулою

𝑅 = 𝑅𝛼
𝛽𝛾𝛼𝑔

𝛽𝛾. (1.7)

I навпаки, якщо виконується умова (1.6), то тензор 𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘 спiвпадає з тензором

конциркулярної кривини, який визначається за формулою

𝑌 ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 −
𝑅

𝑛(𝑛− 1)

(︀
𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘

)︀
. (1.8)

Псевдорiмановi простори, в яких iснує тензор 𝑇 𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑗1𝑗2...𝑗𝑚

такий, що

𝑇 𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑗1𝑗2...𝑗𝑛,𝑘

= 𝜌𝑘𝑇
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑗1𝑗2...𝑗𝑚

(1.9)

називають 𝑇 -рекурентними.

А якщо умови (1.9) виконуються для тензора Рiмана, то такi простори
називають рекурентними.

Векторнi поля 𝑈𝑘 ̸= 0, якi задовольняють для ненульових тензорiв
𝑇 𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑗1𝑗2...𝑗𝑚

умовi
𝑈𝑘𝑇

𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑗1𝑗2...𝑗𝑚

+ 𝑈𝑗1𝑇
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑗2𝑘...𝑗𝑚

+ 𝑈𝑗2𝑇
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑘𝑗1...𝑗𝑛

= 0 (1.10)

називають векторними оболонками тензора 𝑇 𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑗1𝑗2...𝑗𝑚

вiдносно iндексiв 𝑗1

та 𝑗2.

Якщо векторна оболонка задається вiдносно кососиметричної пари
iндексiв тензора Рiмана, тобто

𝑈𝑖𝑅
ℎ
𝑗𝑘𝑙 + 𝑈𝑘𝑅

ℎ
𝑗𝑙𝑖 + 𝑈𝑙𝑅

ℎ
𝑗𝑖𝑘 = 0 (1.11)
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то вона називається векторною оболонкою тензора Рiмана.

Враховуючи властивiсть тензора Рiмана

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘,𝑙 +𝑅ℎ

𝑖𝑘𝑙,𝑗 +𝑅ℎ
𝑖𝑙𝑗,𝑘 = 0 (1.12)

легко переконатись, що в рекурентних псевдорiманових просторах iснує
векторна оболонка тензора Рiмана. Тому псевдорiмановi простори, в яких
виконуються умови (1.11) називають слабо рекурентними просторами.
Якщо умовi (1.10) буде задовольнять тензор 𝐷ℎ

𝑖𝑗𝑘, тобто

𝑈𝑖𝐷
ℎ
𝑗𝑘𝑙 + 𝑈𝑘𝐷

ℎ
𝑗𝑙𝑖 + 𝑈𝑙𝐷

ℎ
𝑗𝑖𝑘 = 0, (1.13)

то такi простори будемо називать 𝐷–слабо рекурентними псевдорiмановими
просторами.

1.3 Основнi рiвняння теорiї геодезичних вiд-
ображень

Взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж точками псевдорiманових про-
сторiв 𝑉𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗 та 𝑉𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗 назива-
ється геодезичним вiдображенням, якщо при нiй кожна геодезична лiнiя 𝑉𝑛

переходить в геодезичну лiнiю 𝑉𝑛.

Псевдорiмановi простори 𝑉𝑛 та 𝑉𝑛, якi дозволяють геодезичне вiд-
ображення один на одного, будемо називати просторами, що знаходься в
геодезичнiй вiдповiдностi , або такими , що належать до одного геодезичного
класу.

Необхiдною та достатньою умовою [6] для того, щоб псевдорiмановi
простори 𝑉𝑛 та 𝑉𝑛 дозволяли геодезичнi вiдображення один на одного є

Γ̄ℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑖𝑗 + 𝜙𝑖𝛿
ℎ
𝑗 + 𝜙𝑗𝛿

ℎ
𝑖 , (1.14)
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або, враховуючи коварiантну сталiсть мeтричного тензора —

𝑔𝑖𝑗,𝑘 = 2𝜙𝑘𝑔𝑖𝑗 + 𝜙𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜙𝑗𝑔𝑖𝑘, (1.15)

де 𝜙𝑖 — деякий за необхiднiстю градiєнтний вектор; Γℎ
𝑖𝑗, Γ̄

ℎ
𝑖𝑗 — символи

Христоффеля 𝑉𝑛 та 𝑉𝑛 вiдповiдно ; 𝛿ℎ𝑖 — символи Кронекера; кома “,“ —
знак коварiантної похiдної по зв‘язностi 𝑉𝑛.

Рiвняння (1.14) та (1.15) еквiвалентнi, необхiднi i достатнi умови того,
щоб псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 та 𝑉𝑛 знаходились в геодезичнiй вiдповiдностi.

Необхiдною умовою для геодезичного вiдображення будуть рiвняння:

𝑅̄ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 + 𝜙𝑖𝑗𝛿
ℎ
𝑘 − 𝜙𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 , (1.16)

𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 + (𝑛− 1)𝜙𝑖𝑗, (1.17)

де 𝜙𝑖𝑗 = 𝜙𝑖, 𝑗 − 𝜙𝑖𝜙𝑗; 𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘, 𝑅𝑖𝑗𝑘 — тензори Рiмана та Рiччi.

Геодезичне вiдображення вiдмiнне вiд гомотетiї називають нетривi-
альним.

Для того, щоб заданий псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 дозволяв нетривi-
альне геодезичне вiдображення необхiдно i достатньо, щоб в ньому iснував
розв’язок системи диференцiальних рiвнянь вiдносно тензора 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 ̸= 𝑐𝑔𝑖𝑗

та вектора 𝜆𝑖 = 𝜆,𝑖 ̸= 0. Цю систему називають лiнiйною формою основних
рiвнянь.

Лiнiйна форма основних рiвнянь теорiї геодезичних вiдображень має
вигляд [9]

𝑎𝑖𝑗,𝑘 = 𝜆𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑗𝑔𝑖𝑘. (1.18)

𝑛𝜆𝑖,𝑗 = 𝜇𝑔𝑖𝑗 + 𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗 − 𝑎𝛼𝛽𝑅

𝛼 𝛽
. 𝑖𝑗 . , (1.19)

тут 𝜇 = 𝜆𝛼,𝛽𝑔
𝛼𝛽; 𝑅𝑖

𝑗 = 𝑅𝛼𝑗𝑔
𝛼𝑖; 𝑅ℎ 𝑘

𝑖𝑗 = 𝑅ℎ
𝑖𝑗𝛼𝑔

𝛼 𝑘
.
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З останнього будемо мати:

(𝑛− 1)𝜇,𝑖 = 2(𝑛+ 1)𝜆𝛼𝑅
𝛼
𝑖 + 𝑎𝛼𝛽(2𝑅

𝛼 𝛽
. 𝑖, . −𝑅𝛼𝛽

,𝑖). (1.20)

Розв’язки (1.15) та (1.18) пов’язанi спiввiдношенням

𝑎𝑖𝑗 = 𝑒2𝜙𝑔𝛼𝛽𝑔𝛼𝑖𝑔𝛽𝑗; (1.21)

𝜆𝑖 = −𝑒2𝜙𝑔𝛼𝛽𝑔𝛼𝑖𝜙𝛽. (1.22)

Система рiвнянь (1.18), (1.19) та (1.20) дає принципову можливiсть вiдповiд-
ати на питання: чи дозволяє заданий псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 геодезичне
вiдображення на псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛. Питання зводиться до вивчення
умов iнтегрування цих рiвнянь та їх диференцiальних подовжень.
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РОЗДIЛ 2

ГЕОДЕЗИЧНI ВIДОБРАЖЕННЯ ТРИВИМIРНИХ

ПСЕВДОРIМАНОВИХ ПРОСТОРIВ

2.1 Геодезичнi вiдображення спецiальних про-
сторiв

Метою нашої роботи є отримання виду основних рiвнянь теорiї геоде-
зичних вiдображень для тривимiрних псевдорiманових просторiв.

Розв’язок рiвняння (1.21), що задовольняє умовi

𝑎𝑖𝑗 = 𝑣𝑔𝑖𝑗 + 𝑢𝑅𝑖𝑗, (2.1)

називають канонiчним розв’язком.

Тут 𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝛼
𝑖𝑗𝛼 тензор Рiччi 𝑉𝑛, 𝑣 та 𝑢 деякi iнварiанти, 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 тензор
Рiмана 𝑉𝑛.

Нами буде доведено теорему

Теорема 2.1. В псевдорiмонових просторах 𝑉3, якi допускають нетри-
вiальнi геодезичнi вiдображення, лiнiйна форма основних рiвнянь теорiї
геодезичних вiдображень допускає лише канонiчнi розв’язки.

Доведення.

Тензор Рiмана для псевдорiманових просторiв 𝑉3 має вигляд

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑃ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑃ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝑃𝑖𝑗𝑔ℎ𝑘 − 𝑃𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗. (2.2)

Тут

𝑃𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 −
1

4
𝑅𝑔𝑖𝑗. (2.3)

Умови iнтегрування лiнiйної форми основних рiвнянь теорiї геодези-
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чних вiдображень будуть мать вид

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 𝜆𝑙𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑘𝑖𝑔𝑗𝑙 − 𝜆𝑘𝑗𝑔𝑖𝑙, (2.4)

тут 𝜆𝑖𝑗 = 𝜆𝑖,𝑗.

Пiдставимо (2.2) в (2.4)

𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝛼𝑖𝑃

𝛼
𝑘 𝑔𝑗𝑙 + 𝑎𝑖𝑘𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑖𝑘𝑃𝑗𝑙 +

𝑎𝛼𝑗𝑃
𝛼
𝑙 𝑔𝑖𝑘 − 𝑎𝛼𝑗𝑃

𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑗𝑙𝑃𝑖𝑘 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = (2.5)

= 𝜆𝑙𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑘𝑖𝑔𝑗𝑙 − 𝜆𝑘𝑗𝑔𝑖𝑙,

де 𝑃 ℎ
𝑖 = 𝑃𝛼𝑖𝑔

𝛼ℎ.

Пiсля групування будемо мати

(𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙𝑖)𝑔𝑗𝑘 + (𝑎𝛼𝑗𝑃

𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙𝑗)𝑔𝑖𝑘 −

−(𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑘 − 𝜆𝑖𝑘)𝑔𝑗𝑙 − (𝑎𝛼𝑗𝑃

𝛼
𝑘 − 𝜆𝑗𝑘)𝑔𝑖𝑙 + (2.6)

+𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 + 𝑎𝑗𝑙𝑃𝑖𝑘 − 𝑎𝑖𝑘𝑃𝑗𝑙 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙.

Домножимо останнє на 𝑔𝑗𝑘 та згортаємо по iндексах 𝑗 та 𝑘.

(𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙𝑖) · 3 + (𝑎𝛼𝑖𝑃

𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙𝑖)−

−(𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑙 − 𝜆𝑖𝑙)− 𝜏𝑔𝑖𝑙 + (2.7)

+𝑃𝑎𝑖𝑙 + 𝑎𝛼𝑙𝑃
𝛼
𝑖 − 𝑎𝛼𝑖𝑃

𝛼
𝑙 − 𝑎𝑃𝑖𝑙 = 0,

Тут 𝜏 = (𝑎𝛼𝛽 − 𝜆𝛽𝛾)𝑔
𝛽𝛾; 𝑃 = 𝑃𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽; 𝑎 = 𝑎𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽.

Пiсля зведення подiбних, отримаємо

3(𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙𝑖) + 𝑎𝛼𝑙𝑃

𝛼
𝑖 − 𝑎𝛼𝑖𝑃

𝛼
𝑙 − 𝜏𝑔𝑖𝑙 + 𝑃𝑎𝑖𝑙 − 𝑎𝑃𝑖𝑙 = 0.

Просиметруємо по iндексах 𝑖 та 𝑙, щоб переконатись, що

𝑎𝛼𝑙𝑃
𝛼
𝑖 = 𝑎𝛼𝑖𝑃

𝛼
𝑙
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I тодi будемо мати

𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙𝑖 =

𝑎

3
𝑃𝑖𝑙 +

𝜏

3
𝑔𝑖𝑙 −

𝑃

3
𝑎𝑖𝑙.

Тепер (2.6) перепишемо в виглядi

𝑎

3
(𝑃𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 + 𝑃𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 − 𝑃𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 − 𝑃𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙) +

+𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 + 𝑎𝑗𝑙𝑃𝑖𝑘 − 𝑎𝑖𝑘𝑃𝑗𝑙 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = (2.8)

=
𝑃

3
(𝑎𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 + 𝑎𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 − 𝑎𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 − 𝑎𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙).

Проальтернуємо (2.8) по iндексам 𝑖 та 𝑘

𝑎

3
(𝑃𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝑃𝑘𝑙𝑔𝑗𝑖 − 𝑃𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 + 𝑃𝑗𝑖𝑔𝑘𝑙) +

+𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑘𝑙𝑃𝑗𝑖 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 + 𝑎𝑗𝑖𝑃𝑘𝑙 = (2.9)

=
𝑃

3
(𝑎𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝑘𝑙𝑔𝑗𝑖 − 𝑎𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑗𝑖𝑔𝑘𝑙).

Взаємно перепозначимо в формулi (2.9) iндекси 𝑗 та 𝑘

𝑎

3
(𝑃𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝑃𝑗𝑙𝑔𝑘𝑖 − 𝑃𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 + 𝑃𝑘𝑖𝑔𝑗𝑙) +

+𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑗𝑙𝑃𝑘𝑖 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 + 𝑎𝑘𝑖𝑃𝑗𝑙 = (2.10)

=
𝑃

3
(𝑎𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝑗𝑙𝑔𝑘𝑖 − 𝑎𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑘𝑖𝑔𝑗𝑙).

Додамо рiвняння (2.10) та (2.8).

𝑎

3
(𝑃𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝑃𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙) + 𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = (2.11)

=
𝑃

3
(𝑎𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙).

Згрупуємо доданки наступним чином(︁
𝑎𝑖𝑙 −

𝑎

3
𝑔𝑖𝑙

)︁
𝑃𝑗𝑘 −

(︁
𝑎𝑗𝑘 −

𝑎

3
𝑔𝑗𝑘

)︁
𝑃𝑖𝑙 = (2.12)

=
𝑃

3
(𝑎𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙).
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Так як 𝑃𝑖𝑗 ̸= 0, то можемо пiдiбрати вектор 𝜉𝑖 так, щоб

𝑃𝛼𝛽𝜉
𝛼𝜉𝛽 = 1.

Домножимо (2.12) на два вектори 𝜉𝑗 та 𝜉𝑘 та згорнемо по iндексах 𝑘 тa 𝑗,
отримаємо

𝑎𝑖𝑙 −
𝑎

3
𝑔𝑖𝑙 − 𝜉𝛼𝜉𝛽

(︁
𝑎𝛼𝛽 −

𝑎

3
𝑔𝛼𝛽

)︁
𝑃𝑖𝑙 = (2.13)

=
𝑃

3
(𝑔𝛼𝛽𝑎𝑖𝑙 − 𝑎𝛼𝛽𝑔𝑖𝑙)𝜉

𝛼𝜉𝛽.

Або

𝑎𝑖𝑙

(︂
1− 𝑃

3
𝑔𝛼𝛽𝜉

𝛼𝜉𝛽
)︂

=

(︂
𝑎

3
− 𝑃

3
𝑎𝛼𝛽

)︂
𝑔𝑖𝑙 + (2.14)

+𝜉𝛼𝜉𝛽
(︁
𝑎𝛼𝛽 −

𝑎

3
𝑔𝛼𝛽

)︁
𝑃𝑖𝑙.

Позначимо (︂
𝑎

3
− 𝑃

3
𝑎𝛼𝛽𝜉

𝛼𝜉𝛽
)︂

1(︀
1− 𝑃

3 𝑔𝛼𝛽𝜉
𝛼𝜉𝛽

)︀ =
1
𝑣;

𝜉𝛼𝜉𝛽
(︁
𝑎𝛼𝛽 −

𝑎

3
𝑔𝛼𝛽

)︁ 1(︀
1− 𝑃

3 𝑔𝛼𝛽𝜉
𝛼𝜉𝛽

)︀ = 𝑢,

де 1
𝑣 = 𝑣 + 1

4𝑅.

Отримаємо
𝑎𝑖𝑙 =

1
𝑣𝑔𝑖𝑙 + 𝑢𝑃𝑖𝑙,

що i треба було довести.

Розглянемо псевдорiмановi простори 𝑉𝑛, в яких iснує канонiчний
розв’язок лiнiйної системи основних рiвнянь теорiї геодезичних вiдображень,
тобто має мiсце (2.1).

Коварiантно продиференцiюємо (2.1) з урахуванням (1.21), отримаємо

𝜆𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑗𝑔𝑖𝑘 = 𝑣𝑘𝑔𝑖𝑗 + 𝑢𝑘𝑅𝑖𝑗 + 𝑢𝑅𝑖𝑗,𝑘. (2.15)
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Згорнемо по iндексах 𝑖 та 𝑗

2𝜆𝑘 = 𝑛𝑣𝑘 +𝑅𝑢𝑘 + 𝑢𝑅,𝑘. (2.16)

А, якщо згорнути(2.1) по iндексам 𝑗 та 𝑘 будемо мати

(𝑛+ 1)𝜆𝑖 = 𝑣𝑖 + 𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖 + 𝑢𝑅𝛼

𝑖,𝛼. (2.17)

Тут 𝑅𝑗
𝑖,𝑘 = 𝑅𝛼𝑖,𝑘𝑔

𝛼𝑗.

В псевдорiманових просторах 𝑉𝑛 має мiсце рiвнiсть

2𝑅𝛼
𝑖,𝛼 = 𝑅,𝑖. (2.18)

Це дозволяє записати рiвняння (2.17) в виглядi

2(𝑛+ 1)𝜆𝑖 = 2𝑣𝑖 + 2𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖 + 𝑢𝑅,𝑖. (2.19)

Вiднявши рiвняння (2.16) вiд рiвняння (2.19), отримаємо

2𝑛𝜆𝑖 = (2− 𝑛)𝑣𝑖 −𝑅𝑢𝑖 + 2𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖 . (2.20)

Таким чином, має мiсце теорема

Теорема 2.2. Якщо псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 допускає канонiчний розв’язок
лiнiйної форми основних рiвнянь теорiї геодезичних вiдображень, то в
ньому виконуються умови (2.20).

Для псевдорiманових просторiв 𝑉3 рiвняння (2.20) мають вигляд

6𝜆𝑖 + 𝑣𝑖 +𝑅𝑢𝑖 = 2𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖 . (2.21)

Продовжимо розглядати псевдорiмановi простори 𝑉𝑛(𝑛 = 3). Домножимо
(2.2) на iнварiант 𝑢 та врахуємо (2.1)

𝑢𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑎ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑎ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝑎𝑖𝑗𝑔ℎ𝑘 − 𝑎𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗 + 2𝑣(𝑔ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑔ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘). (2.22)
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Коварiантно продиференцiюємо (2.22)

𝑢𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,𝑙 + 𝑢𝑙𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 =

= 𝜆ℎ𝑔𝑘𝑙𝑔𝑖𝑗 + 𝜆𝑘𝑔ℎ𝑙𝑔𝑖𝑗 − 𝜆ℎ𝑔𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑗𝑔ℎ𝑙𝑔𝑖𝑘 + (2.23)

+𝜆𝑖𝑔𝑗𝑙𝑔ℎ𝑘 + 𝜆𝑗𝑔𝑖𝑙𝑔ℎ𝑘 − 𝜆𝑖𝑔𝑘𝑙𝑔ℎ𝑗 − 𝜆𝑘𝑔𝑖𝑙𝑔ℎ𝑗 +

+2𝑣𝑙(𝑔ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑔ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘).

Проциклюємо (2.23) по iндексам 𝑗, 𝑘, 𝑙

𝑢𝑙𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 + 𝑢𝑗𝑅ℎ𝑖𝑘𝑙 + 𝑢𝑘𝑅ℎ𝑖𝑙𝑗 =

= 2𝑣𝑙(𝑔ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑔ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘) + 2𝑣𝑗(𝑔ℎ𝑙𝑔𝑖𝑘 − 𝑔ℎ𝑘𝑔𝑖𝑙) + 2𝑣𝑘(𝑔ℎ𝑗𝑔𝑖𝑙 − 𝑔ℎ𝑙𝑔𝑖𝑗) +

+𝜆ℎ𝑔𝑘𝑙𝑔𝑖𝑗 + 𝜆𝑘𝑔ℎ𝑙𝑔𝑖𝑗 − 𝜆ℎ𝑔𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑗𝑔ℎ𝑙𝑔𝑖𝑘 +

+𝜆ℎ𝑔𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝜆𝑙𝑔ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆ℎ𝑔𝑘𝑗𝑔𝑖𝑙 − 𝜆𝑘𝑔ℎ𝑗𝑔𝑖𝑙 + (2.24)

+𝜆ℎ𝑔𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 + 𝜆𝑗𝑔ℎ𝑘𝑔𝑖𝑙 − 𝜆ℎ𝑔𝑙𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝜆𝑙𝑔ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 +

+𝜆𝑖𝑔𝑗𝑙𝑔ℎ𝑘 + 𝜆𝑗𝑔𝑖𝑙𝑔ℎ𝑘 − 𝜆𝑖𝑔𝑘𝑙𝑔ℎ𝑗 − 𝜆𝑘𝑔𝑖𝑙𝑔ℎ𝑗 +

+𝜆𝑖𝑔𝑘𝑗𝑔ℎ𝑙 + 𝜆𝑘𝑔𝑖𝑗𝑔ℎ𝑙 − 𝜆𝑖𝑔𝑙𝑗𝑔ℎ𝑘 − 𝜆𝑙𝑔𝑖𝑗𝑔ℎ𝑘 +

+𝜆𝑖𝑔𝑙𝑘𝑔ℎ𝑗 + 𝜆𝑙𝑔𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗 − 𝜆𝑖𝑔𝑗𝑘𝑔ℎ𝑙 − 𝜆𝑗𝑔𝑖𝑘𝑔ℎ𝑙.

Пiсля зведення подiбних, (2.24) прийме вигляд

𝑢𝑙𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 + 𝑢𝑗𝑅ℎ𝑖𝑘𝑙 + 𝑢𝑘𝑅ℎ𝑖𝑙𝑗 + 2(𝑣𝑙 − 𝜆𝑙)(𝑔ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑔ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘) +

+2(𝑣𝑗 − 𝜆𝑗)(𝑔ℎ𝑙𝑔𝑖𝑘 − 𝑔ℎ𝑘𝑔𝑖𝑙) + 2(𝑣𝑘 − 𝜆𝑘)(𝑔ℎ𝑗𝑔𝑖𝑙 − 𝑔ℎ𝑙𝑔𝑖𝑗) = 0. (2.25)

Домножимо рiвняння (2.25) на тензор 𝑔𝑙ℎ та згорнемо по iндексам 𝑙 та ℎ

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 + 𝑢𝑗𝑅𝑖𝑘 − 𝑢𝑘𝑅𝑖𝑗 + 2(𝑣𝑘 − 𝜆𝑘)𝑔𝑖𝑗 − 2(𝑣𝑗 − 𝜆𝑗)𝑔𝑖𝑘 +

+6(𝑣𝑗 − 𝜆𝑗)𝑔𝑖𝑘 − 2(𝑣𝑗 − 𝜆𝑗)𝑔𝑘𝑖 + 2(𝑣𝑘 − 𝜆𝑘)𝑔𝑖𝑗 − 6(𝑣𝑘 − 𝜆𝑘)𝑔𝑖𝑗 = 0. (2.26)

Зведемо подiбнi

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 + 𝑢𝑗𝑅𝑖𝑘 − 𝑢𝑘𝑅𝑖𝑗 + 2(𝑣𝑗 − 𝜆𝑗)𝑔𝑖𝑘 − 2(𝑣𝑘 − 𝜆𝑘)𝑔𝑖𝑗 = 0. (2.27)
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Домножимо (2.27) на тензор 𝑔𝑖𝑗 та згорнемо по iндексам 𝑖 та 𝑗

2𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑘 −𝑅𝑢𝑘 − 4(𝑣𝑘 − 𝜆𝑘) = 0. (2.28)

Запишемо (2.28) в виглядi

2𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑘 = 𝑅𝑢𝑘 + 4𝑣𝑘 − 4𝜆𝑘. (2.29)

Вiднiмемо вiд рiвняння (2.29) рiвняння (2.21)

3𝑣𝑘 − 10𝜆𝑘 = 0. (2.30)

Iз рiвняння (2.30) видно, що, якщо 𝑣𝑘 = 0, то i 𝜆𝑘 = 0. А цього бути не може
через припущення про нетривiальнi геодезичнi вiдображення. Аналогiчне
протирiччя можна отримати iз (2.29), якщо припустити, що 𝑢𝑖 = 0. Таким
чином, має мiсце наслiдок

Наслiдок 2.1. В псевдорiманових просторах 𝑉𝑛(𝑛 = 3), що допускають
канонiчнi розв’язки, iнварiанти 𝑣 та 𝑢 вiдмiннi вiд сталих.

2.2 Геодезичнi вiдображення просторiв з обо-
лонками

Далi ми розглянемо геодезичнi вiдображення 𝐷–слабо рекурентних
псевдорiманових просторiв.

Домножимо рiвняння (1.13) на 𝑔ℎ𝑙 та згорнемо по iндексам ℎ та 𝑙

𝑈𝛼𝐷
𝛼
𝑖𝑗𝑘 + 𝑈𝑗𝐷𝑖𝑘 + 𝑈𝑘𝐷𝑖𝑗 = 0. (2.31)

Тут
𝐷𝑖𝑗 = 𝐷𝛼

𝑖𝑗𝛼 = 𝑅𝑖𝑗 −𝐵(𝑛− 1)𝑔𝑖𝑗, (2.32)
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а 𝑅𝑖𝑗 — тензор Рiччi, такий що

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝛼
𝑖𝑗𝛼. (2.33)

При отриманнi формули (2.31) скористались властивiстю тензора 𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘

𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘 +𝐷ℎ

𝑖𝑘𝑗 = 0. (2.34)

Пiдставимо (2.32) в (2.31) та врахуємо означення тензора 𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝐵(𝑢𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑢𝑗𝑔𝑖𝑘) + 𝑢𝑘𝑅𝑖𝑗 − 𝑢𝑗𝑅𝑖𝑘 −𝐵(𝑛− 1)(𝑢𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑢𝑗𝑔𝑖𝑘).

Групуючи, отримаємо

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝑢𝑘(𝑅𝑖𝑗 −𝐵(𝑛− 2)𝑔𝑖𝑗)− 𝑢𝑗(𝑅𝑖𝑘 −𝐵(𝑛− 2)𝑔𝑖𝑘) (2.35)

Позначимо
𝑅𝑖𝑗 −𝐵(𝑛− 2)𝑔𝑖𝑗 = 𝑀𝑖𝑗. (2.36)

Тодi (2.35) прийме вигляд

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝑢𝑘𝑀𝑖𝑗 − 𝑢𝑗𝑀𝑖𝑘. (2.37)

Умови iнтегрування лiнiйної форми основних рiвнянь теорiї геодезичних
вiдображень будуть мать вид

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 𝜆𝑙𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑘𝑖𝑔𝑗𝑙 − 𝜆𝑘𝑗𝑔𝑖𝑙, (2.38)

тут 𝜆𝑖𝑗 = 𝜆𝑖,𝑗.

Домножимо рiвняння (2.38) на вектор 𝑢𝑙 = 𝑢𝛼𝑔
𝛼𝑙 та згорнемо по
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iндексу 𝑙

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝛽𝑢

𝛽 + 𝑎𝛼𝑗𝑅
𝛼
𝑖𝑘𝛽𝑢

𝛽 = 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑘𝑖𝑢𝑗 − 𝜆𝑘𝑗𝑢𝑖. (2.39)

Скористаємось властивостями тензора Рiмана

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝛽𝑢

𝛽 = 𝑎𝛼𝑖 𝑅𝛼𝑗𝑘𝛽𝑢
𝛽 = 𝑎𝛼𝑖 𝑢

𝛽𝑅𝑘𝛽𝛼𝑗 = 𝑎𝛼𝑖 𝑢𝛽𝑅
𝛽
𝑘𝑗𝛼.

Пiдставимо отримане в рiвняння (2.39) та врахуємо рiвняння (2.37)

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼𝑀𝑘𝑗 − 𝑎𝛼𝑖 𝑀𝛼𝑘𝑢𝑗 + 𝑎𝛼𝑗𝑢

𝛼𝑀𝑘𝑖 − 𝑎𝛼𝑗𝑀𝛼𝑘𝑢𝑖 =

= 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝑢𝑗𝜆𝑘𝑖 − 𝑢𝑖𝜆𝑘𝑗. (2.40)

Згрупуємо останнє

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼𝑀𝑘𝑗 + 𝑎𝛼𝑗𝑢

𝛼𝑀𝑘𝑖 =

= 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝑢𝑗(𝑎
𝛼
𝑖 𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑖) + 𝑢𝑖(𝑎

𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗). (2.41)

Переконаємося, що вираз в дужках симетричний, тобто

𝑎𝛼𝑖 𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑖 = 𝑎𝛼𝑘𝑀𝛼𝑖 − 𝜆𝑖𝑘. (2.42)

Для цього врахуємо означення тензора 𝑀𝑖𝑗, симетричнiсть тензора 𝑎𝑖𝑗,
градiєнтнiсть вектора 𝜆𝑖𝑗 = 𝜆𝑗𝑖 = 𝜆𝑖,𝑗 = 𝜆,𝑖𝑗 та вiдому властивiсть тензора
Рiччi

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗 = 𝑎𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖 . (2.43)

Проальтернуємо рiвняння (2.41) по iндексам 𝑘 та 𝑖

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼𝑀𝑘𝑗 − 𝑎𝛼𝑘𝑢

𝛼𝑀𝑖𝑗 =

= 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 − 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑘𝑔𝑖𝑗 + 𝑢𝑖(𝑎
𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗)− 𝑢𝑘(𝑎

𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑖 − 𝜆𝑖𝑗). (2.44)

В рiвняннi (2.44) перепозначимо iндекси 𝑘 та 𝑗

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼𝑀𝑘𝑗 − 𝑎𝛼𝑗𝑢

𝛼𝑀𝑖𝑘 =

= 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 − 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝑢𝑖(𝑎
𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗)− 𝑢𝑗(𝑎

𝛼
𝑘𝑀𝛼𝑖 − 𝜆𝑘𝑖). (2.45)
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Додавши рiвняння (2.45) та (2.41) пiслi зведення подiбних, отримаємо

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼𝑀𝑘𝑗 = 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝑢𝑖(𝑎

𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗). (2.46)

Домножимо рiвняння (2.46) на тензор 𝑔𝑗𝑘 та згорнемо по iндексах 𝑗 та 𝑘

𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖 =
𝑀

𝑛
𝑎𝛼𝑖𝑢

𝛼 − 𝜏𝑢𝑖. (2.47)

Тут 𝑀 = 𝑀𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽; 𝜏 =

1

𝑛
(𝑎𝛾𝛼𝑀𝛾𝛽 − 𝜆𝛼𝛽) 𝑔

𝛼𝛽.

Пiдставимо вираз (2.47) в рiвняння (2.46)

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼

(︂
𝑀𝑘𝑗 −

𝑀

𝑛
𝑔𝑘𝑗

)︂
= 𝑢𝑖(𝑎

𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗 − 𝜏𝑔𝑘𝑗). (2.48)

Так як вектор 𝑢𝑖 ̸= 0, то пiдберемо деякий вектор 𝜉𝑖 так, щоб 𝜉𝛼𝑢𝛼 = 1.

Домножимо рiвняння (2.48) на вектор 𝜉𝑖 та згорнемо по iндексу 𝑖.

𝑎𝛼𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗 − 𝜏𝑔𝑘𝑗 =
1
𝜏

(︂
𝑀𝑘𝑗 −

𝑀

𝑛
𝑔𝑘𝑗

)︂
. (2.49)

де 1
𝜏 = 𝑎𝛼𝛽𝑢

𝛼𝜉𝛽.

Врахуємо вираз (2.49) в рiвняннi (2.48)

(𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼− 1

𝜏𝑢𝑖)

(︂
𝑀𝑘𝑗 −

𝑀

𝑛
𝑔𝑘𝑗

)︂
= 0. (2.50)

Таким чином, доведено теорему.

Теорема 2.3. Якщо 𝐷–слаборекурентний псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 допу-
скає нетривiальнi геодезичнi вiдображення, то в ньому виконується хоча
б одна з умов

𝑀𝑘𝑗 −
𝑀

𝑛
𝑔𝑘𝑗 = 0 (2.51)

або
𝑎𝛼𝑖𝑢

𝛼 =
1
𝜏𝑢𝑖. (2.52)
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Розглянемо псевдорiмановi 𝐷-слаборекурентнi простори, в яких ви-
конується умова (2.51). Врахувавши означення тензора 𝑀𝑖𝑗 (2.36), будемо
мати

𝑅𝑖𝑗 =
𝑅

𝑛
𝑔𝑖𝑗 +𝐵

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛
𝑔𝑖𝑗 (2.53)

Домножимо рiвняння (2.53) на 𝑔𝑖𝑗 та згорнемо по iндексах 𝑖 та 𝑗, отримаємо
𝐵 = 0, i тодi рiвняння (2.53) прийме вигляд

𝑅𝑖𝑗 =
𝑅

𝑛
𝑔𝑖𝑗. (2.54)

Песвдорiмановi простори, в яких виконуються умови (2.54), називають
просторами Ейнштейна.

Таким чином, 𝐷-слаборекурентнi псевдорiмановi простори, якi допу-
скають нетривiальнi геодезичнi вiдображення i, в яких виконується умова
(2.51), будуть слаборекурентними просторами Ейнштейна i тодi

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = (𝑢𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑢𝑗𝑔𝑖𝑘)

𝑅

𝑛
. (2.55)

Домножимо на 𝑔𝑖𝑗 та згорнемо по iндексах 𝑖 та 𝑗

𝑅

𝑛
𝑢𝑘 =

𝑅

𝑛
(𝑛− 1)𝑢𝑘

i тодi 𝑅 = 0. Тобто цi простори будуть просторами нульової скалярної
кривини, а їх тензор Рiччi задовольняє умовi

𝑅𝑖𝑗 = 0. (2.56)

Рiвняння (2.49) прийме вигляд

𝜆𝑖𝑗 + 𝜏𝑔𝑖𝑗 = 0. (2.57)

Простори, в яких iснує векторне поле, що задовольняє умовi (2.57), назива-
ють еквiдiстантними.

Розглянемо 𝐷–слаборекурентнi псевдорiмановi простори, в яких вико-
нуються умови (2.52).
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Вираз (2.52) коварiантно продиференцiюємо:

𝜆𝛼𝑢
𝛼𝑔𝑖𝑗 + 𝜆𝑖𝑢𝑗 + 𝑎𝛼𝑖𝑢

𝛼
,𝑗 =

1
𝜏,𝑗𝑢𝑖+

1
𝜏𝑢𝑖,𝑗. (2.58)

Домножимо рiвняння (2.58) на вектор 𝑢𝑖, згорнемо по iндесу 𝑖 та врахуємо
рiвняння (2.52)

2𝜆𝛼𝑢
𝛼𝑢𝑗 =

1
𝜏,𝑗𝑢𝛼𝑢

𝛼. (2.59)

Якщо вектор 𝑢𝑖 — iзотропний, тобто

𝑢𝛼𝑢
𝛼 = 0, (2.60)

то тодi
𝜆𝛼𝑢

𝛼 = 0 (2.61)

i
𝜆𝛼𝑢

𝛼
,𝑖 + 𝜆𝛼,𝑖𝑢

𝛼 = 0. (2.62)

А рiвняння (2.47) набувають вигляду

𝜆𝛼𝑢
𝛼
,𝑖 =

(︂
𝜏 − 𝑀

𝑛

1
𝜏

)︂
𝑢𝑖. (2.63)

З урахуванням рiвнянь (2.60), (2.61), (2.63) продиференцiюємо (2.58)

𝜆𝑖,𝑘𝑢𝑗 + 𝜆𝑖𝑢𝑗,𝑘 + 𝜆𝑖𝑢𝑘,𝑗 + 𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼
,𝑗𝑘 =

1
𝜏,𝑗𝑘𝑢𝑖+

1
𝜏,𝑗𝑢𝑖,𝑘+

1
𝜏𝑘𝑢𝑖,𝑗+

1
𝜏𝑢𝑖,𝑗𝑘. (2.64)

Домноживши на 𝑢𝑖 та згорнувши по 𝑖, переконаємось, що

𝑢𝛼𝜆𝛼,𝑘 = 0 (2.65)

i
𝜏 =

𝑀

𝑛

1
𝜏. (2.66)
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ВИСНОВКИ

Теорiя геодезичних вiдображень є одним iз iнструментiв моделюва-
ння фiзичних полiв по траєкторiям руху пробних частинок. В просторах
малої розмiрностi є можливiсть продемонструвати можливостi, переваги та
складностi застосування теорiї геодезичних вiдображень псевдорiманових
просторiв.

В роботi дослiджуються нетривiальнi геодезичнi вiдображення трьо-
хмiрних псевдорiманових просторiв. Знайдено розв’язок лiнiйної системи
основних рiвнянь теорiї геодезичних вiдображень. Цей розв’язок є лiнiйною
комбiнацiєю метричного тензора та тензора Рiччi псевдорiманового просто-
ру 𝑉3. В якостi параметрiв виступають два iнварiанта, вiдмiннi вiд констант
за необхiднiстю.

Спецiальна структура розв’язку дозволила довести належнiсть псев-
дорiманових просторiв 𝑉3, якi допускають нетривiальнi геодезичнi вiдобра-
ження до класу слабо рекурентних просторiв. Виявилося, що коварiантна
похiдна iнварiанта утворює векторну оболонку вiдносно тензора 𝐷ℎ

𝑖𝑗𝑘. Вивче-
ння нетривiальних геодезичних вiдображень слабо рекурентних просторiв
дало розумiння, що вони є або просторами Ейнштейна, або похiдна iнва-
рiанту є власним вектором матрицi загального розв’язку лiнiйної форми
основних рiвнянь. Але псевдорiмановi простори Ейнштейна 𝑉3 є просторами
сталої кривини, тому такий пiдхiд дозволив виявить властивiсть одного з
параметрiв загального розв’язку.

Отриманi результати вiдкривають широкi можливостi для детального
подальшого вивчення геодезичних вiдображень псевдорiманових просторiв
𝑉3. Зокрема, вiдповiсти на питання:

1) Чи допускає дане 𝑉3 нетривiальнi геодезичнi вiдображення.
2) Для заданої пари просторiв 𝑉3 визначити, чи можуть вони мати спiльнi

геодезичнi лiнiї.

Iснує класифiкацiя псевдорiманових просторiв за групами рухiв. За-
стосування отриманих результатiв до неї дозволить класифiкувати псевдорi-
мановi простори 𝑉3, якi допускають нетривiальнi геодезичнi вiдображення.
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