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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дослiдження складних систем та побудова ма-
тематичних моделей таких систем сприяла розробцi рiзноманiтних пiдхо-
дiв до розв’язання задач, пов’язаних з цими моделями: з’ясування пи-
тання iснування розв’язку та його єдинiсть, аналiз характеру поведiнки
складної системи без знаходження явного вигляду розв’язку вiдповiдно-
го диференцiального рiвняння. Але складнiсть системи (як, наприклад,
наявнiсть змiнних iз значною рiзницею у швидкостi, суттєва нелiнiйнiсть
рiвнянь руху системи, розривний або iмпульсний характер динамiки то-
що) викликала суттєвi труднощi при реалiзацiї обчислювальних алгори-
тмiв або взагалi робила неможливою розв’язання задачi навiть за допо-
могою обчислювальної технiки.

Асимптотичнi методи часто дозволяють спростити задачу дослiджен-
ня складних систем. Одним iз ключових етапiв розвитку асимптотичних
методiв, зокрема — методу усереднення, стали роботи А. Пуанкаре, в
яких вiн ввiв поняття асимптотичного ряду та асимптотичного розкла-
ду функцiї, розробив метод малого параметру. Строге математичне об-
ґрунтування можливостi застосування методу усереднення та постановка
задачi усереднення в стандартному виглядi були викладенi в моногра-
фiї М. М. Крилова та М. М. Боголюбова «Вступ в нелiнiйну механiку»
(1937 р.)

Про можливiсть застосування методу усереднення до задач оптималь-
ного керування вперше наголосив М. М. Моiсеєв. Вiн визначив два основ-
них пiдходи: перший — це усереднення крайової задачi принципу макси-
муму Понтрягiна та отримання асимптотично оптимального керування
через розв’язання усередненої крайової задачi, яка вiдповiдає вихiднiй
крайовiй задачi; другий пiдхiд — це усереднення рiвнянь керованого ру-
ху та утворення нової задачi керування усередненою системою. Перший
пiдхiд вимагав додатково розробки схем усереднення для систем iз роз-
ривною правою частиною, оскiльки саме розривнiсть правої частини є
специфiкою крайової задачi принципу максимуму Понтрягiна. Застосу-
вання другого пiдходу знiмає проблему розривностi, але вимагає уваги
до наявностi керування в правiй частинi. Природним узагальненням ди-
ференцiального рiвняння, права частина якого мiстить керування, є ди-
ференцiальне включення — нова математична постановка, яка описує ди-
намiку в’язки траєкторiй.

В. О. Плотнiков узагальнив метод усереднення на випадок диференцi-
альних включень та разом iз колегами та своїми учнями суттєво розши-
рив класи задач, в тому числi задач оптимального керування, для яких
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обґрунтована можливiсть застосування методу усереднення та розробле-
нi вiдповiднi схеми усереднення. Пiзнiше в роботах В. О. Плотнiкова,
Л. I. Плотнiкової, А. В. Плотнiкова, О. Н. Вiтюка, О. Д. Кiчмаренко,
Н. В. Скрипник, Н. Кiтанова, А. Т. Ярового та iн. метод усереднення був
розвинутий для iнтегро–диференцiальних включень, включень iз частин-
ними похiдними, включень iз похiдною Хукухари, апроксимацiйних рiв-
нянь в метричних просторах, квазiдиференцiальних рiвнянь, включень та
динамiчних систем iз запiзненням та iмпульсами, рiвнянь iз запiзненням
та максимумом в правiй частинi, рiвнянь з нечiткою правою частиною.

Практично всi згаданi результати були отриманi для систем рiзних
типiв на неперервному часi. Для дискретних динамiчних систем обґрун-
тування методу усереднення було отримано в роботах В. О. Плотнiкова,
Л. I. Плотнiкової разом з А. Т. Яровим, в статтях I. А. Бойцової та робо-
тах О. Д. Кiчмаренко i М. Л. Карпичевої, причому дискретнi системи в
них розглядалися як багатокроковий процес з постiйним кроком.

З появою роботи S. Hilger «Ein Maßkettenkalkül mit Anwendung auf
Zentrumsmannigfaltigkeiten» (1988 р.) природу часу в динамiчнiй системi
можна розумiти по–новому та однiєю мовою описувати як неперервнi i
дискретнi системи, так i змiшанi випадки. Такi новi системи називаються
динамiчними системами на часових шкалах. Докладне викладення ана-
лiзу динамiчних систем на часових шкалах можна знайти, наприклад, в
монографiї M. Bohner та A. Peterson «Dynamic Equations on Time Scales:
An Introduction with Applications» (2001 р.). За порiвняно короткий термiн
в 2000-х роках на випадок часових шкал були перенесенi основнi резуль-
тати теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, теорiї стiйкостi та деякi
асимптотичнi методи дослiджень.

M. Bohner одним iз перших розглянув задачi варiацiйного числення
на часових шкалах, пiзнiше цей напрямок був ґрунтовно розроблений
R. Ferreira, A. Malinowska та D. Torres i знайшов своє застосування в
задачах математичної економiки. За останнє десятилiття досить актив-
но вивчалися можливостi переносу на часовi шкали двох основних ме-
тодiв розв’язання задач оптимального керування: принципу максимуму
Понтрягiна та рiвняння Гамiльтона—Якобi—Беллмана. На сьогоднi ця
проблема не вирiшена остаточно, хоча цiкавi результати для широкого
класу задач керування отриманi в останнi роки О. М. Станжицьким та
О. Є. Лавровою. Зважаючи на зв’язок мiж теорiєю оптимального керува-
ння та многозначним аналiзом, дуже важливим напрямком дослiджень є
теорiя динамiчних включень на часових шкалах, яка в останнi роки до-
сить активно розробляється в роботах I. Santos i G. Silva, Y. Peng i G. Liu,
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T. Donchev i M. Rafaqat та iнших. Це дозволяє ставити питання про пе-
ренесення розроблених для диференцiальних включень асимптотичних
методiв, про якi згадувалось вище, на випадок динамiчних включень на
часових шкалах.

В роботах A. Slav́ık в 2012 роцi вперше було запропоновано схему усе-
реднення для динамiчної системи на часовiй шкалi, згiдно з якою в якостi
усередненої було обране узагальнене диференцiальне рiвняння. А отже,
операцiя усереднення не забезпечувала замкненостi множини розв’язкiв.

Досить короткий iсторичний перiод iснування теорiї динамiчних си-
стем на часових шкалах та стрiмке зростання кiлькостi наукових дослi-
джень в цiй галузi говорить про те, що, з одного боку, обраний напрямок
є перспективним в теорiї динамiчних систем, а з другого боку, в цьому
полi дослiджень є ще дуже багато вiдкритих питань.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню динамiчних систем на
часових шкалах без керування i з керуванням, зокрема обґрунтуванню
для таких систем можливостi застосування рiзних схем методу усередне-
ння та розробцi на їх основi чисельно–асимптотичного методу розв’язання
задач оптимального керування динамiчними системами на часовiй шкалi.
Окремо дослiджувались асимптотичнi властивостi розв’язкiв побудованої
моделi реального процесу на часовiй шкалi.

Зв’язок роботи з науковими планами, програмами, темами.
Дисертацiйна робота виконана в рамках дослiджень кафедри оптималь-
ного керування та економiчної кiбернетики Одеського нацiонального унi-
верситету iменi I. I. Мечникова, теми №0111U005877 «Удосконалення чи-
сельно–асимптотичних методiв розв’язування задач оптимального керу-
вання» та №0117U004072 «Методи усереднення для керованих систем рi-
зної природи».

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є
подальший розвиток теорiї асимптотичних методiв для динамiчних си-
стем на часових шкалах.

В роботi поставленi та вирiшенi наступнi завдання:
— обґрунтувати схему повного та часткового усереднення для динамi-

чних систем на часовiй шкалi за умови, що усереднена система має ту
ж природу, що i вихiдна та визначена на тiй самiй часовiй шкалi;

— розробити схеми усереднення для ∆–перiодичних систем з малим па-
раметром на часовiй шкалi;

— отримати умови застосування методу усереднення на нескiнченному
промiжку для динамiчної системи на часових шкалах;
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— обґрунтувати метод усереднення для керованих динамiчних систем на
часових шкалах та розробити на його основi чисельно–асимптотичний
метод розв’язання задач оптимального керування динамiчними систе-
мами на часовiй шкалi;

— побудувати динамiчну модель реального процесу на часовiй шкалi,
дослiдити вплив характеристик шкали на властивостi та поведiнку
розв’язкiв вiдповiдної динамiчної системи на шкалi.
Об’єкт дослiдження — динамiчнi системи на часових шкалах, як

без керування, так i з керуванням.
Предметом дослiдження є розв’язки диференцiальних рiвнянь на

часових шкалах, якi не мiстять керування та розв’язки диференцiальних
рiвнянь з керуванням на часових шкалах, керування динамiчними систе-
мами на часових шкалах та критерiї якостi керування.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи розв’я-
зання задач оптимiзацiї, методи загальної теорiї динамiчних систем на
часових шкалах, методи теорiї стiйкостi динамiчних систем на часових
шкалах, методи многозначного аналiзу, методи багатокритерiальної опти-
мiзацiї та методи лiнiйної алгебри.

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiйнiй ро-
ботi
— вперше отримане обґрунтування схем повного та часткового усередне-

ння для динамiчних систем на часовiй шкалi з малим параметром на
асимптотично великому та нескiнченому промiжках за умови, що усе-
реднена система має ту ж саму природу, що i вихiдна та визначена на
тiй самiй часовiй шкалi;

— вперше для ∆–перiодичних систем з малим параметром отримано лi-
нiйну оцiнку похибки методу усереднення; вперше введено клас гео-
метрично ∆–квазiперiодичних систем, для яких обґрунтована можли-
вiсть застосування методу усереднення;

— вперше обґрунтовано метод усереднення для керованих динамiчних
систем на часових шкалах з малим параметром, запропоновано алго-
ритм вiдповiдностi керувань вихiдної та усередненої систем, обґрунто-
вано чисельно–асимптотичний метод розв’язання задач оптимального
керування динамiчною системою на часовiй шкалi з термiнальним та
векторним критерiєм якостi;

— вперше побудовано модель на часовiй шкалi процесу розповсюдження
iнформацiї в соцiальнiй мережi, для якої отримано умови iснування
єдиного стану рiвноваги та умови рiзних типiв його стiйкостi, виявлено
вплив характеристик шкали на якiсну поведiнку розв’язкiв системи.
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Практичне значення одержаних результатiв. Результати, отри-
манi в дисертацiї, мають здебiльшого теоретичний характер. Запропоно-
ваний чисельно–асимптотичний метод розв’язання задач оптимального
керування динамiчними системами на шкалах може знайти своє застосу-
вання при вивченнi моделей складних систем, для яких час має змiшану
дискретно–неперервну структуру.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiдження
та постановка основних завдань належать науковому керiвнику О. Д. Кi-
чмаренко. Результати дисертацiйної роботи отриманi автором самостiйно
та опублiкованi в п’яти наукових статтях [1, 2, 3, 4, 5]. З них три роботи
[1, 2, 3] опублiкованi у спiвавторствi iз О. Д. Кiчмаренко, якiй належить
постановка задачi та загальне керiвництво роботою. В опублiкованих те-
зах доповiдей [10] автору належить постановка задачi та формулювання
основного результату, А. В. Кац належить практична реалiзацiя та чи-
сельне дослiдження моделi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiдження до-
повiдались та обговорювались на наукових конференцiях та наукових се-
мiнарах, а саме:
— XVI Мiжнародна конференцiя «Dynamical system modelling and stabi-

lity investigation», 29-31 травня 2013 р., м. Київ, Україна;
— Мiжнародна математична конференцiя, присвячена 75-рiччю з дня на-

родження акад. А. М. Самойленка «Крайовi задачi, теорiя функцiй та
їх застосування», 12–14 червня 2013 р., м. Слав’янск, Україна;

— XXII Мiжнародна конференцiя “Problems of Decision Making under
Uncertainties”, 23–27 вересня 2013 р., Форос-Ялта, Україна;

— Международная конференция к 95-летию со дня рождения акад. Е. А.
Барбашина «Динамические системы: устойчивость, управление, опти-
мизация», 1–5 октября 2013 г., г. Минск, Республика Беларусь;

— Дев’ята мiжнародна науково-практична конференцiя «Математичне
та iмiтацiйне моделювання систем», 23-27 червня 2014 р., Київ-Жукiн,
Україна;

— Tenth International Conference «Game Theory and Management», Saint
Petersburg, Russia, 2016;

— Мiжнародна лiтня математична школа пам’ятi В. О. Плотнiкова, 12–
17 вересня 2016 р., м. Одеса, Україна;

— Мiжнародна конференцiя «Диференцiальнi рiвняння та їх застосува-
ння», 19-21 травня 2017 р., м. Кам’янець-Подiльський, Україна;

— XVIII Мiжнародна конференцiя «Dynamical system modeling and stabi-
lity investigation», 24–26 травня 2017 р., м. Київ, Україна;
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— засiдання наукового семiнару кафедри оптимального керування та еко-
номiчної кiбернетики Одеського нацiонального унiверситету iменi
I. I. Мечникова 28 травня 2015, м. Одеса, Україна;

— International Workshop «Nonlinear Analysis and Nonautonomous Ordi-
nary Differential Equations», June 23–27, 2017, Odesa, Ukraine.

— Спiльний науковий семiнар кафедри iнтегральних та диференцiаль-
них рiвнянь i кафедри загальної математики механiко–математичного
факультету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шев-
ченка пiд керiвництвом акад., д. ф.-м.н., проф. М. О. Перестюка та д.
ф.-м. н., проф. О. М. Станжицького, Київ, 2017 р.

Публiкацiї. Результати дисертацiйного дослiдження висвiтленi в 14
наукових публiкацiях. З них п’ять це статтi в наукових фахових виданнях
[1, 2, 3, 4, 5], зокрема, [2, 3, 4] — у виданнях з iмпакт–фактором, що
включенi до наукометричної бази Scopus. Крiм того, опублiковано дев’ять
тез доповiдей на мiжнародних та всеукраїнських конференцiях [6, 7, 8, 9,
10, 11, 12, 13, 14].

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з анота-
цiї, вступу, чотирьох роздiлiв, загальних висновкiв, списку використаних
джерел та додаткiв. Повний обсяг роботи мiстить 155 сторiнок друкова-
ного тексту, список використаних джерел мiстить 103 найменування.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, сфор-
мульована мета i задачi дослiдження, об’єкт та предмет дослiдження, ви-
значено наукову новизну, практичну значущiсть отриманих результатiв,
особистий внесок здобувача та апробацiю отриманих результатiв.

В першому роздiлi мiститься огляд лiтератури за напрямком ди-
сертацiйної роботи, висвiтлено iсторiю розвитку асимптотичних методiв
дослiдження динамiчних систем та сучаснi результати в цiй областi. Роби-
ться стислий огляд теорiї динамiчних систем на часових шкалах та суча-
сних напрямкiв її розвитку. Наводиться порiвняння з деякими роботами
iнших авторiв, близькими до задач, розв’язаних в дисертацiї.

Другий роздiл мiстить обґрунтування рiзних схем методу усередне-
ння динамiчних систем на часових шкалах з малим параметром стандар-
тного вигляду.

Пiд часовою шкалою розумiється непуста замкнена пiдмножина мно-
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жини дiйсних чисел1. Довiльна часова шкала зазвичай позначається сим-
волом T. Властивостi часової шкали визначаються трьома функцiями: 1)
оператором переходу вперед σ(t) = inf {s ∈ T : s > t}; 2) оператором пе-
реходу назад ρ(t) = sup {s ∈ T : s < t} (при цьому вважається, що inf ∅ =
supT та sup∅ = inf T; 3) функцiєю зернистостi µ(t) = σ(t)− t. Поведiнка
операторiв σ(t) та ρ(t) в конкретнiй точцi часової шкали визначає тип
цiєї точки. Так, при t < σ(t) точка t називається справа розсiяною, при
t = σ(t) — справа щiльною. Аналогiчно, точка буде називатися розсiяною
злiва при ρ(t) < t та щiльною злiва при ρ(t) = t. Нарештi, точка може
бути щiльною (ρ(t) = t = σ(t)) або iзольованою (ρ(t) < t < σ(t)). Важли-
ву роль вiдiграє пiдмножина часової шкали Tκ: якщо iснує така справа
розсiяна точка M ∈ T, що M = supT < ∞, то Tκ = T \ {M}; в iншому
випадку вважається Tκ = T.

Число f∆(t) називатимемо ∆-похiдною функцiї f : T → R в точцi
t ∈ Tκ, якщо для довiльних ε > 0 знайдеться такий окiл U точки t, що∣∣f(σ(t))− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)

∣∣ 6 ε |σ(t)− s| для всiх s ∈ U . Якщо f∆(t)
iснує для всiх t ∈ Tκ, то f : T → R називається ∆-диференцiйованою на
Tκ, а функцiя f∆(t) : Tκ → R називається дельта-похiдною функцiї f на
Tκ.

Функцiя f : T→ R називається rd-неперервною (пишуть f ∈ ∈ Crd(T)),
якщо в справа щiльних точках вона неперервна, а в злiва щiльних точках
має скiнченнi лiвостороннi границi. Множину диференцiйованих функцiй,
похiдна яких є rd-неперервною, позначають C1

rd = C1
rd(T). Операцiя iнте-

грування функцiї на часовiй шкалi визначається як обернена до операцiї
диференцiювання через поняття передпервiсної, хоча можливi й iншi еквi-

валентнi означення. ∆–iнтеграл функцiї f(t) позначається через
∫
f(t)∆t.

Розв’язком диференцiального рiвняння x∆(t) = f(t, x(t)), де x ∈ Rn,
t ∈ T, називається функцiя x(t), якщо x(t) ∈ C1

rd ([t0,+∞) ∩ T) i при
пiдстановцi її в рiвняння останнє перетворюється в тотожнiсть.

В пiдроздiлi 2.1 встановлюється близькiсть розв’язкiв вихiдної системи

x∆ = εX(t, x), x(t0) = x0, (1)

де t ∈ T — час, заданий часовою шкалою T iз функцiєю зернистостi µ(t),
ε > 0 — малий параметр, x : T → D,D ⊂ R, X : T × Rn → Rn, та
усередненої системи

ξ∆ = εX (ξ) ξ(t0) = x0, (2)
1Bohner M., Peterson A. Dynamic Equations on Time Scales: An Introduction with

Applications. Birkhäuser Basel, 2001.
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де
X(x) = lim

T→∞
T∈T

1

T

T∫
t0

X(t, x)∆t, (3)

на асимптотично великому промiжку часу.

Теорема 2.1. Нехай в областi Q =
{
t ∈ T, x ∈ D

}
виконуються

наступнi умови:
1) функцiя X(t, x) rd-неперервна за t i для неї виконуються умови

iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi, причому для всiх
(t, x) ∈ Q ‖X(t, x)‖ 6M,M > 0. Крiм того, X(t, x) лiпшицева за
x з константою λ > 0;

2) границя (3) iснує рiвномiрно вiдносно x ∈ D;
3) розв’язок ξ(t) усередненої системи (2) з початковою умовою ξ(t0) =

x0 ∈ D′ ⊂ D визначений для усiх t ∈ Tκ i лежить разом iз ρ-
околом в областi D;

4) iснує таке число µ0 > 0, що для кожного t ∈ Tκ або µ(t) = 0, або
µ(t) > µ0.

Тодi для будь-яких η > 0 та L > 0 знайдеться таке ε0 (η, L) > 0, що для
0 < ε < ε0 i t0 6 t 6 Lε−1 справедлива оцiнка

‖x(t)− ξ(t)‖ 6 η , (4)

де x(t) та ξ(t) — розв’язки задач Кошi (1) i (2) вiдповiдно.
При доведеннi цiєї теореми та низки подальших результатiв викори-

стовується спецiальний спосiб розбиття промiжку часової шкали, так зва-
не δ-розбиття: для заданого дiаметру розбиття δ за першу точку розбиття
береться точка t0, а наступнi точки визначаються за формулою

ti =

{
sup (ti−1, ti−1 + δ], якщо ti−1 + δ ∈ Tκ,

σ(ti−1), якщо ti−1 + δ /∈ Tκ.

У пiдроздiлi 2.2 системi (1) ставиться у вiдповiднiсть частково усере-
днена система

ξ∆ = εX̃ (t, ξ) ξ(t0) = x0, (5)

де

lim
T→∞
T∈T

1

T

T∫
t0

∥∥∥X(t, x)− X̃(t, x)
∥∥∥∆t = 0. (6)

Доводиться можливiсть застосування такої схеми часткового усереднення
та отримана оцiнка близькостi розв’язкiв систем (1) та (5).
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Теорема 2.2. Нехай в областi Q = {t ∈ T, x ∈ D} виконуються на-
ступнi умови:

1) функцiї X(t, x) та X̃(t, x) rd-неперервнi за t, обмеженi констан-
тою M > 0 та задовольняють умову Лiпшиця за x з констан-
тою λ > 0;

2) границя (6) iснує рiвномiрно вiдносно x ∈ D;
3) розв’язок ξ(t) частково усередненої системи (5) з початковою умо-

вою ξ(t0) = x0 ∈ D′ ⊂ D визначений для усiх t ∈ T i лежить разом
iз ρ-околом в областi D;

4) iснує таке число µ0 > 0, що для будь-якого t ∈ T або µ(t) = 0, або
µ(t) > µ0.

Тодi для будь-яких η > 0 та L > 0 знайдеться таке ε0 (η, L) > 0, що для
0 < ε < ε0 та t0 6 t 6 Lε−1 справедлива нерiвнiсть ‖x(t)− ξ(t)‖ 6 η де
x(t) та ξ(t) — розв’язки задач Кошi (1) i (5) вiдповiдно.

Також у цьому пiдроздiлi показано, що можна виключити вимогу лi-
пшицевостi правої частини вихiдної системи (1) (при цьому втрачається
єдинiсть розв’язку) та послабити умову рiвномiрної збiжностi границi (3)
або (6), замiнивши її на умову iснування границi в кожнiй точцi.

Теорема 2.3. Нехай в областi Q = {t ∈ T, x ∈ D} виконуються на-
ступнi умови:

1) функцiя X(t, x) rd-неперервна за t, обмежена константою M > 0
та рiвномiрно неперервна за x вiдносно t;

2) функцiя X̃(t, x) rd-неперервна за t, обмежена константою M > 0
та задовольняє умову Лiпшиця за x з константою λ > 0;

3) границя (6) iснує рiвномiрно вiдносно x ∈ D;
4) розв’язок ξ(t) частково усередненої системи (2) з початковою умо-

вою ξ(t0) = x0 ∈ D′ ⊂ D визначений для усiх t ∈ T i лежить разом
iз ρ-околом в областi D;

5) iснує таке число µ0 > 0, що для будь-якого t ∈ T або µ(t) = 0, або
µ(t) > µ0.

Тодi для будь-яких η > 0 та L > 0 знайдеться таке ε0 (η, L) > 0, що для
0 < ε < ε0 та t0 6 t 6 Lε−1 справедлива нерiвнiсть ‖x(t)− ξ(t)‖ 6 η, де
x(t) та ξ(t) — розв’язки задач Кошi (1) i (5) вiдповiдно.

Теорема 2.4. Нехай в областi Q = {t ∈ T, x ∈ D}, де множина D
замкнена, виконуються умови теореми 2.3, а умова 3) замiнена насту-
пною:

3′) границя (6) iснує в кожнiй точцi x ∈ D.
Тодi для будь-яких η > 0 та L > 0 знайдеться таке ε0 (η, L) > 0, що для
0 < ε < ε0 та t0 6 t 6 Lε−1 справедлива нерiвнiсть ‖x(t)− ξ(t)‖ 6 η, де
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x(t) та ξ(t) — розв’язки задач Кошi (1) i (5) вiдповiдно.
Пiдроздiл 2.3 присвячено дослiдженню динамiчних систем на часових

шкалах загальної природи, для яких знiмається обмеження на функцiю
зернистостi часової шкали. Це стало можливим завдяки детальному до-
слiдженню властивостей δ-розбиття часового промiжку.

Теорема 2.5. Нехай |T| > ℵ0, Q =
{
t ∈ T, x ∈ D

}
, x(t) та ξ(t)

позначають розв’язки задач Кошi (1) та (2) вiдповiдно. Припустимо,
що в областi Q виконуються наступнi умови:

1) функцiя X(t, x) є rd-неперервною за t та, крiм цього, X(t, x) задо-
вольняє умови iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi, рiвно-
мiрно обмежена та задовольняє умову Лiпшиця вiдносно змiнної
x iз константою λ > 0;

2) границя (3) iснує рiвномiрно вiдносно x ∈ D;
3) розв’язок ξ(t) усередненої системи (2) iз початковою умовою ξ(t0) =

x0 ∈ D′ ⊂ D визначений для усiх t ∈ Tκ та разом iз своїм ρ-околом
лежить в D.

Тодi для будь-яких η > 0 та L > 0 знайдеться ε0 (η, L) > 0 таке, що
для усiх 0 < ε < ε0 та t ∈

[
t0, t0 + Lε−1

]
∩ T справедлива нерiвнiсть

‖x(t)− ξ(t)‖ 6 η.
Пiдроздiл 2.4 присвячено дослiдженню систем з перiодичним характе-

ром динамiки. Використовуючи концепцiю перiодичностi, запропоновану
M. Adivar (2013), розглянуто динамiчну систему:

x∆ = εX(t, x), x(t0) = x0. (7)

Тут T— необмежена зверху часова шкала, що є перiодичною вiдносно зсу-
вiв δ± з перiодом P ∈ (t0,+∞)T∗ , x ∈ Rn, ε > 0 — малий параметр, X(t, x)
є n-вимiрною вектор–функцiєю, кожна компонента якої є ∆-перiодичною
вiдносно зсувiв δ±(T, t) функцiєю, T ∈ [P,+∞)T∗ . ∆-перiодичнiсть вiдно-
сно зсувiв δ±(T, t) розумiється в сенсi означення M. Adivar2.

У вiдповiднiсть до вихiдної системи (7) ставиться частково усереднена
система на тiй самiй часовiй шкалi:

ξ∆ = εX̃(t, ξ), ξ(t0) = x0, (8)

де

2Adivar M. A new periodicity concept for time scales / M. Adivar // Mathematica
Slovaca. – 63(4). – 2013. – P. 817–828
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X̃(t, x) =

{
X̃i(x) =

1

δ(i+1)(t0)− δ(i)(t0)

δ(i+1)(t0)∫
δ(i)(t0)

X(t, x)∆t,

δ(i)(t0) 6 t < δ(i+1)(t0), i = 0, 1, 2, . . .

}
.

(9)

Для систем (7), (8) доведена теорема про близькiсть розв’язкiв з лiнiйною
вiдносно малого параметра оцiнкою.

Теорема 2.6. Нехай Q =
{
t ∈ T, x ∈ D

}
, x(t) та ξ(t) є розв’яз-

ками задач Кошi (7) та (8) вiдповiдно. Припустимо, що в областi Q
виконуються наступнi умови:

1) кожна компонента вектор–функцiї X(t, x) є ∆-перiодичною фун-
кцiєю вiдносно зсувiв δ±(T, t), T ∈ [P,+∞)T∗ ;

2) функцiя X(t, x) є rd-неперервною вiдносно t та задовольняє умовам
iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi, рiвномiрно обмеже-
на та задовольняє умову Лiпшиця з константою λ > 0;

3) iснує константа K > 0 така, що для усiх i > 1 виконується на-
ступна нерiвнiсть δ(i+1)(t0)− δ(i)(t0) 6 K;

4) розв’язок ξ(t) усередненої системи iз початковою умовою ξ(t0) =
x0 ∈ D′ ⊂ D визначений для усiх t ∈ Tκ та разом iз своїм ρ-околом
лежить в D.

Тодi для будь-якого L > 0 знайдеться ε0 (L) > 0 таке, що для всiх 0 <
ε < ε0 та t ∈

[
t0, t0 + Lε−1

]
∩ T справедлива оцiнка ‖x(t)− ξ(t)‖ 6 Cε.

Далi в цьому ж пiдроздiлi вводиться означення геометрично ∆-квазi-
перiодичної функцiї, з’ясовуються її важливi властивостi, завдяки яким
усереднену систему можна побудувати зручним способом:

ξ∆ = εX̂(t, ξ), ξ(t0) = x0, (10)

де
X̂(t, x) =

{
X̂i(x) =

γi

δ(i+1)(t0)− δ(i)(t0)

δ+(T,t0)∫
t0

X(t, x)∆t,

δ(i)(t0) 6 t < δ(i+1)(t0), i = 0, 1, 2, . . .

}
.

(11)

Для задач (7), (10) також доведена теорема про лiнiйну вiдносно ε
близькiсть розв’язкiв цих систем.
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Теорема 2.7. Нехай виконуються умови 2)–4) теореми 2.6 i, крiм
цього, кожна компонента вектор–функцiї X(t, x) є геометрично ∆-квазi-
перiодичною функцiєю з перiодом T та множником γ для будь-якого фi-
ксованого x.

Тодi для будь-якого L > 0 найдеться ε0 (L) > 0 таке, що для усiх 0 <
ε < ε0 та t ∈

[
t0, t0 + Lε−1

]
∩ T справедлива нерiвнiсть ‖x(t)− ξ(t)‖ 6

Cε, де через x(t) та ξ(t) позначено розв’язки задач Кошi (7) та (10)
вiдповiдно.

В пiдроздiлi 2.5 метод усереднення переноситься на нескiнчений про-
мiжок часу за умови, що розв’язок усередненої системи є асимптотично
стiйким.

Теорема 2.8. Нехай T — необмежена зверху часова шкала, Q =
{
t ∈

T, x ∈ D
}
, через x(t) та ξ(t) позначено розв’язки задач Кошi (1) та (2)

вiдповiдно. Припустимо, що в областi Q виконуються наступнi умови:
1) функцiя X(t, x) — rd-неперервна вiдносно t та задовольняє умову

Лiпшиця вiдносно x з константою λ > 0;
2) границя (3) iснує рiвномiрно вiдносно x ∈ D та функцiя X(x) обме-

жена;
3) розв’язок ξ(t) усередненої системи (2) з початковою умовою ξ(t0) =

x0 ∈ D′ ⊂ D визначений для усiх t ∈ Tκ та разом iз своїм ν-околом
лежить в D.

4) розв’язок ξ(t) рiвномiрно асимптотично стiйкий.
Тодi для будь-якого η : 0 < η < ν знайдеться ε0 > 0 таке, що 0 < ε < ε0

та t > t0 буде виконуватися нерiвнiсть ‖x(t)− ξ(t)‖ < η.
Цей результат є аналогом теореми Банфi—Фiлатов для звичайних ди-

ференцiальних рiвнянь.
В третьому роздiлi розглядається задача оптимального керування

системою {
x∆(t) = ε [f(t, x(t)) +A(x(t))ϕ(t, u(t))]

x(t0) = x0,
(12)

якiсть керування визначається термiнальним функцiоналом:

min J [u] = Φ (x(t1)) . (13)

Тут T— часова шкала, supT = +∞, t ∈ [t0, t1]∩T, x ∈ Rn, x∆ — ∆-похiдна,
ε > 0 — малий параметр, f(t, x) — n-вимiрна вектор-функцiя, A(x) —
n×m матриця, ϕ(t, u) —m-вимiрна рiвномiрно обмежена вектор-функцiя,
u(t) ∈ U — вектор керування, U ∈ comp (Rr), t0 > inf T, Φ(·) : Rn→R.



13

Допустимими керуваннями в системi (12) вважаються функцiї u(t), якi
є локально iнтегрованими на шкалi при t > t0 та приймають значення з
множини U ∈ comp (Rr). Розв’язком задачi (12)-(13) є пара (x∗, u∗), якщо
u∗ є допустимим керуванням та J [u∗] = inf

u∈U
J [u], а x∗(t) = x(t, u∗(t)) —

траєкторiя, що вiдповiдає керуванню u∗(t).
Для задачi (12)–(13) побудована вiдповiдна їй усереднена задача{

ξ∆ = ε
[
f̄ (ξ) +A (ξ) v

]
ξ(t0) = x0,

(14)

з критерiєм якостi
min J̄ [v] = Φ (ξ(t1)) , (15)

де
f̄(x) = lim

T→∞
T∈T

1

T

T∫
t0

f(t, x)∆t,

v ∈ V, V = co

 lim
T→∞
T∈T

1

T

T∫
t0

ϕ(t, U)∆t

 .

(16)

Останнiй iнтеграл в (16) слiд розумiти як аналог iнтеграла Аумана на
часовiй шкалi, а збiжнiсть вiдповiдної границi розумiється у сенсi метрики
Хаусдорфа.

У пiдроздiлi 3.1 описується алгоритм вiдповiдностi для керувань вихi-
дної та усередненої задач . Нехай спочатку задане допустиме керування
v(t) ∈ V усередненої задачi. Йому у вiдповiднiсть ставиться керування
u(t) ∈ U вихiдної задачi наступним чином:

a) обирається деяке δ–розбиття часової шкали T, точки якого позна-
чаються ti;

b) обчислюються значення vi =
1

ti+1 − ti

ti+1∫
ti

v(s)∆s, i = 0, 1, 2, . . . ;

c) будується керування u(t) = {ui(t), ti 6 t < ti+1}, де ui(t) — розв’язок

задачi мiнiмiзацiї норми

∥∥∥∥∥ 1
ti+1−ti

ti+1∫
ti

ϕ(t, u(t))∆t− vi

∥∥∥∥∥, тобто
ui(t) = argmin

u(t)∈U

∥∥∥∥∥∥ 1

ti+1 − ti

ti+1∫
ti

ϕ(t, u(t))∆t− vi

∥∥∥∥∥∥ .
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Тепер нехай вiдоме керування u(t) ∈ U вихiдної задачi, йому ставиться
у вiдповiднiсть керування v(t) ∈ V усередненої задачi наступним чином:

a) фiксується визначене вище δ–розбиття T;

b) обчислюються значення wi =
1

ti+1 − ti

ti+1∫
ti

ϕ(t, ui(t))∆t, i = 0, 1, 2, . . . ;

c) побудується керування v(t) = {vi, ti 6 t < ti+1}, де vi(t) знаходи-
ться з умови vi = argmin

v∈V
‖wi − v‖.

В параграфi 3.1.3 встановлюються умови близькостi траєкторiй вихi-
дної та усередненої систем при застосуваннi цього алгоритму.

Теорема 3.1. Нехай в областi Q = {t ∈ T, u ∈ U ⊂ comp(Rr) , x ∈
D ⊂ Rn} виконанi наступнi умови:

1) функцiя f(t, x) rd-неперервна за t i для неї виконанi умовi iснування
та єдиностi розв’язку задачi Кошi, причому для всiх (t, x) ∈ Q
‖f(t, x)‖ 6 M , M > 0, f(t, x) лiпшицева за x з константою
λ > 0;

2) функцiя A(x) задовольняє умову Лiпшиця за x з константою λA
та обмежена константою M ;

3) функцiя ϕ(t, u) rd-неперервна за t i неперервна за u, обмежена кон-
стантою M ;

4) для будь-яких припустимих керувань v(t) розв’язок ξ(t) усередне-
ної системи (14) з початковою умовою ξ(t0) = x0 ∈ D′ ⊂ D разом
iз ρ-околом лежить в областi D;

5) iснує таке число µ0 > 0, що для будь-якого t ∈ Tκ або µ(t) = 0, або
µ(t) > µ0.

Тодi для будь-яких 0 < η 6 ρ та L > 0 знайдуться такi додатнi
числа ε0 (η, L) > 0 та δ0 > 0, що для 0 < ε < ε0 та t0 6 t 6 Lε−1

⋂
T

справедливi наступнi твердження:
1. Для будь-якого припустимого керування v(t) системи (14) iснує

керування u(t) системи (12) таке, що справедлива нерiвнiсть
‖x(t)− ξ(t)‖ 6 η, де x(t) — розв’язок системи (12), породжений
керуванням u(t), а ξ(t) — розв’язок системи (14), породжений ке-
руванням v(t).

2. Навпаки, для будь-якого припустимого керування u(t) ∈ U систе-
ми (12) iснує керування v(t) системи (14) таке, що справедлива
нерiвнiсть ‖x(t)− ξ(t)‖ 6 η.

Зауважимо, що, користуючись теоремою 2.5, обмеження на зерни-
стiсть µ(t) часової шкали можна зняти.
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Пiдроздiл 3.2 мiстить головний результат — обґрунтування чисельно–
асимптотичного методу розв’язання задач оптимального керування дина-
мiчними системами на часових шкалах, згiдно з яким керування вихiдної
системи, побудоване за алгоритмом у вiдповiднiсть до оптимального ке-
рування усередненої задачi, є асимптотично оптимальним.

Теорема 3.2. Нехай в областi Q = {t ∈ T, u ∈ U ⊂ comp(Rr) , x ∈
D ⊂ Rn} виконанi умови теореми 3.1 i, крiм того, 1) Φ(·) : Rn → R
— лiпшицева з константою Лiпшиця λΦ; 2) iснує оптимальне керува-
ння u∗(t) ∈ U задачi (12),(13) та оптимальне керування v∗(t) ∈ V за-
дачi (14),(15). Тодi для будь-яких 0 < η 6 ρ та L > 0 знайдеться таке
ε0 (η, L) > 0, що для 0 < ε < ε0 i t0 6 t 6 Lε−1 справедливi наступнi
нерiвностi: ∣∣J [u∗]− J̄ [v∗]

∣∣ 6 η, J [uv∗ ]− J [u∗] 6 η,

де uv∗ — керування системи (12), побудоване за алгоритмом i вiдповiдає
оптимальному керуванню v∗ задачi (14), (15).

Теорема 3.2 дає обґрунтування для чисельно-асимптотичного методу
розв’язання задачi оптимального керування (12), (13):

1. Для керованої системи (12) будуємо усереднену систему (14).
2. Для усередненої керованої системи будуємо множину припустимих

керувань V за формулою (16).
3. Записуємо та розв’язуємо усереднену задачу оптимального керува-

ння (14), (15), знаходимо оптимальне керування для усередненої
системи v∗.

4. За знайденим керуванням усередненої системи v∗ за алгоритмом
вiдповiдностi керувань вiдновлюємо асимптотично оптимальне ке-
рування вихiдної системи uv∗ .

5. Будуємо траєкторiю вихiдної системи (12), що вiдповiдає керуван-
ню uv∗ .

6. Знаходимо значення функцiоналу якостi (13) для асимптотично
оптимального керування uv∗ , яке, згiдно з теоремою 3.2 вiдрiзняє-
ться вiд оптимального значення на малу величину η.

У пiдроздiлi 3.3 обґрунтовано чисельно–асимптотичний метод розв’я-
зання задач оптимального керування динамiчною системою на часовiй
шкалi з векторним критерiєм якостi.

У роздiлi 4 побудовано динамiчну модель розповсюдження iнфор-
мацiї в соцiальнiй мережi, засновану на принципi iмiтацiї найлiпшої по-
ведiнки:

u∆(t) = −Bu(t) +Ag(u(t)) + J, (17)
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де квадратна матриця A характеризує топологiю зв’язкiв в соцiальнiй
мережi, дiагональна матрицяB описує iнертнiсть кожного з вузлiв мережi
при прийняттi нової iнформацiї, вектор J характеризує динамiку вузлiв
мережi за вiдсутностi будь-яких зв’язкiв, а вектор-функцiя g(u) визначає
iнтенсивнiсть реакцiї вузла на змiну стану його сусiдiв. Для динамiчної
системи (17) сформульовано умови iснування єдиного стану рiвноваги,
умови його рiвномiрної асимптотичної стiйкостi та умови експоненцiйної
стiйкостi.

ВИСНОВКИ

Для динамiчних рiвнянь на часових шкалах доведено аналог теоре-
ми Боголюбова, обґрунтованi схеми часткового усереднення. При досить
загальних умовах отримана оцiнка близькостi розв’язкiв вихiдної та усе-
редненої систем, причому усереднена система має ту ж саму природу,
що й вихiдна та визначена на тiй самiй часовiй шкалi. Отриманий бiльш
сильний варiант теореми повного усереднення без умови на зернистiсть
часової шкали.

Для ∆–перiодичних систем iз малим параметром отримана лiнiйна
оцiнка похибки методу усереднення. Введено клас геометрично ∆–квазi-
перiодичних динамiчних систем на часових шкалах, для яких усередне-
ну систему можна побудувати зручним способом, а близькiсть розв’язкiв
вихiдної та усередненої систем лiнiйно залежить вiд малого параметра.
Доведено аналог теореми Банфi—Фiлатова про усереднення на нескiн-
ченному промiжку часу.

Для керованих динамiчних систем на часових шкалах з малим параме-
тром стандартного вигляду отримано обґрунтування методу усереднення
на асимптотично великому промiжку часу. Запропоновано алгоритм вiд-
повiдностi керувань вихiдної та усередненої систем.

Обґрунтовано чисельно–асимптотичний метод розв’язання задачi опти-
мального керування динамiчною системою на часовiй шкалi з термiналь-
ним та векторним критерiєм якостi.

Побудовано модель розповсюдження iнформацiї в соцiальнiй мережi,
заснованої на принципi iмiтацiї найлiпшої поведiнки, для якої отрима-
но умови iснування єдиного стану рiвноваги та умови рiзних типiв його
стiйкостi.
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для таких систем можливостi застосування рiзних схем методу усередне-
ння та розробцi на їх основi чисельно–асимптотичного методу розв’язання
задач оптимального керування динамiчними системами на часовiй шкалi.
Окремо дослiджувались асимптотичнi властивостi розв’язкiв побудованої
моделi реального процесу на часовiй шкалi.

В роботi доведено теореми про можливiсть застосування методу усе-
реднення для динамiчних систем на часових шкалах загального вигляду,
згiдно з якими вiдповiднi усередненi системи є автономними або частково
усередненими. Цi результати є новими та вперше отриманими за умови,
що усереднена система має ту ж природу, що i вихiдна, та визначена на
тiй самiй часовiй шкалi. У тривiальних випадках, коли шкала спiвпадає
з R або Z, отриманi результати збiгаються з вiдомими результатами про
усереднення диференцiальних рiвнянь на неперервному та дискретному
часi. Для динамiчних систем на часовiй шкалi загального вигляду резуль-
тати є новими та вперше отриманими за умови, що усереднена система
має ту ж природу, що i вихiдна, та визначена на тiй самiй часовiй шкалi.

Принципове обмеження, яке виникає при обґрунтуваннi методу усере-
днення для таких систем — це умова на функцiю зернистостi шкали: вона
не повинна мати точок згущення. Але завдяки властивостям δ-розбиття
часового промiжку, яке є ключовим iнструментом в доведеннi теорем,
вдалося обiйти це обмеження.

Для ∆-перiодичних систем запропонована схема усереднення, яка дає
лiнiйну вiдносно малого параметра оцiнку близькостi розв’язкiв вихiдної
та усередненої систем. Завдяки введенню поняття геометрично ∆-квазi-
перiодичної функцiї на шкалi описано клас динамiчних систем, для яких
застосування методу усереднення набуває особливо зручного вигляду, при
цьому зберiгається лiнiйна залежнiсть похибки методу вiд малого пара-
метра.

Використовуючи принцип iндукцiї на часовiй шкалi, для необмежених
зверху шкал доведено аналог теореми Банфi—Фiлатова, яка стверджує,
що близькiсть розв’язкiв вихiдної та усередненої систем зберiгається на
нескiнченно довгому промiжку часу, за умови, що розв’язок усередненої
системи є асимптотично стiйким.

Вперше для керованих динамiчних систем на часовiй шкалi з малим
параметром обґрунтовано метод усереднення та запропоновано алгоритм
вiдповiдностi керувань вихiдної та усередненої систем. На його основi роз-
роблений чисельно–асимптотичний метод розв’язання задачi оптимально-
го керування динамiчною системою на часовiй шкалi з термiнальним та
векторним критерiєм якостi, згiдно з яким керування вихiдної системи,
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побудоване за алгоритмом вiдповiдностi до оптимального керування усе-
редненої задачi є асимптотично оптимальним. Тобто значення критерiя
якостi вихiдної задачi оптимального керування на асимптотично опти-
мальному керуваннi вiдрiзняється вiд оптимального значення критерiя
якостi на малу величину. Зауважимо, що розглянута постановка задачi
керування дозволяє уникнути обмеження асимптотичної сталостi функцiї
керування, яке виникає, коли керування входить лiнiйно в праву частину
системи.

В якостi iлюстрацiї застосування асимптотичних методiв до дослiдже-
ння систем на часових шкалах, побудовано модель розповсюдження iн-
формацiї в соцiальнiй мережi, засновану на принципi iмiтацiї найлiпшої
поведiнки. Для отриманої динамiчної системи на часовiй шкалi встанов-
ленi умови iснування єдиного стану рiвноваги, умови його рiвномiрної
асимптотичної стiйкостi та умови експоненцiйної стiйкостi.

Дисертацiйна робота суттєво розширює класи задач, для розв’язання
яких можна застосувати метод усереднення.

Ключовi слова: часова шкала, динамiчна система, задача оптимально-
го керування, малий параметр, метод усереднення, стiйкiсть, ∆-перiодич-
на функцiя, термiнальний критерiй якостi, векторний критерiй якостi,
Парето–оптимальнiсть.

SUMMARY

Ogulenko O. P. Asymptotical methods in the study of dynamic systems on
time scales. – Manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-
ences degree on the speciality 01.01.02 “Differential equations”. – I. I. Mech-
nikov Odesa National University, Odesa, 2018.

The dissertation is devoted to the research of dynamic systems on time
scales both with and without control, including substantiation for such sys-
tems the possibility of using different averaging schemes, construction the
averaging method for controlled systems on time scales, construction the al-
gorithm of correspondence between controls of the original and averaged sys-
tems, and finally, substantiation the numerical-asymptotic method for the
solution of the optimal control problem for dynamic system on time scale.
Besides this, for one real-world process model, the asymptotic properties of
the solutions were investigated.

In the work, the theorems on the possibility of applying the averaging
method for dynamical systems on time scales are proved. According to them,
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the corresponding averaged system is autonomous or partially averaged. In
trivial cases, when the time scale is R or Z, obtained results coincide with the
well-known ones for the differential equations on a continuous and discrete
time. For dynamical systems on time scale, our results are new and first re-
ceived, provided that the averaged system has the same nature as the original
and is defined on the same time scale.

The main limitation that arises when substantiating the averaging method
for such systems is the restriction on the graininess function: it should not
have condensation points. By using the properties of δ-partition playing key
role in the proves, we managed to avoid this restriction.

We established the stronger version of the averaging theorem for ∆-periodic
systems with a small parameter and obtained a more accurate linear estimate
for proximity between solutions of original and averaged systems. More-
over, the same result was obtained for dynamic systems with a geometric
∆-quasiperiodic right-hand side — a new concept introduced by us. It helped
to determine a class of dynamical systems for which the usage of the averaging
method takes a particularly comfortable look.

Using induction principle we proved an analogue of Banfi–Filatov theorem
on averaging on an infinite interval, provided that the solution of an averaged
system is asymptotically stable.

Controlled dynamic systems with a small parameter on the time scale, as
well as optimal control problems with terminal and vector quality criteria,
are considered. The justification of the averaging method on the asymptot-
ically large period of time and the algorithm correspondence between the
controls of the original and averaged systems are presented. The numerical-
asymptotic method for solving optimal control problems for dynamic systems
on time scales is given. The control of the original system, built in accordance
with the algorithm in correspondence to the optimal control of the averaged
problem is asymptotically optimal. That is, the value of the original quality
criteria for the asymptotically optimal control is little different from the opti-
mal value. It should be noted that considered formulation of problem avoids
the restriction of asymptotic constancy for control function, provided that the
dynamic system is linear in regard to control variable.

As an illustration of the application of asymptotic methods to the study
of system on time scales, a model of information spreading in social networks
was developed. The Imitation of Success principle was used as the base for
this model. For corresponding dynamical system on time scale the conditions
for the existence of a unique equilibrium state was obtained. Moreover, for
the unique equilibrium state conditions of uniform asymptotic stability and
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exponentially asymptotic stability was obtained.

The dissertation essentially extends the classes of problems for which the
averaging method can be applied.

Key words: time scale, dynamic system, optimal control problem, small
parameter, averaging method, stability, ∆-periodic function, terminal criteria,
vector criteria, Pareto–optimality.

АННОТАЦИЯ

Огуленко А. П. Асимптотические методы исследования динамических
систем на временных шкалах. – Рукопись.

Диссертация на соискание научной степени кандидата физико–мате-
матических наук по специальности 01.01.02 «Дифференциальные урав-
нения». – Одесский национальный университет имени И. И. Мечникова,
Одесса, 2018.

Диссертационная работа посвящена исследованию динамических си-
стем на временных шкалах без управления и с управлением, в частности,
обоснованию для таких систем возможности применения различных схем
усреднения и разработке на их основе численно–асимптотического мето-
да решения задач оптимального управления динамическими системами
на временной шкале. Отдельно исследовались асимптотические свойства
решений построенной модели реального процесса на временной шкале.

В работе доказаны теоремы о возможности применения метода усред-
нения для динамических систем на временных шкалах общего вида, со-
гласно которым соответствующие усредненные системы являются авто-
номными или частично усредненными. Эти результаты являются новыми
и впервые получены при условии, что усредненная система имеет ту же
природу, что и исходная, и определена на той же временной шкале. В
тривиальных случаях, когда шкала совпадает с R или Z, полученные ре-
зультаты повторяют известные факты об усреднении дифференциальных
уравнений, определенных на непрерывном и дискретном времени. Для
динамических систем на временной шкалы общего вида результаты рабо-
ты являются новыми и впервые получены при условии, что усредненная
система имеет ту же природу, что и исходная, и определена на той же
временной шкале.

Принципиальное ограничение, возникающее при обосновании метода
усреднения для таких систем — это условие на функцию зернистости шка-
лы: она не должна иметь точек сгущения. Однако благодаря свойствам
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δ-разбиения промежутка времени, являющегося ключевым инструментом
в доказательствах теорем, это ограничение удалось обойти.

Для ∆-периодических систем предложена схема усреднения, дающая
линейную относительно малого параметра оценку близости решения ис-
ходной и усредненной систем. Благодаря введению понятия ∆-квазипери-
одической функции на шкале описан класс динамических систем, для ко-
торых применение метода усреднения принимает особенно удобный вид,
при этом сохраняется линейная зависимость погрешности метода от ма-
лого параметра.

Используя принцип индукции на временной шкале, для неограничен-
ных сверху шкал доказан аналог теоремы Банфи—Филатова, которая
утверждает, что близость решений исходной и усредненной систем со-
храняется на бесконечно длинном промежутке времени при условии, что
решение усредненной системы является асимптотически устойчивым.

Впервые для управляемых динамических систем на временных шка-
лах с малым параметром обоснован метод усреднения и предложен ал-
горитм соответствия управлений исходной и усредненной систем. На его
основе разработан численно–асимптотический метод решения задачи оп-
тимального управления динамической системой на временной шкале с
терминальным и векторным критерием качества, в соответствии с кото-
рым управление исходной системы, отвечающее оптимальному управле-
нию усредненной задачи является асимптотически оптимальным.

В работе построена теоретико-игровая модель распространения ин-
формации в социальной сети, иллюстрирующая применение асимптотиче-
ских методов к исследованию систем на временных шкалах. Для динами-
ческой системы на временной шкале установлены условия существования
единственного состояния равновесия, условия его равномерной асимпто-
тической устойчивости и условия экспоненциальной устойчивости.

Диссертационная работа существенно расширяет классы задач, для
решения которых может быть применен метод усреднения.

Ключевые слова: временная шкала, динамическая система, задача оп-
тимального управления, малый параметр, метод усреднения, устойчи-
вость, ∆-периодическая функция, терминальный критерий качества, век-
торный критерий качества, Парето–оптимальность.
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