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ВСТУП 

 
      Метод  кiнцевих елементiв  є  числовим  методом  розв’язування    задач  математичної  
фiзики,  якi  описуються  диференцiальними  рiвняннями   теплопровiдностi,  
електромагнетизму,   дифузiї,   гiдродинамiки  i  теорiї  пружностi. 
     Дана  книга  пропонується  тим,  хто  бажає  на  практицi   оволодiти  методом  кiнцевих 
елементiв  для   розв’язування    задач    теплопровiдностi. 
     В  цiй   роботi   докладно   розглянутi   математематичнi  основи  практичного  
застосування методу кiнцевих елементiв  для  аналiзу  теплофiзичних  процесiв,  що  
виникають  при  твердженнi   епоксидних  смол. 
     При  постановцi  конкретних  задач  для розрахункiв  розподiлу  температури   в  фiзичних  
тiлах   задаються:  геометричнi   розмiри   фiзичних  конструкцiй,  розподiл  джерел  
видiлення  тепла  в  них,  теплофiзичнi  властивостi  матерiалiв,   крайовi    i  граничнi   
умови.   Задачi   класифiкуються   по  вибору  системи  координат  для  запису  математичних  
рiвнянь заданих конструкцiй.  Розглядаються особливостi реалiзацiї  метода  кiнцевих 
елементiв в рiзних системах координат: декартових, цилiндричних i сферичних. Крайовi 
умови  задаються в основному при  розв’язуваннi  задач конвективного  охолодження  з  
поверхнi.   Iншi крайовi умови розглядаються  як  допомiжнi. Змiст  книги   викладено  в  
семи   главах.     
     В  перших   трьох  главах   показанi  стацiонарнi одномiрнi   задачi.   Це  задачi,  в  яких   
невiдома   функцiя  залежить  тiльки  вiд однiєї  змiнної.     Виходячи  з  найпростiших  
фiзичних  понять  про  явища  видiлення  i  передачi   тепла,  виводяться  рiвняння  
теплопровiдностi  в  однорiдних  середовищах для  стацiонарних  режимiв.  Формулюються 
три  види крайових  умов:   Ньютона,  Неймана i Дiрiхлє.  Показанi найпростiшi  розв'язки  
рiвнянь  теплопровiдностi  у  виглядi   аналiтичних  функцiй.   
     Поряд  з  аналiтичними  розв'язками  викладаються  математичнi  основи  методу кiнцевих 
елементiв.  Вводяться  елементарнi  поняття матричної  алгебри  стосовно  математичної 
реалiзацiї метода кiнцевих елементiв.  Особливу  увагу  придiлено  питанням  iнтегрiровання 
математичних  виразiв  для  компонентiв  матриць  кiнцевоелементних  алгебраїчних  
рiвнянь.  Всi  власнi  iнтеграли  для  одномiрних  задач  отриманi  у  виглядi  аналiтичних  
виразiв, а  їх числовi  значення  об’єднанi    в   базовi  матрицi.   
      Приводяться  приклади  розв'язування   задач   методом  кiнцевих елементiв.   На   
конкретних  прикладах   спiвставляються   результати    розрахункiв   розподiлу  температури  
в  заданiй  конструкцiї,   отриманi   методом  кiнцевих елементiв i  обчисленi   аналiтично.  
Всi  температурнi  процеси   при  цьому  розглядаються  в  стацiонарнiм  режимi.  
     Четверта   глава   присв'ячена   розв'язуванню   розглянутих  в  перших  трьох  главах  
задач   в  нестацiонарному  режимi,  коли  температурне  поле   змiнюється  з  часом.   Це  
процеси   нагрiвання   i  охолодження   фiзичних  тiл.   Детально  розглядаються  питання  
числового  iнтегрiровання  диференцiальних  рiвнянь   в  залежностi  вiд  часу  методом  
Кранка-Нiколсона.  
     В  пятiй  главi   розглядаються  питання  програмування  викладених  вище  
математичних  моделей  на  комп’ютерi.  На  мовi  QBASIC  написанi  тексти  трьох  
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програм.  Перша  програма  реализує  алгоритм  розрахункiв  одномiрних  стацiонарних 
температурних  режимiв  в  кусочно-однородних  середовищах   в  декартових,  
цилiндричних  i  сферичних  координатах   на  основi   аналiтичного  розв'язку   задачi  
теплопровiдностi. 
     Друга  програма  дозволяє   розв'язувати  тi  самi  задачi,  що  i  перша,  але  вже  в  
нестацiонарних  режимах.   Алгоритм  розрахункiв  розроблено  на  основi  числового  
розв'язування  задачi  з  використанням  метода  кiнцевих елементiв.  Як  додатковий 
результат  отримуємо   розв'язок   задачi  для  стацiонарного  температурного  режиму.   Така  
можливiсть  дозволяє  спiвставляти  результати  розв'язку   однiєї  i  тієї ж самої  задачi,  що 
отриманi   по  першiй   i  по  другiй  програмах.   Обидвi  цi  програми  мають  чисто   учбово-
методичне  значення.   Вони   дозволяють   читачу   на  практицi  опанувати  основами  
метода   кiнцевих  елементiв. 
       Третя  програма  розроблена  для  розв'язування нелiнiйної  нестацiонарної  задачi  
розподiлу  тепла  при  твердненнi епоксидного  композиту  у виглядi  кулi.  Ця  програма  має   
практичне   застосування   для  дослiдженя питання того, як  впливає  хiмiчний  склад  
епоксидної системи  на  її термофiзичнi  властивостi.   За  допомогою  цiєї   програми  
автором  були  отриманi  зразки композитiв заданого розмiру  з  потрiбними  властивостями. 
     Всi  програми  викладенi  у  виглядi  текстiв.  Досить  вiдсканувати  текст  або  набрати  
його  на  комп’ютерi  у средi QBASIC та застосувати    цю  програму  для  розрахункiв. 
       Дана робота  нацiлена  не  тiльки  на  те,  щоб  дати  читачу  можливiсть  опанувати 
теоретичними  i  прикладними  основами  метода  кiнцевих елементiв,  але  й  самостiйно  
писати  програми   на  мовi  QBASIC   для  виконання  розрахункових  дослiджень.   Тому,  в  
окремих  роздiлах  пятої  глави  розглянуто  принциповi  основи   побудови  таких  програм  
у  виглядi  окремих  блокiв.   В  окремi  блоки  видiленi  найскладнiшi  питання 
програмування,  такi  як  розв'язування  системи  лiнiйних  алгебраїчних  рiвнянь  зi  
стрiчковою  матрицею  коефiцiєнтiв  i   спецiальна  процедура   перемноження  матриць  в  
iтерацiйнiй  схемi  Кранка-Нiколсона.   Цi  блоки  оформленi  у  виглядi  окремих  
пiдпрограм.  Вони  дають можливiсть  безпосереднього їх застосування прямим  зверненням  
до  них  при  самостiйнiй  розробцi  конкретних  програм   для  дослiдження температурних  
режимiв   в  рiзних  конструкцiях. 
      Починаючи  з  шостої  глави,  розглядаються    двомiрнi  задачi  теплопровiдностi,   як  в  
стацiонарному,   так  i  в  нестацiонарному  режимах.   Це  плоскопаралельнi   температурнi  
поля  в  декартових  координатах   i  двомiрнi  температурнi  поля   в  осесиметричних  
цилiндричних  конструкцiях.  Базовi  матрицi  для  двомiрних  задач, отриманi  при  
обчисленi  власних  iнтегралiв,  складенi  тiльки  для  плоскопаралельної  задачi  в  
декартових  координатах.   Для  осесиметричних  задач   аналiтичнi  вирази  виглядають  
дуже  нагромадженими, тому при обчисленнях  власних  iнтегралiв застосовано квадратурнi  
формули  Гауса.  
      В  якостi   фiзичних  модельних  конструкцiй  при   розробцi  математичних   моделей     
задач, що розглянутi  вище, застосованi  простi геометричнi тiла: стрижнi, прямокутнi 
пластини, цилiндри,  кульки.   Але  практичнi технiчнi   конструкції,   виглядають    набагато  
складнiше.    Це  можуть  бути   конуси, складнi  вузли  з  гострими  кутами,  конструкцiї  з  
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криволiнiйними  краями, нарештi,  динамiчнi  конструкції,  геометричнi форми   яких  
змінюються  при   нагріванні   чи   охолодженні. 
      Ці   задачі   вже  не  можуть  бути  розв'язані  у  вигляді  аналітичних   виразів.  Саме   для  
розв'язування  таких  задач    було   розроблено  метод  кiнцевих елементiв.  Окремим видам 
таких конструкцій  присв'ячена  сьома  глава. 
     В   перших  розділах  сьомої  глави  коротко  розглядаються  особливості  використання  
трикутних  кiнцевих елементiв найпростіших  геометричних форм.  Приводяться  QBASIC-

програми,  що  ілюструють  ці  особливості. 
     Окремої  уваги  заслуговує  програма   розрахункiв  нелiнiйних   нестацiонарних  процесiв 
при твердiннi  епоксидних   композитiв  в  осесиметричних    зразках   з  криволiнiйними  
границями.  Ця  програма   також  найшла  практичне  застосування при виконаннi автором  
розрахункових  дослiджень формування полiмерних зразкiв у рiзноманiтних  температурних   
режимах. 
         Наведенi  приклади   розв'язування  конкретних  задач  показують    силу,  потужнiсть  i  
унiверсальнiсть   можливостей  для  застосування  метода  кiнцевих елементiв. 
        Дана  книга  може бути цiкавою для  студентiв,  аспiрантiв    i   фахiвцiв,   що  
займаються математичним  моделюванням  температурних  полiв.    На  практицi  автор  
зiткнувся  з такими   проблемами   при   дослiдженнях    фiзико-хiмiчних  явищ,   що  
спостерiгаються    в  процесах   твердiння епоксидних   смол у неiзотермiчному режимi.   
Застосування метода  кiнцевих елементiв  дозволило  моделювати  цi процеси  з  
врахуванням   нелiнiйної   залежностi   їх  вiд  температури  на  протязi  хiмiчноi реакцiї,   як  
потужностi   видiлення  тепла,  так  i  теплофiзичних   властивостей   їхнiх   матерiалiв   
(теплопровiдностi,    теплоємностi,    щiльностi).  Тому,  книга   бiльш орiєнтована   на  
фахiвцiв  в  областi  епоксидних  смол.     
       Автор     вдячний   спiвробiтникам  фiзичного факультету  Одеського  нацiонального  
университету   iм.  I.I. Мечникова  за   спiвпрацю при плануваннi експериментiв.  Глибоку  
подяку  автор виражає також  своїм  батькам  за  допомогу  при   пiдготовцi   матерiалiв   
даної   книги   до  її   видавництва. 
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Глава 1.  ОДНОМIРНI     ЗАДАЧI    ТЕПЛОПРОВIДНОСТI 

В    ДЕКАРТОВИХ    КООРДИНАТАХ 

 
1.1.  Закон   Фур’є 

       Найпростiшою задачою теплопровiдностi можна вважати  передачу тепла  в однорiдному 
тiлi, обмеженому двома паралельними площинами,  або в  необмеженi пластинiй   (рис.1.1). 
В серединi цiєї пластини можна видiлити стрижень довiльного  перетину  S.  Розподiл  
температури  в такому стрижнi зберiгається таким  же,  як  i в пластинi.  Тому, розв'язки 
задач теплопровiдностi для  пластини i для стрижня,  в якого обмiн тепла здiйснюється 
тiльки на торцях, але вiдсутнiй на його бокових поверхнях, абсолютно iдентичнi.  
     Початковим  положенням  для виводу рiвняння теплопровiдностi є закон Фур’є.  Вiн   
проголошує:       
      Потiк  тепла,  що  проходить  через  одиницю  площi  за  одиницю  часу,  

прямопропорцiональний  градiєнту температури  [1,c. 7], [2,c. 16]. 
     Для пластини i стрижня розповсюдження тепла вiдбувається тiльки  в одному напрямку,  
вздовж  осi  x   (рис.1.1).                                                                                   

                                            
x

T
xp



 )( ,                                                           (1.1)    

де    Вт

м С
 
  

 - коефiцiєнт теплопровiдностi.                                                               

Знак мiнус показує,  що потiк  тепла рухається  в напрямку вiд поверхнi з вищою  
температурою до поверхнi з нижщою температурою. Фiзична суть коефiцiєнта 
теплопровiдностi  мiститься   в  кiлькостi теплової енергiї  за одиницю  часу  Вт , яку 
речовина стрижня одиничної  довжини (1 м)  перепускає крiзь  себе  при  перепадi температури 
в один градус [°С].  
     Дiапазон змiнювання коефiцiєнта теплопровiдностi досить широкий.  Вiд  найменьшого 

 = 0,01 Вт

м С
 
  

  для  пенопластиків,  до   = 250-400 Вт

м С
 
  

  для  металiв.  Iз закону Фур’є 

(1.1) витiкають  рiвняння  теплопровiдностi  для тiл  найпростiших геометричних форм.  Далi  
розглянимо цi тiла i вiдповiднi  до  них рiвняння в декартових  координатах.  Виведення  
рiвнянь  теплопровiдностi   в  цилiндричних  i  сферичних  координатах  буде  розглянуто  в   
наступних  главах. 
 
 

1.2. Тепловий  потiк  в  стрижнi 

      При  видiленнi в одиницi об’єму стрижня  потужностi  ( )q x , тепловий потiк, витiкаючий 

iз елемента об’єму dv S dx  , дорiвнює  ( ) S q( )dр x x dv   ,    або   

( ) S q( ) Sdр x x dx    ,   звiдки  
dx

xdp )(
= q( )x .    

Таким  чином,  в  декартових  координатах  рiвняння  теплопровiдностi  буде  мати  вигляд:   
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                                ( ) q( ) T
x

x x
 
  

 
  або  

2

2  q( ), T
x

x
 
  


                                        (1.2) 

де    q 





3м

Вт - потужнiсть  видiлення  тепла  в  одиницi об’єму.  Розв’язок  цього   рiвняння, 

як  i  кожного  диференцiального  рiвняння,  складається  з  суми  двох функцiй - часткового 
розв’язку, який  визначається  правою частиною рiвняння,  i загального  розв’язку   
вiдповiдного  йому  однорiдного   рiвняння. 
  Частковий  або  фундаментальний  розв’язок  знаходимо  прямим  iнтегруваням  
рiвняння (1.2):                     

                                        
1( ) ( )F x q x dx dx


                   (1.3)                            

     Загальний  розв’язок  вiдповiдного  однорiдного  рiвняння   
2

2  0,T

x
 
 


   будемо шукати 

у виглядi функцiї: 

                                                                ,G х А х В                                                       (1.4)                          

де  А   и  В   - постiйнi iнтегрування,  якi  визначаються  крайовими i пограничними  умовами  
для  кожної  конкретної  задачi. 
                       
 
 

1.3.  Крайовi  умови  в  задачах  теплопровiдностi 

      В крайових  задачах  математичної теплофiзики розглядаються три види крайових  умов. 

Це крайовi умови першого роду (умови Дiрiхлє), коли на поверхнi тiла задаються значення 

температури   ТG,  крайовi умови другого роду (умови Неймана), коли  на  поверхнi  

задаються  значення  теплового  потоку    p = -  xx
dx

dT
 g,   i   крайовi  умови  третього  

роду  (умови Ньютона),  коли на поверхнi задаються  коефiцiєнти  конвективного 

теплообмiну    Ньютона, або  коефiцiєнти  тепловипромiнювання  Больцмана. 

      Найбiльш  поширеними  крайовими  умовами  при  розв’язуванi теплофiзичних задач  є  

крайовi  умови Ньютона  на  зовнiшнiх поверхнях фiзичних тiл. Цi умови  описують  процеси  

конвективного  теплообмiну  окремих  частин  поверхнi  тiл  з  зовнiшнiм  середовищем  

тепловою  енергiєю, що  видiляється  в  цих  тiлах. 

   Потужнiсть конвективного теплообмiну з поверхнi  S:   0 S ( –  ),S SP T Т      

  де     
2
Вт

м С
 
  

  -  коефiцiєнт  конвекцiї.   
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Тепловий потiк, з  цiєї  поверхнi буде  0( –  )S
g

T
T Т

x x
 

   


.  Доповнюючи   загальний  

розв’язок  рiвняння  теплопровiдностi   математичними  виразами  для  крайових  умов,  

знаходимо  вiдповiднi  постiйнi  iнтегрування   А   i  В . 

     Деколи  умови  на  поверхнi  контакту  двох  середовищ  з  рiзними теплофiзичними  

характеристиками    ( , c,  )  розглядають,   як крайовi  умови  четвертого роду.  Сутнiсть  

їх   полягає  в  нерозривностi   функцiї температури i теплового  потоку в мiсцi  контакту.  

Фiзичнi  тiла  з  рiзними значенями  характеристик  ( , c,  )   є  неоднорiдними  i  будуть  

розглянутi  в наступному  роздiлi.  В  той  же  час   умови  на межi роздiлення  двох 

середовищ  розглядаються як умови   розмежування, а не як крайовi,  що  бiльше  вiдповiдає  

геометричнi структурi тiла.  Адже, поверхня  розмежування двох рiзних середовищ  в  межах 

одного фiзичного тiла  є  межою, яка  роздiляє   цi середовища, але не краєм самого 

фiзичного  тiла.  Нi  температура, нi тепловий потiк не заданi  на  межi  роздiлення  двох  

середовищ, як вiдомi функции, а повиннi  бути  знайденi в результатi  розв’язування задачi.  

Вiдомо тiльки, що вони є безпереривнi функцiї,  а  принципова  відмінність  краєвих  умов  

полягає  в  тому,  що вони заданi  як  вихiднi  даннi,  як  конкретнi  величини,  або  як  вiдомi  

функцiї. 

 
 

1.4.  Розподiл   температури  в  однорiдному  стрижнi 

     Однорiдний   стрижень  з   постійною  щiльнiстю  виділення  тепла  0( )q x q const      і    

теплопровідностю        розміщений  на  осі    х     між   точками  1 х  і  2 х   (рис. 1.2),  

конвективно  охолоджується   з    торцевого  боку з  координатою 2 х . Коефіцієнт  конвекцiї  

дорiвнює  2  .  При  цьому  ( 1 0  ). 

     Частковий розв’язок  задачi  для  однорiдного  стрижня знаходимо  пiсля iнтегруваня  

виразу  (1.3).   При  цьому  отримуємо  функцiю   




2

)(
2

0 xq
xF .     Загальний  розв’язок  

всiєї  задачi    )()()( xGxFxT    набуде  вигляду:     

                                      BxA
xq

xT 




2

)(
2

0 .       

      Виходячи  із  крайових   умов,   знаходимо  постiйнi iнтегрування.  На  торцi  стрижня  

(при  1xx  ) тепловий  потiк  дорiвнює  нулю  
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( 0
g

T

x x
 

  
  або 

0 1 0q x
А 




    ).  Таким  чином, при 1xx   


10 xq
А


 .   

     Енергiя,  що  видiляється за одиницю  часу  по  всьому  об’єму стрижня,   

                        Qv )( 120 xxqS  . 

     Енергiя,  що  за цей же час  конвективно  видаляється з торця стрижня        

                      QS )( 022 TTS  ,   

де    T2  -  температура на  торці  стрижня  з  координатою    2 х . 

        Т0 -  температура   навколишнього  середовища. 
      Iз рівняння теплового балансу   Qv = QS,   находимо температуру на торці стрижня         

T2  = 
2

120 )(


xxq 
+ T0.   

З  другого  боку, на торці стрижня    при   2 x х   

T2  = - BxA
xq





2

2
20

2 
,   звідки   

2
0 2 1 0 2

2
2

( )
2

q x x q x
B A x

 
  

   


+ Т0 .   

        В  окремому  випадку  для  стрижня   довжини  L    при     1 20x x L    отримуємо: 

0А ,  
 






2

2
0

2

0 LqLq
B + Т0,      0

2

0
22

0

2
)()( T

LqxLq
xT 










           (1.5)  

На  термоізольованому   торці   стрижня,     при     х1 = 0             

                              0
2

0
2

0
1 2
)( T

LqLq
xT 










.                                                      (1.6)                                     

Змінимо   умови   на  краях   стрижня.   Нехай  стрижень  охолоджується   з   боку  торця   з  

координатою  1xx  ,   а  другий   торець  стрижня  термоізольований   ( 2 0  ).    Тоді  при 

2 x х   тепловий   потік   буде  дорівнювати нулю,   або: 020 


 А
xq 


 . Таким  

чином, при 2 x х    


20 xq
А


 .   

     Енергiя,  що  видiляється  по  всьому  об’єму стрижня  залишиться  без  змін     

                        Qv )( 120 xxqS  . 

     Енергiя,  що  конвективно  видаляється  з торця стрижня 

                      QS )( 011 TTS  ,   

де   T1 -  температура на  торці  стрижня  з  координатою    1 х . 

       Т0 -  температура   навколишнього  середовища. 
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Виходячи  з  рівняння  теплового балансу  Qv = QS,   находимо температуру на торці стрижня  

з  координатою  1 х :   T1 = 
1

120 )(


xxq 
+ T0. 

 З  другого  боку, на торці стрижня    при   1x x    

T1 = - BxA
xq





1

2
10

2 
,   звідки   1

20
2
10

1

120

2
)(

x
xqxqxxq

B 










 + Т0 .   

      Для  стрижня   довжини  L    при       1 20x x L     

отримуємо: 
Lq

А


 0 , 0
1

0 T
Lq

В 



 . 0

1

00
2

0

2
)( T

Lq
x

Lqxq
xT 











 . (1.7)                       

На  термоізольованому   торці   стрижня,     при      x L                 

                    0
1

0
2

0
2 2
)( T

LqLq
xT 








 .                                                          (1.8) 

     Порівнюючи    вирази   (1.8)   i  (1.6),   слід  відмітити   їх  абсолютну   ідентичність.    
Фізично,   немає  значення,   з  якого  боку   охолоджується   однорідний  стрижень.  
Температура    на  його  протилежному  боці   буде  однаково  залежати  від  умов   
охолодження   і  виділення   тепла.   
      В  деяких  випадках  виникають  задачі  з  краєвими  умовами  Діріхлє,  наприклад,  коли  
один    торець  стрижня  дотикається  до  металевої  плити  або   рідини   з  постійною  
температурою.  Тоді, на  торці  такого  стрижня  температуру  можно  вважати  заданою.   

Нехай  це  буде  торець   однорідного   стрижня  з  координатою  2x   і  температура  на   
цьому  торці   буде    Т2  .   
       Загальний  розв’язок  всiєї  задачi   розподілу  тепла   вздовж    стрижня має   вигляд   

функції   BxA
xq

xT 




2

)(
2

0 .   Iз  крайових   умов,   знаходимо  постiйнi iнтегруваня.        

      На  краю  з  координатою   2xx   температура   BxA
xq

T 



 2

2
20

2 2  . Це  буде  

перше  рівняння  для  знаходження  постiйних iнтегруваня.  На  протилежному  краю  

стрижня, з координатою  1xx   іде конвективний  теплообмін  с  коефіцієнтом  конвекциї  

 .  Там  виконуються  крайові  умови  Ньютона   ( 1 0
1

( ( ) )T
T x T

x x
 

    


,   або   




 А
xq 


 10

1 0( ( ) )T x T   ).   Тут   ми  отримуємо  друге  рівняння  для  

знаходження  постiйних iнтегрування.   Запишемо  його  в  наступному  вигляді: 

 Аxq 10 01

2
10 )

2
( ТBxA

xq





 


 .   Iз  системи цих  двох  рівнянь  

знаходимо  постiйнi  iнтегруваня 
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)]([2
)(2)(

12

02
2
1

2
20

xx

TTxxq
A








,         2

2
20

2 2
xA

xq
TB 





 . 

          Приклад  1.1.   Стрижень   з  епоксидної  композиції  ( 0,04 
Вт

м С 
),   довжиною     

0,05L  м,   встановлено  торцем на  плитку  льоду  (Т2 = 0°С).   В  ньому  протікає  реакція  

тверднення,  в  процесі  якої  виділяється  теплова енергія  потужністю   0q 1000 





3м

Вт .  

Коефіцієнт  конвективного  охолодження  на  протилежному  торці  стрижня     12 

2
Вт

м С 
. Температура     навколишнього  середовища Т0 = 18°С.  Бокова  поверхня  стрижня  

термоізольована.  Встановити  розподіл  температури  по  довжині  стрижня. 
       Находимо  постiйнi iнтегруваня.  Нехай  х1 =0,05 м,  х2 =0 м. 
При  х2 =0, на  поверхнi  льоду,  температура  торця   стрижня  Т2 = 0°С. 
     Вираховуємо   постiйнi  iнтегруваня. 

)]([2
])([2)(

12

1002
2
1

2
20

xx

xqTTxxq
A







 = 

=
21000 12 (0 0.05 ) 2 0,04 [12 (0 18) 1000 0,05]

2 0,04 [0,04 12 (0 0,05)]
         

    
 = 966,0715. 

2

2
20

2 2
xA

xq
TB 





 = 

21000 00 966,0715 0
2 0,04


  


 =0. 

BxA
xq

xT 




2

)(
2

0 =
21000 966,0715 0

2 0,04
x

  


 = 212500 966,0715x x     

Знаходимо  температуру  на  торцях  стрижня. 
Т1= 2

1 112500 966,0715х x    = 212500 0,05 966,0715 0,05     =  17,054. 

Т2= 2
2 212500 966,0715х x     = 12500 0 966,0715 0     = 0. 

Розподіл  температури  по  довжині  стрижня. 
х ,м           0               0,01            0,02        0,03         0,04         0,05 

)(xT , °С   0               8,411        14,321    17,732     18,643     17,054   
     Графік  розподілу  температури  показано  на  рис. 1.3. 
     По розподілу  температури    вздовж  стрижня ми  бачимо,  що  в  якомусь  місці  вона  
досягає  максимуму.  Вираховуємо  координати цього  мiсця  і  максимальне  значення  
температури.  Диференціруємо  функцію  

BxA
xq

xT 




2

)(
2

0   і  прирівнюємо  її  похідну до  нуля.  Отримуємо рівняння: 

0 0q x
A




   .   Звідки  знаходимо:  
0

0,04 966,0715 0,03864
1000m

A
х

q

  
   .        Максимальне  

значення  температури: 
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Тmax= 212500 966,0715m mх x      = 212500 0,03864 966,0715 0,03864     = 18,666. 

      Теоретично, крайові  умови  Діріхлє   відповідають   крайовим   умовам  Ньютона   з  
коефіцієнтом   конвекції,  що наближується до  нескінченності,   а   термоізольовані  ділянки    
поверхні   відповідають   крайовим   умовам   Ньютона   з  коефіцієнтом   конвекції,  що  
дорівнює    нулю. 
         Приклад  1.2.      В   хімічні  лабораторії  на пластмасову   пластинку,  товщиною   0,02 
м,  що  лежить  на   масивні  металеві  плиті,  встановлено  стакан  з  киплячою   водою.   

Теплопровідність  пластмаси  = 0,01 Вт

м С 
.  Температура  навколишнього   середовища  Т0 

= 20°С.  Вирахувати  потужність   теплового  потоку,   що  протікає   крізь  цю  пластинку.     
       Металева  плита  і кипляча  вода  в  стакані  задають  на  поверхнях  пластинки  постійно  
діючі   значення  температури, Т1 = 20°С  на поверхні  металевої плити  і  Т2 = 100°С  під    
стаканом.    Таким  чином,  ми маємо  задачу  з  крайовими  умовами  Діріхлє.  Так  як  в  
об’ємі  самої   пластинки тепло  не  виділяється  (q0 = 0),  то  в  функції загального  розв’язку  

задачі BxA
xq

xT 




2

)(
2

0   перший  доданок   дорівнює   нулю.  Залишається  знайти  

із  крайових умов  тільки  постійні  інтегрування A  і B . 

        Складемо  два  рівняння.   На  поверхні  металевої  плиты:      20 = BA 0 . 

Під  стаканом:    100 = 0,02A B  .   З  цих  двох рівнянь  знаходимо:    B = 20,    A = 4000.  

Температура  пластинки  буде  змінюватися  як  функція 200004)(  xxT .   По  закону  
Фурьє,  потужність  теплового  потоку    

                             
x

T
xp



 )( = 000401.0   =  - 40 2м

Вт .        

 
 

1.5.  Конвективне  охолодження   однорiдного   стрижня   з  двох  бокiв 

     Розглянені  вище  задачі  конвективного охолодження   однорідного   стрижня   з  різних  
боків  ілюструють методику знаходження постійних  інтегруваня,  при  заданих   крайових  
умовах,  а  саме,  при  заданих   умовах  конвективного теплообміну на поверхні,  що  
охолоджується,  і   відсутньому  теплообміні   на  протилежній  термоизольовані  поверхні,  
де  тепловий  потік  дорівнює нулю. 
     Далі  розглянемо  задачу  розподілу  тепла  при   конвективному  охолоджені  стрижня  з  
двох  боків.   Нехай  з  одного  боку  стрижень  охолоджується  з  коефіцієнтом  конвекції  

2 , а  з  другого боку  з  коефіцієнтом  конвекції   1 .      

       Для  визначення  постійних  інтегрування A   і  B , виділимо  всередині об’єму  
стрижня особливу точку (рис.1.4). Це точка поділу розтікання  теплового  потоку  на  два  
протилежних  напрямки. Так як тепловий потік конвективно видаляється  з  кожного  боку,  а 
виділяється всередині об’єму  стрижня, то всередині  цього  об’єму  є  точка,  в  якій 
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тепловий потік  дорівнює нулю.  Позначимо  її  координату  як   х0.  Ця  особлива  точка  
ділить   задачу      охолодження  стрижня   з  двох  боків  на  дві  задачі  одностороннього  
охолодження   стрижня,   які   були   розв’язані  вище.   
      Опираючись    на  ці  результати,   запишемо   вирази   для   температури   в особливі  
точці  з  координатою  х0.  Для   правої  ділянки  стрижня,  що охолоджується  з  торця  х2,   
згідно   виразу  (1.6),  температура  в  точці  з  координатою  х0  буде:   

0
2

020
2

020
0

)(
2

)()( T
xxqxxq

xT 









. 

Для   лівої  ділянки  стрижня,  що охолоджується  з  торця   х1,   згідно   виразу    (1.8),   в  

точці    х0   температура   
2

0 0 2 0 0 1
0 0

1

( ) ( )( )
2

q x x q x x
T x T

 
   

  


.                 

Складаємо   рівняння  для  цієї  точки 

         
2

0 2 0 0 2 0
0

2

( ) ( )
2

q x x q x x
T

 
   

  


2
0 0 2 0 0 1

0
1

( ) ( )
2

q x x q x x
T

 
   

 


. 

В результаті  розв’язування  його  визначаємо   вираз  для  координати  особливої  точки. 

                   )(2)(2
)(2)(

211221

1221
2

1
2
221

0 






xx

xxxx
x . 

Постійна   інтегріровання  
00 xq

А


   безпосередньо  обчислюється  через   координату  х0.   

Як  видно,   цей  вираз  вірний  не  тільки  для    правої  і лівої  ділянок,  але   і   для  всього  

стрижня  в  цілому.  Для   обчислення  постійної  інтегріровання  В  можно  використати  
формулу  для  правої  ділянки  стрижня    

                              
200

2
20

2

020

2
)( xxqxqxxq

B









  + Т0, 

або   формулу  для   лівої  ділянки 

                              
100

2
10

1

100

2
)( xxqxqxxq

B









  + Т0. 

На  перший  погляд,  це  різні  вирази,  але  вони  дають  однакові  результати.  Після  
підстановки  в  кожного  з  них  виразу  для  координати   х0,   отримуємо  однакові  вирази,  
дійсні  не  тілько  для    кожної  ділянки,  але  і  для  всього  стрижня  в  цiлому.  

В  особливому  випадку,   при   1 20x x L     

        )(22
2

2121

1
2

21
0 






L

LL
x       

00 xq
А


     

1

00


xq

B


  + Т0 . 

Загальний  вираз  для   розподілу   температури  в  стрижні  залишається  незмінним:      

BxA
xq

xT 




2

)(
2

0 .    Ця  формула  не залежить  від  умов  охолодження  стрижня.  
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Больш того,   вона  зберігає   свій  вигляд  і  при  других  видах   крайових  умов  (Неймана  і  

Діріхлє).  Крайові  умови   впливають  тільки  на  значення   постійних   інтегруваня  А  і  В. 

      Якщо  на  одному  з  торців  стрижня  задано  значення   теплового  потоку  0( )gp x p  

(крайові   умови   Неймана),   то  постійна   інтегріровання  А   обчислюється   з  виразу  для  

теплового   потоку  на   цьому   торці     0( )g
g

T
p x p

x x
 

   
    0 0 gA p q x   .   Друга   

постійна   інтегріровання,   В,  обчислюється   з  виразу  для  крайових   умов  на   

протилежном   торці   стрижня. 

          Приклад  1.3.   Розглянемо  розподіл  температури  вздовж  стрижня  в  прикладі  1.1,  

при  умовах  його  конвективного   охолодження  з  двох  торців.  Для  зручності  приведемо  

всі  вхідні  данні: Т0=18°С; 0,04  Вт

м С
; 0,05L  м; 0q 1000 





3м

Вт ; 1 2   =12 2
Вт

м С

. Бокова  поверхня  стрижня  термоизольована.   Обчислюємо   координату   особливої   

точки,  де температура  стрижня  досягає  максимального  значення  і  тепловий  потік  

розділяється  на  два  протилежних напрямки.   

)(22
2

2121

1
2

21
0 






L

LL
x   =

2
L

=
0, 05

2
= 0,025. 

Як  і  очікувалося,  ця  точка  розмістилася  на  середині  стрижня,  оскільки  умови  

нагрівання  і  охолодження  симетричні. 

     Постійні   інтегріровання. 

 
00 xq

А


  
1000 0,025

0,04


  = 625;  
1

00


xq

B


  + Т0 .= 
1000 0,025

12


+18 = 20,0833. 

Розподіл температури. BxA
xq

xT 




2

)(
2

0 = 

=
21000 625 20,0833

2 0,04
x

x


   


 = 212500 625 20,0833х x     . 

Температура  в  особливій  точці.   )( 0xT 0833.2062512500 0
2
0  xх  =  

 =  212500 0,025 625 0,025 20,0833      = 27,8958. 
Розподіл  температури   по  довжині  стрижня. 
х            0              0,01          0,02          0,025         0,03          0,04         0,05 

)(xT    20,0833    25,0833    27,5833    27,8958     27,5833    25,0833    20,0833   
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1.6.  Тонкий  стрижень,  що охолоджується  з  бокової  поверхні 

     До  цих  пір  ми  розглядали  стрижень  з  термоизольованою  боковою  поверхністю.  

Теплообмін   в  такому  стрижні  відбувається  тільки  на  торцях  стрижня.  На  бокові  

поверхні  по  довжині   стрижня  теплообмін  відсутній. 

     Зараз  розглянемо  довгий  тонкий  стрижень,  що конвективно  охолоджується   через  

бокову   поверхню.   Стрижень  задається   тонким   на стільки,  що  розподіл  температури  в  

усіх  точках  його поперечного  розтину     можна  вважати   постійним.   Тогді  з  рівняння  

теплового балансу для елемента об’єму круглого такого стрижня dxSdv   отримуємо 

диференціальне  рівняння  теплопровідності  [2.,C.135]: 

                              
2

02
( ) 2 q( ) [ ( ) ]T x R

x T x T
x S

     
     


                                            (1.9) 

Тут:   S -  площа    розтину  стрижня,    R - радіус  круглого  розтину.   Якщо  розтин  

стрижня  має  другу  форму (прямокутник, квадрат, шестигранник),  то  замість  довжини  

кола  R2  в  (1.9) слід  брати  периметер   цього  розтину.  При  0Т = 0,  запишемо  

рівняння (1.9)  наступним  чином:   

                               
2

2
( ) 2 ( )  q( )T x R

T x x
x S

     
    


                                              (1.10) 

     При  constqxq  0)(   частковий розв’язок цього  неоднорідного  диференціального  

рівняння  
R

Sq
xF





 2

)( 0 ,  що  легко  перевірити  підстановкою.   Загальний  розв’язок  

відповідного однорідного  диференціального  рівняння 
2

2
( ) 2 ( )  0T x R

T x
x S

     
   


   

(1.11) будемо  шукати   у  вигляді   виразу     xkxk eBeAxG  )(  [2, с. 140].   

Підставляючи  цей  вираз  в  рівняння  (1.11),   отримуємо:  
S

R
k






 22

.  Загальний  

розв’язок   всієї  задачі )()()( xGxFxT  .  Постійні інтегріровання  А     і    В    
знаходимо  з  крайових  умов  на  торцях  стрижня. Нехай це будуть крайові  умови  Діріхлє  

для  стрижня  довжини  L .   На  торці  стрижня  з  координатою  01 x ,   температура   

11)( TxТ  ,  а  на  протилежному  торці,  з  координатою Lx 2 , температура   22 )( TxТ  .  

Складаємо  два  рівняння  для  визначення  постійних   інтегруваня  А     і    В .    
BAxFT  )( 11    і 

  LkLk eBeAxFT   )( 22 .  Звідки  знаходимо   постійні   інтегруваня:  

  В = LkLk

Lk

ee

exFTxFT





 )]([)( 1122 ,           А = LkLk

Lk

ee

exFTxFT





 )]([)( 1122 . 
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         Приклад 1.4.   Електрозварювальний  электрод ( 80 Вт

м С
 


,  L=0,4 м, R=0,002 м),   

нагрівається  електричним   струмом   (q0 = 10000 3
Вт

м
).  Температура  зварювання   

30001 T °С.  Температура    металевих  затискачів  електродів  дорівнює  температурі   

навколишнього  середовища 2 0T T  20°С.   Коефіцієнт  конвекції   10 2
Вт

м С
.   

Встановити  розподіл  температури   по  довжині  електрода.  

      Обчислюємо  параметер       2
2 2

R

R
k








=
R



 2

= 002.080
210




=125,  

    125k 11,18.   Крайові  умови  Діріхлє  приводимо  у  відповідність крайовим  

умовам  Ньютона.   29802030001 T ,   020202 T . 
     Фундаментальний,  або  частковий  розв’язок.    

2
0 0 0 10000 0,002( )

2 2 2 10 2
q S q R q R

F x
R R


    

    
    

       
1. 

Експоненти.    472.4ee Lk 0,01142;  472.4ee Lk 87,54352; 11,18 0,4k L   4,472 .                              
Постійні   інтегруваня: 

А = LkLk

Lk

ee

exFTxFT





 )]([)( 1122 =

0 1 (2980 1) 87,54352
0,01142 87,54352

   


=2979,4. 

 

В = LkLk

Lk

ee

exFTxFT





 )]([)( 1122 =

0 1 (2980 1] 0,01142
0,01142 87,54352
   


= - 0,4. 

 

)()()( xGxFxT  = 1 + 2979,4 хe  18.11 - 0,4 хe  18.11 . 
Розподіл  температури  вздовж  довжини  стрижня. 
x , м              0             0,1             0,2              0,3                0,4. 

)(xТ   ,°С   2980       973,807     315,6878      93,6493          0,0253. 
     Те,  що  температура   при  x = 0,4  не  дорівнює  нулю,  обумовлено   похибкою   
округлення.  Тут  ця  похибка  становить  0,00085 %. 
     Якби,  хоть  на  одному з  торців  стрижня  були  задані  крайові  умови  Ньютона,  то 
знайти  аналітичне  рішення  задачі  було би  неможливо.  Проблема  полягає  в тому,  що  
самі  крайові  умови  Ньютона  залежать  від  значення  невідомої   нам  функції.  Для  
крайових  умов  Діріхлє немає  такої  проблеми,  вони   є   незалежні.  Температура  на  
торцях  задана  і  змінити  її  ніяк   неможливо. 
      Забігаючи  вперед,  відзначимо,  що  в  методі  кінцевих  елементів,  якому  присвячується   
ця  книга,  нiяких  проблем  з  врахуванням  всіх  видів  крайових  умов   не  виникає.   Весь  
математичний  апарат  метода  кінцевих  елементів,  в  кінцевому  підсумку,  зводиться   до  
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алгебри  середньої  школи  і    до  арифметики  початкових  класів.   Математичні  
перетворення  по  розв’язуванню диференціальних рівнянь з врахуванням  крайових умов  
переводят  поставлену  задачу в  систему  лiнійних алгебраїчних  рівнянь. 
 

1.7. Кусочно-однорiдний стрижень, що конвективно охолоджується з  торця 

      Неоднорідності  в  задачах  теплопередачі  і  теплопровідності  бувають двох видів – це  
неоднорідний   розподіл теплопровідности  по  об’єму  тіла  
(  =  (х))   і неоднорідний  розподіл   виділення     тепла    (q = q(x)).  За звичай,  
неоднорідний  розподіл   теплопровідності має кусочно-однорідну  структуру.  Фізичне  тіло  
складається  з  окремих частин,  з  різних  видів матеріалів,  в  межах  яких  теплопровідність  
постійна.  Розподіл  потужності  тепла,  що  виділяється,  також  є  кусочно-однорідним.  На 
одних  ділянках  тіла  тепло може  виділятися, а на  других - ні.   
      Причому, на  ділянках  виділення  тепла  його  потужність  може  бути  функцією  
координат, наприклад, при реакціях затвердіння  епоксидних  композицій. 
      Розглянемо  розв’зок  задачі  в кусочно-однорідному  стрижні.  Стрижень  з перетином  S  
і  довжиною   L   нагрівається  всередені  нерівномірно  розподілу по об’єму стрижня, 
потужністю  тепловиділення  q  = q(x), і  конвективно охолоджується  з  торця  з  
коефіцієнтом  конвекції        (рис. 1.5).  Протилежний  торець - термоізольований.  
Стрижень складається  з окремих  ділянок.  В границях кожної  ділянки  стрижня  коефіцієнт 

теплопровідності матеріалу    = const. Температура навколишнього  середовища - Т0.       
      Для побудови загального  алгоритму  розв’зку  задачі, заданий розподіл функції  q = q(x)  

в межах кожної  ділянки   = const  апроксимуємо ступеньчатим розподілом  з  q = const.  
Таким  чином,  ми  отримуємо  стрижень,  що  складається  з однорідних ділянок (рис.1.5).  
     Загальний  вираз  для   розподілу   температури  в  однорідному  стрижні  було  отримано  
вище.  Для  i – тої  однорідної  ділянки  стрижня  запишемо:  

                                 Ti(x)  = ii
i

i

BxA
xq







2
1 2

 .   

В подальшому,  виходячи  з  умови   нерозривності функції   T(x)  на границях однорідних  
ділянок  (граничні  умови)  і крайових  умов  на торцях стрижня, складаємо  відповідні  
рівняння  і  визначаємо  постійні  інтегрування     

iA     і     iB    для кожної  ділянки.  Розглянемо  це  питання.  

      На термоізольованому торці стрижня (при х = х1) тепловий потік  дорівнює 

нулю ( 0 xdx

dT = 0).  Таким  чином,  при   х = х1     А1 = 
1

11


xq 

.  Iз умови нерозривності 

теплового потоку на границі    1-шої  і   2-гої  ділянок   1 2
1 )(

xx
dx

xdT
  = 2 2

2 )(
xx

dx

xdT
 , 

знаходимо:  А2 = - 


2

1

2

212 )(




xqq  А1.  

 Аналогічно   запишемо:    А3 = - 


3

2

3

323 )(




xqq  А2; 
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          Аi = - 
 

i

i

i

iii xqq





11)(  Аi-1;             Аn = - 

 

n

n

n

nnn xqq





11)(  Аn-1.  

 Енергiя,  що  видiляється за одиницю  часу  по  всьому  об’єму стрижня,   

                           Qv = )( 1
1

ii

n

i
i xxqS  


 . 

 Енергiя,  що  за цей же час  конвективно  видаляється з торця стрижня        
                           QS =  S (TL –T0),   
де  TL  -  температура на торці  стрижня.  Iз   рiвняння теплового балансу 

Qv = QS,   знаходимо температуру на торці стрижня    TL = 

1 )( 1

1
ii

n

i
i xxq  


 + T0.   

З   другого   боку,  на торці стрижня  при    х = L     TL  = - 
n

n Lq




2

2

+ Аn L + Вn,   звідки   Вn = 

TL - Аn L + 
n

n Lq




2

2

.  Iз умови нерозривності функції   

 Ti-1(x) = Ti(x),   знаходимо     Bi-1 =  
1

2
1

2 






i

ii xq

  -  
i

ii xq




2

2

 + Ai ix  - Ai-1 ix  + Bi. 

Таким  чином,  ми  отримали  рішення задачі  для  кожної  ділянки  стрижня                     

                                 Ti(x) = - 
2

1 2xqi

i





 + Аi x + Вi.   

 
 

1.8.  Математичнi основи  методу  кiнцевих елементiв 
     По своєї суті метод кінцевих елементів аналогічний кусочно-аналітичному методу.  Також  
кусочно-однорідна  область розділяється на окремі  підобласті або елементи.  Елементами  
розділення  є  однорідні  ділянки  стрижня.   У кожній   з  цих  ділянок  q = const  і    = const.   
     В  межах  окремого елемента невідома  функція  Т(х)  апроксимується простими  
аналітичними  функціями (лінійна  функція, квадратична або кубічна параболи). Цим і 
відрізняється метод кiнцевих елементiв вiд кусочно-аналiтичного.  Метод кiнцевих елементiв  
дає  приблизний  результат  розв’язування задачi, похибка  якого  обумовлена похибкою 
апроксимації функції,  а  кусочно-аналітичний  спосіб  дає  точний  аналiтичний  вираз  для 
функції  в  межах  виділенного  елемента. 
     Проте, знайти точне аналітичне рішення вдається тiльки  в   найпростiших   випадках,   
наприклад,   коли    q = const,  або  коли  q(x) є аналiтична функцiя, що дозволяє аналітично 
виразити інтеграл (1.2) для фундаментального рішення.   
      У методi кiнцевих елементiв таких обмежень нема. Функцiя може бути апроксимована в 
межах кожного кiнцевого елемента лiнiйно або  параболiчно практично  при  довільній 
залежності q(x).  Крім  того, такі апроксимації можуть бути  виконані  в  двомірні  постановці  
задачі, де кiнцевими елементами  будуть прямокутники, або в тримірні  постановці, при 



 

22 

розділені  простору  на  паралелепіпеди.   Двомірні   і  тримірні  задачі,  за  рідким  винятком,   
взагалі   не  мають  аналітичних   рішень. 
     Математичні основи методу кiнцевих елементiв почнемо розглядати з найпростiшої задачі  
-  кусочно-однорідний стрижень, що конвективно охолоджується з торцiв.  Стрижень 
роздiляємо на  n   ділянок  (кiнцевих елементiв).  Розділення  задається  координатами  
границь  ділянок  (х1, х2, х3, …, хk,  …,  хn)  (рис.1.6).          
     При  математичнiй  реалiзації  метода  кiнцевих елементiв принципове   значення   мають  
наступнi  три   поняття: 
    -    координатнi   функції, 

-    локальнi   координати, 

    -    глобальнi  координати. 

     Видiлимо окремий   k–тий  елемент i розглянемо такi поняття,  як  координатнi функції,  
локальні  і  глобальні  координати  (рис.1.7). 
     Координатні  функції  використовуються для  апроксимації   функції  Т (х)  в  межах   
кожного  кiнцевого елемента.  В локальних координатах        на  вiдрiзку   вiд      = -1   до   

  = +1     цi  функції   при  лінійні  апроксимації  мають  наступний  вигляд:      

                N1 ( ) = 0.5 )1(  ;          N2 ( ) = 0.5 )1(  .                                   (1.12)  
Геометрично  функції     N1 ( )  i   N2 ( )   є  відрізки  прямих  ліній,  що  

проходять  через  точки  з  координатами:    [  = -1, N1 = 1];  [  = 1, N1 = 0]  і  

  [  = -1, N2 = 0];  [  = 1, N2 = 1] .   Вони  мають  такі  властивості:       

                   N1 ( ) + N2 ( ) = 1,         
d

dN1   +   
d

dN 2 = 0. 

         Опорними  точками  для  апроксимації  невідомої  функції  є  вузли  апроксимації. В  
локальних   координатах     тільки   два   вузли.    Вони  номеруються     в    порядку   

зростання    координати    .   Це  будуть  локальні  номери   1  i  2.   Під  цими  номерами  

записані   і  вирази  для координатних  функцій   N1 ( )  і   N2( ).   Локальні   номери   
задаються    один  раз  і  залишаються  без  змін.  
     В    глобальних   координатах,  в  порядку   зростання    координати  x , виконується   

глобальна   нумерация    вузлів   апроксимації   і   заданих координат    kx .    Значення  

координати   x    і  невідомої   функції   T( x )   в глобальних координатах  для k – того  
елемента  вираховуються через координатні функції і значення цих величин  в  вузлах 
кінцевого елемента. 

           x  = N1( ) kx   + N2( ) 1 kx ;        Т( x ) = N1( )  Tk  + N2( )  Tk+1.                                         

      Якщо  необхідно  вирахувати  Т ( gx )  в задані  точці   gx     розрахункової області, то 

спочатку потрібно  визначити номер  k  кінцевого елемента, в межах якого знаходиться точка 
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gx ,  а далі,  вирахувати  значення локальної  координати  g ,  що  відповідає   розрахункові  

точці   gx .    

Наприклад, gx = 0,5   (1- g ) + 0,5   (1+ g ). Звідки    
kk

kkg
g xx

xxx










1

12
 . 

Отже,   Т( gx ) = N1( g )  Tk  + N2( g )  Tk+1..  На   рис. 1.7   показані  графіки  розподілу  

лінійних  координатних  функцій   в  локальних  і  глобальних  координатах,  а  також   

розміщення   точок     g   і    gx .          

      Аналітична   геометрія   пропонує  нам  цілий  ряд  аналітичних  рівнянь   прямої  лінії,  а  

саме:    

0 yBxA     -   канонічне   рівняння   прямої  лінії; 

bxky           -  рівняння   прямої  лінії  з  кутовим  коефіцієнтом; 

1
b

y

a

x             -  рівняння   прямої  лінії   у  відрізках; 

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy






   - рівняння   прямої  лінії, що проходить  через  дві задані  точки. 

     Відомі  і  другі  види  рівнянь   прямої  лінії, наприклад,  параметричне  рівняння  або  

рівняння  в  полярних  координатах.   Кожний  вид   рівняння  має  свої  переваги   в  

залежності  від  конкретної  задачі.   

     При  розв’язувані  задач  методом  кiнцевих елементiв найзручнішим  виявляється  

застосування  координатних  функцiй.  Це  дещо  незвичний  спосіб.  Він  навіть  відсутній  в  

підручниках  по  вищій  математиці.  Але  саме  такий  спосіб  апроксимації    функції   

дозволяє  дуже   витончено  унiфiкувати   обчислювальнi  операції  при  розв’язувані  задач  

методом  кiнцевих елементiв.    

     Далі  повернемося   до основної  задачі  -  визначенню  самої  функції   T(x)  з 
використанням кiнцевих елементiв.  Тепер  ця  задача  зводиться до обчислення  значень  цієї  
функції  Tk(xk)  в вузлах апроксимації.   Рішення будемо шукати  виходячи  з закону  
збереження  енергії  в межах кожного кiнцевого  елемента.   
     Визначимо  потужнiсть  видiлення тепла в  k – тому  кiнцевому елементi.  При  заданнiй  

функції  T(x), тепловий потік,  що   пiдводиться  до  фiзичного  тiла  p(x) = -  ( )dT x

dx
 .   

     Визначимо  функцію   Т (х)  через координатні функції   в  глобальних координатах.  
                                      T(x) = 1 1 2 2( ) ( )N x T N x T   . 
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(1.18)  дійсно  задовольняють   тотожність   виразів  (1.16)  і  (1.17),   але  з  цього  ще  не  
витікає   що  це  єдине  рішення.  
      Строге  доведення   того,  що  це  єдине   рішення,  отримано    із  умов   мінімізації   
енергетичного  функціоналу   для  всієї    області,   розділеної  на  кiнцевi елементи.     Тут  ці  
математичні  перетворення   внаслідок їх  громіздкості  опускаються.  Познайомитися  з  
такими  викладками  можна  в  спеціальні  літературі  по теорії  метода  кiнцевих елементiв,  
наприклад  в  работi  [4, с. 71]. 
      При  виводi  виразiв  (1.18)  збереженi  також   позначення  буквами фізичних  величин   і   
умови  протікання  теплофізичних  процесів,  при  яких  ці   вирази    отримані   в роботі  
[4.,C.71].  Так,  компоненти  матриць   коефіцієнтів   і  вільних  членів,  позначені  буквами  
kэij  і  fi. Сама  формула  для  компонентів  матриці   вільних  членів має знак “мінус” (fi = -

2

1

( )
x

i k

x

N q x dx  ).  Як  пояснює  Л.  Сегерлінд:  “знак  мінус   поставлено   тому,  що  тепло  

підводиться  до  тіла” [4, с. 71].   
      При  подальшому  викладені  тексту даної  книги   позначення  буквами компонентів  
матриць  будуть  змінені.    Змінимо  також  знак    “мінус”  на “плюс”.     Вирази  для  
розрахунків  запишемо  так:   

                      aэij = k
2

1

x
ji

x

dNdN
dx

dx dx
   ,          bi  = 

2

1

( )
x

i k

x

N q x dx  .                         (1.19) 

Це  викликано  тим,  що  букви  k, l, i, j, m, n   при  позначенні  фізичних  величин  
використовуються,  як  правило,   в якості  індексів.  Самі  фізичні  величини  позначаються   
іншими  буквами  латинського   або  грецького  алфавітів.  Тому,  для   позначення  
компонентів  матриць   логічно  взяти   перші  букви  латинського  алфавіту   “a”   і   “b”,   а   
букву   “ k”      використовувати  як  індекс.     
     Знак  “мінус”  відповідає    підводу  тепла  до  фізичного   тіла  зовні.   В    даній роботі  

розглядаються теплофізичні  процеси,  де  тепло  виділяется   всередині  фізичних   тіл  в  

процесах  хімічних  реакцій,  або  індуктивного  їх нагрівання.   Тепловий  потік  при  цьому  

буде  виводитися   з  об’єму фізичного  тіла  внаслідок теплопровідності зразка,  або  

конвекцією  з  його  поверхні,  але   не  підводиться   до   тіла   зовні,  як  це наголошено  при  

виведенні   формул  (1.18)   у  Л.  Сегерлінда.  Тому,  в   формулі  для  обчислення  

компонентів  матриці  вільних  членів  знак  “мінус”  замінено  на  знак   “плюс”.   

      З врахуванням  принятих  змін,  система   кінцевоелементних  рівнянь  

  для  першого  кінцевого  елемента   набуде    вигляду: 

                                  )1(
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методом  кінцевих  елементів  розподіл   температури   вздовж  всього   стрижня  
визначається  просто  розв’язуванням  системи лінійних  алгебраїчних  рівнянь  із  
стрічковою  матрицею.                                  
     Для  розв’язування  такої  системи  рівнянь   на  комп’ютері   в  памяті достатньо  

зберігати  тільки  три  стрічки   матриці   -   головну  діагональ  і  дві однакові  піддіагоналі.  

Розв’язування її  зручно  виконувати  послідовним  виключенням  невідомих   методом   

Гауса.   

 

 

1.9.  Крайовi  умови    Дiрiхлє  в  методi  кiнцевих елементiв 

     Крайові   умови  Діріхлє,  в  загальному  випадку,  припускають  заданними  значення  
температури    на   краях  розрахункової  області.   У випадку  одномірної   задачі   в  
декартових  координатах  це  будуть  значення  температури   на  торцях  стрижня.   
     Розглянемо  перший  випадок,  коли  температура  задана  тільки  на  одному  торці  
стрижня.  Другий   торець  охолоджується  конвективно.  Тоді,  при  глобальні  нумерації  
вузлів  кінцевих  елементів,  вузлу  с  заданними  значеннями      температури,    слід   
присвоїти  останній  номер.     
     Для   лінійної  апроксимації,  коли  число  кінцевих  елементів  дорівнює   n,   номер    
останнього   вузла   буде  n+1.  Число  рівнянь  в системі  кінцевоелементних  алгебраїчних  
рівнянь  будет  дорівнювати   n+1.  Проте значення  температури  Тn+1, в  вузлі  під  номером  
n+1  вже  задано  в  якості  вхідних  даних.   Тому,  число  невідомих в  системі  алгебраїчних  
рівнянь   зменьшиться  на  одиницю.  Останню  строку  в  матриці  коефіцієнтів  можна  
просто  видалити,  а  останній  стовпець   с  коефіцієнтом,  помноженому  на  значення   
температури  в  останньому  вузлі   (Тn+1 – Т0) ,   перенести  в  праву частину  змінивши  знак.   
Так,  як  це  завжди  виконується  при  розв’язувані алгебраїчних  рівнянь.  
     Тут  необхідно  пояснити,  чому від  заданого  значення  температури  на  поверхні  торця   

Тn+1  віднімається  температура  навколишнього  середовища Т0 . В цій  задачі  ми  маємо  

змішані  крайові  умови.  На  одном  торці  - це умови  Діріхлє,  а  на  другом  - умови  

конвективного  теплообмiну  Ньютона.  Конвективний  теплообмiн  забезпечує  різниця  

температури  поверхні  тіла  і  температури  навколишнього  середовища.  Компоненти  

матриці  коефіцієнтів  при  конвективному  теплообміні  вираховуются  для  різниці  

температури  в вузлах  і  температури  навколишнього  середовища.    Це  показує  перший  

коефіцієнт.  Якщо  ми  маємо  доданок  1 1 Т  , то  1Т   в  цьому  доданку  є  різниця  

температур.  В результаті  розв’язування  системи  рівнянь  ми  отримуємо  різницю  

температури  в  вузлах і  температури  навколишнього  середовища.   Різниця  температур   

(Тn+1 – Т0)   приводить    крайові      умови   Діріхлє  до   крайових  умов  Ньютона.  

     З  врахуванням  сказаного  вище, повна  система кінцевоелементних  рівнянь  набуде  
вигляду:     
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(а33
(1)+h33

(1))  3Т  +(а31
(1)+h31

(1))  1Т  = b3
(1)   (1133,3333)  3Т  +(- 466,6667)  1Т  = 500 

(а13
(1)+h13

(1))  3Т   +(а11
(1)+h11

(1))  1Т = b1
(1)   (- 466,6667)  3Т  +(1133,3333)  1Т  = 500. 

Для   другого  елемента     a11 =    80 / 0,1 = 800    a12 = - 80 /  0,1 = -800                                       
                                              a21 = - 800                    a22 =    800 

h11 =
0,1 110 2 333,3333

0,002 3
            h22=333,3333        

h12 =
0,1 110 1 166,6667

0,002 3
              h21=166,6667 

b1 =0,5 10000 0,1 =500           b2  = 0,5 10000   0,1 =500. 
Система  кінцевоелементних  рівнянь  для  другого  кінцевого  елемента. 
 (а11

(2)+h11
(2))  1Т  +(а12

(2)+h12
(2))  2Т  = b1

(2);  (1133,3333)  1Т  +(-466,6667)  2Т  = 500 

(а21
(2)+h21

(2))  1Т   +(а22
(2)+h22

(2))  2Т = b2
(2);  (-466,6667)  1Т  +(1133,3333)  2Т  = 500. 

Для   третього  елемента     a22 =    80 / 0,2 = 400    a42 = - 80 /  0,2 = -400                                       
                                              a24 = - 400                    a44 =    400 

h22 =
0, 2 110 2 666,6667

0,002 3
            h44 =666,6667        

h42=
0, 2 110 1 333,3333

0,002 3
              h24=333,3333 

             b2 =0,5 10000 0,2 = 1000           b4  =  0,5 10000 0,2 =  1000. 
Система  кінцевоелементних  рівнянь  для  третього  кінцевого  елемента. 
 (а22

(3)+h22
(3))  2Т  +(а24

(3)+h24
(3))  4Т  = b2

(3);  (1066,6667)  2Т  +(-66,6667)  4Т  =1000 

(а42
(3)+h42

(3))  2Т   +(а44
(3)+h44

(3))  4Т = b4
(3); (-66,6667)  2Т  +(1066,6667)   4Т  = 1000. 

Доданки,  що  враховують  крайові  умови   Діріхлє.        
        (а13 +h13) 3 0( )Т Т  =(-800+166,6667)  (3000-20) =- 1887333,234.     

        ( а24 +h24 4 0( )Т Т   (-400+333,3333)  (20-20) = 0. 

Об’єднуємо  матриці  окремих  елементів  в  повну  систему кінцевоелементних  рівнянь  для  
всієї  задачі. 
       - 466,6667  3Т  + 2266,6667  1Т   -   466,6667  2Т                              = 1000. 

                                   - 466,6667  1Т  + 2200,0000  2Т    -    66,6667  4Т  = 1500.                                                  
Перше  и  четверте  рівняння  в  повні  системі  кінцевоелементних  рівнянь  видалені,  так  як  
вони  записані  для  вузлів  з  заданими  крайовими  умовами  Діріхлє.   
       Залишаються  тільки  два  рівняння.  З  врахуванням  крайовых  умов  Діріхлє,   вони  
набудуть  вигляду: 
           2266,6667  1Т       - 466,6667  2Т   =1000 + 1887333,234.     

           - 466,6667  1Т  + 2200,0000  2Т    =1500 + 0. 

Розв’язок  цієї  систем  рівнянь:      2Т    =  185,5 .  и    1Т     =   871,28. 
Співставимо  результати  аналітичного  і  числового  розв’язків   задачі. 
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  х            0                 0,1            0,2          0,4     
)(xТ        2980       973,84        315,7         0,0253   -  аналітичний   розв’язок, 

)(xТ        2980       871,28        185,5         0            -  числовий   розв’язок.                                
Розбіжність   результатів   аналітичного  та   числового  розв’язків  задачі  помітно,  але  не  
перевищує   5%.   Для  технічних  розрахунків  це  прийнятно.  Математично  апроксимація   
круто   падаючої    експоненти   лише   двома   точками,  як  показано  на   рис. 1.9,    виглядає   
грубовато. 
 
 

1.11.  Трьохвузловi  координатнi  функцiї 
     Ми розглянули найпростіший  випадок лінійної апроксимацiї функцiї по двом вузловим 
точкам  Tk  i  Tk+1.  Для пiдвищення точностi апроксимації  введемо третю вузлову точку в 
центрi  k –того  кiнцевого елемента. Тогдi розподiл  вузлових точок  уздовж осi  х  набуде  
наступного вигляду  (рис.1.10). 
     Тепер апроксимацiя функцiї Т(х) в межах кожного кiнцевого елемента виконується  
квадратичною  параболою по трьом точкам.  Запишемо  координатні функції для цих трьох 
точок  в  локальних координатах  (рис.1.11).  
     N1 ( )  =  0,5   ( -1)   ;    N2 ( ) = 1 - 2 ;   N3( ) = 0,5   (1 +  )   .           (1.25)                   
     Відповідно,  запишемо  і  вирази   для  похідних координатних функцій  в локальних  
координатах. 

      1 0,5dN

d



  ;       


 22

d

dN
;       3 0,5dN

d



  .                                               (1.26) 

Побудова координатних функцій виконується евристично з єдиною вимогою:  у власному  i – 
том  вузлi  значення   Ni( i ) = 1;    у всiх iнших  вузлах     Ni( ) = 0. Канонiчне  рiвняння  

параболи  має  вигляд:    N ( )  = 2a b c     .     Для першого  вузла  в  точці  1         
N1 ( )  =  1;   в  точці   0       N1 ( )  =  0;    і  в  точці   1     N1 ( )  =  0.   Для  цих  трьох  
точок  складаємо  три  рівняння.  
        1  = 2( 1) ( 1)a b c      ;   0  =  2(0) (0)a b c    ;      0= 2(1) (1)a b c    .  
Розв’язуємо  систему  цих  трьох  рівнянь  і  знаходимо:   0c  ;   0,5a  ;  0,5b   ,    
Записуємо  вираз  для  координатної  функцiї  першого  вузла   
  N1 ( ) = 0,5  2  - 0,5   .   Аналогiчно  знаходимо  вирази  для  координатних  функцiй  N2 (
 )  i  N3 ( ). 
     В  локальних   координатах    тепер   вже  три  вузли.    В    порядку   зростання    

координати       вони  надiляються  номерами    1   2    3.    
       В  порядку   зростання    координати   х   номеруються   кiнцевi    елементи,    (1   2  … k  
….  n).     Номера   вузлiв  в  глобальних  координатах вираховуються   через  номера   
кiнцевих  елементiв.    



 

 
2
н
 

в

 

З
к
н
 

 

 

П
к

Т

В
 
п
в

 

а

q

Ф

в

     Вузлу   
2 k - 1    в
номер   2 k
    Iнтеграл

в  рiвняннi 

                  

Змiнюютьс
координатн
на одиницю
          В    г

 
dx

dN i  = 
d

dN

(1

dx

dN
 

Пiсля  пiдст
кінцевоелем

аэij

Тут    kx    i

Вони  не  сп
      Те   що
при  лiнiйн
вузли    гра

    Iнтеграл

аналiтично

qxq kk )(

Формули  д

вигляду:    а

 пiд   номе
    глобаль

k.   Номеру 
льнi  вирази

      А  {T

   аэij = л
x



ся  тiльки 
них функцi
ю  збiльшит
глобальних

d

N i

dx

d ,  
d

(
)5,0

1kx




тановки  в 
ментних  р

j = ( 1k
k x






i   1kx     -  

пiвпадають
о   коорди
нi   апрокс
аницi  розм

ли     Е

.  Так  як 

const    пiс

для  обчис

аэij = (k x


ером    1    в
ьних коорд
номеру  3 
и  для комп

}  = }{B    за

dx

dN

dx

dN j
x

x

i 
2

1

пiдiнтегр
iй. В зв’язк
ться   i  ран
х  координа

dx

dN j  =
d

dNj

)
2

1 kx
 , d

 (1.27)  отр
рівнянь.   

)
2

1 kx d

dN
 


1

1

  координа

ь з глобаль
нати   вузл
симацiї  ви
iщуються  


 d

d

d

dNi 


1

1

  локальнi

сля  iнтегрi

лення комп

)
2

1 kk xx 

(e

в    локальн
динатах.    Л

  вiдповiда
понентiв м

алишаютьс

dx ,         b

альнi вира
ку iз  збiльш
нг  пiдматри
атах  похiдн

dx

d ,   
dx

d

2(2

dx

dN
 

римуємо  ви




d
d

dN

d

N ji 

ати   границ

ьними  коор
лiв  апрокс
иявилось   

 в  одних  и




d
d

dN j    i

i   номери 

iровання,  о

понентiв м

( , )i j , bэi  = 

36 

них   коорд
Локальном
ає   глобаль
матриць кое

ся  без  змiн

bэi  =  N
x

x

i 
2

1

ази, так я
шенням  на
иць  кiнцев
нi  координ

(
2

1 kk xx 






(
2)2

1k xx 




ирази  для 

 ,          bэi 

ць   k – того

рдинатами 
симацiї  i  
чисто  вип
и  тих  же  

i    G 



 вузлiв  i,

отримуємо

матриць  ко

 1( )
2

k kx x 

инатах    вi
му   номеру
ьний  номер
ефiцiєнтiв  

н:  

dxxqk  )( .  

к змiнили
а одиницю 
вих елемен
натних фун

)k

,   x
dx 

(

)kx
 , 3

dx

dN


 компонен

 =  1(
2

kx x 

о   кiнцевог

 вузлiв  кiн
границь  к
падковим. 
точках. 
1

1

( )i kN q 


 
j,  змiнюю

о,  так  зван

оефiцiєнтiв

) ( )kq g i  .  

iдповiдає   
у   2   вiдп
р   2 k +1.  
  А    i  вi

                  

ся алгебра
числа коор

нтiв. 
нкцiй 

d
xx kk 



2
)1

)5,0(  

тiв  матриц

1

1

)k
i k

x
N q



 

го  елемент

нцевих  еле
кiнцевих  е
  При  лiн

d   легко

ються   вiд 

нi   базовi   м

  i   вiльни

          (1.29

вузол  пiд 
повiдає   гл

  
iльних   чл

    (1.27) 

аїчнi вираз
рдинатних

d . 

)(
2

1 kk xx 

 

ць   

( )k d  .     

та. 

ементiв. 
елементов 
нiйнi   апр

о   вирах

 1  до  3, 

матрицi. 

 
их членiв   

9) 

 номером  
лобальний  

енiв    В   

зи   для 
х функцiй,  

. 

      (1.28) 

 спiвпали  
оксимацiї  

ховуються  

 то   при  

набудуть  

 

 
 

 



 

Пiсля  с

( )1(
11  aa

кiнцевоел

      Для  

стрижня 

теплообм

 hэij  = 2

стрижня 

некругло

    При     

Виконую

де            

        Повн

поверхнi 

          Пр

L = 0,02; 

На  весь  

Тогдi   х1

Система 

перетвор

Рiшення 
 Т3  =  2;  
Аналiтич

сумiрованн

)1
)1(

11   i 

лементних

врахуванн

 матрицю

мiну   з 

NNr
x

i  

  не  круг

ого перетин

 x b )(

ючи  iнтегрi

  
1

( , )u i j


 
на   систем

   має  вигл

риклад  1.1

q = 2000; 

стрижень 

1 = 0;    х2 = 

  рiвнянь

рюється   до

  системи  
    Т2  =  32
чне   рiшенн

я  пiдматр

( )(
11

n
nna 

х   алгебраїч

ня  крайов

ю   A   с

 цiєї  по

dxN yj  )(

глого  пере

ну. 

const     h

iровання  в

1

1
i jN N d



 
ма   кiнцево

ляд:           
0.  Однорiд

  = 0,01. 

 вибираємо

0,01;   х3 =

ь   в   ма

о  вигляду:

 алгебраїчн
;      Т1  =  4
ня  для   те

риць  по  
)(

11 n
n

nna 

чних  рiвня

их  умов 

слiд  допо

оверхнi.  

dx ,       де 

етину   зам

hэij  =  x
b

в  локальни

 .                

оелементни

  }{THA 

дний  стриж

о  один  трь

= 0,02.         

атричнi    

         

них  рiвнян
42. 
емператури

37 

всiх  еле

) ,    знах

янь.             

 при  тепл

овнити   

Компонент

   r – радiу

мiсть   мно




 
 1

1

1 N
r

xx kk

их   координ

    

их  рiвнянь

}{} B . 

жень;  1 = 

ьохвузлови

                  

формi,  с

нь:  

и  по  центр

ментах  з 

ходимо    

                  

лообмiнi  

матрицею 

ти її  вир

ус  кола  пе

ожника    

 dNN ji  

натах,   отр

ь  з  врахув

0;   2 = 20

ий   елемен

   

кладена   

ру  стрижня

 врахуван

  повнi   

                  

з  бокової

  компон

раховуютьс

ретину  кр

r2   сл

.  

римуємо:    

ванням   те

0;   T0  = 20;

нт  (рис.1.12

по  форм

я. 

нням  край

 матрицi  

     

ї  поверхн

нентiв кон

ся через 

руглого  стр

лiд   брати

 

еплообмiну

;  

2).  

мулах  (1.2

 

йових умо

   систем

нi   тонког

нвективног

 iнтеграли

рижня.  Дл

и перимете

,   

у  з  боково

28),   легк

ов 

ми  

го   

го  

и:      

ля   

ер  

ої  

ко    



 

T

 

е
x
У

У

Н

 
Д

 

 

Д

 

 

О
к

в

Р
Т

 

т
о
т
 
п
а

2
( 2

2 



Lq

T

           При

елементiв  
xb1 =0;      x
У  першого

У  другого 

На  торцях 

   Роздiлен
Для   першо

                 а

                 b

Для   друго

                 а

                 b

Об’єднуємо
крайових   

всiх  компо

Рiшення   с
Т4  =  4,5;    

      В   хiм
тепла  q(x) 
об’єму   ре
температур
      Вище  
по   довжи
апроксимац

)2
2 





qх

иклад  1.11

з  рiзними 
xb2 =0,02;   
о  елемента

 елемента  

 стрижня: 

ня стрижня
ого  элемен

аэij = 1 (xb
 

bэi = 2(
2

xb x

ого  элемен

аэij = 2 (xb
 

bэi = 3(
2

xb x

о  пiдматри
умов  1 =

онентiв  на 

системи   рi
 Т5  =  4.  л

1.12. 

мiчних  реа
  пiд  час  
ечовини    
ри   епоксид
  були   роз
инi   стриж
цiя  нелiнi

2000 



L

1.  Розгляне
 теплофiзи
 xb3 =0,03. 
а:  q1 =  200

q2 = 0;  2

 1 = 0;  3

я     на  два
нта  ( k = 1)

2 1

2
)b xb

(e

1
1

) ( )xb
q g i 

нта  (k = 2): 

3 2

2
)b xb

(e

2
2

) (xb
q g i 

ицi   цих   д
= 0 i 3 =1

  0,003  наб

iвнянь:  Т1 

легко  перев

  Нелiнiйн

акцiях    п
реакцiї    н
дуже   скл
дного  ком
зглянутi  за
жня.  Мате
iйної  фун

01,02
0,002,0( 2




емо   други
ичними   ха

0;  1  = 40

 = 0,4.   

3 = 10;  T0  =

а   кiнцевих
)  компонен

, )i j  = 40
(


)  =  (0,02
2


( , )i j  = 0, 4 

)i  =  (0,03

двох  кiнцев
0   отриму

буде  зручн

=  5,01;     
вiряється   

ний  розпод

в  однорi

ри   затвер
нелiнiйно  з
ладний.     
позиту   i  в
адачi   при
ематично  
нкцiї    q(x

38 

200)012



ий   прикла
арактеристи

.  

= 20. 

х  елемента
нти  пiдмат

2
(0,02 0)

e

0) 2000 g


 

2
(0,03 0,0

0,02) 0
2

g


 

вих  елеме
уємо  систе

ного для  ан

Т2  =  5,007
пiдстановк

 
 

дiл  потуж

iдному     с

рдiннi   еп
змінюється
  Потужнiс
вiд   тривал
и   кусочно-

 такий  ро
x).    Це  

3
20

02,000




ад,  коли  с
иками.   Ко

а  показано 
триць  буду

( , )e i j = 400

( )g i 20 g 

02)
( , )e i j =

( )g i  = 0. 

нтiв.  З  вра
ему  рiвнян

нализу  виг

78;     Т3   =  
кою. 

жностi  вид

стрижнi 

поксидних 
я.  Закон   р
сть    тепл
лостi   само
-однорiдно
озподiл  ро

 найпрост

3220  .

стрижень   
оординати  

на   рис.1.1
уть :   

0 ( , )e i j ,   

( )g i .           

=80 ( , )e i j ,

ахуванням 
нь,  яка  пi

гляду. 

5;   

iлення  теп

 смол  пот
розподiлу  
овидiлення
ого  процес
му   розпод
озглядаєтьс
тiший  спо

. 

 складаєть
 границь  е

13.              

      

,         

             
iсле  перем

пла  

тужнiсть  в
  функцiї  
я     залеж
су.  
дiлу   функ
ся,   як  ст
осiб   апр

ься з двох  
елементiв  

             

множення  

 

видiлення  
  q(x)   по  

жить    вiд  

кцiї    q(x)  
тупенчата  
оксимацiї  

  

 

 

  

 



 

функцiй.
числа    е
     В  дан
апроксим
виберемо

елемента

i    1kq 

елемента

iнтегрува

системи  

     bэk = 0

Вирази  
залишаю

       
           Пр

однорiдн

тепла   вз

Iншi   теп

10;    0T

      Споча

  q(x) = 3
мати  виг

   ( )F x 

Постiйнi 

3000
5

B





Розподiл

         

    Для  д
елементiв   
ном  роздi
мацiях    не
о   однорi

а:   kx    i    

  вiдповiд

а   в  лок

ання  в   ло

кiнцевоеле

0,5 1( kx x 

 для   ком
ються   без  

риклад  1

ному   стри

здовж  його

плофизiчнi

 20.    

атку  знайд

3000
5 x

Le
  

 

гляд: 

1
q


   

 iнтегрува

50 (1L
e




 

   температ

                  

осягнення 
роздiлення

iлi    розгл
елiнiйної   
дний   k-т

1kx  .  На  г

дно. При  л

кальних   

окальних  к

ементних  

)kx 1 2
3

kq  


мпонентiв  
змiн. 

1.12.   Ро
ижнi  довжи

о  довжини

i   характер

демо  аналi

   легко   

( )q x dx dx 

ання:   A 

5 3000)
25

L







тури   по  д

     ( )T x 

 задовiльн
я.    
лянемо    
функцiї   
тий     кiн

границях    

лiнiйнi  ап

 координа

координата

рiвнянь,  от

kq ;    bэk+

 матриць 

озглянемо 
ини   L  пр

и.   Нехай   

ристики   ст

iтичне   рiш

iнтегруєтьс

x
1


   
3000

5
L







2
5 480L

e


 

овжинi   ст

76,8 e


  

39 

ної  точнос

тi  самi   
 q(x)  в   м
нцевий еле

 заданi   зн

проксимацi

атах    q

ах  виразiв 

тримуємо: 

+1 = 0,5 ( kx 

 коефiцiєн

  прикла
ри   нелiнiй

q(x) = 3000

трижня   на

шення    зад

ся   аналiт

3000 e



L 3000

5
 



00 L 4,8

трижня:      
5

480
x

L

  
  

стi   він   

 задачi    
межах   еле
емент   ст

начення   п

iї   функцi

1( )
2

k
k

q
q  

  для  вiль

  

1 )kx 
2 


нтiв  систе

ад  розрах
йному   роз

0
5 x

Le
  

  . 

аступнi:   

дачi.   Задан

тично.    Ф

5 x

L dx d
 

 
   

0 0,08
0,01


  

58 (1 )e  

              

00 x  389

вимагає   

при   лiнi
ементiв   р
трижня.  К

отужностi 

iї  ( )kq    

2
kq q
 

них  членiв

1

3
k kq q  .   

еми кiнцево

хунку  ро
зподiлi    п

0,01  ;  

на  функци

ундамента

dx
300


 

4800 ;... 

576,8 e  

9, 285  .      

значного  

нiйнi   i   к
роздiлення.
Координати

 видiлення

 в  межах

1

2
k kq  .  

в  bэk  = 
2

1

x

x

N

            (1.3

оелементн

озподiлу  
потужностi 

 0,08L 

ия   

альне   рiш

200
25
L

e

 

384 = 389

                  

збiльшенн

квадратичн
  Спочатк

и   границ

я   тепла  kq

х  кiнцевог

Виконуюч

( )i kN q x dx 

30) 

их  рiвнян

 
тепла   
  видiленн

8 ;        

шення   буд

5 x

L

 

 .  

9, 285 . 

    (1.31)     

ня   

нi   
ку    
ць   

k    

го  

чи  

x   

нь  

в         
ня   



де  

           



 

 
д
б

q

q

 

д

т
в
Д

b

b

Д

b

b

Д

b

 

Д

b

b

З
с
 

 

    Далi   ро
дiлимо  на 
будуть : 1x

q(x) на гр

4 70,553q 

        Компо

дорiвнюват

так  як   вс
вираховуєм
Для   першо

bэ1 = 0,5 2(x

bэ2 = 0,5 (x

Для   друго

bэ2 = 0,5 3(x

bэ3 = 0,5 (x

Для   третьо

bэ3 = 0,5 4(x

bэ4 = 0,5 (x

Для   четвер

bэ4 = 0,5 5(x

bэ5 = 0,5 (x

За  результ
стрижня   ф

озглянемо 
 чотири    е

1 0 ; 2x 

раницях кiн

32 ;  5 20q 

оненти  ма

ти   aэij = (-1

сi  чотири 
мо  по  фор
ого   кiнцев

2 1)x x 2q 


2 1)x x 2 q


ого   кiнцев

3 2)x x 3q 


3 2)x x 2 


ого   кiнцев

4 3)x x 4q 


4 3)x x 2 


ртого   кiнц

5 4)x x 5q 


5 4)x x 2 


татами   ро
формуємо  

 рiшення  
елементи   
0,02 ; 3x 

нцевих   

0,2138.  

атриць   кое

1)(i+j)

k

k

x 


1



 кiнцевi  е
мулах   (1.2
вого  елеме

12
3

q   = 0,

2 1

3
q q  = 0,

вого  елемен

22
3

q   = 0,

3 2

3
q q  = 0

вого  елеме

32
3

q   = 0,

4 3

3
q q  = 0

цевого  еле

42
3

q   = 0,

5 4

3
q q  = 0

озрахункiв 
 повнi   мат

цiєї   задач
однакової 
0,04 ; 4x 

елементiв:

ефiцiєнтiв  

kx
= (-1)(i+

елементи  о
27). 
ента     k=1

5 (0,02 0 

,5 (0,02 0 

нта     k=2; 

,5 (0,04 0 

0,5 (0,04 0 

ента     k=3

,5 (0,06 0 

0,5 (0,06 

емента     k=

,5 (0,08 0 

0,5 (0,08 0 

  з   враху
трицi  сист

40 

чi   при  лi
ї  довжини 

0,06 ; 5x 

:  1 300q 

  для  всiх 
+j) 0, 01

0, 02
 = (

однаковi.  

;      

0) 859,514


0) 2 859,5


     

0,02) 246,


0,02) 2 2


;      

0,04) 70,5


0,04) 2 7


=4;      

0,06) 20,7


0,06) 2 2


уванням  к
темi   кiнце

iнiйнi  апро
 (n=4).   Ко

0,08 .  Ви

00 ;    2q

 кiнцевих  

(-1)(i+j) 0, 5

  Компоне

44 2 3000
3
 

5144 3000
3



255 2 85
3

 

46, 255 85
3


5532 2 24
3

 

0,5532 24
3


7138 2 70
3
 

0, 2138 70
3


конвективн
воелементн

оксимацiї  
оординати 
ираховуємо

2 859,514

елементiв 

,  

енти  матри

0 = 22,865 ; 

0 = 15,7301

59,5144 = 6

59,5144 = 4

46, 255 = 1,

46, 255 = 1

0,5532 = 0,5

0,5532 = 0,

ого  охоло
них рiвнян

функцiї.  С
 границь  е
о значення

44 ;   3q 

 будуть  о

ицi  вiльни

   

1. 

6,3836 ;   

4,5067. 

8289 ;  

,2912.  

5394;   

,3699. 

одження   н
нь.    

Стрижень 
елементiв  
я  функцiї  

246,255 ;  

однаковi  i 

их  членiв  

на   торцi  

 



 

41 

      В  результатi  розв’язування   даної   системи  рiвнянь    отримуємо: 
 T5  =  5,3729;  T4  =  112,0902;  T3  =  215,1496;  T2  =  305,4418; T1  =  351,1719.  
Аналiтичне  рiшення   (1.28)    дає   нам   наступнi   значення  температури   в  вузлових   
точках   кiнцевих  елементiв: 
T5  =  4,768;    T4  =  99,479;    T3  =  190,981;    T2  =  271,2818;   T1  =  312,485. 
Вiдхилення  результатiв  складає  вiд  12,4%  до  12,7%.  При  цьому  числовi  значення   в  
усiх   вузлах   перевищують   аналiтичнi  значення.   Це   зумовлено   видом   функцiї    q(x).  
На   рис. 1.14   показано  графiки  заданої   функцiї   q(x)  i  кусочно-лiнiйної  функцiї,  яка   
використовується  при   числовому  рiшенi   задачi   методом  кiнцевих  елементiв.  Кусочно-
лiнiйна  функцiя  на  кожному  елементi,  крiм  вузлових  точок,  перевищує   значення   
заданої   функцiї   q(x).   Це  викликає  перевищення   числових  значень    над   
аналiтичними.   
      При  квадратичнiй  апроксимацiї   функцiї  ( )kq х   в  межах  кiнцевого  елемента    в  

локальних    координатах  функцiя  ( )kq   буде  змiнюватися  по  закону   

22 1 2 1 2 2 1 2 1
2

2( )
2 2

k k k k k
k k

q q q q q
q q          



   
     .  Виконуючи  iнтегрiровання  в 

локальних  координатах  виразiв  bэk =
2

1

( )
x

i k

x

N q x dx  ,  отримуємо:  

                             bэ2k-1  =  1 2 1 2 2 1( ) 4 2
2 15

k k k k kx x q q q         
 ; 

     bэ2k  =  1 2 1 2 2 1( ) 2 16 2
2 15

k k k k kx x q q q          
 ;    bэ2k+1  =  1 2 2 1 2 1( ) 2 4

2 15
k k k k kx x q q q         

 .    

          Приклад  1.13.   Розглянемо    розрахунок  розподiлу   тепла   в однорiдному   стрижнi    
при   вхiдних  даних  прикладу  1.12, але   при  квадратичнi  апроксимацiї.   Стрижень   
роздiлюємо  на  два  однакових  кiнцевих  елемента. При  цьому  координати  вузлiв  
апроксимацiї   для  обох  прикладiв   будуть  спiвпадати,  що  зручно  для  порiвняння  
результатiв  розрахункiв.  Координати  границь  елементiв   будуть  : 1 0xb  ; 2 0,04xb  ;  

3 0,08xb  .    Значення  функцiї   q(x)  в  вузлах  апроксимацiї  1 3000q  ;  2 859,5144q  ; 

3 296,255q  ; 4 70,5532q  ; 5 20,2138q  .  

        Вираховуємо   компоненти  матриць   системи  кiнцевоелементних  рiвнянь. 
Для   першого  елемента  (k = 1): 

аэij = 1
2 1

2
( )xb xb

 


( , )e i j  = 20,1
(0,04 0)



( , )e i j =5 ( , )e i j .    

bэ1  =  1 2 32 1 4 2( )
2 15

q q qxb xb    
 (0,04 0) 4 3000 2 859,5144 246,255

2 15
    

  17,9637.   

bэ2  =  1 2 32 1 2 16 2( )
2 15

q q qxb xb     


(0,04 0) 2 3000 16 859,5144 2 246, 255
2 15
     

   26,993. 

bэ3  =  2 3 12 1 2 4( )
2 15

q q qxb xb    
 (0,04 0) 2 859,5144 4 246, 255 3000

2 15
     

   -0,3946.    

Для   другого  елемента  (k = 2): 
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Глава 2.  ОДНОМIРНI     ЗАДАЧI    ТЕПЛОПРОВIДНОСТI 

В    ЦИЛIНДРИЧНИХ    КООРДИНАТАХ 

 
 

2.1.  Рiвняння   теплопровiдностi  в   цилiндричних  координатах 
Для  виводу  рiвнянь теплопровiдностi   в   цилiндричних  координатах   розглянемо   

однорiдний  цилiндр  висотою  H .    Елемент об’єму  цилiндра dv 2 .H r dr      
Тепловий  потiк  ( )dр r  буде   витiкати  через  поверхню  S 2H r    . При видiленi  в  

одиницi  об’єму  цилiндра  потужностi  q( )r  тепловий  потiк,  що  витiкає з  елемента об’єму   

dv S dr  , буде  дорiвнювати  ( ) S q( ) dvdр r r   .     Складаємо  рiвняння  теплового  
балансу 

                                               ( ) 2 q( ) 2d p r H r r H r dr         . 

Скорочуючи в цьому рiвняннi тiльки константи, отримуємо:    ( ) q( )d p r r r r dr    .    

Рiвняння  теплопровiдностi в цилiндричних координатах   набуде  вигляду:    

( ) ( )T
r q r r

r r
 
   

 
 ,   або           

2

2 ( )T T
q r

r r r

  
   
 

.      (2.1)  

Фундаментальне  вирiшення  рiвняння  (2.1) знаходимо  прямим iнтегрiрованням:     

                      1 1( ) ( )F r q r r dr dr
r
           .                                                           (2.2)  

Загальне  вирiшення  вiдповiдного  однорiдного  рiвняння  
2

2 0T T

r r r

  
   
 

   будемо  

шукати   у   виглядi  функцiї      ( ) ln( )G r A r B   .   [2, с. 118]          (2.3)              Постiйнi  

iнтегрiровання   А   i  В   для  кожної  конкретної  задачi   знаходяться   з крайових i 
граничних умов. 
 
 

2.2.  Однорiдний  цилiндр,  що конвективно  охолоджується 

з  боковой   поверхнi 

      Цилiндр радiуса   R  i  висоти  Н  нагрiвається  рiвномiрно  розподiленим по  об’єму  

видiленням  тепла  потужнiстю  q  = const  i  конвективно охолоджується  з  бокової  поверхнi  

(коефiцiєнт конвекцiї  ) (рис. 2.1).    Торцевi   поверхнi  цилiндра   термоiзольованi,   тому  

рух  теплового  потоку  проходить  тiльки  в  радiальному  напрямку.  Коефiцiєнт 

теплопровiдностi матерiалу  цилiндра   .  Температура навколишнього  середовища  Т0.   

       При q = const, пiсля iнтегрiровання виразу (2.2) отримуємо  фундаментальне вирiшеня: 

F(r) = - 
4

1 2rq 



. Загальне  вирiшення всiєї задачi набуде  вигляду:                   
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T(r) = - 4
1 2rq 



 + А ln(r) + В.                                                 (2.4) 

Енергiя,  що видiляється по всьому  об’єму  цилiндра:      Qv = q V = q   R2 H. 

Енергiя,  що   конвективно  видаляється  з  бокової   поверхнi  цилiндра:   

QS = 2  R H  (TR –T0), 

де  TR  -  температура  на боковi поверхнi цилiндра.  З рiвняння теплового балансу   Qv = QS,   

знаходимо температуру на боковi поверхнi цилiндра            TR  = 


2
Lq

 + T0.   На осi цилiндра  

(при   r = 0) тепловий потiк дорiвнює  нулю 

                                               ( 0 rdr

dT = 0).   

Таким чином, враховуючи  крайовi умови  на осi i на боковiй поверхнi цилiндра, складаємо  

два  рiвняння  для  визначення  постiйних iнтегрiровання.   

       При   r = 0,     А  = 0.        При   r = R,  В  =  



2
Rq  + T0  + 




4

2Rq .      

Тепер  запишемо  загальне  рiшення:        T(r) = 



4
)( 22 rRq  + 




2
Rq + T0 .         (2.5)      

     Постiйна  iнтегрiровання  А  може  бути  також  визначена  з  крайових умов  Ньютона  
для  теплового  потоку  на    боковi  поверхнi  цилiндра  (при r = R).  Запишемо  цi  умови:   -

Rxdr

dT
 =  (TR -Т0),   або  

  -  ( - 



2
Rq  + А)  =  (




2
Rq  +  T0   -  T0).    Звiдки:   А  = 0.    

 

2.3.  Крайовi  умови    Дiрiхлє  в  цилiндричних  координатах 

            

         В  цилiндричних  координатах  крайовi  умови  Дiрiхлє  можливi  тiльки 

  для  труби.  Якщо  задати  постiйне  значення  температури  RT   на  поверхнi 

  цилiндра,  то  вирiшення  задачi  буде  тривiальним,  а  саме: 

RT
rRq

rT 




4

)()(
22

. 

     Для  труби  можливi  три  стани.  

     Стан  перший.   Температура  1Т   задана  на  внутрiшнi  поверхнi  труби.   Зовнiшня 

поверхня  охолоджується  конвективно.  Коефiцiєнт  конвекцiї    2 .   Складаємо   рiвняння  

для  крайових  умов  на   поверхнях  цилiндра.   
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На  внутрiшнi  поверхнi   згiдно  умов  Дiрiхлє:  T1 = - 4
1 2

1Rq 



+ А ln( 1R ) + В.  

Друге  рiвняння  складаємо  згiдно  крайових  умов  Ньютона  на  зовнiшнi  поверхнi: 

2 2 0
2

( ( ) –  )T
T R Т

r r R
 

   
 

   або  




2

20

2 R

ARq 


  2 2 0( )T T   .   

З  врахуванням  виразу для  температури  на  зовнiшнi  поверхнi   

2T    = - 4
1 2

2Rq 



+ А ln( 2R ) + В,    запишемо   друге  рiвняння:   






2

2

2 R

ARq



  

2
2

2 2 0
1( ln( ) )

4
q R

A R B T



       .  З  цих  рiвнянь  знаходимо: 

)ln(4

)](4)(2[

1

2
22

012
2

1
2
2222

R

R
R

TTRRqRqR
A









,   )ln(

4 1

2
1

1 RA
Rq

TB 






. 

     Другий  стан.   На  зовнiшнi  поверхнi  труби  задана  температура  2Т .   Внутрiшня 

поверхня охолоджується конвективно.  Коефiцiєнт  конвекцiї    1 .   Аналогiчно  першому  
стану,  складаємо  рiвняння  для  крайових  умов  на  поверхнях  труби,  i  знаходимо:     

)ln(4

)](4)(2[

1

2
11

011
2

1
2
2111

R

R
R

TTRRqRqR
A









,   )ln(

4 2

2
2

2 RA
Rq

TB 






.  

      Третiй  стан.   На  обох    поверхнях  заданi  крайовi  умови  Дiрiхлє.  На  зовнiшнi  

поверхнi   задана  температура  2Т .  На внутрiшнi  -  температура  1Т .   Тодi   зразу  
записуємо  два  рiвняння  для визначення  постiйних  iнтегрiровання.     

         T1 = - 4
1 2

1Rq 



+ А ln( 1R ) + В,    2T    = - 4

1 2
2Rq 




+ А ln( 2R ) + В. 

Звiдки  знаходимо: 

      ;
ln4

)(

ln
1

2

2
1

2
2

1

2

12

R

R
RRq

R

R
TT

A









         







8
)()ln(

22

2
1

2
2

21
21 RRq

RR
ATT

B . 

    В  окремому  випадку, коли   в  об’ємi  труби  тепло  не  видiляється    0q ,    

;
ln

1

2

12

R

R
TT

A


         )ln(
22 21

21 RR
ATT

B 


    :       T(r) =  А ln(r) + В.    
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Пiсля  пiдстановки   постiйних  iнтегрiровання  вираз  для  температури  набуде вигляду:    

1

2

1
1

2
2

ln

lnln
)(

R

R
R

r
T

r

R
T

rT


 .  Цей  вираз  повнiстю  спiвпадає з  виразом  для  температури  (2.3),  

приведеним  в  роботi  [2.C.188]  i  з виразом   (3.5),  приведеним  в  работi  [1.C. 134].      

     Тепловий  потiк  в  трубi:        r
R

R
TT

dr

dT
p

1

ln
1

2

12 


 
. 

     Потужнiсть  теплового  потоку:    H

R

R
TT

SpQ 


  2
ln

1

2

12
. 

     Тепловий   опiр   труби:    2

1

1 ln
2

R
R

H R  
 

  
. 

У  випадку  конвективного  охолодження  поверхонь  труби  тепловий  опiр  для внутрiшньої  

поверхнi   буде     HR
R




11
1 2

1
    i  для зовнiшньої   поверхнi      

HR
R




22
2 2

1
 . 

      Для   багатошарової труби  повний  сумарний  тепловий опiр  будет дорiвнювати сумi  

опорiв  окремих  однорiдних   шарiв. 

              R  = 
1

n

i
i

R

 + 

2 1

1
2 nR H     

= 
1

1
2

n

i iH 


   ln ( 1i

i

R

R
 )  +  

2 1

1
2 nR H     

. 

Тут  еквiвалентному тепловому опору поверхнi конвективного охолодження вiдповiдає  

доданок  
2 1

1
2 nR H     

.  Тепловий  опiр  багатошарової  труби,  як функцiя зовнiшнього 

радiусу, при вiдповiдному спiввiдношенi теплофiзичних параметрiв має мiнiмум.  Для 

визначення цього спiввiдношенiя  прирiвнюємо   до  нуля   похiдну  теплового опору по 

зовнiшньому радiусу  Rn+1      
1n

dR

dR




=
1

1
2 n nR H     

 - 2
2 1

1
2 nR H     

= 0.   Звiдки  

знаходимо критичний радiус   Rn+1 = Rkp = 



,  при  якому багатошарова  труба буде  мати  

мiнiмальний тепловий  опiр.   
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       Критичне спiввiдношення параметрiв    i     важливо забеспечити при виборi  iзоляцiї 

електричних дротiв, так як, при цьому,  тепло  вiд  електричних втрат  в дротах  буде  

найкраще  вiдводитися  в  навколишнє  середовище.  

В  iншому  випадку, при теплоiзоляцiї трубопроводiв теплотрас, слiд   не допускати  

критичного спiввiдношення    i    , так як, при  цьому, втрати тепла  в  теплотрасi  будуть   

максимальними. 

 

2.4.  Кусочно-однорiдний цилiндр,  що  конвективно  охолоджується 

з  бокової     поверхнi 

 
      Кусочно-однорiдний цилiндр радiуса    R  i  висоти     Н,  що  складається з  n  одноосних  

трубок, нагрiвається рiвномiрно розподiленною по об`єму окремих трубок потужнiстю  

тепловидiлення  qi = const  i  конвективно охолоджується з бокової поверхнi з коефiцiєнтом 

конвекцiї    .     Коефiцiєнт теплопровiдностi матерiалу i–тої трубки цилiндра  i .  

Температура  навколишнього  середовища   Т0. 

     Для  i–тої трубки однорiдного елемента цилiндра,  загальне  рiшення рiвняння 

теплопровiдностi  має  вигляд:     

Ti(r) = - 
4

1 2rq i

i





 + А i  ln (r) + В i .   

     На осi цилiндра (при r = 0) тепловий потiк дорiвнює нулю ( 0 rdr

dT = 0). Таким  чином,  

при   r = 0        А1 = 0.  З  умови  безперервностi теплового потоку на  межi    1- шої  та  2 - гої  

трубок   1 2
1 )(

r
dr

rdT
  = 2 2

2 )(
r

dr

rdT ,  знаходимо:   А2 = - 




2

1

2

2
212

2
)(





rqq  А1.   Далi  

аналогiчно   запишемо:   

          Аi  = - 


 

i

i

i

iii rqq





1

2
1

2
)(  Аi-1 ,         Аn  = - 


 

n

n

n

nnn rqq





1

2
1

2
)(  Аn-1. 

     Енергiя,  що  видiляється в усьому об`ємi цилiндра,  

                                         Qv = H )( 22
1

1
ii

n

i
i rrq  


  . 

     Енергiя,  що  конвективно  видаляється  з  бокової поверхнi  цилiндра: 

                                        QS = 2  HR (TR –T0),  

де  TR  -  температура на поверхнi  цилiндра.   З  рiвняння  теплового балансу   Qv = QS,   

знаходимо  температуру на поверхнi  цилiндра     
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            TR  = 
 R2

1  )( 22
1

1
ii

n

i
i rrq  


  + T0.    С  iншого  боку,  на поверхнi  цилiндра,  при  

r = R   TR  = - 
n

n Rq




4

2

 + Аn  ln (R) + Вn,   звiдки  

  Вn = TR - Аn  ln (R) + 
2

4
n

n

q R





.    З умов безперервностi функцiї  на межi  розподiлу двох 

середовищ  с рiзними  теплофiзичними  характеристиками 

Ti-1(r) = Ti (r),  знаходимо:        Bi-1 = 
1

2
1

4 






i

ii rq


 -  

i

ii rq




4

2

 + Ai  ln (ri) - Ai-1  ln (ri) + Bi. 

       
2.5.  Метод  кiнцевих елементiв в  цилiндричних  координатах 

 

      Математичнi   основи  метода  кiнцевих елементiв викладенi  в главi 1  на  прикладi  

кусочно-однорiдного  стрижня.  Сутьнiсть  їх  полягає  в  тому,   що   розрахункова   модель   

роздiлюється  на    однорiднi  дiлянки,   або   елементи.   На  кожному   елементi q = const    i   

  = const.  Нагадаємо  основнi   положення   математичних   основ   метода  кiнцевих 

елементiв. 

      В  межах  окремого елемента невiдома функцiя  апроксимiрується  найпростiшими  

аналiтичними функцiями   -  це  лiнiйна  функцiя,   або квадратична парабола. Для  

апроксимацiї   використовуються,  так  званi,   координатнi  функцiї.  Їх  визначення  дано  в 

першi  главi,  це  вирази  (1.19)  i  (1.22).  Для  зручностi  подальшого  аналiзу,  розглянемо  цi  

вирази  ще  раз.   

      В   локальних  координатах      на  вiдрiзку   вiд      = -1   до     = +1  лiнiйнi    

координатнi  функцiї     мають  вигляд: 

                      N1 ( ) = 0,5 )1(  ;          N2 ( ) = 0,5 )1(  .                               (2.6)          

 Квадратичнi   координатнi  функцiї:    

         N1 ( ) =  0,5   ( -1)   ;    N2 ( ) = 1 - 2 ;   N3( ) = 0,5   (1 +  )   .          (2.7)                                      

     Вiдповiдно,  запишемо  i  вирази   для  похiдних  цих координатних  функцiй    в   

локальних  координатах.  Для  лiнiйних функцiй    1 0,5dN

d
  ;    2 0,5dN

d
 .   

Для  квадратичних функцiй:       1 0,5dN

d



  ;      


 22

d

dN
;     3 0,5dN

d



  .                                           
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Координатнi  функцiї  не  залежать  вiд  вибору  системи  координат.  В декартових,  

цилiндричних,  сферичних,     полярних,  або  в  будь-яких  iнших  системах  координат,   

вони  залишаються  такими,    як   записанi   в    формулах  (2.6)   i  (2.7). 

       Подальше  вирiшення  задачi  методом  кiнцевих  елементiв  перетворюється  в  

формування   матриць  коефiцiєнтiв  i  вiльних  членiв   системи  кiнцевоелементних   

алгебраїчних  рiвнянь   вiдносно  значень  невiдомої  функцiї   в  вузлах  апроксимацiї    i  

розв`язування  цiєї  системи  рiвнянь.         

     Компоненти   пiдматриць   системи  кiнцевоелементних   рiвнянь  виводяться з  закону  

збереження  енергiї   i  в  декартових  координатах  вираховуються   для  кожного    кiнцевого  

елемента  по     формулах: 

    аэij =
1

2 k

k kx x












d

d

dN

d

dN ji 


1

1

,        bэi  =  0,5  qk   (xk+1 – xk)  



1

1

dNi .              (2.8)   

      Для  виведення   формул  (2.8)   з  закону   збереження   енергiї,  в    першi главi  було  

використано  рiвняння  Pk  =  Fk ,    де   Pk = S
1 ( )k

k

x

x

dp x
dx

dx



  - потужнiсть 

тепловидiлення,   що  передається  тепловим  потоком  p(x)  в  межах  k –того  кiнцевого  

елемента,   а   Fk = S
1

( )
k

k

x

x

q x dx


    -  потужнiсть  джерела  тепла,  що видiляється   в  межах   

k –го  кiнцевого  елемента.  

      В  цилiндричних  координатах     площа  поверхнi,  крiзь  яку проходить  тепловий   потiк,  

залежить    вiд  радiуса     S(r) = 2 r h   .   Тому      

 Pk =  drrS
d

dpk

k

r

r

1

r
)r(  = 

1 (r) 2
r

k

k

r

r

dp
r h dr

d




     .   При  обчисленi  потужностi,  що видiляється  

джерелом  тепла  в  межах   k –го  кiнцевого  елемента,  iнтегрiровання   слiд   виконувати   

по   об`єму    2dv r h dr     .   Тому   

Fk =
1

( ) 2
k

k

r

r

q r r h dr


     .  Таким  чином,   з  рiвняння  Pk  =  Fk   знаходимо   

   аэij =
1

2 k

k kr r












dr

d

dN

d

dN ji 


1

1

,     bэi  =  0,5  (rk+1 – rk) 
1

1

( )i iN r q d 


    .        (2.9)      

     Для iнтегрiровання  в  локальних  координатах  необхiдно   виразити  залежнiсть   радiуса  
r   вiд   координати    .   При  лiнiйнi  апроксимацiї   для    
k -  того  кiнцевого  елемента запишемо через  координатнi  функцiї: 

       ( )r  = N1 ( )  rk + N2 ( )  rk+1 = 0,5 )1(   rk + 0,5 (1 )   rk+1,  або      
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( )r  =  kr 

отримуємо

 bэ1 =  0,5 

     Слiд   з

матрицi   к

враховують

цилiндр,  а

цилiндра,  

додаванням

цилiндра,  п

          Прик

тепла  пот
Коефiцiєнт
навколишн
     Весь  ци
     Тодi:    

     При  лiн
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
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T1 = 
4

)( 22 rRq    + 
2

qR  =  01,04
)002,0(2000 22




    +     202
02,02000




 = 20 + 1 = 21. 

T2 =



2
Rq  = 202

02,02000

 = 1.         0

0
0

0
1 /33.33/100

21
2128




Т . 

Як  бачимо,  похибка   для  T1  досить  значна.  
Для  T2   маємо    абсолютно  однаковi   значеня.   
         Приклад  2.2.   Розглянемо   другий   приклад,  коли   на  стальний  сердечник  одiта   
епоксидна  трубка.   Такий  цилiндр  складається  з  двох  елементiв  з  рiзними  
теплофiзичними   характеристиками.   
        Координати  границь  елементiв:   
         r1 = 0;      r2 = 0,02;     r3 = 0,03;     = 10;   T0  = 20. 
        На  першому  елементi:   q1 =  2000;     = 40.   
        На  другому  елементi:   q2 = 0;     = 0,4.   
Для   першого  елемента:   1k    -  номер  першого  елемента.  

   401  ;    q1 =  2000.     

   01 r   - перший  вузол   росташований   на  осi  цилiндра. 

   02,02 r   - другий  вузол     росташований  на  межi  поверхнi  сердечника  i    
                    епоксидної  трубки. 

аэ11= 1 2 1

2 1

( )
2 ( )

r r

r r

  
 

 = 40 (0,02 0)
2 (0,02 0)
 
 

= 20;        аэ12 = - 20;      аэ22 = 20; 

bэ1= 0,5  q1   (r2 – r1)  2 1( 2 )
2

r r  =0,5  2000   (0,02 – 0)  0,02 2 0
3
  = 0,13333; 

bэ2 =0,5  q1   (r2 – r1)  2 1(2 )
2

r r  =0,5  2000   (0,02 – 0)  2 0,02 0
3

  = 0,26667. 

Для   другого  елемента:     2k      -  номер  другого    елемента.   
    2 0, 4  ;   q2 = 0. 

    2 0,02r    - другий  вузол     росташований  в  точцi  розмежування  поверхонь    

                      сердечника  i   епоксидної  трубки. 
    3 0,03r    - третiй  вузол   росташований   на  зовнiшнi  поверхнi  трубки. 

аэ22 = 2 3 2

3 2

( )
2 ( )

r r

r r

  
 

 = 0,4 (0,03 0,02)
2 (0,03 0,02)
 
 

= 1;        аэ23 = - 1;      аэ33 = 1; 

bэ2 = 0,5  q2   (r3 – r2)  3 2( 2 )
2

r r   = 0,5  0   (0,03 – 0,02)  0,03 2 0,02
2
    = 0; 

bэ3 =  0,5  q2   (r3 – r2)   3 2(2 )
2

r r  =0,5  0   (0,03 – 0,02)  2 0,03 0,02
2

  = 0. 

З  врахуванням   крайових  умов   ( 1 = 0 i n = 10) ,  об`єднуємо   пiдматрицi.  При  цьому  

отримуємо  наступну   систему   рiвнянь. 



 

В

Т

 

к

к

В

 

П

к

к

м

 

e

e

Т

в

П

b

 

о

д

р

=

н

В  результа

Т3  =1,3333;

      Далi  ро

кiнцевоелем

координата

Враховуюч

                  

Пiсля  пiд

координатн

кiнцевоелем

матрицi     

            Е

eэ11 = 23 kr  

eэ22 = 24 ( kr 

Тодi,  ком

вигляду:     

При   qk  = c

bэ1 =0,5  qk 

         Прик

однорiдном

даннi  тi  са

радiус     R =

=20 Вт/(м

навколишн

атi  вирiшен

;     Т2  =1,7

озглянемо 

ментних  р

ах   ( )r  = 

чи,  що  r2k =

                  

становки  

них  функц

ментних  а


1

1

i
dNdN

d d



1 2 111
12

kr  



 

1 2 1)
3

k kr  



 ; 

мпоненти 

 аэij =
2 1

2
( kr  

const    1g 

 2 1 2( kr r  

клад  2.3.  

му     цилiн

амi,  що    д

= 0,02 м;  п

м2  °С),  к

нього   сере

ння  цiєї   с

333;    Т1  =

 формули  

рiвнянь  при

 N1 ( )  r2k

= 0,5  (r2k-1

 ( )r  = 2 kr 

( )r    в 

цiй  i  їх  по

алгебраїчни

( )jN
r d

d
 


 

;           eэ12 =

       eэ23 = -

 пiдматри

1 2 1

(
)

k

k

e
r



 






2 1

3
kr   ;   3g

2 1 1)k g   ;     

Розглянем

ндрi    при

для  прикла

потужнiсть 

коефiцiєнт 

едовища   T

системи  рiв

=1,74.  

 для   обчи

и  квадрати

k-1 + N2 ( )

 + r2k+1),  за

1 2 1

2
k kr   



 (2.9)   з 

охiдних,   о

их  рiвнянь

 ;          G

 - 2 1 3
3

kr    

- 2 13
3

kr r  

иць  кiнце

, )i j . 

2 1
3 3

kr   . 

bэ3 =0,5  qk

мо   задачу

и     квадрат

аду  2.1.:   

 видiлення

 теплоп

T0  = 20 °С. 

56 

внянь  знах

ислення  ко

ичнi  апрок

 r2k + N3 (

апишемо 

 + 2 1 2

2
k kr r  

 врахуван

отримуємо 

ь.   Спочат

 
1

1

(i kN q




2 1kr  


;      eэ

2 1kr  


;        e

евоелемент

k  2 1 2( kr r  

у  по    роз

тичнi   апр

я   тепла   q

провiдностi

ходимо: 

омпонентiв

ксимацiї.  Р

 )  r2k+1 . 

1k .    

нням  вира

 вирази    д

тку      об`

( ) ( )r d   

э
13= 2 1

12
kr r  

eэ33 = 211 kr  

тних  алге

1 3)k g   ;    b

зрахунку  

роксимацiї 

q = 2000  Вт

 = 0,0

 

  матриць 

адiус  в лок

азiв (2.7)  

для    компо

єднуємо   

  . 

2 1kr   ;     

1 2 13
12

kr  



 

ебраїчних 

bэ2 = 2  (bэ1

розподiлу 

  невiдомо

т/м3;     коеф

1 Вт/(м  °

кальних  

для  квад

онентiв  пi

iнтеграли 

. 

 рiвнянь 

1+bэ3) .   

  температ

ої  функцiї

фiцiєнт  кон

°С),  тем

дратичних  

iдматриць  

 в  базовi  

набудуть  

тури     в  

ї.   Вхiднi  

нвекцiї 2

мпература  

 

 



 

     Весь 

глобальн

 r1 = 0;     

     При  к

порiвнян

        N1 (

        1dN

d

По  форм

при  квад

      1k  

      1 0r   

      2 0r 

  аэ11 =
2

2
(r

   аэ12 = - 

   аэ13 =
2

(r

   аэ22 =
2

(r

  аэ23 = - 

  аэ33 =
2

2
(r

  bэ1  =  0,

  bэ3  =  0,

  bэ2 = 2 
Для  зру

Отримує

цилiндр ро

нi  координа

 r2 = 0,01 м

квадратичн

ннi  з   лiнiй

 ) =0,5 .  (

0,5  ; 

мулах  для

дратичнiй  

    -  номер

 - перший 

,02   - друг

1

2 1

2
)r





23 r

1

2 1

2
( )r r





2r

1

2 1

2
)r r





2

12
r 

1

2 1

2
)r r





4 (r

1

2 1

2
( )r r





3 

1

2 1

2
)r





211 r

,5  q1   (r2 

,5  q1   (r2 –

(bэ1+bэ3) = 

чностi  обч

мо   наступ

озглядаємо

ати  вузлiв

м;    r3 = 0,02

нiй   апрокс

йною  апрок

( -1) .  ; 

         


2

d

dN

я    компон

 апроксима

  першого  

 вузол   ро

гий  вузол   

111
12

r  = 2
(0

13
3

r



  = - 

1

2
r  = 2 0,

(0,02


2 1)
3

r r  = 
(0

2 1

3
r r  = - 

(

2 13
12

r r   = 
(

– r1)  1

3
r  =

– r1)  2

3
r  =

2  (0+0,133

числень  п

пну  систем

о як один 

 апроксим

2 м.   

симацiї  вир

ксимацiєю

   N2 ( ) = 

 2 ;     

нентiв  пiдм

ацiї  знаход

i  єдиного 

змiщений  

розмiщени

2 0,01
0,02 0)





3

2 0,01
(0,02 0)






,01
0)



0,02

12


2 0,01
0,02 0)





4

2 0,01
(0,02 0)






2 0,01
(0,02 0)





1

= 0,5  2000 

= 0,5  2000 

3333) = 0,2

перемножим

му  рiвнянь

57 

трьохвузл

мацiї   будут

рази   для  

,  будуть   i

1- 2 ;   N3(

     3 
d

dN

матриць   

димо:         

 елемента.

 на  осi  ци

ий   на  пов

0,02 11 0
12

  

0,02 3 0
3
 

0
2
  = 0,001

4 (0,02 0)
3

 

3 0,02 0
3

 

11 0,02 3
12

 

  (0,02 – 0)

  (0,02 – 0)

266667. 

мо  значен

ь: 

ловий кiнц

ть: 

координатн

iншими.   З

( ) = 0,5 .
5,0 .   

кiнцевоеле

 

   01,01 

илiндра. 

верхнi  цилi

0 =0,005;    

= - 0,00666

16667; 

)  = 0,02666

 = - 0,02; 

0  = 0,018

)  0
3

 = 0;  

)  0,02
3

 = 0

ня  всiх  ко

евий елем

них  функц

Запишемо  

 (1+  ) . 

ементних  а

. 

iндра. 

667;   

67;   

333; 

0,133333;   

омпонентiв

мент (рис.2

цiй  i   їх   п

цi  вирази.

 .                

алгебраїчн

   

в  матриць

.2).   Тод

похiдних,   

. 

                  

них  рiвнян

 на   3000

 

дi,  

в   

             

нь  

0.    



 

58 

Вона   легко  розв`язується    послiдовним  виключенням  невiдомих   методом  Гауса.  В  
результатi   вирiшеня   отримуємо:   Т3 = 1;       Т2 = 16;       Т1 = 21. 

Аналiтичне   вирiшеня.      T3 = 
2

qR  = 202
02,02000


 = 1.   

T1 =  
4

)( 22 rRq    + 
2

qR     =    01,04
)002,0(2000 22




    +     202
02,02000




   =    20 + 1 = 21.  

T2 =  
4

)( 22 rRq    + 
2

qR     =    01,04
)01.002,0(2000 22




    +     202
02,02000




   =    15 + 1 =16 . 

      Результати  числового   i  аналiтичного  вирiшень  повнiстю  спiвпали.  На  рис.2.3  

показано  графiк  розподiлу  температури  по  радiусу  цилiндра.   

      Приведенi   приклади   просто i  наглядно  iлюструють   сам  метод  кiнцевих  елементiв,  

показують   особливостi  його  практичного  використання.  Хоч  обчислення  рутиннi  i  

монотоннi,  але  сам   алгоритм  дуже  простий   i легко   програмується  на   комп`ютерi.   

          

 

2.6.  Крайовi  умови   в  цилiндричних  координат. 

Розподiл   температури   в  тонкому  диску 
      Крайовi   умови  першого  роду  (умови  Дiрiхлє)  в  цiлiндричних координатах  

враховуються  точно  так,  як  i  в  декартових  координатах.  В  процесi   нумерацii  вузлiв   

останнi  номера  надається  вузлам  з  заданими  крайовими   умовами  Дiрiхлє.    Тодi,  

останнi доданки  в  лiвiй  частинi   системи  кiнцевоелементних  рiвнянь  11   nnn Tk    i  

nnn Tk     переносяться  в  праву  частину,  доповнюючи  тим  самим  вiдповiднi  компоненти   

матрицi  вiльних  членiв. 

     Крайовi   умови  Ньютона   враховують  конвективний  теплообмiн  поверхнi з  

навколишним  середовищем.   Нехай  на  зовнiшнi  боковi  поверхнi  цилiндра   коефiцiєнт 

конвекцiї буде  n ,  а  на  внутрiшнi, якщо  це  труба,   1 .   Тогдi, перша  клiтина  матрицi  

коефiцiєнтiв  буде  доповнена  доданком   11 R ,  а  остання – доданком nn R .  Якщо  

теплообмiн  можливий  тiльки  з   зовнiшньої   бокової   поверхнi,   то   1 = 0.   

     Як  одномірну  задачу   в  циліндричних  координатах  можна   розглядати  розподіл  

температури  в  тонкому  диску.  Диск  -  це  циліндр,   у  якого   висота  H   набагато   

меньша  радіуса  R .  Якщо  диск  настільки   тонкий,  що  розподіл  температури  по  його  

товщині  (висоті H )  практично  постійний,  то задачу  розподілу  температури  радіусу  r   

можна  розглядати  як  одномірну. 
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      По  аналогії  з  рівнянням  теплопровідності  для  тонкого  стрижня (1.9)     
2

02
( )  q( ) [ ( ) ]T x ds

x T x T
x dv

  
     


  запишемо  рівняння  теплопровідності  для  тонкого  

диску 
2

02 ( ) [ ( ) ]T T
q r T r T

r r r Н

   
      
 

.  При  00 Т  представимо  рівняння  в  

класичному  вигляді:  
2

2 ( )T T
T q r

r r r Н

   
     
 

.   Це  дуже  складне  рівняння. Воно  

навіть  не  є   рівнянням   Бесселя.  В  рівнянні  Бесселя  доданок  T
Н


   входить  зі  знаком  

“плюс”,  а  тут  він  -  зі  знаком “мінус”.  В  класичних  роботах  Ликова,  Карслоу  i  Єгера   

це   рівняння  навіть  не  наводиться,  хоча  детально   викладається  аналітичний  розв`язок  

аналогічного  рівняння  для  стрижня. 

      Метод  кінцевих  елементів   дозволяє   розв`язати    дане  рівняння   без  будь-яких   

труднощів.  Крайові  умови   Ньютона  на  поверхнях   диска враховують  відповідні  

компоненти  кінцевоелементної  матриці  коефіцієнтів,    які  вираховуються   по  формулі:    

hэij =0.5   (rk+1 – rk ) 
1

1

u o
i jN N r d

H

  



    .   

Тут  u   і  о -  коефіцієнти  конвекції  на  нижні  і   верхні  поверхнях  диска.   Повна   

система   кінцевоелементних  рівнянь  з  врахуванням   теплообміну  на        поверхнях   
диска:       

                              }{}{ BТHA  .                                                                     (2.10)  

Компоненти  матриці    A  вираховуються  по  формулі  (2.9)  для  однорідного  

циліндра:   аэij=
1

2 k

k kr r












dr

d

dN

d

dN ji 


1

1

.  При  лінійні  апроксимації: 

аэij =(-1)(i+j) 1

1

( )
2 ( )

k k k

k k

r r

r r

 



 


 
.  При  квадратичні  апроксимації  в  розділі   2.5.    приведені  

інтеграли   для   всіх  дев’яти   компонентів   аэij .   Інтегріровання   виразів  для матриці   Н  

дає  нам   наступні  формули   для  компонентів  hэij . 

При  лінійні  апроксимації:  uэ11 = 1 3
6

k kr r   ; uэ12 = 1

6
k kr r  ; uэ22 = 13

6
k kr r  ; 

hэ11 = 0.5   (rk+1 – rk)  u o

H

 
  uэ11;        hэ12 = 0.5   (rk+1 – rk)  u o

H

 
  uэ12; 

hэ22 = 0.5   (rk+1 – rk)  u o

H

 
  uэ22. 

При  квадратичні  апроксимації: 
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hэ11 = 0.5   (rk+1 – rk)  u o

H

 
 1 7

30
k kr r   ;    hэ12 = 0.5   (rk+1 – rk)  u o

H

 


2
15

kr ;  

hэ13 = 0.5  (rk+1 – rk . u o

H

 
 12 ( )

15
k kr r  ;  hэ22 = 0.5  (rk+1 – rk)  u o

H

 
 18 ( )

15
k kr r  ;   

hэ23 = 0.5   (rk+1 – rk)  u o

H

 
 12

15
kr  ;         hэ33 = 0.5   (rk+1 – rk)  u o

H

 
 17

30
k kr r  .   

      Щiльнiсть  теплової   енергії,  що  виділяється  в  одиниці  об’єму  кінцевого  елемента  

kq ,  не  завжди  постійна.   Часто  ця  величина  нерівномірно  розподілена   вздовж   радіуса.   

Вона  також  апроксимірується  координатними функціями:   ( )q  =N1 ( )  qk + N2 ( )  qk+1 

= 0,5 )1(   qk + 0,5 (1 )   qk+1.   Або  ( )q  = 1

2
k kq q  

 + 1

2
k kq q  .  Після  підстановки  

( )q     і   ( )r    в  (2.9)  і    інтегріровання   при  лінійні апроксимації  отримуємо:  

     gэ1 = 1 1 1( ) ( 3 )
6

k k k k k kq r r q r r        ;       gэ2 = 1 1 1(3 ) ( )
6

k k k k k kq r r q r r        ;   

         bэk = 0,5   (rk+1 – rk)   gэ1;          bэk+1 = 0,5   (rk+1 – rk)   gэ2 .             (2.11)           
      При   квадратичні  апроксимації  функції    ( )q    з  виразом  для   ( )q   

( )q  =N1 ( )  q2k-1 + N2 ( )  q2k + N3 ( )  q2k+1       перетворюємо   в  поліном  другої  степені   

вигляду:  22 1 2 1 2 2 1 2 1
2

2( )
2 2

k k k k k
k k

q q q q q
q q          



   
     . 

Тут  q2k  не   дорівнює    0,5  ( q2k-1 + q2k+1).  Функція  ( )q   вважається  нелінійною.   У   
випадку  коли      q2k = 0,5  (q2k-1 + q2k+1),  маємо  лінійний  розподіл    ( )q  .  
     Для  обчислення  компонентів  матриці  вільних  членів {B} потрібно  інтегріровати   
добуток   лінійної  функції   ( )r  на   два поліноми  другого  степеня,  наприклад,  bэi = 0,5 

2 1 2 1( )k kr r    
1

1

( ) ( )i iN r q d  


    .   Після  інтегріровання   по  всіх   трьох   координатних   

функціях  отримаємо: 

  gэ1 = 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 1 2 1

7 4( )
30 30

k k k k k
k k

q q q q q
r r        
   

     
   ;     bэ1 = 0,5  2 1 2 1( )k kr r      gэ1; 

  gэ3 = 2 1 2 1 2 2 1 2 1
2 1 2 1

7 4( )
30 30

k k k k k
k k

q q q q q
r r        
   

    
   ;     bэ3 = 0,5  2 1 2 1( )k kr r      gэ3; 

  gэ2 = 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2
2 1 2 1

7 3 10 3 7 10( )
30 39

k k k k k k
k k

q q q q q q
r r         
   

         
   ;  

                                                                                bэ2 =0,5  2 1 2 1( )k kr r      gэ2 . 

         Приклад 2.4.  Диск  з пластику, що  наповнений   металевим   порошком    

(  = 0,5  ))/( градмВт  ,  товщиною  мН 005,0 ,  радіусом  0,06R м   нагрівається   в  

електромагнітному  полі  індукційним  струмом   і   конвективно охолоджується   з  верхньої  

і  бокової  поверхонь.  
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      Коефіцієнти  конвекції:   о =10  Вт/(м2  °С),  oR   ,  0u .   Температура   

навколишнього середовища Т0 = 20 °С .  Потужнiсть  видiлення  тепла в  диску  змiнюється  

по  закону:   
50 ( ) 3( ) 25000 /R rq r e Вт м    . 

      Визначити   розподiл   температури   в  диску    вздовж  радiуса, )(rT . 

Для  розв`язування  задачi   накреслимо  графiк  розподiлу  потужностi   видiлення   тепла  

вздовж   радiуса  диска   (рис.2.4).   На  графiку  видно,   як  найкраще  роздiлити   диск  на  

кiнцевi   елементи.      Роздiлимо   диск  на  чотири   кiнцевих  елементи.    Номера  кiнцевих  

елементiв  k=1,2,3,4  позначенi  зеленим   кольором.  Границi  кiнцевих  елементiв  показанi  

синим кольором.   Синим  кольором  позначенi   також  глобальнi  номери  вузлiв  при  

лiнiйнi  апроксимацiї  невiдомої  функцiї   )(rT . 

      Запишемо   глобальнi  координати  вузлiв  (в  метрах)  згiдно  заданому  роздiленню  

розрахункової  областi   на  кiнцевi   елементи. 

 r1 = 0;       r2 = 0,02;     r3 = 0,04;      r4 = 0,05;     r5 =0,06.  

Потужнiсть  видiлення  тепла  в  цих  вузлах   (Вт/м3).  

         q1 = 1245,3;     q2 = 3383,4;      q3 = 9197,0;     q4 = 15163,3;     q5 = 25000.     

Вираховуємо   компоненти  матриць  коефiцiєнтiв  i  вiльних  членiв  системи   

кiнцевоелементних  алгебраїчних  рiвнянь   по  формулах: 

          Для   першого  кiнцевого   елемента.   1k      -  номер  першого  елемента.    
   (rk+1 – rk) = 0,02 – 0 = 0,02;       (rk+1 + rk) = 0,02 + 0 = 0,02. 
Компоненти  пiдматрицi   першого  кiнцевого   елемента. 

аэ11 = 1

1

( )
2 ( )

k k k

k k

r r

r r

 



 
 

= 0,5 0,02
2 0,02



= 0,25.   

аэ12= - 0,25,           аэ21= - 0,25,         аэ22= 0,25. 

hэ11=0,5  (rk+1– rk)  u o

H

 
 1 3

6
k kr r   =0,5  0,02  10

0,005


0,02 3 0
6
  =0,066667,   

hэ12 = 0.5  (rk+1 – rk)  u o

H

 
 1

6
k kr r  =  0,5  0,02  10

0,005


0,02 0
6
 = 0,066667, 

hэ22 =0.5  (rk+1 – rk)  u o

H

 
 13

6
k kr r   = 0,5  0,02  10

0,005


3 0,02 0
6

  =0,2,    

bэ1= 0,5   (rk+1 – rk)  1 1 1( ) ( 3 )
6

k k k k k kq r r q r r        = 

=0,5  0,02  3383,4 0,02 1245,3 (0,02 3 0)
6

     = 0,15429, 

bэ2=0,5   (rk+1 – rk)  1 1 1(3 ) ( )
6

k k k k k kq r r q r r        = 
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=0,5  0,02  3383,4 (3 0,02 0) 1245,3 0,02
6

     = 0,37985. 

        Для   другого  кiнцевого   елемента.  2k      -  номер  другого  елемента.    
   (rk+1 – rk) = 0,04 – 0,02 = 0,02;       (rk+1 + rk) = 0,04 + 0,02 = 0,06. 
Компоненти  пiдматриць  другого  кiнцевого   елемента. 

аэ22 = 1

1

( )
2 ( )

k k k

k k

r r

r r

 



 
 

= 0,5 0,06
2 0,02



= 0,75.   

аэ23= - 0,75,           аэ32= - 0,75,         аэ33= 0,75, 

hэ22 = 0,5  (rk+1 – rk)  u o

H

 
 1 3

6
k kr r   =0,5  0,02  10

0,005


0,04 3 0,02
6
  = 0,33333,   

hэ23 =0,5  (rk+1 – rk)  u o

H

 
 1

6
k kr r  =  0,5  0,02  10

0,005


0,04 0,02
6
 = 0,2,     

hэ33 =0,5  (rk+1 – rk)  u o

H

 
 13

6
k kr r   = 0,5  0,02  10

0,005


3 0,04 0,02
6

  =0,46667,    

bэ2 =0,5   (rk+1 – rk)  1 1 1( ) ( 3 )
6

k k k k k kq r r q r r        = 

=0,5  0,02  9197,0 0,06 3383,4 (0,04 3 0,02)
6

     = 1,4836, 

bэ3 =0,5   (rk+1 – rk)  1 1 1(3 ) ( )
6

k k k k k kq r r q r r        = 

=0,5  0,02  9197,0 (3 0,04 0,02) 3383,4 0,06
6

     = 2,4843. 

   Для   третього  кiнцевого   елемента.   3k      -  номер  третього  елемента.    
   (rk+1 – rk) = 0,05 – 0,04 = 0,01;     (rk+1 + rk) = 0,05 + 0,04 = 0,09.       
Компоненти  пiдматриць  третього  кiнцевого   елемента. 

аэ33 = 1

1

( )
2 ( )

k k k

k k

r r

r r

 



 
 

= 0,5 0,09
2 0,01



= 2,25.   

аэ34= - 2,25,           аэ43= - 2,25,         аэ44= 2,25, 

hэ33 = 0,5  (rk+1 – rk)  u o

H

 
 1 3

6
k kr r     =0,5  0,01  10

0,005


0,05 3 0,04
6
  = 0,28333,   

hэ34 = 0,5  (rk+1 – rk)  u o

H

 
 1

6
k kr r  =  0,5  0,01  10

0,005


0,05 0,04
6
 =0,15,     

hэ44 =0,5  (rk+1 – rk)  u o

H

 
 13

6
k kr r   = 0,5  0,01  10

0,005


3 0,05 0,04
6

  =0,31667,   

bэ3 =0,5   (rk+1 – rk)  1 1 1( ) ( 3 )
6

k k k k k kq r r q r r        = 

=0,5  0,01  15163,3 0,09 9197,0 (0,05 3 0,04)
6

     = 2,44, 

bэ4 =0,5   (rk+1 – rk)  1 1 1(3 ) ( )
6

k k k k k kq r r q r r        = 
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         Приклад 2.5.   Розглянемо   розрахунок  залежностi   температури   диска  )(rT   вiд  
радiуса методом   кiнцевих  елементiв   при  квадратичнi  апроксимацiї.   Розмiри   диска   i   
умови   теплового   режиму   такi,   як      в       прикладi   2.3. 
     Диск  роздiлимо  на   два  кiнцевих  елемента.  Границi  кiнцевих  елементiв  виберемо  
таким  чином,   щоб   координати   вузлiв   при  квадратичнi  апроксимацiї  спiвпали   з  
координатами  вузлiв  при  лiнiйнi  апроксимацiї.    
      Запишемо   глобальнi  координати  вузлiв  (в  метрах)  згiдно  заданому  роздiленню  
розрахункової  областi   на  кiнцевi  елементы. 
 r1 = 0;       r2 = 0,02;     r3 = 0,04;      r4 = 0,05;     r5 =0,06.  
Потужнiсть  видiлення  тепла  в  цих  вузлах   (Вт/м3).  
         q1 = 1245,3;     q2 = 3383,4;      q3 = 9197,0;     q4 = 15163,3;     q5 = 25000.    
     Вираховуємо   компоненти  матриць  коефiцiєнтiв  i  вiльних  членiв  системи   
кiнцевоелементних  алгебраїчних  рiвнянь. 
      Для   першого  кiнцевого   елемента.  1k      -  номер  первого  елемента.    
   (r2k+1 – r2k-1) = 0,04 – 0 = 0,04.  
Компоненти  пiдматриць  першого  кiнцевого   елемента. 
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bэi  =  0,5  = 

=  0,5 0,04 = - 0,212; 

bэ2  = 0,5  = 

= 0,5 0,04 = 2,719; 

  bэ3 =0,5 = 

=0,5 0,04 = 2,044. 

       Для   другого  кiнцевого   елемента:       -  номер  другого   елемента.    
   (r2k+1 – r2k-1) = 0,06 – 0,04 = 0,02.  
Компоненти  пiдматриць  другого  кiнцевого   елемента.                       

аэ33 = = = 2,58333;    

 аэ34 = - = - = - 3,0;   

 аэ35 =  =  = 0,416667; 

 аэ44 =  =  = 6,66667;   

 аэ45 = -  = -  = - 3,6667; 

 аэ55 =  = =3,25; 

hэ33 = 0,5 (r2k+1 – r2k-1) = 0,5 0,02 =0,22667;   

hэ34 =0,5 (r2k+1 – r2k-1) = 0,5 0,02 =0,106667;  

hэ35 =-0,5 (r2k+1 – r2k-1) =-0,5 0,02 =-0,06667;  

hэ44 =0,5 (r2k+1 – r2k-1) = 0,5 0,02 =1,06667;   

hэ45 =0,5 (r2k+1 – r2k-1) = 0,5 0,02 =0,16 ;    

hэ55 =0,5 (r2k+1 – r2k-1) = 0,5 0,02 =0,306667;    
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Глава 3.     ЗАДАЧI    ТЕПЛОПРОВIДНОСТI     
В   СФЕРИЧНИХ    КООРДИНАТАХ 

 

3.1.  Рiвняння   теплопровiдностi  в  сферичних  координатах 

 

     Для  виведення  рівнянь теплопровідності   в    сферичних  координатах  розглянемо   

однорідну  кулю   радіуса    .  По аналогії  з розглянутими  вище тілами (стрижень і 
циліндр), складемо  рівняння  теплового  балансу  для  однорідної  кулі:   

.    Звідси  випливає  наступне  рівняння  теплопровідності: 

     ,   або   .            (3.1)                 

Фундаментальне  вирішення  цього рівняння знаходимо його прямим інтегруванням.         

        .                                (3.2)      

Загальне  вирішення  відповідного  однорідного  рівняння,  
 

має  вигляд:                        .    [2., C.227]                                        (3.3)                                  

В цьому легко  переконатися  підстановкою   виразу  (3.3)  в  однорідне  рівняння. 
 

3.2.  Однорiдна  куля,  що конвективно  охолоджується  з  поверхнi 

 
       Куля  радіуса  R нагрівається рівномірно розподіленною по об’єму  потужністю 

тепловиділення  q  = const  і  конвективно охолоджується з поверхні з коефіцієнтом  

конвекції   (рис.3.1).  Коефіцієнт  теплопровідності  матеріалу кулi   .  Температура  

навколишнього   середовища    Т0. 

     При  q  = const  фундаментальне   рішення      F(r) = - .  

Загальне  рішення  всієї  задачі  набуде  вигляду:   

                                                              T(r) = -  +  + В.                                            (3.4) 

     Енергія,  що  виділяється в об’ємі  кулі,   Qv = q V  = q 4 . 

      Енергія,   що  конвективно  видаляється  з  поверхні   кулі, 

        QS = 4  R2  (TR –T0),      де   TR  -  температура  на  поверхні  кулі.  

     З  рівняння    теплового  балансу  Qv = QS,   знаходимо температуру на поверхні  кулі    

TR  =  + T0.  

R
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      Друга  крайова умова  полягає  в  тому,  що в центрі  кулі  (при r = 0) тепловий потік  

дорівнює нулю   ( = 0).  Таким  чином, з крайових умов на поверхні   і    в    центрі    

кулі,   складаємо   два   рівняння   для   визначення  постійних   інтегрування. 

     При   r = 0,       А  = 0.        При   r = R,     В  =   + T0  + .     

Тепер  запишемо  остаточне  рішення:   T(r) = +  + T0 .            (3.5) 

     Постійна  інтегрування  А  може  бути  визначена  з крайових умов  Ньютона  для  

теплового  потоку  на поверхні  кулі.  При  r = R   запишемо:        

= (TR – Т0).   Або    -  (- ) =  (  +  T0   -  T0).  

Звідки     А  = 0 .            

          Приклад   3.1.     Батискаф   сферичної  форми  зі  склопластику =1,5,  діаметром  6 
м   і товщиною  стінок 0,5 м,  занурений  в  глибини  океану.   Внутрішня  поверхня  
батискафа   покрита  шаром термоізоляції  товщиною   0,1 м.   Теплопровідність   
термоізоляції   = 0,04  Вт  м-1  °С-1. Температура  води,  як  і температура на поверхні 

батискафа,   Т0 = 4°С.  Визначити  мінімальну  потужність  акумулятора  для  підтримання   
температури   всередині  батискафа   на  рівні   ТВ = 10°С. 
Рiшення. Вирахуємо   тепловий  опір   стінки  батискафа. 

=  ( ) =  ( )  =0,053 (0,4 – 0,33333)  = 0,00353  .  

Тепловий  опір  термоізоляції: 

=  ( ) =  ( )  =  1,9894 (0,416667 – 0,4) = 

 = 0,003316  . 

Тепловий  опір   внутрішньої   поверхні  батискафа  при    передачі  тепла   конвекцiєю    на     
внутрішню   поверхню   його   термоізоляційної  стінки: 

= =0,000264  
.
 

Потужність   джерела   тепла. 

Q  = = =162,368 . 
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3.3.  Кусочно-однорiдна куля, що конвективно охолоджується  з  поверхнi 

       Кусочно-однорідна куля  складається  з однорідних сфер. Загальне   вирішення  задачі  
теплопровідності в межах  i -тої  сфери  має  вигляд:  

                                           Ti(r) = -  +  + Вi.   

В центрі  кулі   (при r = 0) тепловий потік дорівнює  нулю   ( = 0).  Отже,  А1 = 0.    Із 

умов   безперервності  теплового  потоку  на границях  розділення сфер    = 

,  знаходимо:  

     Аi  = -  Аi-1. 

     Енергія,   що  виділяється в об’ємі  кулі,   Qv  = qi .  

     Енергія, що конвективно  видаляється з поверхні  кулі:   
QS = 4 R2  (TR –T0),   де  TR  -  температура на поверхні  кулі.   
З   рівняння теплового балансу   Qv = QS ,  знаходимо  температуру на поверхні  кулі   TR =

qi   + T0 .   З  другого  боку, на поверхні  кулі  

 TR = -  +  + Вn.   Таким чином,   Вn = TR +   - .    

         Із  умов  безперервності  функції    Ti-1(r) = Ti(r),  знаходимо:   

                    Bi-1 =  -   + Bi. 

 

 

3.4.  Метод  кiнцевих елементiв в  сферичних   координатах 

       В  сферичних   координатах  розрахункова   модель   розділяється  на    однорідні  
елементи   у  вигляді    однорідних  сфер.  В  межах  кожної   сфери  q = const    і    = const.  
Невідома  функція  в    кожному  елементі   залежить  тільки  від  одної   змінної  -  від  
радіуса  .  Тому  маємо   одномірну  задачу   в  сферичних  координатах.   
       Координатні  функції,  що  використовуються  для  апроксимації  невідомої функції, не  
залежать  від  вибору  системи  координат.  Вони  визначаються   тільки  розмірністю   
розрахункового  простору.    Якщо   невідома  функція  залежить  тільки  від  одної   змінної,  
то  маємо    одномірну  задачу.   У  випадку функцій,  що  залежать  від  двох,  або  трьох  
змінних,   задача  стає  відповідно  двомірною,   або   тримірною.    
      Тому, в методі кінцевих елементів  в сферичних координатах  використовуються   
розглянуті  више  одномірні  координатні  функції. 
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      В   локальних  координатах     на  відрізку   від   = -1   до    = +1  - це лiнійні   
функції:    N1 ( ) = 0,5 (1- );    N2( ) =0,5 (1+ );  або    квадратичні  функції:   N1 ( ) = - 0,5

( -1) ;    N2 ( ) = 1- ;    N3( )  = 0,5 (1+ ) .                                                                                             
      Математична   теорія   метода  кінцевих  елементів   дає  нам   для  вирахування  
компонентів   підматриць     системи  алгебраїчних  рівнянь  для кожного   сферичного   
кінцевого   елемента,    наступні   формули: 

    аэij = ,      bэi = 0,5 qi (rk+1 – rk) .              (3.6) 

      Вони  відрізняються  від  аналогічних  формул  в  циліндричних  координатах  тільки    
додатковим  перемноженням  підінтегральних  функцій  на  радіус  r.   
      Формули  (3.6)  виводяться,   із  закону   збереження  енергії,   згідно  рівняння  Pk  =  Fk ,  
по  аналогії   з  виводом  таких  же   формул   в   декартових  і  циліндричних  координатах.      
     В  сферичних  координатах   площа  поверхні,  крізь   яку  протікає  тепловий   потік,  S(r) 

= .   Тому   Pk =  = .  При  обчислені  потужності 

енергiї,  що виділяється  джерелом  тепла  в  межах  k–го  кінцевого елемента,  інтегрування  

виконується   по об’єму    .   Тому,   Fk = .  Таким  чином,   з  

рівняння  Pk  =  Fk,  отримуємо: 

      аэij = ,       bэi  =  0,5 qk  (rk+1 – rk) .    (3.7)      

     Для інтегрування  в  локальних  координатах  використовуємо  залежність   радіуса  r  від   
координати   .   При  лінійній  апроксимації   для   k-го  кінцевого  елемента  через  
координатні  функції  запишемо: 

       =  N1 ( ) rk + N2 ( ) rk+1 =  0,5 rk + 0,5 rk+1,  або 

 =  + .   Підставляючи  в  (3.7),  після  інтегрування   

отримуємо:                          аэij =(-1)(i+j) ;                               (3.8) 

  bэ1 =  qk  (rk+1 – rk) ;                                                           (3.9) 

  bэ2  = qk  (rk+1 – rk) .                                                           (3.10) 

     При  квадратичній  апроксимації,  після  підстановки   в  (3.7)   з  врахуванням  

виразів    для  квадратичних  координатних  функцій  і  їх  похідних,   отримуємо      формули   

для  обчислення  компонентів  підматриць  кінцевоелементних  алгебраїчних  рівнянь:    

 аэ11 = ;   аэ12 = - ;   
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 аэ13 = ; аэ22 = ;  

 аэ23 = - ; аэ33=
 
(3.11) 

bэ1 =  qk  (rk+1 – rk) ;                                                         (3.12) 

bэ3  = qk  (rk+1 – rk) ;                                                            (3.13) 

bэ2 = qk  (rk+1 – rk) .                                                     (3.14) 

       Крайові  умови  Ньютона   враховуються   додаванням  до  першого  компонента  

матриці    (якщо  в  центрі  кулі  є    сферична  порожнина)  коефіцієнта      конвекції  на  

поверхні   сферичної   порожнини,   помноженого  на  квадрат   її радіуса  

.     Таким  же   додаванням  до  останнього   компонента   матриці,   

коефіцієнта   конвекції на зовнішній поверхні,  помноженого  на  квадрат  зовнішнього  

радіуса,     враховуються   крайові  умови   Ньютона   на  зовнішній  поверхні  кулі,

.    

     Крайові  умови  Ньютона   доповнюють  рівняння  теплового  балансу      

 Pk  =  Fk       доданком     Pα  =  .  Тоді  рівняння  теплового  балансу  набуде  

вигляду:   Pk  + Pα  =  Fk .   Підставляючи  в  це  рівняння  вираз для  енергії,  отримуємо:  

                         +     = . 

Після  скорочення   констант:     +   = . 

Власнi  iнтеграли  в цьому  рiвняннi,  як  було  показано  в  главi 1.,   стор.26, вираз (1.13), 
представляють компоненти  матриць   кiнцевоелементних  алгебраїчних  рiвнянь.   В  правiй  
частинi  розмiщенi  вiльні  члени,  а  в  лівiй  частині  матриця  коефіцієнтів, що  
перемножена на  вектор   температури.  Останнiм  доданком  в  останньому  рiвняннi  після  

перемноження  матриць  є  доданок  .   Таким  чином,  коефіцієнт      є  

доданок,   який  доповнює  матрицю  коефіцієнтiв  системи  кiнцевоелементних   
алгебраїчних  рiвнянь.    
     Задача     теплопровiдностi   в  сферичних  координатах  фiзично  є   тримiрною.   Ми   
розглядаємо   її  як  одномiрну   завдяки  симетрiї.  Геометричнi  розмiри   i   розподiл   
теплофiзичних   параметрiв   в  одномiрнiй  постановцi  задачi  залежать    тiльки  вiд  одної  
змiнної,   вiд   радiуса   r,  в  той  час,   як   сам   процес    є  тримiрним.      
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Ця  особливiсть   дозволяє   використовувати  метод  кiнцевих  елементiв  для   розв`язування  
задач  теплопровiдностi   в   необмежених  середовищах.   У якостi приклада  розглянемо  
пiдземний  геологiчний  вибух. Джерелом  видiлення   тепла  в  такому  явищi  є  фугас, 
закладений  в сферичну  порожнину  на днi скважини.   В  порiвняннi  з  розмiрами   
порожнини,  оточуючий   її  шар  грунту   можна   розглядати   як   необмежений  простiр.   
Ми  не  можемо   роздiлити  на  кiнцеве  число   сферичних  кiнцевих  елементiв  
необмежений  простiр,  в  глибинах  якого розмiщено  джерело   видiлення   тепла. Тому   
обмежимо  епiцентр взриву    сферою   радiуса   R.   Тепловий   опiр   необмеженого  

простору  зовнi  такої  сфери   дорівнює    .   При   конвективному   видаленi  

тепла   з  поверхнi   такоi  сфери тепловий   опiр  буде  дорiвнювати:  .  

Прирiвнюючи   цi  вирази,  одержуємо:    .  Таким  чином,  необмежений   простiр   з   

коефіцієнтом   теплопровiдностi     можна  замінити  сферою  радiуса  R  з   коефіцієнтом   

конвекцiї   .   Розв`язування  задачi   розподiлу   температури   методом  кiнцевих   

елементiв  всерединi   такої   сфери   було  розглянуто     вище. 

          Приклад   3.2.    Товстостiнна сфера  (R = 0,02 м,    0,001 м,  =0,05 )  

саморозiгрiвається   при   q =  40 000 .  Температура  навколишнього   середовища  Т0 = 

10 °С.   = 12 .   Вирахувати  температуру   в  центрi  сфери. 

      Розглянемо  аналiтичне  рiшення   задачi.  Розрахунковi  формули   приведенi  в  кiнцi  

роздiлу  3.2.     Температура  на  поверхнi  сфери:   

 TR  =  + T0 = +10 = 32,219. 

Постiйнi  iнтегрування:     = -  =   - 0,00026667. 

В = TR  +  = 32,219 +  =32,219+53,3333+0,013333 = = 85,5657.   

Температура   на  внутрiшнiй  поверхнi   i   в  центрi  сфери:     

T( ) = -  +  + В = -  -  + 85,55657 =  

= - 0,1333 - 0,26667 + 85,5657 = 85,166 . 
     Аналiтичне   рiшення  задачi  в  точцi   r = 0,01. 

T( ) = -  +  + В = = -  -  + 85,55657 =   

= - 13,3333 – 0,026667 + 85,55657 = 72,1966. 
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      Розглянемо  рiшення  задачi  методом  кiнцевих   елементiв  при  лiнiйнiй апроксимацiї.   
Для  першого  кiнцевого  елемента   (k=1): 

аэij =(-1)(i+j)  =  = 0,000205556; 

  bэ1 =  qk  (rk+1 – rk) =   

= 40000  (0,01 – 0,001) =0,00369;   

  bэ2  = qk  (rk+1 – rk) = 

= 50000  (0,01 – 0,001) =0,00963.   

       Для  другого  кiнцевого  елемента   (k=2): 

аэij =(-1)(i+j)  =  = 0,00116667; 

  bэ1 =  qk  (rk+1 – rk) =   

= 40000  (0,02 – 0,01) =0,036667;   

  bэ2  = qk  (rk+1 – rk) = 

= 40000  (0,02 – 0,01) =0,056667.   

     Доповнюємо   матрицю  коефіцієнтiв  доданком,  що  враховує  крайовi  умови   Ньютона   

на  зовнiшнiй  поверхнi  кулi: 

аэ22 = 0,00116667 + 12 0,02 0,02 = 0,00596667. 

Система  кiнцевоелементних алгебраїчних  рiвнянь,  пiсле  перемноження всiх  її  

компонентiв  на    1000,    набуде  вигляду: 

 

                   0,20556  Т1   - 0,20556 Т2                               =   3,69; 

                 - 0,20556  Т1  + 1,37222  Т2   - 1,16667  Т3    =  46,297; 

                                          - 1,16667  Т2      5,96667  Т3    =  56,667. 

     Звiдки  знаходимо   перевищення  температури  в  вузлах  кiнцевого  елемента   над  

температурою   навколишнього  середовища: 

                                                Т3 = 22,219;  Т2 = 65,065;  Т1  =  83,016. 

Аналiтичне   рiшення:            Т3 = 22,166;  Т2 = 62,20;     Т1  =  75,166. 

Розбiжнiсть   результатiв   розрахункiв:             
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Розбiжнiсть  по  першому   вузлу          досить  велика  i  вважається   

неприйнятною.    

        Розглянемо   графiки   розподiлу  температури   по   радiусу  (рис. 3.2).   Спiвставлення   

аналiтичної  (червоної)  i  кусочно-лiнiйної   (зеленої)  кривих  показує  в  цiлому  їх  хороше  

спiвпадiння,  а   розбiжнiсть   в  одному  із  вузлiв  має  локальний  характер. 

     Далi  розглянемо  рiшення   цiєї    задачi  методом  кiнцевих   елементiв  при  квадратичнiй  
апроксимацiї  невiдомої  функцiї.  Весь  об`єм  кулi  розглядаємо  як  один  кiнцевий  
елемент.   При  цьому  число  вузлiв  кiнцевих   елементiв  i  їх  координати  при  обох  видах  
апроксимацiї  будуть  спiвпадати. 
      Вираховуємо   компоненти  матриць   кiнцевоелементних  рiвнянь. 

аэ11 =  = 

=  = 0,00024614;    

аэ12 = - = 

=  = - 0,00045368;    

 

аэ13 = - = 

= =0,00020754; 

аэ22 =  = 

= = 0,0023074;   

аэ23 = -  = 

=  = - 0,00185368;    

 

аэ33 =  = =

= 0,001646;   

bэ1 =  qk  (rk+1 – rk)  = 

= 40000 (0,02 – 0,001)  = - 0,004446;    
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bэ2 = qk  (rk+1 – rk) = 

= 40000 (0,02 – 0,001)  = 0,065;   

bэ3  = qk  (rk+1 – rk) =  

=40000 (0,02 – 0,001)  = 0,046094. 

     Доповнюємо   матрицю  коефiцiєнтiв  доданком,  що  враховує  крайовi  умови   Ньютона   
на  зовнiшнiй  поверхнi  кулi: 
аэ33 = 0,001646 + 12 0,02 0,02= 0,001646 + 0,0048 = 0,006446. 
 Складаємо  систему    кiнцевоелементних  рiвнянь,  яка  пiсля  перемноження    всiх  її  
компонентiв  на    1000  набуде  вигляду:  
 
                   0,24614  Т1   - 0,4537 Т2   +  0,20754 Т3     = - 4,446; 
                 - 0,45366  Т1  + 2,3074  Т2   -   1,8537  Т3    =  65,0; 
                   0,20754 Т1   - 1,8537  Т2   +  6,4460   Т3    =  46,094. 
 
     В   результатi  рiшення    отримуємо   перевищення  температури  в  вузлах  кiнцевого  
елемента   над  температурою   навколишнього  середовища.             
            T3  =  22,20;                   T2  = 60,835;            T1  = 75,335. 
Порівняння  результатів  аналітичного  і  числового  рішень  задачі   показує  їх практично   
повне  співпадіння. 
             0,001         0,01            0,02             

       75,166;       60,830;        22,166.     -  аналітичне   рішення, 
       75,335;       60,835;        22,20.       -  числове  квадратичне  рішення. 

Найбільша   розбіжність  цих  результатів не  превищує  0,22%. 
Практично, це повне  співпадіння.   В  цьому  нема  нічого  дивного.  Аналітичне  рішення   є  
квадратичною   параболою.  Якщо  квадратичну  параболу  апроксимувати   квадратичною  
функцією,  то  співпадіння  буде не  тільки  практичне,  но  і  теоретичне,   а  розбіжність в  
0,22%   викликана   похибками   округлення   розрахунків. 
 
 

3.5.  Нелiнiйний  розподiл  потужностi   видiлення  тепла   по  об'єму  кулі 

      Розглянені вище  задачі  розрахунків   температурних   режимів   в  однорідній,  або  
кусочно-одноріднiй  кулі  мають,  швидше  всього,  учбово-теоретичне,   чим  практичне   
значення.   Такі  задачі  можуть   бути   вирішені  як  чисельно,   методом  кінцевих  
елементів,  так  і  аналітично,  прямим  інтегруванням  диференційного  рівняння   
теплопровідності. 
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      Порівняння  результатів,  отриманих  двома,  зовсім різними  математичними  підходами,  
дозволяє  оцінити  похибку  числового  метода,  переваги  якого  полягають  в  тому,  що  
числовим   методом   можуть  бути  розв’язані  задачі,  які  не  мають  аналітичного  рішення.   
      Природним при  твердненнi  епоксидних  композицiй   в неiзотермiчному режимi   є   
нелiнiйний  розподiл   потужностi  тепловидiлення  по  об'єму    композита.  У  випадку  
нелiнiйної  залежностi  функцiї    записати   аналiтичне   рiшення  задачi  розподiлу  

температури    в  бiльшостi випадкiв практично  неможливо.   Для  числового  рiшення  
нелiнiйної   задачi   методом  кінцевих  елементів,  застосовують   кусочно-аналiтичнi  
апроксимацiї  заданої  нелiнiйної  функцi   .                                                                                                  
     При  кусочно-лiнiйнiй  апроксимацiї  компоненти матрицi  вiльних  членiв  

кiнцевоелементних  алгебраїчних   рiвнянь    виражаються  через  iнтеграл  виду:     

                     .                                        (3.15) 

 

Тут:             ;    ;    

 

                            ;     

                            . 

         Пiдставляючи  вирази  для  пiдiнтегральних  функцiй  в  iнтеграл  (3.15)  
 i  виконуючи  iнтегрування   їх   добутку,  отримуємо   розрахунковi  формули   для  

обчислення  компонентiв   матрицi       при   лiнiйнiй  апроксимацiї. 

 bэ1 = (rk+1 – rk) + ;                (3.16) 

bэ2 = (rk+1 – rk) + .            (3.17) 

      При  кусочно-квадратичнiй  апроксимацiї  пiдiнтегральної  функцiї   в  iнтегралi  (3.7)  

повиннi   бути   квадратичнi  вирази,  а  саме:  ;      ;           

;    

   ;    

   . 

Пiсля  пiдстановки  цих   виразiв  в  iнтеграл  (3.7)  i  виконання  iнтегрування  отримаємо: 

bэ1 = (rk+1 – rk) 0,5 + 

    + + ;               (3.18) 

bэ2 = (rk+1 – rk) + 
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     +  + ;          (3.19)  

bэ3 = (rk+1 – rk) 0,5 + 

     +  + .              (3.20) 

     Компоненти   матрицi    не  залежать  вiд  розподiлу   функцiї  , 

тому  вираховуються   для  кожного  виду  апроксимацiї  вiдповiдно по  формулах  (3.8)  i  

(3.11). 

     Поєднання  двох   рiзних  видiв  апроксимацiй   невiдомої  функцiї    i  функцiї    

можливо,  але  покладається   нерацiональним.  Логiчно обидвi  функцiї  апроксимувати,  або   

лiнiйно,  або  квадратично. 

         Приклад   3.3.  Як  приклад  нелiнiйного    розподiлу   щільності потужностi  

тепловидiлення  вздовж  радiуса  кулi,   розглянемо  функцiю 

                        .                                     (3.21) 

Графiк   даної  нелiнiйної   функцiї   зображений  на  рис.3.2.   

      При  лiнiйнiй  апроксимацiї   кулю   роздiлюємо  рiвномiрно на   чотири  кiнцевих  

елемента,  а  при  квадратичнiй  -   на  два.  Таке  роздiлення   дозволяє отримати  однаковий   

розподiл  вузлiв  апроксимацiї.   По  формулi  (3.21)  вираховуємо   значення   функцiї   

в  цих   вузлових   точках.   

               0,0              0,005          0,01             0,015               0,02             

          4112,0        5730,1        7449,2         8125,2             4000,0       

Далi,  формуємо   матрицi  коефiцiєнтiв    i  вiльних  членiв     кiнцевоелементних  

алгебраїчних  рiвнянь.   

       При  лiнiйнiй  апроксимацiї   обчислення  виконуються  по  формулах 

(3.8)  i   (3.16) -  (3.17).   Опускаючи  промежуточнi  перетворення, запишемо  систему  

алгебраїчних   рiвнянь  в   наступному  виглядi: 

              0,1   -  0,1                                                            =    0,161; 

           - 0,1   + 0,1    - 0,7                                             =   2,791; 

                          - 0,7   + 2,6   - 1,9                               = 12,240; 

                                         - 1,9   + 5,6     -  3,7             = 27,810; 

                                                         - 3,7   + 15,7            = 12,240. 
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Глава 4.     НЕСТАЦIОНАРНI   ОДНОМIРНI 

ЗАДАЧI   ТЕПЛОПРОВIДНОСТI 

 
 

4.1.  Нагрiвання  та  охолодження  однорiдного тiла 

Розглянемо  найпростiший  випадок  нестацiонарного режиму, який    має аналiтичне 
рiшення. Це  буде нагрiвання,  або охолодження  фiзичного тiла, що конвективно  вирiвнює 
температуру з  охоплюючої  це тiло поверхнi.  При  цьому форма тiла не має значення. Це  
може бути  куля, цилiндр, стрижень,  або  будь-який  материал   довiльної   геометричної   
форми  (рис. 4.1).  
         Теплофiзичнi   явища    визначаються   наступними  параметрами:   

 q   





3м

Вт  -  об’ємна   щільність  потужності   видiлення   тепла;     

 V    3м  -  об’єм  фізичного  тiла;     

 S    2м  -  площа  поверхнi  теплообмiну;   

    





3м

кг  -  щільність  матерiалу;   

 c   
о

Дж

кг С
 
  

 -  теплоємнiсть  матерiалу;   

   2 о

Вт

м С
 
  

 -  коефiцiєнт  конвекцiї;    

 0Т , оС  -  температура   навколишнього  середовища;   

 НТ , оС  -   початкова  температура, з якої  починається  нагрiвання, або  

                    охолодження   тiла.   

По всьому об’єму  тiла V видiляється  теплова  енергiя, потужнiстю   q. Тiло  

охолоджується  конвективно з поверхi S.   Потрiбно  визначити  закон залежностi  

температури  тiла  від  часу  при  його нагріванні, або  охолодженнi. 

Складемо   рiвняння   теплового  стану  тiла.  

Рiвняння  теплового балансу:        c   
dt

dT  =  q.                   (4.1) 

Енергiя,  накопичена  в  усьому  об’ємі  тiла V:     W=   c V T.                 (4.2) 

При  охолодженнi  тiла,  накопичена  в  ньому енергия  конвективним  потоком буде   

видалятися з поверхнi  S, що  охоплює   об’єм   V,  зі  швидкiстю: 

dt

dW  = -  S T.                          (4.3)  

Диференцюємо   вираз  (4.2)   і  отримуємо:        
dt

dW =   c V 
dt

dT .  
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З   врахуванням  (4.3), запишемо диференцiйне  рівняння  нагрiвання (охолодження)  

однорiдного   тiла       - S T =   c V 
dt

dT .                 (4.4)  

Рiшення  цього   рiвняння  має  вигляд:     T(t)=A  eхр (-
t

) + В.          (4.5)  

Пiсля  пiдстановки (4.5) в (4.4), знаходимо  постійну  часу    = 
S

Vc





 .     

Запишемо  постійні часу  для тiл  найпростiших  геометричних  форм. 

Стрижень довжиною L, перетину S, що  охолоджується з торця  = 


 Lc  . 

Стрижень довжиною L, перетину S, що  охолоджується  з  торцiв  = 






2
Lc . 

Цилiндр, що  охолоджується  з  бічної  поверхнi     = 






2
Rc . 

Куля, що  охолоджується   по  всiй  поверхнi   = 






3
Rc . 

Постiйнi  iнтегрування  А i В знаходимо  з  початкових  умов.  Якщо  тiло було  нагріте  

до  температури  ТН   i  почало  охолоджуватися  з  моменту  часу  t = 0 до температури  Т0,  то 

отримуємо  два  вирази:    Т0=В   i  ТН=А+ В.       

Таким чином,   при охолодженнi   тiла:    T (t) = (ТН - Т 0)   e (-
t

)    + Т0 .                        (4.6)  

У  випадку  нагрiвання  тiла  з потужнiстю  тепловидiлення   Q = q V  вiд температури   

Т0  до температури  Tу,    рiвняння теплового  балансу  буде 

  S   (Tу – Т0) = q V.   При  сталому стаціонарному режимі знаходимо постійну  

температуру тiла   Tу = 
S

Vq





 + Т0.   

Для  визначення  постiйних  iнтегрування  складемо  два  рiвняння.   

При   t = 0   Т0 = А + В.    При  t =      Tу  = B.  Отже,   при  нагрiваннi  тiла  вiд температури   

Т0  до температури   Tу  

 Т(t) = (Т0 - Тy)   e (-
t

)    +  Т y .  Або   T(t) = 
S

Vq





  (1 - e (-

t
))  + Т0 .                  (4.7) 

Пiдставляючи   в (4.6)  i (4.7)  геометричнi  параметри S i V конкретних фiзичних тiл, 

отримуємо функцiї,   що  описують  процеси  нагрiвання  i  охолодження  цих  тiл.     

Наприклад,  для  однорiдної  кулi  цi  функцiї  мають вигляд: 

При нагрiваннi  однорiдної  кулi:    T (t) = 



3
Rq
  (1- e (-

t
))+ Т0 .          (4.8)         

При  охолодженнi  однорiдної  кулi:  T (t) = (ТН - Т 0)   e (-
t

)    + Т0.                (4.9)  
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Оба процеси, як нагрiвання, так i охолодження, описуються експоненцiальними 

функцiями. Графiки цих функцiй показанi на рис. 4.2.  На графiках  показано  також  

постiйну  часу   - це довжина пiддотичної до експоненти. Фiзично, постiйна часу - це  час, 

на  протязi  якого експонента зменшується  в  е  разiв.  За  промiжок  часу  t = 5   , процес  

можна вважати практично завершеним. Теоретично, вiн  триватиме   нескiнченно  довго, а 

фiзично,  будь-який,  досить  тривалий  процес,  переривається  iншим процесом.                  

Для неоднорiдних тiл,  складнiших геометричних форм, при нерiвномiрному розподiлi 

потужностi  видiлення  тепла по об’єму i неоднорiдному  охолодженнi з поверхнi,  необхiдно 

використовувати iнтегральнi  характеристики: 

q V =  
V

dvVq )( ,    S =  
S

dss)( ,       c   V =  
V

dvvcv )()( . 

Зазвичай  неоднорiднi  тiла  -  це  конструкцiї,  що  складаються  з окремих однорiдних  

елементiв,  наприклад,  електричнi машини  i  апарати.  В одних з цих елементiв видiляється 

тепло (обмотки, стальнi сердечники при перемагнiчуваннi   змiнним  струмом),  в других 

елементах   q = 0  (iзоляция, конструктивнi металевi деталi корпусiв).  Також i теплофiзичнi  

характеристики      i  с   у  цих конструктивних  елементiв  рiзнi,  але  в  межах кожного  

елемента  вони,  зазвичай,  однорiднi. 

Умови охолодження, на окремих дiлянках поверхi, також  можна  вважати  

однорiдними.  Тому обчислення  iнтегралiв для  визначення  q V ,   S ,  i     c V  

зводиться до елементарного підсумовування  по  окремих  однорiдних  дiлянках.   

Пiсля  обчислення  еквiвалентних теплофiзичних  iнтегральних  параметрiв  q V,  S,  

i     c V,  фiзичне  тiло складної конструкцiї може бути представлено еквiвалентною 

однорiдною кулею, паралелепiпедом, циліндром, або другим геометричним тiлом.  Така 

замiна дозволяє  оцiнити характер температурного процесу, не вдаючись в деталi 

розподiлення температури, по окремим елементам всередині  самої конструкцiї. Такий  

пiдхiд  носить  оцiночний  характер  i дозволяє оцiнити середню температуру на поверхнi 

тiла.  

Рiвняння (4.4) i його розв’язок (4.5) дiйснi для теплофiзичних процесiв в тiлах з 

теоретично   безмежно  великою теплопровiднiстю [5., C.103].   Полiмери мають низьку 

теплопровiднiсть, що вiдчутно впливає на характер протiкання  теплофiзичних  процесiв  в  

виробах  з  цих матерiалiв. 
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4.2.  Числове  iнтегрування  диференцiйних  рiвнянь 

Побудова числових алгоритмiв iнтегрування диференцiйних рiвнянь базується на замiнi 

похiдних вiдношеннями приросту  функцiй до приросту аргументiв. В результатi такої 

замiни диференцiйнi  рiвняння  перетворюються в рiвняння  чисто алгебраїчнi, що дозволяє 

побудувати iтерацiйну  схему  обчислення  наступних значень невiдомої  функцiї  через її  

попередні  значення.  Стартовi  попередні значення при цьому задаються початковими,  або 

крайовими  умовами  при  постановцi задачi.  

Наглядним  прикладом  числового  розв’язування диференцiйних рiвнянь математичної 

фiзики, в тому числi i рiвнянь  теплопровiдностi, є метод різницевих  схем  [1., C.60],  або  

метод сiток [6., C.497].  С позицiй теорiї метода кiнцевих елементiв  цей метод можна 

розглядати як метод кiнцевих елементiв при ступiнчастiй  апроксимацiї  невiдомої  функцiї.  

Ступiнчаста  апроксимацiя практично весь об’єм  математичного  рiшення  задачi вимагає 

перекласти на комп’ютернi розрахунки.  Iснує  версiя, що  якби комп’ютери  з’явилися  в   

часи  Ньютона i  Лейбнiца, то диференцiйне  числення  так i не було би  вiкрито.  Можливо  

не  Ньютоном i  не Лейбнiцем,  но ким-то  iншим, можливо, чуть пiзнiше, но всеж таки  було  

би  вiдкрито. Тому що метод сiток потребує    об’єму  пам’ятi для збереження  i обробки  

обчислювальної  iнформацiї. Лiнiйна  i квадратична  апроксимацiї дозволяють  бiльший  

об’єм iнформацiї   опрацювати  аналiтично.  Це  розширує  можливостi комп’ютера при 

розв’язуваннi  досить складних задач. Саме  цi  питання  при  рiшеннi  крайових  задач 

теплофiзики i розглядаються   в  данiй   книзi.  

Спочатку  розглянемо використання числового iнтегрування при розв’язуваннi  дуже  
простого   рiвняння, яке  має  аналiтичне   рiшення.  Це  зручно  тим, що результати 
числового iнтегрування можна спiвставити  з аналiтичним рiшенням i оцiнити  похибку.  

З умов  теплового балансу  складемо  рiвняння, що об’єднує процеси нагрiвання i 
охолодження  однорiдного тiла (рис. 4.2).  

 c V 
dt

dT   = q V -  S T(t).          (4.10) 

Перший  доданок  (q V) в правiй  частинi  рiвняння  (4.10)  вiдповiдає процесу 
нагрiвання тiла. Вся енергiя, що  видiляється джерелом  (q),   накопичується в об’ємi тiла. 

Температура тiла наростає похiдна 
dt

dT  > 0.   Другий доданок ( S T) вiдповiдає процесу 

охолодження тiла. Енергiя, накопичена в об’ємi  тiла, видаляється з поверхнi в  навколишнє  

середовище. Температура тiла  спадає  похiдна  
dt

dT  < 0.  
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В лiвiй частинi рiвняння (4.10) похiдну замiнюємо  вiдношенням приросту функцiї до 

приросту аргументу: 
dt

dT  = 
t

TT ii


1 .  В правiй частинi  рiвняння (4.10) функцiю  T(t) 

визначаємо  як середнє  значення на iнтервалi  t   T(t) = 
2

1 ii TT    

(рис. 4.3).   
 
При цьому  рiвняння  набуде  вигляду:  
 
 

  c V 
t

TT ii


1  = q V -  S 

2
1 ii TT  .    (4.11) 

 

Звiдки   знаходимо:          Ti+1=

2

2
S

t

Vc

T
S

t

Vc
Vq i













 











.  

 

Отже, при початковому значеннi невiдомої функцiї Ti = TH, пiсля пiдстановки  його  в  

(4.11)  знаходимо значення невiдомої функцiї Ti+1 на кiнцi iнтервалу  t. Використовуючи це 

значення як початкове  для  наступного iнтервалу, пiсля пiдстановки  його  в (4.11), 

отримуємо  рiшення на кiнцi другого iнтервалу. Цей  процес продовжується до тих пiр, поки 

не будуть  отриманi з необхiдною точнiстю значення невiдомої  функцiї. Особливостi 

числового iнтегрування проiлюструємо  на прикладi. 

Приклад 4.1. Розглянемо диференцiйне   рiвняння 
dt

dT  = - 10 ( )Т t . 

Аналітичне рішення цього рiвняння має вигляд: ( )Т t  = k tA e  . Пiсля пiдстановки ( )Т t  в 

диференцiйне рiвняння 10k t k tk A e A e          , знаходимо параметер  k = 10. Постiйну  

iнтегрування  знаходимо  з  початкових  умов. Нехай при t = 0, T(t) =100.  Тодi, ( )Т t = А=100. 

Запишемо аналiтичне рiшення: T(t)=100 exp[-10 t]. 

Для числового рiшення   складемо  рiвняння   
t

TT ii


1 = - 10 1

2
i iT T 

 .  

Звiдки  отримуємо  iтерацiйну   схему: 1
2 10
2 10i i

t
Т T

t
 

 
 

. 

Результати   розрахункiв  при рiзних  t   представимо в формi   таблицi.  

 

 

 



 

89 

 

T ( )Т t = 10100 te   1
2 10 0,01
2 10 0,01i iТ T
 

 
 

 1
2 10 0,02
2 10 0,02i iТ T
 

 
 

 1
2 10 0,05
2 10 0,05i iТ T
 

 
 

 

0,00 100 100 100 100 
0,01        90,48       90,48   
0,02        81,82     81,86 81,82  
0,03        74,08     74,06   
0,04 67,03 67,00 66,94  
0,05 60,65 60,63  60,00 
0,06 54,88 54,85 54,77  
0,07 44,66 49,63   
0,08 44,93 44,90 44,81  
0,09 40,66 40,63   
0,10 36,79 36,77 36,66 33,33 
0,11 33,29 33,26   
0,12 30,12 30,09 30,00  
0,13 27,25 27,22   
0,14 24,66 24,63 24,54  
0,15 22,31 22,29  21,60 
0,16 20,19 20,16 20,08  
0,17 18,27 18,24   
0,18 16,53 16,51 16,43  
0,19 14,95 14,93   
0,20 13,53 13,51 13,44 12,96 
0,21 12,25 12,22   

 
 

4.3.  Рiвняння  теплопровiдностi  в  нестацiонарному  режимi 

Рiвняння  (4.4)  i  (4.10)  описують  процеси  нагрiвання i охолодження  тiл  без 

врахування  розподiлу  температури  всереденi тiла. Самi   рiвняння  i  їх рiшення    складенi   

виходячи   з  припущення   що   швидкiсть  розповсюдження тепла по об’єму  тiла  набагато  

бiльша   швидкостi  самого процесу  нагрiвання (охолодження). В цих рiвняннях  вiдсутнiй   

такий параметер, як коэфiцiєнт теплопровiдностi  -   .  Математично,  це  означає  що 

температура по всьому об’єму  тiла однакова i дорiвнює  температурi на його поверхнi,  

коэфiцiєнт теплопровiдностi  матерiалу прагне до  незкiнченностi. Проте, теплопровiднiсть 

матерiалiв i геометричнi форми фiзичних  тiл  помiтно впливають на розподiл  температури 

по  об’єму.  Особливо  в матерiалах  з  низькою теплопровiднiстю, наприклад,   в  

пластмасах. Цей   вплив  наглядно  показують  рiшення  задач  для стацiонарних  процесiв. 

Для подальшого аналiзу об’єднаємо  рiвняння для стацiонарних i нестацiонарних 

процесiв. При цьому отримуємо  узагальненi  рiвняння  в рiзних системах координат: 

- в декартових [1., C.18],[2., C.135],    )(
dx

dT

dx

d
 = - q(x,t) +   c 

dt

dT ;      (4.12) 
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- в цилiндричних [1., C.20],       )( r
dr

dT

dr

d
 = -q(r,t)  r  +   c   

dt

dT
  r ;      (4.13) 

- в сферичних [2., C.227],    )( 2r
dr

dT

dr

d
 =- q(r,t)  r2 +  c 

dt

dT
  r2.       (4.14) 

Проаналiзуємо   фiзичну  суть  кожного доданку в цих рiвняннях. Функцiї q(x,t) i q(r,t) 

описують розподiл потужностi  видiлення  тепла по  об’єму тiла.  

Це -  джерела  тепла. Ними  можуть  бути: термохiмiчнi  реакцiї  тверднення олiгомерiв, 

реакцiї застигання бетонних сумiшiв, iндукцiйне  електромагнiтне нагрiвання, нагрiвання  

конструктивно вбудованими провiдниками електричного   струму,  або  трубками з  рідким  

теплоносiєм. 

Тепло,   що  поступає  від  джерел,   розповсюджується  в двох  напрямках. Частина 

тепла накопичується тiлом всередині його об’єму.  Цей процес описується  другим  доданком  

в правiй частинi  рiвнянь (4.12) – (4.14), наприклад,     c 
dt

dT  -  для  стрижня.  Друга  

частина тепла  розподіляється  по об’єму тiла, так  як  його теплопровiднiсть   створює  опiр 

тепловому потоку, що  рухається   вiд  джерел  видiлення  тепла  всерединi  тiла до  його 

країв.  Там тепло, згiдно iз заданими крайовими умовами, видаляється з тiла. Процес 

перерозподiлу тепла по об’єму тiла описується  лiвою  частиною  рiвнянь  (4.12) – (4.14),  

наприклад,  )(
dx

dT

dx

d
  - для стрижня.  Функцiя,   що  вiдображає процес  видiлення  тепла  з 

об’єму  тiла згiдно  iз  заданими  крайовими умовами, в рiвняннях  (4.12) – (4.14)  невiдома.  

Цю функцiю   необхiдно  знайти, розв’язавши загальне  рiвняння  теплопровiдностi з  

врахуванням  заданих  крайових   i   початкових  умов. 

Початковими  умовами,   або   умовами  Кошi  є  значення  невiдомої  функцiї в   

початковий  момент  часу,  в момент t = 0, f(x) = T(x,0), або  f(r) = T(r,0).  При нульових  

початкових  умовах,  коли  вмикається процес нагрiвання, T(x, 0) = 0.  Як   правило, 

температура тiла в початковий момент часу дорiвнює температурi навколишнього 

середовища   T0 = const.   В цьому випадку, повне рiшення  рiвняння  теплопровiдностi  буде  

дорiвнювати сумi рiшення задачi при нульових  початкових  умовах  i  температури  

навколишнього  середовища.  

Якщо ненульовi  початковi  умови  заданi  у  виглядi  функцiї,  що  описує розподiл  

температури  по об’єму тiла T(x,0) = f(x), то повне рiшення буде дорiвнювати   сумi  рiшень   

двох задач.    Перша – це  задача нагрiвання тiла при  нульових  початкових  умовах.  Друга – 

це  задача охолодження  тiла вiд заданого  розподiлу  температури  f(x) = T(x,0)  до  нуля 

(T(x,  ) = 0). 
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Таке  детальне  пояснення  початкових  умов  має   велике  значення для розумiння 

фiзичних особливостей перехiдного процесу нагрiвання  i  охолодження  фiзичного  тiла.  Л. 

Д. Ландау говорив, якщо  рiшення диференцiйного рiвняння  шляхом  анализу фiзичних 

процесiв, що  описують це  рiвняння  можна   наглядно  виразити графiком  функцiї,   що  

задовiльнює це рiвняння,  то  воно  вже  наполовину  розв’зане.   Другi  50%  - це  визначення 

додаткових  коефiцiєнтiв   i  числових  величин.  В даному  випадку,  виконана саме перша 

половина пошуку  рiшення. Далi будуть розглянутi математичнi методи  пошуку  другої 

половини. 

Наведенi рiвняння (4.12) – (4.14) є найпростiшими. В данiй роботi розв’язування  

теплофiзичних задач розглядається  в послiдовностi   вiд простого до  складного. 

Найпростiшим  є одномiрний процес в декартових координатах.  Невiдома  функцiя  Т(х,t) є 

функцiя двох змiнних. В цилiндричних координатах, при симетрiї задачi вiдносно осi, маємо  

двомiрну задачу, але  завдяки  симетрiї  задачi,   невiдома функцiя T(r,t) залишається 

функцiєю двох змiнних.  Збiльшення  розмiрностi задачi дещо ускладнює рiвняння  в 

цилiндричних координатах, але  цим двомiрна задача  вiдрiзняється вiд одномiрної. 

Трьохмiрна, симетрична вiдносно  центральної точки задача, також описується  функцією  

двох змiнних  T(r,t),  i  рiвняння  в сферичних координатах ще бiльше ускладнюється.  

Перед   тим,   як   приступити до  розв’язування  найпростiших  рiвнянь, для  

порiвняння, наведемо повне рiвняння в трьохмiрному  просторi, коли невiдома  функцiя 

T(x,y,z,t)  залежить  вiд  всiх трьох координат [1, c. 18].  

 2

2

(
dx

Td  + 2

2

dy

Td + )2

2

dz

Td  = - q(x,y,z)  +   c 
dt

dT
 .         (4.15) 

Проте, навiть  для рiвнянь  (4.12) – (4.14)  вiдшукати  аналiтичне рiшення вдається  

тiльки  в самих простих  випадках: однорiдний стрижень, цилiндр, куля.   Не маючи  в  

своєму  розпорядженнi  на  початку  ХХ–го  столiття ЕОМ, вченi того часу розробляли  

методи  розв’язування  таких  рiвнянь   з  використанням  еврiстичних   пiдходiв.  

Ознайомимося з  деякими  iз них. 

 

 

4.4.  Функцiї    Грiна 

Розглянемо  однорiдний  необмежений  трьохмiрний  простiр. Нехай,  в деякiй  точцi 

цього простору, в момент  часу  t = 0,  миттєво видiля’ється  кiлькiсть енергiї  щільністю   q1 

 3/ мДж .  Рiвняння  процесу  розподiлу  тепла в цьому просторi, без постiйно дiючого 

джерела   q(x,y,z),  має вигляд:  [2, с. 251] 
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
с


2

2

(
dx

Td  + 2

2

dy

Td + )2

2

dz

Td  = 
dt

dT .         (4.16) 

Рiвнянню (4.16) задовольняють ряд аналiтичних функцiй. Однiєю  з них є  функцiя   джерела   

q,   або  функцiя  Грiна [1., C.346], [2., C.252]. 

),,,( tzyx =
38 ( )

q

c a t 


    
exp(-

2 2 2( ) ( ) ( )
4

x y z

a t

      
 

),       (4.17) 

 де:  a =


c

 







сек

м2

. В цьому легко переконатися диференцюванням функції   (4.17)  i  

пiдстановкою  отриманих  похiдних   в  рiвняння (4.16).  На  рис. 4.4  показано взаємне 
положення координат (  ,, ) точки тепловидiлення i координат (x,y,z)   точки,  в  якiй  

визначається  температура ),,,( tzyx . 
Якщо  функцiю Грiна  проiнтегрувати  в площинi  ( , ),  що  розмiщена паралельно 

площинi (y, z) через точку   , то  отримуємо  функцiю Грiна для нескінченно протяжної  
плоскої  поверхнi     [1, c. 348], [2, c. 254].    

),( tx =
2

q

c a t 


    
exp

2( )
4
x

a t

 
   

.          (4.18) 

Тут q  2/ мДж  - щільність  енергiї  що  миттєво виділяється  по  всiй   плоскiй поверхнi.  
На рис. 4.4 показано  взаємне розмiщення площини тепловидiлення i розрахункової  

точки.  Розрахункова  точка визначається  тiльки  координатою  х,  так як поверхня 
тепловидiлення нескінченно протяжна  i  в  кожнiй площинi  перпендикулярнiй  осi  х  
температура буде однакова.  Фiзично,  такi площини   є  iзотермами.   

Проведемо через точку тепловидiлення  (  ,, )  (рис.4.4)  цилiндричну поверхню, 
симетричну вiдносно  осi  z   (рис. 4.4). В цилiндричних координатах, пiсля  iнтегрування 
функцiї  (4.17)  вздовж  осi  z  по координатi    i  по  кутовi  координатi  по  замкнутому  
колу,  отримуємо  функцiю  Грiна  для  нескінченно протяжної цилiндричної  поверхнi,  що 
проходить  перпендикулярно осi   r   через точку     [1, c. 347], [2, c. 255].     

),( tr =
2
q

c a t


   
 exp

2 2

4
x

a t

 
    

I0 2
r

a t

 
   

,          (4.19) 

де  I0  - видозмiнена функцiя Бесселя  першого роду нульового порядку:  
[1., C.578],  [6., C.29].  

I0(x) = 1+(
2
x )2  + (

2*1
1 )2  (

2
x )4 + (

3*2*1
1 )2 (

2
x )6 + (

4*3*2*1
1 )2 (

2
x )8 +… 

q 
2/Дж м    - щільність енергiї, що миттєво видiляється по всiй цилiндричнiй  

поверхнi. 
На  рис. 4.4 показано взаємне  розмiщення цилiндричної поверхнi тепловидiлення i 

розрахункової  точки r.  Iзотермiчнi поверхнi, в даному  випадку, розмiщуються  у  виглядi   
цилiндричних трубок симетрично осi  z . 
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Продовжуючи рух  в  напрямку  збiльшення  розмiрностi  простору, проведемо  через 
точку тепловидiлення  (  ,, ) сферичну  поверхню  з  центром  координат.  Iнтегрування  
функцiї  (4.17)  в сферичних координатах дає   вираз  [1., C.347], [2., C.255]:    

),( tr =
2

q

c a t     


r

 {exp
2( )

4
r

a t

 
    

exp
2( )

4
r

a t

 
   

},         (4.20) 

де  щільність  енергiї   q 
2/Дж м    - є повна   енергiя,  що  миттєво  видiлилася  на  поверхнi  

сфери. 
Для  джерела   в заданiй точцi, щільність енергiї q буде виражена в  3/ мДж , так як вся 

енергiя видiляється в нескінченно малому  об`ємi  dv = dξ dη dζ. 
Проаналізуємо фізичні   явища, що описуються функціями Гріна. Для кожної  iз 

розглянутих поверхонь  (площина, циліндр, сфера, точка) в момент часу  t = 0 температура 
(х,0) буде  прагнути  до нескінченностi. Це  випливає з математичних виразів для цих 
функцій. Точка t = 0 є точкою  сингулярності функцій Гріна. Фізично, миттєве виділення 
енергії принципіально неможливо. Для цього потрібно  нескінченно  велика  потужність. 
Тому, в реальних фізичних умовах, сингулярність буде  зглажена кінцевою, нехай, дуже, 
великою швидкістю тепловиділення. Навіть під  час  вибуху  атомної  бомби, швидкість 
виділення енергії не є нескінченно  великою, так  як обмежується швидкістю  ланцюгової  
реакції  і  другими  фізичними факторами. 

Проте,   якщо  виділення  тепла  минуло  дуже  швидко, то температурний фронт 

(плоский, циліндричний, або  сферический) почне  розповсюджуватися  від  зони  

тепловиділення в оточуючий  простір  і   з  часом  згасає. В момент виділення тепла  

температура в оточуючому  просторі  дорівнює  температурі навколишнього  середовища  

(умовно  нулю). По мірі розповсюдження температурного фронту, температура в кожній 

точці простору  буде наростати, але в певний момент часу цей  процес досягне  максимуму, 

після чого температура буде  спадати  до  колишнього  значення  (до нуля). 

Прирівнюючи  похідні  функції  Гріна по часу  до  нуля, знаходимо  час досягнення  

максимуму  температури  в кожній точці  простору. Для всіх функцій (4.12) – (4.14) ця  

величина    дорівнює   tmax = 
a

r

6

2

, де  а = 
c

 . 

Точка сингулярності досить  часто зустрічається  в  фізичних явищах і процесах. Так, 

напруженість електричного поля точкового заряду, гравітаційна  сила точкової маси, 

напруженість магнітного поля нескінченно тонкої  нитки струму, прагнуть  до 

нескінченності, по мірі наближення   до   джерел  цих полів. Навіть  Всесвіт, згідно теорії  

Великого  Вибуху, виник  з сингулярної точки.  

Інтегрування функції  Гріна  по заданому об’єму розподілення функції тепловиділення 

q(v) дозволяє отримувати  рішення  задачі теплопровідності  в нестаціонарному   режимі.  

Задача досить  непроста. Трудності обчислення інтегралів залежать  від  геометрії і 
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конструктивних розмірів конкретних фізичних тіл.   Ще  більші  труднощі  виникають   при  

побудові  функцій Гріна з  врахуванням  крайових умов.  

Опустимося з безмежних  просторiв Всесвiту на нашу Землю і розглянемо методи 

інтегрування   рівнянь (4.12) – (4.14) в фізичних тілах найпростіших  геометричних форм  за  

допомогою  функції  Гріна. 

  
4.5.  Нестацiонарний   режим   в  фiзичних  тiлах   найпростiших 

геометричних   форм  необмежених  розмерiв 

 

В  загальному  випадку,  розподіл   температури  в  стрижні  необмеженої  довжини 

визначається заданим початковим розподілом  температури ( ,0) ( )T x f   і функцією  Гріна 

(4.18) через інтеграл  
2( ) ( )( , ) ( , , ) ( ) exp .

42
f x

T x t x t f c d d
a ta t

      


 

 

 
              
             (4.21) 

Аналогічно, запишемо  інтеграли  для необмеженого  циліндра: 
2 2

0
0 0

( )( , ) ( , , ) ( ) exp .
2 4 2
f r r

T r t r t f c d I d
a t a t a t

        
                        
          

(4.22) 

І  для  необмеженого   простору   в   сферичних  координатах:   

2 2

0 0

( ) ( ) ( )( , ) ( , , ) ( ) exp exp .
4 4

f x x
T r t r t f c d d

a t a tr a t

        


                                  
    (4.23) 

Нехай,  на   відрізках  необмеженого  стрижня  від 1x  до 2x   і  необмежених по  радіусу  

циліндра  і  кулі  від  1r  до 2r , задана температура 0( )f Т  .  На всіх  інших  участках   цих 

тіл ( ) 0f   . Фізична  сутність  такої  постановки задачі означає, що в необмеженому 

однорідному просторі  в декартових  координатах  задана  пластина  товщиною ( 2x - 1x ), в 

циліндричних  координатах соосно осі  z  задана трубка товщиною ( 2r - 1r ), в сферичних 

координатах задана центральносиметрична   сфера товщиною  ( 2r - 1r ),  при  постійній  

температурі  на   них   0( )f Т  .  

Починаючи з моменту часу  0t  , ці тіла остигають, віддаючи  своє  тепло вiдповiдно 

своєї теплопровідностi в необмежений  лінійний, циліндричний і сферичний простори.  

Розподіл  температури в таких задачах як раз і описується функціями  Гріна  через інтеграли 

(4.20) - (4.22).  Отримати  аналiтичнi  вирази для  цих  iнтегралiв,   навiть  при 0( )f Т  , 
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дуже  складно i трудоємно, а вираховувати  їх  - ще складнiше. В роботi  [2], наведено 

рiшення рiзних задач з допомогою функцiї Грiна. Читач  самостiйно  може оцiнити  їх 

можливостi  для  подальшого практичного  використання. В тi  часи,  коли  пошуки  рiшення  

задач теплопровiдностi  велися  без допомоги ОЕМ,  одержати  аналiтичний   вираз  для  

невiдомої  функцiї  вже  було значним  вкладом в теорiю теплопровiдностi.  

В  наш   час,  завдяки  комп’ютерам, процеси  обчислення iнтегралiв реалiзуються 
набагато простiше. Запишемо розрахунковi  вирази  для  обчислення  iнтегралiв  виду  (4.20) 

- (4.22)  методом  прямокутникiв.  Для  цього   область  задання  функцiї  0( )f Т    

розділяємо  на  n  iнтервалiв с кроком  2 1 /x x n   ,   або    2 1 /r r n   .   

1 0,5i x i         ,   або    1 0,5i r i       . 
 
Розрахунковi   вирази   набудуть   виду: 

Для стрижня                        

2

1

( )
( , ) ( ) exp .

42

n
i

i
i

x
T x t f

a ta t

 
 

 
    

      
            (4.24) 

Для  цилiндра            
2 2

0
1

( , ) ( ) exp .
2 4 2

n
i i

i i
i

r r
T r t f I

a t a t a t

   


   
                 

       (4.25) 

 Для  кулi      

2 2

1

( ) ( )
( , ) ( ) exp exp .

4 4

n
i i

i i
i

r r
T r t f

a t a tr a t

   
 

                               
          (4.26) 

 
Приклад 4.2.  Розглянемо характер протiкання  нестацiонарних процесiв  в 

однорiдному  стрижнi, цилiндрi i кулi  при наступних вихiдних даних:  

   = 20 
о

Вт

м С
 
  

;  c =  2400 
о

Дж

кг С
 
  

;       = 1200  





3м

кг ;   

1х = 0,1 м;   2х = 0,7 м;   0Т = 15 C;  1t =  500 c;   2t =  3000 c. 

Розрахунки по формулах (4.23) – (4.25) було виконано на комп’ютерi по програмi,  що 

написана  в середовищi   QBASIC.  Текст  цiєї  програми  наведено в  кiнцi     роздiлу.  

При  n = 1, отримуємо  розподiл  функцiї  Грiна в точцi    = 0,4 м. Графiки залежностi  

температури   вiд  координати   х   в заданий  момент   часу  Т(х, 1t ) i  Т(х, 2t )  наведенi  на 

рис. 4.5.  

При n = 10, отримуємо  модель процесу сумарної дiї  миттєвого  тепловидiлення   в  

десяти  рiвномiрно  розподiлених  точках  на  вiдрiзку  вiд 1х  до 2х . 

Приклад 4.3. Для  наглядностi  iлюстрацiї   графiками  нестацiонарних процесiв, 
змiнимо  в данiй  програмi  деякi   вихiднi  данi:  

n = 10; 2х = 0,5 м; 0Т = 40°C. 
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В  результатi   виконаних  розрахункiв,   отримуємо  розподiл  температури  при охолодженнi 

нагрiтих до температури 0Т  = 40°C участкiв стрижня, цилiндричної  трубки  i  сфери.  

Графiки залежностi  розподiлу температури  вiд часу  показанi  на рис. 4.6.  
З  наведених  виразiв видно, що функцiя ( )f   може змiнюватися по довiльному закону. 

Якщо 0( )f Т  , то 0Т  можна  винести за знак суми, а iнтеграл  (4.20)   виражається  

аналiтично. 

F(x, t) = 0,5 T0  1 2

4 4
x x x x

erf erf
а t a t

                 
,         (4.27) 

де  erf(х)  = Ф (х) =
2

0

2 x

е d 


   - iнтеграл Френеля,  або функцiя помилок  

[2., C.470].  Интеграл  Френеля  не виражається через елементарнi функцiї.  Тому, 

використовуючи  замiну   змiнної   х = -  2 i,  iнтегруючи  почленно розкладання  

експоненти   exp(x)   в  ряд  Тейлора,  отримаємо  вираз:    

erf(х) =
2 1

0

2 ( 1)
! 2 1

k k

k

x

k k

 




 

  .    Такий   ряд   сходиться  при  всiх  кiнцевих значеннях  х.   

При    ,     Ф(х)   досить  швидко   прагне   до границi 

 erf ( ) =
2

0

2
е d 




   = 1.   Так,   erf(2) = 0.9955747,    erf(3) = 0.999999.    При   

  ,   erf (- ) = -1.        На  рис. 4.7  наведено  графiк  функцiї  erf(х).  

Приклад 4.4.  Маючи у розпорядженнi  аналiтичне рiшення задачi  охолодження  

участка стрижня, порiвняємо  результати  числових розрахункiв розподiлу  температури  по 

даним прикладу 4.2 i аналiтичних розрахункiв з використанням iнтеграла Френеля.  

Порiвняння  результатiв  розрахункiв  наведено в табличнiй  формi. Порiвняння результатiв 

аналiтичного i числового iнтегрiровання показує їх спiвпадiння  з  точнiстю до четвертої  

значущої   цифри. 

Х t = 500 c t = 3000 c 
М Ф(х) n = 10 Ф(х) n = 10 
0 4,6 4,5 12,2 12,2 

0,1 20,0 20,0 19,0 19,0 
0,2 35,4 35,5 24,7 24,7 
0,3 39,3 39,4 26,9 26,9 
0,4 35,4 35,5 24,7 24,7 
0,5 20,0 20,0 19,0 19,0 
0,6 4,6 4,5 12,2 12,2 
0,7 0,3 0,3 6,5 6,5 
0,8 0,0 0,0 2,8 2,8 
0,9 0,0 0,0 1,0 1,0 
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Нижче  приводиться текст QBASIC – програми  для  обчислення  iнтеграла Френеля  i  

побудови  графiка  залежностi  функцiї  вiд   аргумента  erf = Ф(z). 
 

Текст  програми  обчислення  iнтеграла  Френеля. 

 

SCREEN 12 
REM Обчислення  залежностi  iнтеграла  Френеля  вiд  z,   erf = Ф(z). 
WINDOW (0, 0)-(10, 6):  
LINE (4, 0)-(4, 6), 1 
FOR i = 1 TO 5: LINE (0, i)-(10, i), 1: NEXT i 
FOR i = 0 TO 10 STEP 2: LINE (i, 0)-(i, 6), 1: LINE (i, 0)-(i, 6), 1: NEXT i 
LINE (4, 0)-(4, 6), 7: LINE (0, 3)-(10, 3), 7: PRINT "  z", "  erf(z)" 
FOR z = 0 TO 3 STEP .25: GOSUB 99: PRINT z, s 
CIRCLE (2 * z + 4, 2 * s + 3), .03, 2: CIRCLE (-2 * z + 4, -2 * s + 3), .03, 2 
NEXT z: FOR z = 0 TO 3 STEP .001: GOSUB 99: 
CIRCLE (2 * z + 4, 2 * s + 3), .001, 2: CIRCLE (-2 * z + 4, -2 * s + 3), .001, 2 NEXT z: 
STOP 
99 p = ABS(z): s = p: IF p > 2.5 THEN GOTO 98 
s1 = -p * p * p / 3: s = s + s1 
FOR i = 2 TO 100: s1 = -s1 * p * p * (2 * i - 1) / (i * (2 * i + 1)): s = s + s1 
NEXT i 
s = 2 * s / SQR(3.141593) 
98 IF p > 2.5 THEN s = 1 
IF z < 0 THEN s = -s 
RETURN 
 

Функцiї Грiна i їх iнтеграли – є  часткове, або фундаментальне рiшення неоднорiдного 

диференцiйного рiвняння теплопровiдностi. Проте, це  тiльки   перший  доданок.   Для 

отримання повного рiшення необхiдно знайти другий доданок  -  загальне рiшення 

вiдповiдного  однорiдного диференцiйного  рiвняння,  яке  визначається  крайовими 

умовами.  На  жаль, це найважча задача  при  розрахунках  температурного  режиму  в 

нестацiонарному  процесi. Проте, вона легко розв’язується  методом кiнцевих елементiв.  

Для наглядностi на рис.4.5 i 4.6 наведенi графiки функцiй Грiна в декартових,  

цилiндричних i сферичних координатах. Нижче  приводиться текст QBASIC - програми  

обчислення  функцiї  Грiна  для  стрижня  i побудови  графiкiв   розподiлу   в   часi  

температури  прямокутного  теплового  iмпульса  вздовж   стрижня.   
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Текст  програми  обчислення    функцiї  Грина  для   стрижня.   
SCREEN 12: WINDOW (0, 0)-(10, 6) 
ld = 20: c = 2400: ro = 1200: x1 = .1: x2 = .7: n = 8: T1 = 40: a = ld / (c * ro) 
LINE (10 * x1, 0)-(10 * x1, 6), 1: LINE (10 * x2, 0)-(10 * x2, 6), 1 
LINE (0, 3)-(10, 3), 1: LINE (0, 4)-(10, 4), 1: LINE (0, 5)-(10, 5), 1 
LINE (0, 2)-(10, 2), 1: LINE (0, 1)-(10, 1), 7 
FOR x = 0 TO 1 STEP .0001 
IF x < x1 THEN CIRCLE (10 * x, 1), .02, 7 
IF x > x2 THEN CIRCLE (10 * x, 1), .02, 7 
IF x > x1 AND x < x2 THEN CIRCLE (10 * x, 5), .02, 7  
NEXT x 
FOR x = 0 TO 1 STEP .0001: CIRCLE (10 * x1, 4 * x + 1), .02, 7 
CIRCLE (10 * x2, 4 * x + 1), .02, 7: NEXT x 
REM  Числове  iнтегрування   функцiї  Грiна   
REM  для   стрижня  методом   прямокутникiв ( n = 8 ).  
n1 = 1: dx = (x2 - x1) / n 
FOR t = 500 TO 26000 STEP 1000 
FOR x = 0 TO 1 STEP .0001: s = 0 
FOR i = 1 TO n: eps = x1 + i * dx - .5 * dx: 
f1 = EXP(-(x - eps) * (x - eps) * .25 / (a * t)) 
f = T1 * .5 * f1 * dx / SQR(3.141593 * a * t): s = s + f: NEXT i 
CIRCLE (10 * x, .1 * s + 1), .001, n1: NEXT x: n1 = n1 + 1: NEXT t 
REM  Аналiтичне  обчислення  функцiї  Грiна   
REM  з  використанням   iнтеграла   Френеля. 
n1 = 1: FOR t = 500 TO 6000 STEP 1000 
FOR x = 0 TO 1 STEP .0001: z = .5 * (x - x1) / SQR(a * t): GOSUB 99 
ss = s:  z = .5 * (x - x2) / SQR(a * t): GOSUB 99: sp = s: f = T1 * (ss - sp) / 2 
CIRCLE (10 * x, .1 * f + 1), .01, n1: NEXT x: n1 = n1 + 1: NEXT t: STOP 
99 p = ABS(z): s = p: IF p > 2.5 THEN GOTO 98 
s1 = -p * p * p / 3: s = s + s1 
FOR i = 2 TO 100: s1 = -s1 * p * p * (2 * i - 1) / (i * (2 * i + 1)): s = s + s1 
NEXT i 
s = 2 * s / SQR(3.141593) 
98 IF p > 2.5 THEN s = 1  
IF z < 0 THEN s = -s 
RETURN 
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4.6. Застосування  метода  кiнцевих елементiв  в  розрахунках 
нестацiонарних    температурних    процесiв 

 
Для порiвняння, спiвставимо диференцiйне рiвняння теплопровiдностi стацiонарного i 

нестацiонарного режимiв.  Вони вiдрiзняються тим, що рiвняння для нестацiонарного 

режиму мають додатковий  доданок,   з  похiдною невiдомої  функцiї   в  часi.  Як було 

показано в главi 1, диференцiйному рiвнянню виду )(
dx

dT

dx

d
  = - q(x) -  c 

dt

dT
 ,  без 

доданку 

 c 
dt

dT
   вiдповiдає кiнцевоелементне рiвняння  виду }{}{][ BTA  , де компоненти матриць 

коефицiєнтiв ][A  i  вiльних  членiв }{B  вираховуються через координатнi функцiї  

aэij = л dx
dx

dN

dx

dN j
x

x

i  
2

1

,          bi  =  dxxqN
x

x

ki 
2

1

)( . 

Згiдно теоретичним основам метода кiнцевих елементiв, рiвняння, що  має  похiдну в  

часi   c
dt

dT
  з використанням  координатних функцiй  перетворується  в наступну  систему 

лiнiйних диференцiйних рiвнянь вiдносно  функцiї  )}({ tT  в вузлах апроксимацiї: 

( )[ ] { ( )} { } [ ] dT t
A T t B C

dt
     
 

, де компоненти  матрицi   теплоємностей  cэij = kk c

dxNN
x

x

ji  
2

1

. Для зручностi iнтегрування компонентiв матрицi теплоємностей,  ще раз 

запишемо   вирази  для  координатних функцiй  при лiнiйнiй  апроксимацiї: 

1( ) 0,5 (1 )N     ;    2 ( ) 0,5 (1 )N     . 

Виконуючи  iнтегрування, отримуємо  компоненти  пiдматриць  теплоємностей для  k–того  
кiнцевого елемента  при  лiнiйнiй  апроксимацiї.   

     сэ11 = сэ22 = 0,5   (xk+1 – xk)  3
k kc 

2;     сэ12 = сэ21= 0,5   (xk+1 – xk)  3
k kc 

1. 

Для  кусочно-однорiдного стрижня компоненти  матриць ][A   i  ][B вираховуються   по  вже  
отриманих   в  першiй   главi  формулах:   
                аэij = (-1)(i+j) k  / (xk+1 - xk),                      bi =  0,5 qi   (xk+1 - xk).        

При   квадратичнiй    апроксимацiї: 

         2
1( ) 0,5 ( )N      ;        2

2 ( ) 1N     ;           2
3( ) 0,5 ( )N      . 

Пiсля  iнтегрування   отримуємо: 

сэ11 = сэ33 = 0,5   (xk+1 – xk)  15
k kc 

4;       сэ12 = сэ21= 0,5   (xk+1 – xk)  3
k kc 

2; 
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сэ13 = сэ31 = - 0,5   (xk+1 – xk)  15
k kc 

1;     сэ32 = сэ23= 0,5   (xk+1 – xk)  3
k kc 

2; 

сэ22 =  0,5   (xk+1 – xk)  15
k kc 

16.       

По аналогiї  з  рiвнянням (4.10) замiнюємо   
dt

dT   = 
t

TT ii


1   i  T = 

2
1 ii TT  .   

Пiсля тотожних  математичних  перетворень, аналогiчно рiвнянню  (4.11),  отримуємо  
в  матричному  виглядi     

          BTC
t

A i 



 


 1

1
2
1  +      1 1

2 iC A T
t

      
.          (4.28) 

Отже, ми розглянули числовий алгоритм розрахунку нестацiонарного температурного 

процесу методом кiнцевих елементiв в декартових координатах  при  лiнiйнiй  i  квадратичнiй  

апроксимацiях функцiї T(x,t)  по координатi  х  i  при ступiнчатiй  апроксимацiї  цiєї  функцiї  в  

часi  t.  Рекурентна  формула  iтерацiйного  процесу  (4.28)  в  лiтературi  називається схема  

Кранка-Нiколсона   [8, C.369] , 4, C.206].      

Для  поширення  цього  алгоритму  на цилiндричнi  i сферичнi координати необхiдно в 

цих координатах виконати iнтегрування  компонентiв пiдматриць теплоємностей  cэij, так як 

вiдповiднi компоненти пiдматриць джерел  тепла  bi  i теплопровiдностей   aэij     вже  отриманi  

в  главах 2 i 3,  при розв`язуваннi   задач   для  стацiонарних режимiв.    

По  аналогiї,  запишемо вирази  для компонентiв матриць теплоємностей. В  

цилiндричних  координатах           cэij= kk c drrNN
r

r

ji 
2

1

.                     (4.29) 

Пiдставляючи   в  (4.28)  вирази   для   функцiй  1 1( ), ( ), ( )
2 2

k k k k
i i

r r r r
N N r     

      

пiсля  iнтегрування,  отримуємо   вирази  для   компонентiв  матриць   теплоемностей    cэij   в 

цилiндричних  координатах. 

При   лiнiйнiй  апроксимацiї:   

сэ11 = 0,5   (rk+1 – rk)  6
k kc 

 1( 3 )k kr r   ;     сэ22 = 0,5   (rk+1 – rk)  6
k kc 

 1(3 )k kr r  ;  

сэ12 = сэ21 = - 0,5   (rk+1 – rk)  6
k kc 

 1( )k kr r  .  

При  квадратичнiй   апроксимацiї: 

сэ11 = 0,5   (rk+1 – rk)  30
k kc 

 1( 7 )k kr r   ;    сэ33 = 0,5   (rk+1 – rk)  30
k kc 

 1(7 )k kr r  ;  

сэ22 = 0,5   (rk+1 – rk) 16
30

k kc 
 1( )k kr r  ;     сэ12 = сэ21 = 0,5   (rk+1 – rk) 4 30

k kc 
 kr ;  

сэ13 = сэ31 = - 0,5   (rk+1 – rk)  30
k kc 

 1( )k kr r  ;    
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сэ23 = сэ32 =  0,5   (rk+1 – rk)  4
30

k kc 
 1kr  .  

В сферичних координатах     cэij =  kk c drrNN
r

r

ji 
2

1

2 .         (4.30) 

 При  лiнiйнiй  апроксимацiї   пiсля   пiдстановки   2 ( )r    в    (4.30) 

сэ11 = 0,5   (rk+1 – rk)  15
k kc 

 2 2
1 1( 6 3 )k k k kr r r r      ;  

сэ22 = 0,5   (rk+1 – rk)  15
k kc 

 2 2
1 1(6 3 )k k k kr r r r      ; 

сэ12 = сэ12 = 0,5   (rk+1 – rk)  30
k kc 

 2 2
1 1(3 3 4 )k k k kr r r r       .        (4.31) 

При квадратичнiй апроксимацiї  i  пiдстановки  2 ( )r  в (4.30) з врахуванням виразiв для 

квадратичних координатних функцiй, отримуємо  наступнi розрахунковi  формули  для 

обчислення компонентiв матриць теплоємностей кiнцевоелементних  алгебраїчних  рiвнянь: 

сэ11 = 0,5   (rk+1 – rk)  1680
k kc 

 2 2
1 1(16 352 80 )k k k kr r r r       ;  

 сэ12 = сэ21 = 0,5   (rk+1 – rk)  1680
k kc 

 2 2
1 1( 32 192 64 )k k k kr r r r        ;  

сэ13 = сэ31 = - 0,5   (rk+1 – rk)  1680
k kc 

 2 2
1 1(40 40 32 )k k k kr r r r       ;  

сэ22 = 0,5   (rk+1 – rk)  1680
k kc 

 2 2
1 1(512 512 768 )k k k kr r r r       ;  

 сэ23 = сэ32 =0,5   (rk+1 – rk)  1680
k kc 

 2 2
1 1(192 32 64 )k k k kr r r r       ;  

сэ33= 0,5   (rk+1 – rk)  1680
k kc 

 2 2
1 1(352 16 80 )k k k kr r r r       .         (4.32) 

Таким  чином,  маючи  в  своєму   розпорядженнi  повний   набiр   розрахункових  

виразiв  для компонентiв матриць  теплоємностей  в декартових, цилiндричних i сферичних 

координатах при лiнiйнiй i  квадратичнiй апроксимацiях невiдомої  функцiї,   можна   

приступити  до  програмування вiдповiдних  математичних  моделей на комп`ютерi. 

 Цим  питанням  присв`ячена  наступна  глава. 
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Глава 5.  ПРОГРАМУВАННЯ   НА  КОМП’ЮТЕРI  ЗАДАЧ 
РОЗРАХУНКIВ ОДНОМIРНИХ  ТЕМПЕРАТУРНИХ  РЕЖИМIВ 

 

5.1.   Програма    розрахункiв  одномiрних  стацiонарних  режимiв 

В  даному роздiлi розглянемо програму у средi  QBASIC для розрахункiв 

температурних режимiв в кусочно-однорiдних середовищах для стрижня, цилiндра i кулi.  

Математичнi рiшення цих задач наведенi в роздiлах 1.7, 2.4  i 3.3, вiдповiдно. Кожне рiшення 

представимо в якостi окремої  пiдпрограми.  

Для стрижня рiшення задачi в межах  i-го  однорiдного участка має  вигляд:  

Ti(x) = - 
2

1 2xqi

i





 + Аi x + Вi.  

Обчислення постiйних iнтегрування Аi i Вi оформимо  у  виглядi  пiдпрограми   SUB 300. 

 

300  REM:   Пiдпрограма   обчислення  постiйних   
        REM:   iнтегрування  для   кусочно-однорiдного  стрижня.    
a(1) = qe(1) * xb(1) / ex(1) 
FOR i = 2 TO n: a(i) = (qe(i) - qe(i - 1)) * xb(i) / ex(i) + a(i - 1) * ex(i - 1) / ex(i) 
NEXT i 
S = 0: FOR i = 1 TO n : S = S + qe(i) * (xb(i + 1) - xb(i)): NEXT i 
t(n + 1) = S / al + t0 
b(n) = t(n + 1) - a(n) * xb(n + 1) + .5 * qe(n) * xb(n + 1) * xb(n + 1) / ex(n) 
FOR i = n TO 2 STEP -1: S1 = xb(i) * (a(i) - a(i - 1)) + b(i):  
b(i - 1) = .5 * xb(i) * xb(i) * (qe(i - 1) / ex(i - 1) - qe(i) / ex(i)) + S1: NEXT i 
RETURN 

Для цилiндра, що  складається  з  однорiдних соосних трубок, рiшення задачi для i-тої 

трубки має вигляд: Ti(r) = - 
4

1 2rq i

i





 + А i  ln (r) + В i  . Обчислення  постiйних  

iнтегрування  Аi  i  Вi оформимо у  виглядi пiдпрограми    SUB 400. 

 

400  REM   Пiдпрограма   обчислення  постiйних  iнтегрування    

REM  для   кусочно-однорiдного  цилiндра. 

a(1) = 0: FOR i = 2 TO n 

a(i) = .5 * (qe(i) - qe(i - 1)) * xb(i) * xb(i) / ex(i) + a(i - 1) * ex(i - 1) / ex(i) 

NEXT i: S = 0: FOR i = 1 TO n 

S = S + 3.141593 * qe(i) * (xb(i + 1) * xb(i + 1) - xb(i) * xb(i)): NEXT i 

t(n + 1) = S / (2 * 3.141593 * al * xb(n + 1)) + t0 

b(n) = t(n+1) - a(n) * LOG(xb(n+1)) + .25 * qe(n) * xb(n+1)*xb(n+1)/ex(n) 

FOR i = n TO 2 STEP -1: S1 = LOG(xb(i)) * (a(i) - a(i - 1)) + b(i) 



 

106 

b(i - 1) = .25 * xb(i) * xb(i) * (qe(i - 1) / ex(i - 1) - qe(i) / ex(i)) + S1: NEXT i 

RETURN 

Аналогiчно, запишемо рiшення задачi для кусочно-однорiдної  кулi 

 Ti(r) = - 
6

1 2rqi

i





 + 

r

A i  + Вi.   Обчислення  постiйних  iнтегрування   Аi  i  Вi оформимо   у   

виглядi   пiдпрограми    SUB 500. 

500  REM: Пiдпрограма   обчислення  постiйних  iнтегрування       

         REM:   для   кусочно-однорiдної   кулi. 

a(1) = 0: FOR i = 2 TO n: S1 = a(i - 1) * ex(i - 1) / ex(i) 

a(i) = -(qe(i) - qe(i - 1)) * xb(i) * xb(i) * xb(i) / (3 * ex(i)) + S1: NEXT i 

S = 0: FOR i = 1 TO n 

S = S + qe(i) * (xb(i + 1) * xb(i + 1) * xb(i + 1) - xb(i) * xb(i) * xb(i)): NEXT i 

t(n + 1) = S / (3 * al * xb(n + 1) * xb(n + 1)) + t0 

b(n) = t(n + 1) - a(n) / xb(n + 1) + qe(n) * xb(n + 1) * xb(n + 1) / (6 * ex(n)) 

FOR i = n TO 2 STEP -1: S1 = (a(i) - a(i - 1)) / xb(i) + b(i) 

b(i - 1) =  xb(i) * xb(i) * (qe(i - 1) / ex(i - 1) - qe(i) / ex(i)) / 6 + S1: NEXT i 

RETURN 

Маючи  в  своєму  розпорядженнi  пiдпрограми розрахункiв  постiйних iнтегрування, 

приступимо до складання самої програми розрахункiв температурних режимiв в кусочно-

однорiдних середовищах.   

 

 

5.2.   Текст QBASIC-програми  розрахункiв стацiонарних 

температурних режимiв  в  кусочно-однорiдних   середовищах 

SCREEN 12   

DIM xb(31): DIM qe(30): DIM ex(30): DIM a(100): DIM b(100): DIM t(31) 

WINDOW (0, 0)-(10, 6):  LINE (0, 0)-(0, 6), 1 : LINE (0, 1)-(10, 1), 1 

REM:  Вихiднi  данi.  Початок. 

ip= 500: n = 5: R =.02: ld = .05: al= 10: q0 = 20000: t0 = 20 
d = R / n : xb(1) = 0 
FOR i = 1 TO n: qe(i) = q0: ex(i) = ld: xb(i + 1) = xb(i) + d: NEXT i 
qe(n-2)=100000 
REM:  Вихiднi  данi.    Закiнчення. 
REM:  Обчислення  постiйних  iнтегрування. 
REM:  Постiйнi  iнтегрування  для  стрижня. 
IF  ip=300  THEN   GOSUB  300:   



 

107 

REM:  Постiйнi  iнтегрування  для  цилiндра. 
IF  ip=400  THEN   GOSUB  400:   
REM:  Постiйнi  iнтегрування  для  кулi. 
IF ip = 500 THEN GOSUB 500 
REM:  Обчислення  значень   температури   
REM:  на  межах  роздiлення  однорiдних   середовищ. 
FOR i = 1 TO n: qxb=-qe(i) * xb(i) * xb(i) 
IF ip = 300 THEN t(i) = qxb / (2*ex(i)) + a(i) * xb(i) + b(i) 
IF ip = 400 AND i > 1 THEN t(i) = qxb / (4*ex(i)) + a(i) * LOG(xb(i)) + b(i) 
IF ip = 400 AND i = 1 THEN t(i) = qxb / (4*ex(i))  + b(i) 
IF ip = 500 AND i > 1 THEN t(i) = qxb / (6*ex(i)) + a(i)/xb(i) + b(i) 
IF ip = 500 AND i = 1 THEN t(i) = qxb / (6 * ex(i)) + b(i) 
NEXT i 
S1 = a(n) * xb(n + 1) + b(n) 
IF ip = 300 THEN t(n + 1) = -qe(n) * xb(n + 1) * xb(n + 1) / (2 * ex(n)) + S1 
S1 = a(n) * LOG(xb(n + 1)) + b(n) 
IF ip = 400 THEN t(n + 1) = -qe(n) * xb(n + 1) * xb(n + 1) / (4 * ex(n)) + S1 
S1 = a(n) / xb(n + 1) + b(n) 
IF ip = 500 THEN t(n + 1) = -qe(n) * xb(n + 1) * xb(n + 1) / (6 * ex(n)) + S1 
REM:  Друкування  результатiв  розрахункiв. 
PRINT "i", "xb(i)", "t(i)": FOR i = 1 TO n + 1 
PRINT i, xb(i), t(i): CIRCLE (500 * xb(i), 1 + t(i) / 40), .04, 7: NEXT i 

FOR i = 1 TO n: FOR z = xb(i) TO xb(i + 1) STEP .00001 

IF ip = 300 THEN tt = -qe(i) * z * z / (2 * ex(i)) + a(i) * z + b(i) 

IF ip = 400 AND z > 0 THEN tt = -qe(i) * z * z / (4 * ex(i)) + a(i) * LOG(z) + b(i) 

IF ip = 500 AND z > 0 THEN tt = -qe(i) * z * z / (6 * ex(i)) + a(i) / z + b(i) 

IF ip = 300 THEN CIRCLE (500 * z, 1 + (tt) / 40), .01, 2 

IF ip = 400 THEN CIRCLE (500 * z, 1 + (tt) / 40), .01, 3 

IF ip = 500 THEN CIRCLE (500 * z, 1 + (tt) / 40), .01, 6 

NEXT z: NEXT i:  STOP 

300  REM:   Пiдпрограма   обчислення  постiйних   

        REM:   iнтегрування  для   кусочно-однорiдного  стрижня.    

a(1) = qe(1) * xb(1) / ex(1) : FOR i = 2 TO n 

a(i) = (qe(i) - qe(i - 1)) * xb(i) / ex(i) + a(i - 1) * ex(i - 1) / ex(i) : NEXT i 

S = 0: FOR i = 1 TO n : S = S + qe(i) * (xb(i + 1) - xb(i)): NEXT i 

t(n + 1) = S / al + t0 

b(n) = t(n + 1) - a(n) * xb(n + 1) + .5 * qe(n) * xb(n + 1) * xb(n + 1) / ex(n) 
FOR i = n TO 2 STEP -1: S1 = xb(i) * (a(i) - a(i - 1)) + b(i):  
b(i - 1) = .5 * xb(i) * xb(i) * (qe(i - 1) / ex(i - 1) - qe(i) / ex(i)) + S1: NEXT i 
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RETURN 
400  REM   Пiдпрограма   обчислення  постiйних   
        REM  iнтегрування  для   кусочно-однорiдного  цилiндра. 
a(1) = 0: FOR i = 2 TO n 
a(i) = .5 * (qe(i) - qe(i - 1)) * xb(i) * xb(i) / ex(i) + a(i - 1) * ex(i - 1) / ex(i) 
NEXT i 
S = 0: FOR i = 1 TO n 
S = S + 3.141593 * qe(i) * (xb(i + 1) * xb(i + 1) - xb(i) * xb(i)): NEXT i 
t(n + 1) = S / (2 * 3.141593 * al * xb(n + 1)) + t0 
b(n) = t(n+1) - a(n) * LOG(xb(n+1)) + .25 * qe(n) * xb(n+1)*xb(n+1)/ex(n) 
FOR i = n TO 2 STEP -1: S1 = LOG(xb(i)) * (a(i) - a(i - 1)) + b(i) 
b(i - 1) = .25 * xb(i) * xb(i) * (qe(i - 1) / ex(i - 1) - qe(i) / ex(i)) + S1: NEXT i 
RETURN 
 
500  REM:   Пiдпрограма   обчислення  постiйних        
        REM:   iнтегрування  для   кусочно-однорiдної  кулi. 
a(1) = 0: FOR i = 2 TO n: S1 = a(i - 1) * ex(i - 1) / ex(i) 
a(i) = -(qe(i) - qe(i - 1)) * xb(i) * xb(i) * xb(i) / (3 * ex(i)) + S1: NEXT i 
S = 0: FOR i = 1 TO n 
S = S + qe(i) * (xb(i + 1) * xb(i + 1) * xb(i + 1) - xb(i) * xb(i) * xb(i)): NEXT i 
t(n + 1) = S / (3 * al * xb(n + 1) * xb(n + 1)) + t0 
b(n) = t(n + 1) - a(n) / xb(n + 1) + qe(n) * xb(n + 1) * xb(n + 1) / (6 * ex(n)) 
FOR i = n TO 2 STEP -1: S1 = (a(i) - a(i - 1)) / xb(i) + b(i) 
b(i - 1) =  xb(i) * xb(i) * (qe(i - 1) / ex(i - 1) - qe(i) / ex(i)) / 6 + S1: NEXT i 
RETURN 
 
В даному роздiлi викладено найпростiший варiант програми розрахункiв температурних 

режимiв в кусочно-однорiдних середовищах на базi аналiтичного рiшення задачi.   Вхiдними  

даними для цієї  програми   є 

наступнi  величини: 

ip   -  ознака  задачi.   При  ip=300  розв`язується  задача  для  стрижня,  

                                        при   ip=400 – для  цилiндра,  

                                     при   ip=500 – для  кулi,  

n   -   число  однорiдних  участкiв,    

R  -   зовнiшний  радiус  цилiндра,    або  кулi.   Для   стрижня  - його  довжина, 

t0  -  температура  навколишнього  середовища, 

ld  -   теплопровiднiсть   матерiалу, 

q0  -  потужнiсть  тепловидiлення. 
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Заданний набiр вихiдних даних прийнято для спрощення структури програми.  Практично,  

вiн  вiдповiдає  абсолютно однорiдному  тiлу.    Але  в програмi, кожне тiло  роздiлюється  на  

рiвномiрнi  участки  i  в  подальшому  задача розв`язується  як  кусочно-однорiдна.  Це  дає  

можливість  користувачу програми  змiнити  структуру вихiдних даних i, у  випадку   

складнiшої  задачi, самостiйно    задавати    масиви   теплофiзичних   параметрiв   на  

участках: 

xb(i)  -  координати  меж   участкiв; 

ex(i)  -  теплопровiднiсть   участкiв; 

qe(i)  -  щiльнiсть   тепловидiлення  в  межах   участка. 

При цьому буде реалiзовано варiант вихiдних даних, вiдповiдаючий задачi користувача  

програми.  

Аналогiчно, можна  поступати   i  з  виведенням на екран результатiв розрахункiв.   В 

запропонованому варiантi  програми,  на екран виводяться:  

i  - номера    однорiдних   участкiв; 

xb(i) - координати  меж  участкiв; 

t(i)  - значення  температури  на  межах  участкiв. 

Застосовуючи  наведенi   вище  формули  для Ti(x), користувач  програми може  самостiйно  

розробляти  другi  варианти  виводу  результатiв розрахункiв, в  тому  числi,  збереження  

графiкiв,   або таблиць   у  виглядi  окремих  файлiв. 

Задаючи  рiзнi значення ознаки  ip,  при збереженнi незмiнними  значення всiх  iнших  

вихiдних даних, можна  порiвнювати температурнi  режими  при рiзних  конструктивних  

видах   зразкiв. 

Далi  розглянемо  програми  розрахункiв  для  складнiших  температурних  процесiв  в  

нестацiонарних  i   в нелiнiйних   режимах. 

 

 

5.3.  Загальнi  принципи  складання  комп’ютерних  програм  для розрахункiв 

температурних  процесiв   методом  кiнцевих елементiв 

Скласти  єдину унiверсальну комп`ютерну програму для  розрахункiв температурних  

процесiв  в  рiзних температурних режимах дуже  складно i,  практично,  неможливо. Трудно  

наперед   передбачити   всi  можливi   варiанти постановки таких задач в рiзноманiтних 

конструкцiях  дослiдних   зразкiв. 

Проте, цiлий ряд загальних  принципiв, що   мають унiверсальний  характер, 

зберiгається. В данiй главi  об`єднаємо   загальнi  принципи розв`язування  одномiрних  задач 

в декартових, цилiндричних i сферичних координатах. У всiх трьох постановках задач для 
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кусочно-однорiдних середовищ   є  аналiтичнi   рiшення.  Для середовищ  з нелiнiйним 

розподiлом потужностi  тепловидiлення q(x) в стацiонарному режимi рацiонально 

використовувати  метод кiнцевих елементiв, правда,  в  окремих  випадках такi задачi мають  

аналiтичнi  рiшення. В  нестацiонарних   режимах  аналiтичнi рiшення вiдсутнi. Розрахунки 

для нестацiонарного режима можуть бути  реалiзованi  на комп`ютерi  тiльки  чисельно, 

наприклад,   з  використанням  метода кiнцевих елементiв. При цiй реалiзацiї  окремi  

особливостi математичних моделей видiлимо  в  самостiйнi  унiверсальнi  блоки. Загальну 

програму будемо складати  з  цих блокiв.   При  цьому, слiд  дотримуватися  тiльки  двох   

питань. Перше  питання:  що задається  на  входi?    Друге  питання: що необхiдно 

отримати  на виходi? 

Розглянемо  загальнi  принципи   складання   комп`ютерних  програм   для 

моделювання стацiонарного i нестацiонарного температурних режимiв.  Першим  кроком  

для  кожної  програми  є  введення  вихiдних  даних. Спочатку необхiдно  задати  

геометричнi  розмiри  дослiджуваних  конструкцiй. Далi,  конструкцiю слiд  роздiлити  на 

однорiднi участки, або кiнцевi  елементи з  розподiлом  в них вузлiв  апроксимацiї. Це  

можуть   бути  кусочно-однорiднi участки при аналiтичному  розв`язаннi  задачi,  або  кiнцевi  

елементи з лiнiйною чи квадратичною апроксимацiєю невiдомої  функцiї. Пiсля формування  

кусочно-однорiдної  структури  i  розподiлу   вузлiв  апроксимацiї рекомендується  для  

контролю  вивести   введенi  вихiднi  данi  на екран  дисплея.  

Для кожного кiнцевого елемента необхiдно задати потужнiсть  тепловидiлення, 

теплопровiднiсть, теплоємнiсть i  щiльнiсть  материала.      Для стацiонарного  режиму  

задавати  теплоємнiсть   i  щiльнiсть  матерiалу  немає необхiдностi. Результати   виконання   

процедур  введення i  виведення  вихiдних даних  слiд  вiзуалiзувати  на екранi, наприклад, 

розфарбувати  структуру  кiнцевих  елементiв  рiзними  кольорами,  вiдповiдно  до їх 

теплофiзичних  властивостей.  Якщо якийсь  iз  елементiв  виявиться незафарбованим, то 

данi  введенi  некоректно i  неточнiсть слiд   виправити. 

Кiнцевим результатом  введення  вихiдних даних  повинна  бути  геометрiя структури, 

теплофiзичнi характеристики окремих участкiв, або кiнцевих елементiв, координати i номери  

вузлiв апроксимацiї. 

 Пiсля   цього  можна  приступати до формування матриць коефiцiєнтiв i вiльних  

членiв   системи   кiнцевоелементних  алгебраїчних  рiвнянь.  Для нестацiонарного режиму 

паралельно з матрицею  коефiцiєнтiв  [A]  формується  i  матриця теплоємностей  [С].  На  

виходi  з блоку  формування матриць  слiд   отримати  величини:  

nb – ширина    стрiчкової  матрицi  коефiцiєнтiв   [A]; 

lb – число  рiвнянь,  або   ранг   матрицi  коефiцiєнтiв   [A]; 
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a(lb,nb) – масив  компонентiв   матрицi  коефiцiєнтiв   [A]; 

br(lb) – вектор  вiльних  членiв  матрицi  [В]; 

с(lb,nb) – масив  компонентiв   матрицi   теплоємностей  [С].  

Надалі  програмна  реалiзацiя процесу формування матриць системи  

кiнцевоелементних  алгебраїчних  рiвнянь  буде   проiлюстрована  на окремих  прикладах.  

Пiсля завершення процедур формування матриць  коефiцiєнтiв  i вiльних  членiв, цi 

матрицi необхiдно доповнити крайовими умовами   Ньютона, Неймана i Дiрiхлє. Це також 

iндивiдуальнi  процедури.   Реалiзацiя  їх  обумовлена  розподiлом  заданих крайових умов  

на  поверхнi    конструкции. Для одномiрних задач  це  лише два крайнiх вузла. Для 

двомiрних – це  окремi   участки   границь. 

Далi  обчислювальний   процес  розгалужується  у двох напрямках.  Для стацiонарного   

режиму   слiдує   рiшення  сформованої  системи  рiвнянь }{)}({][ BtTA  . Дана процедура 

оформлена в виглядi окремого блока пiд номером 100: REM Пiдпрограма рiшення системи  

рiвнянь. На виходi пiдпрограми   SUB 100   отримуємо масив х(nb), в якому зберiгаються 

результати  рiшення задачi  розрахункiв  для   стацiонарного  температурного поля в заданiй  

конструкцiї.  Опис пiдпрограми  SUB 100 дано в  наступному роздiлi. 

Для нестацiонарного  режиму  необхiдно сформувати  матричне  рiвняння (4.27).    
В  середовищi  QBASIC   цi операцiї   мають    вигляд: 

FOR i = 1 TO lb 
FOR j = 1 TO nb 

ca(i, j) = (c(i, j) / dt-.5 * a(i, j))      -  вираховуємо   матрицю      1 1
2

C A
t

     
 

а(i, j) = (.5 * a(i, j) + c(i, j) / dt)       -  вираховуємо   матрицю      1 1
2

A C
t

     
 

NEXT j:  NEXT i 
В  масивi  са(lb,nb) при цьому будуть розмiщенi компоненти прямокутної матрицi,  яку  

в подальшому на кожному  кроцi  iтерацiйного процесу буде необхiдно перемножувати  на 

вектор  iT  i пiдсумовувати   з  матрицею  вiльних членiв  B . Розгляду  цих процедур  

також   видiлено  самостiйний   роздiл. 

В масивi  а(lb,nb),  де  розмiщувалися компоненти матриць коефiцiєнтiв системи  

кiнцевоелементних рiвнянь стацiонарного режиму, тепер будуть розмiщуватися  компоненти  

матрицi  коефiцiєнтiв  системи  рiвнянь  для iтерацiйної  схеми  Кранка-Нiколсона. 
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5.4.   Розв’язування  системи  кiнцевоелементних  рiвнянь 

В   розглянутих  в  перших   трьох  главах  числових прикладах  розрахункiв 

стацiонарних температурних задач  для розв`язування  систем кiнцевоелементних  рiвнянь 

всюди  був застосований метод Гауса.  Для кожного кiнцевого  елемента  були  обчисленi  

компоненти  пiдматриць  коефiцiєнтiв i вiльних  членiв  кiнцевоелементних рiвнянь. Потiм, 

цi пiдматрицi були об`єднанi в повну  систему  кiнцевоелементних  рiвнянь з  врахуванням 

крайових умов.   Далi  система рiвнянь  розв`язувалась   шляхом  послiдовного  виключення 

невiдомих методом Гауса. При цьому,  не приймалась  до  уваги  дуже  важлива особливiсть  

матрицi  коефiцiєнтiв системи  кiнцевоелементних рiвнянь, а  саме,  її   симетрична   

дiагональна  структура. В цьому не було необхiдности, так як приклади   мали  чисто 

iлюстрацiйне  призначення. Порядок систем рiвнянь не перевищував  пяти  невiдомих. 

Методом  Гауса   цi  рiвняння  розв`язувалися просто i наглядно. Не  було необхiдностi  

враховувати   також,  якiсь особливостi  матрицi  коефiцiєнтiв  i ускладнювати  обчислення  

при розв`язуванi   рiвнянь.  

Проте,   розв`язування  практичних  задач  розрахункiв  температурних режимiв в 

складних iнженерних конструкцiях, особливо   в  нелiнiйних i нестацiонарних,  потребує   

рацiонального  використання  ресурсiв  комп`ютера. Чим складнiша  конструкцiя, тим 

бiльшого об`єму  оперативної пам`ятi необхiдно для зберiгання  i обробки 

кiнцевоелементних матриць.  Тому, врахування  таких особливостей цих матриць,  як 

симетрiя i дiагональна структура, дозволяє до мiнiмуму скоротити об`єм задiяної  

оперативної   пам`ятi комп`ютера  i  число арифметичних  операцiй при  розв`язуваннi 

систем рiвнянь.  

З  врахуванням  цих  факторiв, була розроблена пiдпрограма  рiшення системи 

алгебраїчних рiвнянь, яка використовує  тiльки  пiддiагональнi коефiцiєнти   i  коефiцiєнти  

головної  дiагоналi матрицi   [A] прямокутної форми    a(lb,nb).  

Пiдпрограма  побудована  на  основi  модифiкацiї метода Гауса, з  врахуванням  

симетрiї матрицi коефiцiєнтiв.  Вона називається схема Холецького,  або  «метод 

квадратного  кореня» [7., С.330].  Сутнiсть  iдеї полягає  в тому, що симетрична прямокутна  

матриця  [A]  розкладається на перемноження   двох  симетричних  трикутних   матриць: 

нижньотрикутної  i верхньотрикутної, так зване  LU – розкладання, з  наступним  

обчисленням  їх коефiцiєнтiв [8., С.232]. При цьому, компоненти трикутної  матрицi  

зберiгаються  в  тiж  самiй  прямокутнiй  матрицi  [A].  Прямокутна матриця  [A] просто 

перетворюється  в нижньотрикутну  матрицю  ширини  nb.  Додаткова  матриця  х(nb),  

використовується  для збереження  строк матрицi  [A]  в  процесi   її   перетворення  в 

нижньотрикутну.   Пiсля завершення  роботи   пiдпрограми,   в  масивi  х(nb)  зберiгаються  
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результати рiшення системи рiвнянь. Сам алгоритм математичних  перетворень  дуже 

складний,   тому його  математичнi  викладки  тут  не приводяться.  Далi  надається  повний  

текст  самої   пiдпрограми. 

 

100 REM   Розв`язування   системи   рiвнянь. 
m = nb: n = lb: FOR l = 1 TO n: IF a(l, m) <= 0 THEN PRINT " ERROR" 
a(l, m) = SQR(a(l, m)): IF l = n THEN EXIT FOR 
lp = l + 1:  iu = l + m - 1: IF iu > n THEN iu = n 
FOR i = lp TO iu: lh = l - i + m: a(i, lh) = a(i, lh) / a(l, m) 
FOR k = lp TO i: kh = k - i + m: a(i, kh) = a(i, kh) - a(i, lh) * a(k, l - k + m) 
NEXT k: NEXT i: NEXT l 
FOR k = 1 TO n: s = -br(k) 
IF k = 1 THEN GOTO 101 
il = k - m + 1: IF il < 1 THEN il = 1 
k1 = k - 1: FOR i = il TO k1: s = s - a(k, i - k + m) * x(i): NEXT i 
101   x(k) = s / a(k, m): NEXT k 
FOR kh = 1 TO n: k = n + 1 - kh: s = x(k): IF k = n THEN GOTO 102 
iu = k + m - 1: IF iu > n THEN iu = n 
k1 = k + 1: FOR i = k1 TO iu:  s = s + a(i, k - i + m) * x(i): NEXT i 
102  x(k) = -s / a(k, m): NEXT kh 
RETURN 
 

Дана  пiдпрограма  є  унiверсальною  i  може    застосовуватися  при розробцi   програм  

розрахункiв  температурних  режимiв в рiзних   постановках  задач.  Це  можуть  бути   

розглянутi  вище  одномiрнi  задачi,  а також,  двумiрнi  задачi,   якi  будуть розглянутi   далi.  

Для того,  щоб скористатися  цією   пiдпрограмою,  достатньо  сформувати   матрицi    [A] , 

{В}, задати  ширину стрiчкової  матрицi  nb  i  ранг матрицi   lb.  Пiсля  чого викликати  

пiдпрограму  оператором   GO SUB 100.  При цьому,  в основнiй програмi   слiд  уникати   

номерiв   строк 101 i 102. 

 
 

5.5.   Перемноження  матриць   для  формування  вектора 

вiльних  членiв  схеми  Кранка-Нiколсона 

При  складаннi  програм   розрахункiв  нестацiонарних  температурних режимiв,  в 
процесi  iтерацiйного рiшення  алгебраїчного рiвняння  (4.27), доцiльно  видiлити   в окрему  

пiдпрограму операцiю перемноження матриць      1 1
2 iC A T

t
      

. Вихiдною 

інформацією  для звертання   до    пiдпрограми   SUB 200  є  матрицi  коефiцiєнтiв  [A], 

теплоємностей [С] i  вiльних членiв {В}, а такоже матриця  iT , що  зберігається  в  масивi  
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х(nb).  Рiзниця  матриць     1 1
2

C A
t

     
  зберігається  в  масивi  ca(lb,nb).  В  результатi  

перемноження  матриць        1 1
2 iC A T

t
      

  i   додавання   матрицi  {В}  формується  

новий  вектор {В}, який  зберігається  в масивi   br(lb).   

Першi  значення  компонентiв  вектора  iT  (при i = 1), задають  початок iтерацiйного  

процесу   схеми   Кранка-Нiколсона. Фiзично, першi значення вектора  iT , є  початковими 

умовами для нестацiонарного режиму. Вони можуть  бути  рiзними.  Початковi  умови  
можна   задати   просто   як вихiднi данi, наприклад, br(1) = 12: br(2) = 22: br(3) = 30: br(4) = 
10: …. br(lb) = 2. Нульовi початковi  умови  вiдповiдають   початку  нестацiонарного процесу 
при температурi тiла, рiвнiй температурi навколишнього середовища.  Характер подальшого  
протiкання  процесу  залежить  вiд умов  температурного режиму, в якому  знаходиться   
фiзичне  тiло. 

Якщо тепловий режим забеспечується внутрiшнiми джерелами  видiлення   тепла i  
конвективним   вiдведенням  його  з  поверхнi, то при нульових початкових  умовах   буде  
протiкати   процес  нагрiвання  тiла  вiд температури  навколишнього середовища  до 
температури  сталого  режиму. 
Якщо  тiло  спочатку  нагрiли   i  залишили  його  стигнути  при  температурi навколишнього 
середовища, то   початковими   умовами   будуть  значення температури, до якої  було  
нагрiте   дане  тiло, а тепловий  процес  буде вiдповiдати вистиганню тiла до температури 
навколишнього середовища. Всi цi процеси  проходять  автоматично, за допомогою  
iтерацiйної  схеми Кранка-Нiколсона. Для  її реалiзацiї  достатньо  задати  початковi   умови, 
звернутися до пiдпрограми перемноженя матриць  SUB 200,  що   сформує новий   вектор 
{В}  в  масивi  br(lb) i  пiсля зверненя   до  пiдпрограми  SUB 100 отримуємо   значення  
температури  для  другого  кроку  iтерацiйного процесу. 
 

200 REM Перемноження матриць. 

FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO lb: x(j) = 0: NEXT j 

FOR j = 1 TO i:  IF i <= nb THEN x(i - j + 1) = ca(i, nb - j + 1) 

NEXT j: IF i > nb THEN GOTO 201 

FOR j = 1 TO i:  x(i - j + 1) = ca(i, nb - j + 1): NEXT j: GOTO 202 

201 FOR j = i - nb + 1 TO i:  x(j) = ca(i, nb - i + j): NEXT j 

202 FOR j = 1 TO nb - 1:  IF i + j < lb + 1 THEN x(i + j) = ca(i + j, nb - j) 

NEXT j: s = 0: FOR j = 1 TO lb: s = s - br(j) * x(j): NEXT j:  a(i, 1) = bx(i) + s 

NEXT i: FOR i = 1 TO lb: br(i) = a(i, 1): NEXT i 

RETURN 
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Пiдпрограма перемноження матриць  SUB 200 також  унiверсальна, як i пiдпрограма  

рiшення  системи   кiнцевоелементних рiвнянь  SUB 100. Вона не потребує   адаптацiй   до   

других  програм.   При її  використаннi  в  основнiй програмi   необхiдно  уникати  номерiв   

строк  201 i 202. 

По  завершенi  розробки   всiєї  програми,  як  для стацiонарного, так i для 

нестацiонарного режимiв, необхiдно передбачити  блок  вiзуалiзацiї  результатiв розрахункiв. 

Це можуть  бути   рiзнi графiки  розподiлу температури  по  об`єму,  або  по  поверхнi 

конструкцiй.  

Вихiдними  даними для вiзуалiзацiї результатiв розрахункiв є  геометричнi розмiри 

конструкцiї, координати вузлiв апроксимацiї   i  значення  температури в цих вузлах. Самим 

простим є  виведення  iнформацiї на екран. Другi варiанти   залежать  вiд  фантазiї   i  

натхнення    автора  програми.  

 
 

5.6.  Програма    розрахункiв  одномiрних  нестацiонарних  режимiв 
Розглянемо   варiант  програми  розрахункiв  нестацiонарних температурних  режимiв  

в  кусочно-однорiдних  середовищах  при розв`язуваннi  задач  методом  кiнцевих  елементiв.  

Цi  задачi  iдентичнi  задачам розрахункiв  стацiонарних температурних режимiв,  програма  

для яких  наведена  в  роздiлi  5.1.  Там в основу математичної  моделi  покладено аналiтичне 

рiшення. В даному варiантi, застосовується числове рiшення, оскiльки  розглядається 

нестацiонарний режим, для якого можливостi аналiтичних  методiв   вже  вичерпанi. 

Вихiдними  даними  для  цієї  програми  є  тi  самi величини, що   i   для   програми в 

роздiлi 5.1, доповненi  величинами,  вiдповiдними  нестацiонарному режиму,  а саме: 

ip   -   ознака   задачi.     При    ip=350   розв`язується  задача  для  стрижня;   

                                          при     ip=450  -  для  цилiндра;   

                                          при     ip=550  -  для  кулi;      

n   -  число  однорiдних  участкiв,  або    кiнцевих  елементiв;    

R  -   зовнiшнiй  радiус  цилiндра  чи  кулi;   для   стрижня  -  його  довжина; 

t0  -  температура  навколишнього   середовища; 

ld  -  теплопровiднiсть   матерiалу; 

q0  -  щiльнiсть  видiлення   тепла; 

ps  -  щiльнiсть  матерiалу; 

cs  -  теплоємнiсть  матерiалу; 

аl1 -  коефiцiєнт  конвекцiї  на  внутрiшнiй поверхнi  тiла;  

al2 -  коефiцiєнт  конвекцiї  на  зовнiшнiй  поверхнi  тiла; 

tn  -  початкова  температура  тiла,  або  початковi   умови;  
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id  -  ознака  присутностi  крайових  умов   Дiрiхлє; 

        id=1  -   крайовi  умови   Дiрiхлє заданi на  зовнiшнiй  поверхнi;   

        id=0  -   крайовi  умови   Дiрiхлє на  зовнiшнiй  поверхнi  вiдсутнi; 

tg  -  температура   на  зовнiшнiй  поверхнi тiла,  або  крайовi   умови; 

dt  -  крок  iнтегрування  в  часi;  

ml -  число   крокiв  iнтегрування  в  часi  для  досягнення    

        сталого  режиму. 

Заданий набiр вихiдних даних прийнято для спрощення структури  програми.  Вiн  

забеспечує  заповнення  теплофiзичними  величинами  по  всiм кiнцевим  елементам  

наступних  масивiв: 

xb(i)  -  координати  границь   кiнцевих  елементiв; 

ex(i)  -  теплопровiднiсть   матерiалу   в  межах  кiнцевих  елементiв; 

qe(i)  -  щiльнiсть     видiлення   тепла в  межах  кiнцевих  елементiв; 

po(i)  -  щiльнiсть   материалу   в  межах  кiнцевих  елементiв; 

co(i)  -  теплоємнiсть   материалу    в  межах  кiнцевих  елементiв; 

br(i)  -  початкове  значення  температури  в  вузлах  кiнцевих  елементiв. 

 
d=R/n: xb(1)=0: FOR  i=1 TO  n: qe(i)=q0: ex(i)=ld: po (i)=ps 
co (i)=cs: br (i)= tn - t0: xb(i+1)=xb(i)+d: NEXT i 
 

Цей  варiант вихiдних даних фiзично  вiдповiдає  абсолютно однорiдному тiлу з 

рiвномiрним розподiлом  кiнцевих  елементiв по його об`єму.  У  випадку складнiшої  задачi, 

вiдповiднi масиви  розмiрiв, температури чи  iнших  величин слiд задавати самостiйно. Пiсля 

введення вихiдних даних рекомендується  вивести  їх  на  екран  для  контролю. 

Далi,  у   виглядi  окремих  пiдпрограм   розглянемо   формування  матриць 

коефiцiєнтiв, теплоємностей i вiльних членiв системи кiнцевоелементних   алгебраїчних  

рiвнянь.  Для стрижня при квадратичнiй  апроксимацiї  складемо   пiдпрограму   SUB 350.  

350  REM  Формування матриць  для стрижня. 
asr(1, 1) = 7 / 3: asr(1, 2) = -8 / 3: asr(1, 3) = 1 / 3: 
asr(2, 1) = -8 / 3: asr(2, 2) = 16 / 3: asr(2, 3) = -8 / 3: 
asr(3, 1) = 1 / 3: asr(3, 2) = -8 / 3: asr(3, 3) = 7 / 3: 
csr(1, 1) = 4 / 3: csr(1, 2) = 2 / 3: csr(1, 3) = -1 / 3: 
csr(2, 1) = 2 / 3: csr(2, 2) = 16 / 3: csr(2, 3) = -8 / 3: 
csr(3, 1) = -1 / 3: csr(3, 2) = 3 / 3: csr(3, 3) = 4 / 3: 
sr(1) = 1: sr(2) = 4: sr(3) = 1: nb = 3: lb = nx * 2 + 1: 
IF id > 0 THEN lb = nx * 2 
PRINT "nb ="; nb, "lb ="; lb, "id ="; id 
FOR i = 1 TO lb: br(i) = 0: NEXT i: 
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FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: c(i, j) = 0: NEXT j, i 
FOR k = 1 TO nx: lg(1) = 2 * k - 1: lg(2) = 2 * k: lg(3) = 2 * k + 1 
xg(1) = xb(k): xg(2) = .5 * (xb(k) + xb(k + 1)):  xg(3) = xb(k + 1) 
c1 = (xb(k + 1) - xb(k)) / 2 : s1 = qe(k) * (xb(k + 1) - xb(k)) / 6 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): IF ia > lb THEN GOTO 5 
br(ia) = br(ia) + s1 * sr(i) 
5 FOR j = 1 TO 3 
ja = lg(j): sij = 0: cij = 0:  sij = ex(k) * asr(i, j) / (xb(k + 1) - xb(k)) 
IF ja > lb THEN br(ia) = br(ia) - sij * (tg - t0) 
cij = c1 * po(k) * co(k) * csr(i, j) / 5 
IF ja > ia THEN GOTO 6 
IF ja > lb THEN GOTO 6 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij :  
c(ia, ja - ia + nb) = c(ia, ja - ia + nb) + cij 
6 NEXT j:  NEXT i: NEXT k 
RETURN 
450  REM    Формування матриць для цилiндра. 
nb = 3: lb = nx * 2 + 1: IF id > 0 THEN lb = nx * 2 
PRINT "nb ="; nb, "lb ="; lb, "id ="; id: FOR i = 1 TO lb: br(i) = 0: NEXT i: 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: c(i, j) = 0: NEXT j, i 
FOR k = 1 TO nx: lg(1) = 2 * k - 1: lg(2) = 2 * k: lg(3) = 2 * k + 1 
xg(1) = xb(k): xg(2) = .5 * (xb(k) + xb(k + 1)):  xg(3) = xb(k + 1) 
a1 = ex(k) / (6 * (xb(k + 1) - xb(k))): c1 = (xb(k + 1) - xb(k)) * po(k) * co(k) / 60 
b1 = qe(k) * (xb(k + 1) - xb(k)) / 6: asr(1, 1) = 3 * xg(3) + 11 * xg(1): 
asr(1, 2) = -4 * (xg(3) + 3 * xg(1)): asr(1, 3) = xg(3) + xg(1): 
asr(2, 2) = 16 * asr(1, 3): asr(2, 3) = -(12 * xg(3) + 4 * xg(1)): 
asr(3, 3) = 11 * xg(3) + 3 * xg(1): asr(2, 1) = asr(1, 2):   
asr(3, 1) = asr(1, 3): asr(3, 2) = asr(2, 3): csr(1, 1) = xg(3) + 7 * xg(1): 
csr(1, 2) = 4 * xg(1): csr(1, 3) = -xg(3) - xg(1): csr(2, 2) = -16 * csr(1, 3): 
csr(2, 3) = 4 * xg(3): csr(3, 3) = xg(1) + 7 * xg(3): 
csr(2, 1) = csr(1, 2):  csr(3, 1) = csr(1, 3): csr(3, 2) = csr(2, 3) 
sr(1) = xg(1): sr(3) = xg(3): sr(2) = 2 * (sr(1) + sr(3)) 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): IF ia > lb THEN GOTO 451 
br(ia) = br(ia) + b1 * sr(i) 
451 FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): sij = 0: cij = 0: sij = a1 * asr(i, j) 
IF ja > lb THEN br(ia) = br(ia) - sij * (tg - t0) 
cij = c1 * csr(i, j): IF ja > ia THEN GOTO 452 
IF ja > lb THEN GOTO 452 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij:  
c(ia, ja - ia + nb) = c(ia, ja - ia + nb) + cij 
452 NEXT j: NEXT i: NEXT k 
RETURN 
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550  REM    Формування  матриць  для  кулi. 
nb = 3: lb = nx * 2 + 1: IF id > 0 THEN lb = nx * 2 
PRINT "nb ="; nb, "lb ="; lb, "id ="; id: FOR i = 1 TO lb: br(i) = 0: NEXT i: 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: c(i, j) = 0: NEXT j, i 
FOR k = 1 TO nx: lg(1) = 2 * k - 1: lg(2) = 2 * k: lg(3) = 2 * k + 1 
xg(1) = xb(k): xg(2) = .5 * (xb(k) + xb(k + 1)):  xg(3) = xb(k + 1) 
xbk = xb(k + 1) * xb(k + 1): xbl = xb(k) * xb(k): xbm = xb(k + 1) * xb(k) 
sa = ex(k) / (30 * (xb(k + 1) - xb(k))) 
asr(1, 1) = sa * (6 * xbk + 46 * xbl + 18 * xbm) 
asr(1, 2) = -sa * (12 * xbk + 52 * xbl + 16 * xbm) 
asr(1, 3) = sa * (6 * xbk + 6 * xbl - 2 * xbm) 
asr(2, 2) = sa * (64 * xbk + 64 * xbl + 32 * xbm) 
asr(2, 3) = -sa * (52 * xbk + 12 * xbl + 16 * xbm) 
asr(3, 3) = sa * (46 * xbk + 6 * xbl + 18 * xbm) 
asr(2, 1) = asr(1, 2): asr(3, 1) = asr(1, 3): asr(3, 2) = asr(2, 3) 
sc = po(k) * co(k) * ((xb(k + 1) - xb(k))) / 3360 
csr(1, 1) = sc * (16 * xbk + 352 * xbl + 80 * xbm) 
csr(1, 2) = sc * (-32 * xbk + 192 * xbl + 64 * xbm) 
csr(1, 3) = -sc * (40 * xbk + 40 * xbl + 32 * xbm) 
csr(2, 2) = sc * (128 * xbk + 128 * xbl + 192 * xbm) * 4 
csr(2, 3) = sc * (192 * xbk - 32 * xbl + 64 * xbm) 
csr(3, 3) = sc * (352 * xbk + 16 * xbl + 80 * xbm) 
csr(2, 1) = csr(1, 2): csr(3, 1) = csr(1, 3): csr(3, 2) = csr(2, 3) 
sb = qe(k) * (xb(k + 1) - xb(k)) / 60:  d(1) = sb * (-xbk + 9 * xbl + 2 * xbm) 
 d(3) = sb * (9 * xbk - xbl + 2 * xbm):  
 d(2) = sb * (12 * xbk + 12 * xbl + 16 * xbm) 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): IF ia > lb THEN GOTO 551 
br(ia) = br(ia) + d(i) 
551 FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): sij = 0: cij = 0: sij = asr(i, j) 
IF ja > lb THEN br(ia) = br(ia) - sij * (tg - t0) 
cij = csr(i, j): IF ja > ia THEN GOTO 552 
IF ja > lb THEN GOTO 552 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
c(ia, ja - ia + nb) = c(ia, ja - ia + nb) + cij 
552 NEXT j: NEXT i: NEXT k 
RETURN 
 
  



 

119 

5.7.  Текст  QBASIC-програми  для  розрахункiв  нестацiонарних 

температурних  режимiв   в  кусочно-однорiдних   середовищах 

 

SCREEN 12 
DIM xb(11): DIM qe(10): DIM ex(10): DIM po(10): DIM co(10) 
DIM a(213, 30): DIM br(213): DIM ca(213, 30): DIM c(213, 30) 
DIM xg(3):  DIM lg(3): DIM x(213): DIM q(213): DIM bx(213): 
DIM d(3): DIM asr(3, 3): DIM csr(3, 3) 
REM:   Введення  вихiдних  даних.   Початок. 
ip = 350: id = 0: nx = 5: dt = 600: ml = 100: al1=0: al2=10:  
t0 = 20: tn = 10: tg = 100: q0 = 20000 : ld = .05: ps = 1200: cs = 4200 
xb(nx + 1) = .02:xb(1) = 0: dx = xb(nx + 1) / nx 
FOR i = 1 TO nx: qe(i)=q0: ex(i)= ld: po(i)= ps: co(i)= cs: xb(i + 1) = xb(i) + dx 
NEXT i: IF id = 1 THEN al2 = 0 
REM:  Введення  вихiдних  даних.   Закiнчення. 
REM:  Виведення  вихiдних  даних   на  екран   для  контролю.  Початок. 
PRINT "nx ="; nx, "ps ="; ps, "cs ="; cs, "dt ="; dt, "ml ="; ml 
PRINT " i  "; "xb(i)", "qe(i)", "ex(i)", "po(i)", "co(i)" 
FOR i = 1 TO nx: PRINT i; xb(i), qe(i), ex(i), po(i), co(i): NEXT i 
PRINT nx + 1, xb(nx + 1): WINDOW (0, 0)-(10, 6) 
FOR i = 1 TO 11:  LINE (i - 1, 0)-(i - 1, 6), 7: NEXT i 
FOR i = 1 TO 7: LINE (0, i - 1)-(10, i - 1), 7:NEXT i:  
LINE (0, 0)-(0, 6), 1: LINE (0, 1)-(10, 1), 1: FOR k = 1 TO nx 
FOR x = xb(k) TO xb(k + 1) STEP .00003: CIRCLE (x/ .002, y/.02 +.2), .01, k 
NEXT x: NEXT k: FOR i = 1 TO ny + 1:  
LINE (0, .2 + 50 * yb(i))-(500 * xb(nx + 1), .2 + 50 * yb(i)), i: NEXT i 
FOR i = 1 TO nx + 1 
LINE (500 * xb(i), .2 + 0)-(500 * xb(i), .2 + 50 * yb(ny + 1)), i: NEXT i 
REM:   Виведення  вихiдних  даних   на  екран.   Закiнчення. 
REM:  Формування  матриць   коефiцiєнтiв  i  вiльних  членiв. 
IF  ip=350  THEN   GOSUB  350:  REM:   Для  стрижня. 
IF  ip=450  THEN   GOSUB  450:  REM:   Для  цилiндра. 
IF  ip=550  THEN   GOSUB  550:  REM:   Для  кулi 
r = xb(nx + 1) : REM   Крайовi   умови   Ньютона.   Початок. 
IF  ip=350  THEN   a(1, 3) = a(1, 3) + al1:  REM:   Лiвий  торець  стрижня. 
IF  ip=350  THEN   a(lb, 3) = a(lb, 3) + al2:  REM:  Правий  торець  стрижня. 
IF  ip=450  THEN   a(1, 3) = a(1, 3) + al1*xb(1): REM Внутр.  пов-ть труби. 
IF  ip=450 THEN   a(lb, 3)=a(lb, 3) + al2*r:  REM Зовнiш. пов-ть труби.                                              
IF ip=550 THEN a(1, 3)=a(1, 3)+al1*xb(1)*xb(1): REM Внутр. пов-ть сфери. 
IF ip=550  THEN   a(lb, 3) = a(lb, 3) + al2*r*r:  REM: Зовнiш. пов-ть сфери. REM   
Крайовi   умови   Ньютона.   Закiнчення. 
IF  id=1  THEN   x(lb + 1) = tg - t0 :  REM    Крайовi   умови   Дiрiхлє. 
REM Вiзуалiзацiя   початкових  умов.   Початок. 
FOR i = 1 TO lb: x(i) = tn - t0: NEXT i: 
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FOR k = 1 TO nx: xg(1)= xb(k): xg(2) = .5 *(xb(k) + xb(k+ 1)): xg(3)= xb(k + 1) 
lg(1) = 2 * k - 1: lg(2) = 2 * k: lg(3) = 2 * k + 1 
FOR xl = -1 TO 1 STEP .001: snp(1) = .5 * (1 - xl) * (-1 * xl) 
snp(2) = (1 - xl * xl): snp(3) = .5 * (1 + xl) * xl: z = 0: tt = 0 
FOR i = 1 TO 3: z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * x(lg(i)): NEXT i 
IF ip = 1 THEN CIRCLE (500 * z, 1 + (tt) / 40), .01, 1 
NEXT xl: NEXT k 
REM Вiзуалiзацiя   початкових  умов    Закiнчення. 
REM  Формування  матриць   Кранка-Нiколсона.  Початок. 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = br(i) 
FOR j = 1 TO nb: ca(i, j) = .5 * a(i, j) - c(i, j) / dt: c(i, j) = .5 * a(i, j) + c(i, j) / dt 
NEXT j: NEXT i 
REM  Формування  матриць   Кранка-Нiколсона.  Закiнчення. 
REM   Стацiонарний  режим.   Початок. 
GOSUB 100 
FOR k = 1 TO nx: xg(1)= xb(k): xg(2)= .5*(xb(k) + xb(k + 1)): xg(3) = xb(k + 1) 
lg(1) = 2 * k - 1: lg(2) = 2 * k: lg(3) = 2 * k + 1 
CIRCLE (500 * xg(1), 1 + (x(2 * k - 1) + t0) / 40), .04, 5:  
PRINT xg(1), x(2 * k - 1) + t0 : PRINT xg(2), x(2 * k) + t0 
CIRCLE (500 * xg(2), 1 + (x(2 * k) + t0) / 40), .04, 5 
IF id = 0 THEN PRINT xb(nx + 1), x(lb) + t0 
IF id = 1 THEN PRINT xb(nx + 1), tg + t0 
FOR xl = -1 TO 1 STEP .001: snp(1) = .5 * (1 - xl) * (-1 * xl) 
snp(2) = (1 - xl * xl): snp(3) = .5 * (1 + xl) * xl: z = 0: tt = 0 
FOR i = 1 TO 3: z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * x(lg(i)): NEXT i 
IF ip = 350 THEN CIRCLE (500 * z, 1 + (tt + t0) / 40), .001, 2 
IF ip = 450 THEN CIRCLE (500 * z, 1 + (tt + t0) / 40), .001, 3 
IF ip = 550 THEN CIRCLE (500 * z, 1 + (tt + t0) / 40), .001, 6 
NEXT xl: NEXT k 
REM   Стацiонарний  режим.   Закiнчення. 
STOP 
REM Вiдновлення початкових  умов.    Початок. 
FOR i = 1 TO lb: br(i) = tn - t0: NEXT i: br(lb + 1) = tg - t0 
REM Вiдновлення початкових  умов. Закiнчення. 
GOSUB 200 
kt = 1: REM  Початок  iтерацiйного  процесу  нестац. режиму. 
10 FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = c(i, j): NEXT j: NEXT i 
GOSUB 100 
FOR i = 1 TO n:  br(i) = x(i): q(i) = x(i): NEXT i: q(lb + 1) = x(lb + 1) 
CIRCLE ((kt - 1) * dt / 12000, 1 + (br(1) + t0) / 40), .03, 4 
CIRCLE ((kt - 1) * dt / 12000, 1 + (br(lb) + t0) / 40), .03, 2 
FOR k = 1 TO nx : lg(1) = 2 * k - 1: lg(2) = 2 * k: lg(3) = 2 * k + 1 
xg(1) = xb(k): xg(2) = .5 * (xb(k) + xb(k + 1)):  xg(3) = xb(k + 1) 
FOR xl = -1 TO 1 STEP .001: snp(1) = .5 * (1 - xl) * (-1 * xl) 
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snp(2) = (1 - xl * xl): snp(3) = .5 * (1 + xl) * xl: z = 0: tt = 0 
FOR i = 1 TO 3: z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * q(lg(i)): NEXT i 
CIRCLE (500 * z, 1 + (tt + t0) / 40), .001, kt: NEXT xl: NEXT k: kt = kt + 1 
GOSUB 200 
IF kt < ml THEN GOTO 10 
REM    Закiнчення iтерацiйного  процесу  нестац. режиму 
FOR i = 1 TO lb: q(i) = q(i) + t0: NEXT i 
STOP 
100 REM   Розв`язування  системи рівнянь. 
В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  розв`язування  системи  рівнянь,  

наведену  в  розділі 5.4  на сторінці 129. 
200 REM Перемноження матриць. 
В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  перемноження  матриць,  наведену    

в  розділі 5.5  на сторінці 131. 
350  REM  Формування матриць  для стрижня. 
В  цьому  місці  необхідно  розмістити  наведену  вище  підпрограму     
SUB  350. 
450  REM    Формування матриць  для циліндра. 
В  цьому  місці  необхідно  розмістити  наведену  вище  підпрограму     
SUB  450. 
550  REM    Формування матриць  для кулі. 
В  цьому  місці  необхідно  розмістити  наведену  вище  підпрограму     
SUB  550. 

 
 

5.8.   Нестацiонарний   режим  тверднення   епоксидного  композиту 

в  формi     кулi 

При  твердненні  епоксидної  композицiї  нестацiонарна  задача  виникає  внаслідок  

зміни  в  часі  потужності   виділення  тепла. Крім того, q(r,t)   є   нелінійною   функцією  від  

температури  композиції. Залежність потужності виділення тепла  від  температури  

описується рівнянням   Вант-Гоффа [9]:                 q(r,t)  =   q0   0.1*(T + T
0

)                     (4.34) 

де: T0  - температура   навколишнього    середовища, ºС; 

T - перевищення  температури  в  розрахунковій  точці  об`єму   суміші,   що 

     вступає в реакцію, над температурою   навколишнього    середовища; 

q0  - щiльнiсть  видiлення   тепла   при T0= 0 ºС;   

   - температурний   коефіцієнт  (коефіцієнт Вант-Гоффа),  незалежна  від  температури      

константа  для  даної  реакції [3]. 
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Оскільки,   в  процесі тверднення  епоксидної  композицiї  виділяється тепло, то 

температура композиції змінюється  в  часі   і  тим  самим, відповідно рівнянню  Вант-Гоффа,  

змінюється  і  потужність  виділення   тепла  q(r,t).    

В процесі реакції тверднення  спостерігається  наростання  в часі виділення тепла. 

Проте, після завершення реакції, процес виділення тепла зупиняється. Область тіла,  де  

реакція  завершилася, або продовжує нагріватися від виділення тепла в сусідніх областях, 

або починає  охолоджуватися, в залежності  від  того,   які  процеси   переважають. 

Запас енергії, що  виділяється в процесі реакції, обмежений.   Його  значення  задається 

у  вихідних  даних і може бути  визначено  експериментально методом калориметрії [9]. 

Тому,  при  інтегруванні функції q(r,t) в часі  післе досягнення цим  інтегралом  заданої   

межі, подальші обчислення  продовжуються  при    q(r,t) = 0. 

Другим важливим фактором для складання математичної моделі розподілу тепла  при 

твердненнi композиції в формі  сфери   є  обмеження  по максимально допустимій 

температурі композиту.   Якщо   температура в  будь-якiй області, перевищить 110 °С - 120 

°С, то наступає закипання   отверджувача,  зразок  руйнується  і   подальші   обчислення  

втрачають  сенс. 

Саме  для  оцінки умов сприятливого завершення реакцій формування технічних 

виробів  з   епоксидних смол,  потрібні  розрахунки  температурних режимів  в  проектах  їх   

конструктивних  виконань. Особливо це  важливо  при виготовлені  великогабаритних     

виробів. 

В даному розділі розглянемо програму розрахункових досліджень температурних 

процесів в  зразках  з епоксидного композита у вигляді  кулі, розміщеного  в тонкостінній 

сферичній оболонці. Програму представимо у вигляді откремих  блоків. 

Читачевi рекомендується набрати на комп`ютері  текст передбачуваної  програми разом  

з  підпрограмами  SUB 100, SUB 200 і самостійно, на практиці, ознайомитися   з    її   

роботою. 

 

 

5.9.  Текст   QBASIC- програми  для  розрахунку нестацiонарного 

температурного режиму в нелiнiйнiй  кулi  при  квадратичнiй апроксимації 

SCREEN 12 
DIM xb(31): DIM xg(31): DIM qe(31): DIM ex(30) 
DIM a(213, 30): DIM ca(213, 30): DIM c(213, 30) 
DIM x(213): DIM q(213): DIM bx(213): DIM br(213) 
DIM lg(3): DIM snp(3):  DIM e(3, 3): DIM ec(3, 3) 
DIM pe(30): DIM qh(31): DIM ip(30): DIM qt(30, 3) 
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DIM po(30): DIM co(30): DIM qg(30): DIM qw(30): DIM d(31) 
REM   Введення   і    друк   на  екранi   вихідних  даних. 

nx = 11:  rh = .021: dh = .001 
PRINT " nx ="; nx:  PRINT " rh ="; rh: PRINT " dh ="; dh: PRINT 
ps = 1200: cs = 4200: al = 10: t0 = 20: q0 = 4860: ld = .35 
sk = 1.84: pa = 2700: dt = 120: ml = 82: tw = 175 
dx = (rh - dh) / (nx - 1): xb(1) = 0!: PRINT " i ", " xb(i)": PRINT 
FOR i = 1 TO nx: xb(i + 1) = xb(i) + dx: PRINT i, xb(i): NEXT i 
xb(nx + 1) = rh: FOR k = 1 TO nx 
ip(k) = 1: po(k) = ps: co(k) = cs: qe(k) = q0 * sk ^ (.1 * t0): ex(k) = ld 
sx = (xb(k + 1) * xb(k + 1) * xb(k + 1) - xb(k) * xb(k) * xb(k)) 
qg(k) = tw * po(k) * co(k) * 4 * 3.14 * sx / 3: NEXT k 
qe(nx) = 0: ex(nx) = 100: qg(nx) = 0: po(nx) = 2700: co(nx) = 400 
PRINT nx + 1, xb(nx + 1): STOP: CLS 
REM  Візуалізація  структури  кінцевих  елементів. 
WINDOW (0, 6)-(10, 0): LINE (0, 0)-(0, 6), 1: LINE (0, 1)-(10, 1), 1 
LINE (0, 2.75)-(10, 2.75), 4: FOR i = 1 TO nx + 1 
CIRCLE (0, 1), 400 * xb(i), i: NEXT i 
FOR r = xb(nx) TO xb(nx + 1) STEP .00001 
CIRCLE (0, 1), 400 * r, 7: NEXT r 
REM Формування  матриць  кінцевоелементних  рівнянь. 
nb = 3: lb = 2 * nx + 1: PRINT " nb ="; nb, " lb ="; lb 
FOR i = 1 TO lb: br(i) = 0: bx(i) = 0: x(i) = 0: NEXT i: 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: c(i, j) = 0: NEXT j, i 
FOR k = 1 TO nx 
xg(1) = xb(k): xg(2) = .5 * (xb(k) + xb(k + 1)): xg(3) = xb(k + 1) 
lg(1) = 2 * k - 1: lg(2) = 2 * k: lg(3) = 2 * k + 1 
qh(1) = qe(k): qh(2) = qe(k): qh(3) = qe(k) 
xbk = xb(k + 1) * xb(k + 1): xbl = xb(k) * xb(k): xbm = xb(k + 1) * xb(k) 
REM Базові  матриці  коефіцієнтів  і  теплоємностей. 
sa = ex(k) / (30 * (xb(k + 1) - xb(k))) 
e(1, 1) = sa * (6 * xbk + 46 * xbl + 18 * xbm) 
e(1, 2) = -sa * (12 * xbk + 52 * xbl + 16 * xbm) 
e(1, 3) = sa * (6 * xbk + 6 * xbl - 2 * xbm) 
e(2, 2) = sa * (64 * xbk + 64 * xbl + 32 * xbm) 
e(2, 3) = -sa * (52 * xbk + 12 * xbl + 16 * xbm) 
e(3, 3) = sa * (46 * xbk + 6 * xbl + 18 * xbm) 
e(2, 1) = e(1, 2): e(3, 1) = e(1, 3): e(3, 2) = e(2, 3) 
sc = po(k) * co(k) * ((xb(k + 1) - xb(k))) / 3360 
ec(1, 1) = sc * (16 * xbk + 352 * xbl + 80 * xbm) 
ec(1, 2) = sc * (-32 * xbk + 192 * xbl + 64 * xbm) 
ec(1, 3) = -sc * (40 * xbk + 40 * xbl + 32 * xbm) 
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ec(2, 2) = sc * (128 * xbk + 128 * xbl + 192 * xbm) * 4 
ec(2, 3) = sc * (192 * xbk - 32 * xbl + 64 * xbm) 
ec(3, 3) = sc * (352 * xbk + 16 * xbl + 80 * xbm) 
ec(2, 1) = ec(1, 2): ec(3, 1) = ec(1, 3): ec(3, 2) = ec(2, 3) 
REM Формування  матриці  вільних  членів.  
GOSUB 70: FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): br(ia) = br(ia) + d(i) 
REM Формування  матриць  коефіцієнтів  і  теплоємностей. 
FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): IF ja > ia THEN GOTO 6 
 a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + e(i, j) 
 c(ia, ja - ia + nb) = c(ia, ja - ia + nb) + ec(i, j) 
6 NEXT j: NEXT i: NEXT k 
REM  Доповнення матриць коефіцієнтів і теплоємностей  
REM   крайовими  умовами.   
ia = 2 * nx + 1:a(ia, 3) = a(ia, 3) + al * xb(nx + 1) * xb(nx + 1) 
REM  Формування  матриць  в  схемі  Кранка-Ніколсона. 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = br(i): FOR j = 1 TO nb 
 ca(i, j) = (c(i, j) / dt - .5 * a(i, j)) 
 c(i, j) = (c(i, j) / dt + .5 * a(i, j)): NEXT j: NEXT i: kt = 1 
REM Початок  нестаціонарного  ітераційного  процесу. 
10 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = c(i, j): NEXT j: NEXT i 
REM Розвязування системи кінцевоелементних 
REM алгебраїчних рівнянь. 
GOSUB 100: FOR i = 1 TO n: br(i) = x(i): q(i) = x(i) + t0: NEXT i 
REM  Побудова  графіків  зміни  температури  в  часі.   
CIRCLE ((kt - 1) * dt / 2000, (x(1) + t0) / 25), .03, 4 
CIRCLE ((kt - 1) * dt / 2000, (x(lb) + t0) / 25), .03, 7 
REM  Побудова  графіків  розподілу температури   по  радіусу. 
FOR k = 1 TO nx: lg(1) = 2 * k - 1: lg(2) = 2 * k: lg(3) = 2 * k + 1 
xg(1) = xb(k): xg(2) = .5 * (xb(k) + xb(k + 1)): xg(3) = xb(k + 1) 
col = kt: IF ip(1) = 10 THEN col = kt - st 
id = .05: IF ip(1) = 10 THEN id = .0005 
FOR xl = -1 TO 1 STEP id: snp(1) = -.5 * (1 - xl) * xl 
snp(2) = (1 - xl * xl): snp(3) = .5 * (1 + xl) * xl: z = 0: tt = 0 
FOR i = 1 TO 3: z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * q(lg(i)) 
NEXT i: CIRCLE (400 * z, (tt) / 40), .0001, col: NEXT xl: NEXT k 
IF ip(1) = 1 THEN st = st + 1 
REM Перемноження  матриць  в схемі  Кранка-Ніколсона.    
GOSUB 200: FOR k = 1 TO nx - 1: lg(1) = 2 * k - 1: lg(2) = 2 * k 
xg(1) = xb(k): xg(2) = .5 * (xb(k) + xb(k + 1)): xg(3) = xb(k + 1) 
lg(3) = 2 * k + 1: z1 = q(2 * k - 1): s1 = .1 * (z1) 
z2 = q(2 * k): s2 = .1 * (z2): z3 = q(2 * k + 1): s3 = .1 * (z3) 
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REM  Контроль  обмеження  процесу  полімеризації 
REM  по  максимально  допустимій   температурі. 
IF z1 > 110 THEN PRINT "  wskipelo "; "   k ="; k; "    T1max= "; z1 
IF z2 > 110 THEN PRINT "  wskipelo "; "   k ="; k; "    T2max= "; z2 
IF z3 > 110 THEN PRINT "  wskipelo "; "   k ="; k; "    T3max= "; z3 
REM   Контроль  обмеження  процесу  полімеризації 
REM   по  максимальному  запасу  енергії.  
 tqw1 = q0 * sk ^ s1: tqw2 = q0 * sk ^ s2:  tqw3 = q0 * sk ^ s3 
vs = (xb(k + 1) * xb(k + 1) * xb(k + 1) - xb(k) * xb(k) * xb(k)) / 3 
IF ip(k) < 10 THEN qw(k) = qw(k) + ip(k) * tqw1 * dt * 4 * 3.14 * vs 
IF qw(k) > qg(k) THEN tqw1 = 0 
IF qw(k) > qg(k) THEN tqw2 = 0 
IF qw(k) > qg(k) THEN tqw3 = 0 
IF qw(k) > qg(k) THEN ip(k) = 0 
IF ip(1) = 0 THEN ip(1) = 10 
qt(k, 1) = tqw1: qt(k, 2) = tqw2: qt(k, 3) = tqw3: NEXT k 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = 0: NEXT i: FOR k = 1 TO nx 
xg(1) = xb(k): xg(2) = .5 * (xb(k) + xb(k + 1)): xg(3) = xb(k + 1) 
lg(1) = 2 * k - 1: lg(2) = 2 * k: lg(3) = 2 * k + 1 
qh(1) = qt(k, 1): qh(2) = qt(k, 2): qh(3) = qt(k, 3) 
xbk = xb(k + 1) * xb(k + 1): xbl = xb(k) * xb(k): xbm = xb(k + 1) * xb(k) 
GOSUB 70: FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): bx(ia) = bx(ia) + d(i): NEXT i 
NEXT k: kt = kt + 1: IF kt < ml THEN GOTO 10 
REM  Друкування  результатів  розрахунків. 
PRINT "  ": PRINT "   kt ="; kt; "  st ="; st, st * dt / 3600; "tshasov" 
LINE (0, 2.75)-(10, 2.75), 4: STOP: 
PRINT " i "; "                     T(i)", " qw(i)", " qg(i)" 
FOR i = 1 TO nx - 1: COLOR i 
IF qw(i) >qg(i) THEN PRINT " i ="; i; "wse  wygorelo"; q(2* i+1), qw(i), qg(i) 
NEXT i: STOP 
70   
sb = (xb(k + 1) - xb(k)) / 1680 
sr1 = -(40 * xbk + 40 * xbl + 32 * xbm) :sr2 = (16 * xbk + 352 * xbl + 80 * xbm) 
sr3 = (-16 * xbk + 96 * xbl + 32 * xbm) 
 d(1) = .5 * sb * (qh(3) * sr1 + qh(1) * sr2 + 2 * qh(2) * sr3) 
sr1 = (96 * xbk - 16 * xbl + 32 * xbm) :sr2 = (-16 * xbk + 96 * xbl + 32 * xbm) 
sr3 = (128 * xbk + 128 * xbl + 192 * xbm) 
 d(2) = sb * (qh(3) * sr1 + qh(1) * sr2 + 2 * qh(2) * sr3) 
sr1 = (352 * xbk + 16 * xbl + 80 * xbm) :sr2 = (-40 * xbk - 40 * xbl - 32 * xbm) 
sr3 = (96 * xbk - 16 * xbl + 32 * xbm) 
 d(3) = .5 * sb * (qh(3) * sr1 + qh(1) * sr2 + 2 * qh(2) * sr3) 
RETURN 
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100 REM   Розвязування системи рівнянь. 

В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  розв`язування  системи  рівнянь,  

наведену  в  розділі 5.4  на сторінці 129. 
200 REM Перемноження матриць. 
В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  перемноження  матриць,  наведену    

в  розділі 5.5  на сторінці 131. 
Як  приклад  для ілюстрації  структури  і   функціонування  програми розрахунків  

розподілу  температури  при твердненні епоксидного композиту, задамо наступні розміри і 

теплофізичні характеристики  сферичної  конструкції. 

Блок  введення   вихідних  даних (всі  величини в одиницях СI). 

rh = 0,021   -  зовнішній   радіус    конструкції; 

dh = 0,001  -  товщина  алюмінієвої   оболонки;  

ps = 1200   -  щільність   композиту;  

cs = 4200  -  теплоємність  композиту; 

al = 10        -  коефіцієнт   конвекції   на  поверхні  оболонки; 

t0 = 20        -  температура  навколишнього  середовища; 

q0 = 4860    -  потужність  виділення  тепла  при  T0 =  0 ºС;   

ld = 0,35      - теплопровідність   композиту; 

sk = 1,84     -  коефіцієнт Вант-Гоффа,  ; 

pa = 2700    -  щільність  алюмінію;   cаl = 4200 - теплоємність  алюмінія; 

tw = 175      -  об`ємна   щільність   енергії   реакції  полімеризації; 

 dt = 120      -  крок  в  часі  в  ітераційній схемі   Кранка-Ніколсона; 

 ml =  82      -  число  ітераційних  кроків  в  часі;  

 nx =  11      -  число кінцевих елементів при розділені  конструкції  на сфери.   

Після введення вихідних даних, на экран монітора виводяться значення радиусів кулі і 

алюмінівої оболонки, число кінцевих елементів, на які розділяється конструкція, радіуси 

кінцевоелементних сфер i маси материалів конструкції. Геометричні  розміри  є  тими 

параметрами, які можна  змінювати при дослідженні  температурних режимів в подібних 

задачах.  Ціль  розрахункових досліджень температурних режимів передбачуваної  

конструкції є підготовлення  технічного завдання на проектування її  конструктивного  

виконання.  Ця  конструкція,  при заданних умовах нагрівання і охолодження, повинна  

витримати  допустимий температурний режим її виготовлення.  

Далі   необхідно  очистити  екран і вивести  інформацію по візуалізації  температурних  

режимів  в  досліджуванній   конструкції. 

В процесі візуалізації синіми лініями позначені  осі  координат.  Сітка  кінцевих елементів 

зображена  концентричними  колами. Кожна сфера позначена колом  відповідного  кольору. 
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Алюмінiєва  оболонка зафарбована білим кольором. Червона горизонтальна лінія відповідає  

максимально допустимій температурі Tmax = 110ºС, після перевищення   якої  наступає 

руйнування  зразка і  подальші  розрахунки  втрачають  сенс. 

Наступний  блок програми забезпечує формування  матриць коефіцієнтів  [A], 

теплоємностей [С] і вільних членів {В}. Окремою  строкою матриця коефіцієнтів  [A] 

доповнюється крайовими умовами теплообміну на поверхні алюмінiєвої   оболонки   кулі.  

     Міткою номер 10  позначується  початок  ітераційного циклу Кранка-Ніколсона. Після 

звертання  до  підпрограми SUB 100 отримуємо значення температури в вузлах кінцевих 

елементів на  початку  розрахунків.  Отримані значення вектора {Ti},  що  зберігаються  в 

матриці {X}, є  начальними умовами для наступних  ітерацій  процесу  Кранка-Ніколсона.   

При  візуалізації  ітераційного  процесу  на  кожному  кроці  на  екран  виводяться   

графіки  розподілу  температури   вздовж  радіуса  кулі ( білі  криві  лінії).   Після  

вичерпання   в  об`ємі     кінцевого  елемента   запасу  енергії,  що  виділяється  в  процесі  

полімеризації,   графіки  розподілу  температури   вздовж  радіуса  кулі   виділяються  

кольоровими  кривими    (рис. 5.1).    

Обчислювальний  процес продовжується  до  тих  пір, поки число ітерацій  kt  не 

досягне  заданного значення ml = 82.  Після цього процес завершується і візуалізація 

призупиняється.  

На рис. 5.2 показані графіки змінення  температури в центрі кулі  і  на поверхні  

алюмінiєвої  оболонки. Тут  ця  оболонка  показана  чорним   кольором.   Значення   

температури   показанi  окремими  кружочками    голубого  i   чорного  кольору.   При  роботi  

програми   вони  виводяться  на  екран   одночасно  з    графіками  розподілу  температури   

вздовж  радіуса  кулі,  що   зображенi    на   рис. 5.1.     Всi   цi   графiки   мають   чисто  

iлюстративне   значення.   Вони   демонструють  протiкання  процесiв  полiмеризацiї   по   

об`єму  кулi.   Щоб  не   нагромаджувати    все   на  один  малюнок,  автор   видiлив  змінення  

температури  в  часi   кружочками  окремим  рис.  5.2.  залишаючи   маштаб   осi   абсцис  в  

метрах,   а  не  в  годинах,  так  як  на  рис. 5.1.  основною  iнформацiєю   є  розподіл  

температури   вздовж  радіуса  кулі. 

В кiнцi роботи  програми на екран дисплея комп`ютера виводяться: 

 kt – загальне  число iтерацiй;   st - число iтерацiй, пiсля досягнення якого, наступає 

завершення реакцiї полiмеризацiї в окремих кiнцевих елементах;  

st * dt  -  час  процесу  полiмеризацiї епоксидного композита. 

У виглядi окремої таблицi виводяться значення температури в центрi кожного 

кiнцевого елемента T(i), розрахункова енергiя тепловидiлення qw(i), задане  значення запасу 

енергiї тепловидiлення qg(i).  Рiзниця розрахункового i заданого значень енергiй 
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тепловидiлення qw(i) - qg(i) дозволяє оцiнити, чи допустимо  незначне перевишення 

максимального значення температури в центрi 6-го, 8-го i 10-го кiнцевих елементiв. Якщо 

таке перевищення наступає в момент завершення реакцiї полiмеризацiї, то це  допустимо, так 

як, не розрахункове значення енергiї тепловидiлення qw(i) визначає температуру, а задане 

qg(i),   яке  по величинi менше   розрахункового.  
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Глава 6.  ДВОМIРНI     ЗАДАЧI    ТЕПЛОПРОВIДНОСТI 

 

 

6.1.  Плоскопаралельне   температурне   поле. 

Двомірними  процесами  теплопровідності в декартових  координатах  можна  вважати  

теплові  процеси в тонких пластинах, наприклад, в друкованих платах електротехнічної 

апаратури. Теплообмін з навколишнім  середовищем протікає  в них через поверхні  пластин, 

а теплопередача по внутрішньому об’єму  плати. Так  як розподіл тепла по товщині  плати 

можна вважати постійним,   то  температурне поле  всередині  плати  буде 

плоскопаралельним.  

Другу групу двомірних задач об’єднують моделі протяжних конструкцій, в яких 

розподіл тепла відбувається тільки в двох напрямках, наприклад, електричні  кабельні    

мережі. 

Застосування метода кінцевих  елементів для розрахунків двомірних температурних 

полів проілюструємо на прямокутній кусочно-однорідній модельні області,   що  складається  

з однорідних підобластей.  

На першому етапі підготовки задачі до розрахунку температурного поля методом 

кінцевих  елементів  необхідно  розглянути  структуру  неоднорідної прямокутної  модельної  

задачі і розділити  її  на однорідні прямокутні  елементи (рис. 6.1).   

По  х-координаті  розділення  виконується  аналогично  розділенню стрижня (рис.1.13).  

При  цьому  необхідно   визначити  по  осі  х   nx - число  кінцевих  елементів  і  базові  

координати  сітки  кінцевих  елементів  xb1  xb2   … xbk … xbnx+1. Точно так визначаються по 

осi y ny – число кінцевих  елементів  і  базові  координати  сітки  кінцевих  елементів  yb1  yb2  

… ybl … ybny+1.  Кожен  кінцевий   елемент  характеризується  теплопровідністю lk  і  

потужністю  тепловиділення  lkq .   Тут,  k – номер  елемента  по  осі  х,  а  l – номер  

елемента   по  осі  у.  Задані величини є  вихідними даними для подальшого   розв’язування   

задачі   методом   кінцевих  елементів. 

Далі розглянемо координатні функції, локальну і глобальну нумерацію вузлів при 

лінійній  апроксимації  невідомої   функції  Т(х,у).  

Координатні функції будуються для чотирьох вузлів, розташованих в вершинах квадрата в 

локальних координатах ( ,  ) (рис. 6.2). Тут же наведено і локальну нумерацію вузлів 1, 2, 

3, 4 в локальних координатах (  ,  ) і глобальну нумерацію  вузлів 10, 11, 14, 15  в   

координатах (x, y)   для  одного з кінцевих елементів.   

Побудову  координатних  функцій   виконуємо  з  єдиною   вимогою:  
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в  i – тому  вузлі  значення   Ni( ii  , ) = 1;   в     усіх   інших   вузлах   Ni(  , ) = 0.    При  

цьому   отримуємо: 

1 0, 25 (1 ) (1 );N            2 0, 25 (1 ) (1 );N        

3 0, 25 (1 ) (1 );N            4 0, 25 (1 ) (1 ).N        

На  рис. 6.3  показані  графіки  розподілу   координатних  функцій  в  межах квадратного  

кінцевого   елемента.   

Похідні координатних функцій в локальних координатах. 

1 0, 25 (1 )dN

d



    ;    2 0, 25 (1 )dN

d



   ;    3 0, 25 (1 )dN

d



   ;  4 0, 25 (1 )dN

d



    ;      

 1 0, 25 (1 )dN

d



    ;    2 0, 25 (1 )dN

d



    ;    3 0, 25 (1 )dN

d



   ;  4 0, 25 (1 )dN

d



   .     

Номера вузлів   в  глобальних координатах вираховуються по номерах кінцевих елементів. 

Позначимо  через k  - поточний номер кінцевого елемента по осі х , а через l  - поточний 

номер по осі y . Тоді, глобальний номер першого вузла, згідно локальній нумерації, 

вираховується по формулі: )1()1(1  nyklng . Далі, глобальні номери інших вузлів: 

)1(2  nyklng , 123  ngng , 114  ngng . Наприклад, при   2l    і    3k  отримаємо: 

10)13()13(2)1()1(1  nyklng ;          14)13(32)1(2  nyklng ; 

15114123  ngng ;                                        11110114  ngng . 

Наведені  формули  дійсні  тільки  для прямокутної   області  (рис. 6.1)  при нумерації  вузлів  

знизу   вверх   і  зліва  направо. 

        Якщо  змінити  порядок нумерації, наприклад, спочатку зліва направо і  далі  знизу 

вверх (рис. 6.4), то формули зміняться: 

              )1()1(1  nxlkng , 112  ngng , )1(4  nxlkng , 143  ngng . 

Порядок нумерації вузлів впливає  на  структуру  матриці  коефіцієнтів системи 

кінцевоелементних алгебраїчних рівнянь. Порядок системи не зміниться  і  в   даному  

випадку  буде   дорівнювати 24135351  nynxnynxlb . Від порядку нумерації 

залежить ширина стрічки, в якiй розміщені  ненульові коефіцієнти  вздовж головної 

діагоналі матриці коефіцієнтів. Вона дорівнює максимальнiй  різниці  номерів вузлів в межах 

кожного кінцевого елемента, збільшеною на одиницю.  При першому варіанті ширина 

стрічкової  матриці 3 3 3 6nb ny     . В  другому  варіанті 3 5 3 8nb nx     .  Тому  

перший варіант в даному  випадку   пріоритетний. 

Рівняння  теплопровідності в декартових координатах згідно [1., C.409], [2., C.164]  і  

[2., C.135]  можна  записати   у  вигляді:  
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( )x

T

x x
 


 
 + ( )y

T

y y
 


 
= -  q(x,y,t) +   c  T

t




.      (6.1)     

Виходячи  з теорії метода кінцевих елементів, компоненти матриць коефіцієнтів і 

вільних  членів  системи  кінцевоелементних алгебраїчних рівнянь вираховуються  за 

формулами: 

    аэij =   
y

j

x

i
x dydx

dx

dN

dx

dN  +   
y

j

x

i
y dydx

dy

dN

dy

dN ;  bэi = dydxyxqN
y x

i   ),( .    (6.2)  

Інтегрування  виконується по площі прямокутного  кінцевого  елемента. 

Для врахування крайових умов матрицю  A  слід доповнити матрицею компонентів 

конвективного теплообміну, які при теплообміні з бічних поверхонь  вираховуються    через    

інтеграли: 

                           hэij  = dxxNN
x

yji  )(  +   dyyNN
y

xji  )( .                                     (6.3) 

Інтегрування  тут  виконується по осі х  вздовж  горизонтальних границь  

(перший  доданок) і по осі y  вздовж   вертикальних границь (другий доданок).  

       Для тонких пластин, де теплообмін протікає  через  поверхні  цих пластин:    

                                 hэij  =   
y x

ji dydxyxNN ),( .                                                   (6.4) 

Інтегрування виконується по площі прямокутного  кінцевого елемента. Якщо охолодження  

протікає  з  двох   боків  тонкої  пластини, то:    

                                 hэij =   
y x

ji dydxyxNN ),(2  .   

Повна  система кінцевоелементних алгебраїчних рівнянь в матричній  формі:  

                                              }{}{ BTНA  . 

Для прямокутних кінцевих елементів при constqyxq  0),(  наведені  више інтеграли 

можна вирахувати  аналітично. В локальних координатах елемент довжини по осі x     

dxxdx kk   )(5,0 1       і   по осі y  dxydy ll   )(5,0 1 .   

Отже,   в  локальних  координатах: 
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(6.5) 

bэi =0,25   )()( 11 llkk yyxх  ddNq i   
 

1

1

1

1
0 .         (6.6)  

Компоненти   матриці    Н     при constx  , consty  , const0  
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Далі перейдемо до  визначення номерів вузлів в глобальних координатах по номерам 

кінцевих елементів.  Як  і при лінійній апроксимації, позначимо через k  поточний номер 

кінцевого елемента по осі х  і через l  поточний  номер по осі y . Тоді глобальний номер 

першого вузла, згідно  нумерації  на рис. 6.7, вираховується по  формулі:   

)23()1(121  nyklng ,  

118  ngng ,    217  ngng .    

Глобальні   номери   інших   вузлів:   )1()1()12(2  nyknyklng ,  126  ngng ;   

)23(123  nyklng ;   134  ngng ;    235  ngng .    

Наприклад,  при  2l   і   3k    отримуємо: 

252214)233()13(122)23()1(121  nyklng ; 

26125118  ngng ;   32131126  ngng ;   27225217  ngng ;   

318212)13()13()132(32)1()1()12(2  nyknyklng ; 

363314)233(3122)23(123  nyklng ; 

37136134  ngng ;            38236235  ngng .    

Наведені  формули дійсні  тільки для прямокутної області (рис. 6.7) при 

нумерації вузлів знизу вверх і зліва направо. Якщо  змінити порядок нумерації, наприклад, 

спочатку зліва направо і далі знизу вверх, то формули  зміняться:  

)23()1(121  nxlkng ;    2 1 1ng пg  ;    3 1 2ng пg  ; 

8 (2 1) ( 1) ( 1)ng k l nx l nx         ;   4 8 1ng пg  ; 

7 2 1 (3 2)ng k l nx       , 6 7 1ng пg   ;    5 7 2ng пg  . 

Порядок системи  рівнянь в даному випадку буде дорівнювати 

62116451)35(2353)1)(23  nynxnynxlb .  Він  не  залежить  від  

послідовності нумерації.  Від  послідовності нумерації  залежить  ширина стрічки, в якій  

розміщуються  ненульові коефіцієнти вздовж  головної діагоналі матриці коефіцієнтів. Вона 
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6.3.  Приклад  розрахунку   плоскопаралельного 

температурного  поля   в  декартових  координатах 

               Для iлюстрацiї роботи QBASIC-програми розрахункiв   плоскопаралельного 
температурного  поля, розглянемо  температурне  поле теплої пiдлоги.  Конструкцiя теплої 
пiдлоги складається з системи прямолiнiйних провiдникiв  (электрокабелi,  або  трубки  з 
теплою  водою),  розташованих  пiд керамiчною  плиткою. Схематично розташування 
конструктивних елементiв теплої пiдлоги  показано  на рис. 6.8. 

Оскiльки фрагменти  конструкцiї  теплої  пiдлоги  перiодично повторюються, то  для 

розрахунку   температурного поля достатньо видiлити один з таких фрагментiв, як показано 

на рис. 6.8.  Видiлений на рис. 6.8 фрагмент повернемо на 90 градусiв i розташуемо його в 

декартових координатах,  як  показано на рис. 6.9. Там же вказанi  геометричнi  розмiри 

фрагмента i роздiлення розрахункової моделi на прямокутнi кiнцевi  елементи. Геометричнi   

розмiри сiтки кiнцевих елементiв i заповнення їх теплофiзичними характеристиками  є   

вихiдними  даними  для  QBASIC-програми.  

Пiсля  введення  вихiдних даних заповнення сiтки кiнцевих елементiв iлюструється 

поелементним виводом  структури  на екран дисплея комп`ютера.  

Крайовi умови на поверхнi конвективної передачi тепла   вiд  пiдлоги  в навколишнє   

середовище  задаються  коефiцiєнтом  конвекцiї  . На нижнiй   i верхнiй поверхнях 

розрахункового фрагмента (рис. 6.9), згiдно умовам симетрiї, заданi нульовi крайовi умови  

Ньютона ( =0).  Також нульовi крайовi умови  заданi i на крайнiй границi термоiзоляцiї 

пiдлоги.  Термоiзоляцiя   чинить  опiр проникненню теплового  потоку  в глибину настiльки, 

що  ним  можна знехтувати  i   вважати  рiвним нулю.  

В результатi  розрахункiв на екран дисплея комп`ютера  виводяться графiки  розподiлу  

температури  на границях кiнцевих елементiв вздовж  осей координат   i  числовi  значення 

температури  в вузлах кiнцевих елементiв  на поверхнi  пiдлоги (рис.6.10).   Пiсля  очищення 

екрана   малюється  картина розподiлу iзотерм температурного поля, виводяться 

максимальне i мiнiмальне значення  температури  (рис. 6.11).  Нижче наведено повний текст 

програми. 

SCREEN 12 
DIM xb(21):DIM yb(9):DIM qe(20, 9):DIM ex(20, 9):DIM ey(20, 9):DIM cc(21) 
DIM a(233, 30):DIM c(233, 30): DIM ca(233, 30): DIM br(233):DIM ww(20, 9) 
DIM xg(8): DIM yg(8): DIM lg(8): DIM ip(20, 9): DIM snp(8), dxp(8), dyp(8): DIM r(21): DIM 
dnx(3, 3, 8): DIM dny(3, 3, 8): DIM rr(3, 3) 
DIM x(233): DIM q(233): DIM bx(233): DIM qt(20, 9) 
DIM po(20, 9): DIM co(20, 9): DIM qg(20, 9): DIM qv(20, 9): DIM qw(20, 9) 
DIM e(8, 8): DIM d(8, 8): DIM g(8): DIM w(8, 8) 
REM Введення  вихiдних даних. 
nx = 8: ny = 6: nx1 = 3: nx2 = 4: ny1 = 2: ny2 = 3: ab = 0: ah = 0: 
ap = 10: al = 0: q0 = 250000: dt = 200: t0 = 15: ml = 45: n = nx 
r(1) = 0: r(2) = .005: r(3) = .006: r(4) = .008: r(5) = .01 
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r(6) = .011: r(7) = .012: r(8) = .017: r(9) = .022: 
yb(1) = 0: yb(2) = .001: yb(3) = .003: yb(4) = .005: 
yb(5) = .007: yb(6) = .01: yb(7) = .015 
REM Базовi матрицi. 
e(1, 1) = 52: e(1, 2) = -80: e(1, 3) = 28: e(1, 4) = -6: 
e(1, 5) = 23: e(1, 6) = -40: e(1, 7) = 17: e(1, 8) = 6: 
e(2, 2) = 160: e(2, 3) = -80: e(2, 4) = 0: e(2, 5) = -40: 
e(2, 6) = 80: e(2, 7) = -40: e(2, 8) = 0: e(4, 8) = -48: 
e(3, 3) = 52: e(3, 4) = 6: e(3, 5) = 17: e(3, 6) = -40: 
e(3, 7) = 23: e(3, 8) = -6: e(7, 7) = 52: e(7, 8) = 6: 
e(4, 4) = 48: e(4, 5) = 6: e(4, 6) = 0: e(4, 7) = -6: 
e(5, 5) = 52: e(5, 6) = -80: e(5, 7) = 28: e(5, 8) = -6: 
e(6, 6) = 160: e(6, 7) = -80: e(6, 8) = 0: e(8, 8) = 48: 
d(1, 1) = 52: d(1, 2) = 6: d(1, 3) = 17: d(1, 4) = -40: 
d(1, 5) = 23: d(1, 6) = -6: d(1, 7) = 28: d(1, 8) = -80: 
d(2, 2) = 48: d(2, 3) = 6: d(2, 4) = 0: d(2, 5) = -6: 
d(2, 6) = -48: d(2, 7) = -6: d(2, 8) = 0: d(4, 8) = 80: 
d(3, 3) = 52: d(3, 4) = -80: d(3, 5) = 28: d(3, 6) = -6: 
d(3, 7) = 23: d(3, 8) = -40: d(7, 7) = 52: d(7, 8) = -80: 
d(4, 4) = 160: d(4, 5) = -80: d(4, 6) = 0: d(4, 7) = -40: 
d(5, 5) = 52: d(5, 6) = 6: d(5, 7) = 17: d(5, 8) = -40: 
d(6, 6) = 48: d(6, 7) = 6: d(6, 8) = 0: d(8, 8) = 160: 
g(1) = -1: g(2) = 4:  g(3) = -1: g(4) = 4: g(5) = -1: 
g(6) = 4: g(7) = -1: g(8) = 4: 
w(1, 1) = 4: w(1, 2) = 2: w(1, 3) = -1: w(1, 4) = 0: w(1, 5) = 0: 
w(1, 6) = 0: w(1, 7) = -1: w(1, 8) = 2: 
w(2, 2) = 16: w(2, 3) = 2: w(2, 4) = 0: w(2, 5) = 0: w(2, 6) = 0: 
w(2, 7) = 0: w(2, 8) = 0: w(7, 7) = 4: w(7, 8) = 2: 
w(3, 3) = 4: w(3, 4) = 2: w(3, 5) = -1: w(3, 6) = 0: w(3, 7) = 0: 
w(3, 8) = 0: w(6, 6) = 16: w(6, 7) = 2: w(6, 8) = 0: 
w(4, 4) = 16: w(4, 5) = 2: w(4, 6) = 0: w(4, 7) = 0: w(4, 8) = 0: 
w(5, 5) = 4: w(5, 6) = 2: w(5, 7) = -1: w(5, 8) = 0: w(8, 8) = 16:  
FOR i = 1 TO 8: g(i) = g(i) / 3: FOR j = 1 TO 8 
e(j, i) = e(i, j): d(j, i) = d(i, j): w(j, i) = w(i, j): NEXT j: NEXT i 
FOR i = 1 TO 8: FOR j = 1 TO 8: e(i, j) = e(i, j) / 90: d(i, j) = d(i, j) / 90 
w(i, j) = w(i, j) / 3: NEXT j: NEXT i 
REM Вiзуалiзацiя конструкцiї. 
WINDOW (0, 0)-(12, 8): FOR i = 1 TO ny + 1 
LINE (0, 500 * yb(i))-(500 * xb(nx + 1), 500 * yb(i)), i : NEXT i 
FOR i = 1 TO nx + 1 
LINE (500 * (xb(i)), 0)-(500 * (xb(i)), 500 * yb(ny + 1)), i : NEXT i 
FOR k = nx1 TO nx2: FOR l = ny1 TO ny2 
ex(k, l) = 100: ey(k, l) = 100: po(k, l) = 8200: co(k, l) = 400: qe(k, l) = q0 
NEXT l: NEXT k 
LINE (500*xb(nx1), 500*yb(ny1))-(500*xb(nx2 + 1), 500*yb(ny2 + 1)), 6, BF 
l = 1: FOR k = nx1 TO nx2 
ex(k, l) = .05: ey(k, l) = .05: po(k, l) = 800: co(k, l) = 2400: qe(k, l) = 0 
FOR x = xb(k) TO xb(k + 1) STEP .0001 
FOR y = 0 TO yb(l + 1) STEP .0001 
CIRCLE (500 * x, 500 * y), .0001, 1 : NEXT y : NEXT x : NEXT k 
FOR k = nx1 TO nx2 : FOR l = ny2 + 1 TO ny 
ex(k, l) = .05: ey(k, l) = .05: po(k, l) = 800: co(k, l) = 2400: qe(k, l) = 0 
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FOR x = xb(k) TO xb(k + 1) STEP .0001 
FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .0001 
CIRCLE (500 * x, 500 * y), .0001, 1: NEXT y: NEXT x: NEXT l: NEXT k 
FOR k = 1 TO 2: FOR l = 1 TO ny 
ex(k, l) = .05: ey(k, l) = .05: po(k, l) = 800: co(k, l) = 2400: qe(k, l) = 0 
FOR x = xb(k) TO xb(k + 1) STEP .0001 
FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .0001 
CIRCLE (500 * x, 500 * y), .0001, 1: NEXT y : NEXT x : NEXT l : NEXT k 
k = nx2 + 1 : FOR l = 1 TO ny 
ex(k, l) = .05: ey(k, l) = .05: po(k, l) = 800: co(k, l) = 2400: qe(k, l) = 0 
FOR x = xb(k) TO xb(k + 1) STEP .0001 
FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .0001 
CIRCLE (500 * x, 500 * y), .0001, 1: NEXT y: NEXT x : NEXT l 
k = nx2 + 2: FOR l = 1 TO ny 
ex(k, l) = 100: ey(k, l) = 100: po(k, l) = 2700: co(k, l) = 400: qe(k, l) = 0 
FOR x = xb(k) TO xb(k + 1) STEP .0001 
FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .0001 
CIRCLE (500 * x, 500 * y), .0001, 7 : NEXT y: NEXT x: NEXT l 
k = nx – 1 : FOR l = 1 TO ny 
ex(k, l) = .3: ey(k, l) = .3: po(k, l) = 2800: co(k, l) = 2400: qe(k, l) = 0 
FOR x = xb(k) TO xb(k + 1) STEP .0001 
FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .0001 
CIRCLE (500 * x, 500 * y), .0001, 5: NEXT y: NEXT x: NEXT l 
k = nx: FOR l = 1 TO ny 
ex(k, l) = 1: ey(k, l) = 1: po(k, l) = 5000: co(k, l) = 2400: qe(k, l) = 0 
FOR x = xb(k) TO xb(k + 1) STEP .0001 
FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .0001 
CIRCLE (500 * x, 500 * y), .0001, 6: NEXT y: NEXT x: NEXT l 
REM Формування  матрицi  коефiцiєнтiв. 
nb = 3 * ny + 5: lb = nx * (3 * ny + 2) + 2 * ny + 1: kt = 1 
PRINT "nb ="; nb, "lb ="; lb 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = 0: x(i) = 0: NEXT i: 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: NEXT j, i 
FOR i = 1 TO lb: br(i) = 0: bx(i) = 0: NEXT i: 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: c(i, j) = 0: NEXT j, i 
FOR k = 1 TO nx:  FOR l = 1 TO ny: 
FOR i = 1 TO 8: CIRCLE (500 * (xg(i)), 500 * yg(i)), .05, 7: NEXT i: 
GOSUB 60 
FOR i = 1 TO 8: ia = lg(i): ssx = (xb(k + 1) - xb(k)): 
ssy = (yb(l + 1) - yb(l)): br(ia) = br(ia) + .25 * qe(k, l) * g(i) * ssx * ssy 
FOR j = 1 TO 8: ja = lg(j): 
sij = (ey(k, l) * d(i, j) * ssx / ssy + ex(k, l) * e(i, j) * ssy / ssx) 
IF ja > ia THEN GOTO 6 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
c(ia, ja - ia + nb) = c(ia, ja - ia + nb) + cij 
6 NEXT j: NEXT i: ip(k, l) = 1: NEXT l: NEXT k 
REM Крайовi  умови  Ньютона на поверхнi  пiдлоги. 
PRINT  "ab=", ab 
l = ny: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 60 
c1 = .5 * (xg(5) - xg(7)): FOR i = 5 TO 7: ia = lg(i): FOR j = 5 TO 7: ja = lg(j) 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + c1 * w(i, j) * ab 
NEXT j: NEXT i: NEXT k 



 

141 

PRINT  "ah=", ah 
l = 1: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 60 
c1 = .5 * (xg(3) - xg(1)): FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j) 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + w(i, j) * ah 
NEXT j: NEXT i: NEXT k 
PRINT  "ap=", ap 
k = nx: FOR l = 1 TO ny: GOSUB 60 
c4 = .5 * (yg(5) - yg(3)): FOR i = 3 TO 5: ia = lg(i): FOR j = 3 TO 5: ja = lg(j) 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + c4 * w(i, j) * ap 
NEXT j: NEXT i: NEXT l 
PRINT  "al=", al 
k = 1: FOR l = 1 TO ny: GOSUB 60 
c4 = .5 * (yg(7) - yg(1)): FOR i = 7 TO 9: ii = i: 
IF i = 9 THEN ii = 1 
ia = lg(ii): 
FOR j = 7 TO 9: jj = j: 
IF j = 9 THEN jj = 1 
ja = lg(jj) 
REM IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + c4 * w(i, j) * al 
NEXT j: NEXT i: NEXT l 
REM Рiшення  системи  рiвнянь. 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = br(i): q(i) = br(i): NEXT i: GOSUB 100 
FOR i = 1 TO n: br(i) = x(i): q(i) = br(i): NEXT i 
REM Побудова  графiкiв вздовж осi х. 
l = ny1: FOR l = 1 TO ny: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 60 
yl = 1: FOR xl = -1 TO 1 STEP .005: GOSUB 90 
z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: z = z + snp(i) * xg(i): 
tt = tt + snp(i) * q(lg(i)): NEXT i 
CIRCLE (500 * z, (tt + t0) * .15), .01, l + 1: NEXT xl: NEXT k: NEXT l 
REM Побудова  графiкiв вздовж осi у. 
FOR k = 1 TO nx: FOR l = 1 TO ny: GOSUB 60 
xl = 1: FOR yl = -1 TO 1 STEP .005: GOSUB 90 
z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: z = z + snp(i) * yg(i) 
tt = tt + snp(i) * q(lg(i)): NEXT i 
CIRCLE ((tt + t0) * .3, 500 * z), .01, k + 1: NEXT yl: NEXT l: NEXT k 
STOP: PRINT "lg( )", "yg( )", "T( )" 
REM Виведення  на екран значень  температури на поверхнi пiдлоги. 
k = nx:    FOR l = 1 TO ny: GOSUB 60 
PRINT lg(3), yg(3), q(lg(3)) + t0: PRINT lg(4), yg(4), q(lg(4)) + t0: NEXT l 
PRINT lg(5), yg(5), q(lg(5)) + t0: ss = 0: FOR i = 1 TO ny 
ss = ss + .25 * ap * (yg(3) + yg(5)) * (q(lg(3)) + q(lg(5))): NEXT i 
sv = 0: FOR k = nx1 TO nx2: FOR l = ny1 TO ny2: 
sv = sv + q0 * (xb(k + 1) - xb(k)) * (yb(l + 1) - yb(l)): NEXT l: NEXT k 
PRINT "ss= "; ss, "sv= "; sv 
STOP: CLS : FOR i = 1 TO ny + 1 
LINE (0, 500 * yb(i))-(500 * xb(nx + 1), 500 * yb(i)), i: NEXT i 
i = ny + 1: LINE (0, 500 * yb(i))-(500 * xb(nx + 1), 500 * yb(i)), 7 
FOR i = 1 TO nx + 1 
LINE (500 * (xb(i)), 0)-(500 * (xb(i)), 500 * yb(ny + 1)), i: NEXT i 
i = nx + 1: LINE (500 * (xb(i)), 0)-(500 * (xb(i)), 500 * yb(ny + 1)), 7 
LINE (500* xb(nx1), 500 * yb(ny1))-(500 * xb(nx2+1), 500 * yb(ny2+1)), 6, BF 
REM Побудова  iзотерм. 
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FOR i = 1 TO lb: bx(i) = q(i): NEXT i 
ml = 10: t1 = 10000000: t2 = 0: FOR i = 1 TO lb 
IF t1 > bx(i) THEN i1 = i 
IF t2 < bx(i) THEN i2 = i 
IF t1 > bx(i) THEN t1 = bx(i) 
IF t2 < bx(i) THEN t2 = bx(i) 
NEXT i: td = (t2 - t1) / ml: PRINT "      ": PRINT "Tmax ="; t2 + t0 
PRINT "Tmin ="; t1 + t0: PRINT "Tokr ="; t0: x(1) = t1 
FOR i = 1 TO ml: x(i + 1) = x(i) + td: NEXT i 
FOR l = 1 TO ny: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 60 
FOR yl = -1 TO 1 STEP .001: xl = -1: GOSUB 90 
z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: z = z + snp(i) * xg(i) 
tt = tt + snp(i) * bx(lg(i)): NEXT i: r(1) = tt: v(1) = z: xl = 1: GOSUB 90 
z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: z = z + snp(i) * xg(i): 
tt = tt + snp(i) * bx(lg(i)): NEXT i: r(3) = tt: v(3) = z: xl = 0: GOSUB 90 
f = 0: z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: f = f + snp(i) * yg(i): 
z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * bx(lg(i)): NEXT i 
r(2) = tt: v(2) = z: r1 = v(2) * v(2) - v(1) * v(1): 
r2 = v(3) * v(3) - v(1) * v(1): p1 = v(3) - v(1): p2 = v(2) - v(1): 
f1 = r(2) - r(1): f2 = r(3) - r(1): det = r1 * p1 - r2 * p2 
dea = f1 * p1 - f2 * p2: deb = r1 * f2 - r2 * f1: ad = dea / det: 
bd = deb / det: cd = r(1) - ad * v(1) * v(1) - bd * v(1) 
FOR j = 1 TO ml: sq = (bd * bd - 4 * ad * (cd - x(j))): IF sq < 0 THEN 33 
sq = SQR(sq): IF ABS(ad) > 0 THEN x11 = .5 * (-bd - sq) / ad 
IF ABS(ad) > 0 THEN x22 = .5 * (-bd + sq) / ad 
IF v(1) < x11 AND v(3) > x11 THEN CIRCLE (500* x11, 500* f), .006, ml- j +1 
IF v(1) < x22 AND v(3) > x22 THEN CIRCLE (500* x22, 500* f), .006, ml- j +1 
33 NEXT j: NEXT yl: NEXT k: NEXT l: 
STOP 
60   REM Глобальнi  координати  i  номери  вузлiв. 
xg(1) = xb(k): xg(2) = .5 * (xb(k) + xb(k + 1)):  xg(3) = xb(k + 1): 
xg(4) = xg(3): xg(5) = xg(3): xg(6) = xg(2): xg(7) = xg(1): xg(8) = xg(1) 
yg(1) = yb(l): yg(2) = yg(1): yg(3) = yg(1): yg(4) = .5 * (yb(l) + yb(l + 1)) 
yg(5) = yb(l + 1): yg(6) = yg(5): yg(7) = yg(5): yg(8) = yg(4) 
ns = (2 * ny + 1) * (k - 1) + (ny + 1) * (k - 1) + 2 * l - 1 
lg(1) = ns: lg(8) = ns + 1: lg(7) = ns + 2 
ns = (2 * ny + 1) * k + l + (ny + 1) * (k - 1) 
lg(2) = ns: lg(6) = ns + 1: ns = (2 * ny + 1) * k + (ny + 1) * k + 2 * l - 1 
lg(3) = ns: lg(4) = ns + 1: lg(5) = ns + 2 
RETURN 
90 REM Координатнi   функцiї  i  їх похiднi. 
snp(1) = .25 * (1 - xl) * (1 - yl) * (-1 * xl - yl - 1) 
dxp(1) = -.25 * (1 - yl) * (-2 * xl - yl): dyp(1) = -.25 * (1 - xl) * (-2 * yl - xl) 
snp(2) = .5 * (1 - xl * xl) * (1 - yl) 
dxp(2) = -xl * (1 - yl): dyp(2) = -.5 * (1 - xl * xl) 
snp(3) = .25 * (1 + xl) * (1 - yl) * (xl - yl - 1) 
dxp(3) = .25 * (1 - yl) * (2 * xl - yl) : dyp(3) = -.25 * (1 + xl) * (-2 * yl + xl) 
snp(4) = .5 * (1 + xl) * (1 - yl * yl) 
dxp(4) = .5 * (1 - yl * yl): dyp(4) = -1 * yl * (1 + xl) 
snp(5) = .25 * (1 + xl) * (1 + yl) * (xl + yl - 1) 
dxp(5) = .25 * (1 + yl) * (2 * xl + yl): dyp(5) = .25 * (1 + xl) * (2 * yl + xl) 
snp(6) = .5 * (1 - xl * xl) * (1 + yl) 
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dxp(6) = -1 * xl * (1 + yl) : dyp(6) = .5 * (1 - xl * xl) 
snp(7) = .25 * (1 - xl) * (1 + yl) * (yl - xl - 1) 
dxp(7) = -.25 * (1 + yl) * (-2 * xl + yl) : dyp(7) = .25 * (1 - xl) * (2 * yl - xl) 
snp(8) = .5 * (1 - xl) * (1 - yl * yl) 
dxp(8) = -.5 * (1 - yl * yl) : dyp(8) = -1 * yl * (1 - xl) 
RETURN 
 
100 REM   Розв`язування  системи рівнянь. 
В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  розв`язування  системи  рівнянь,  

наведену  в  розділі 5.4  на сторінці 129. 

 
В наведеному  прикладi  не розглядаєтся нестацiонарний режим.  

Нестацiонарнi   i  нелiнiйнi режими  будуть  розглянутi   в роздiлi 6.6,  де вони  мают 

принципове  практичне значення. 

 

 

6.4.  Осесиметричне  температурне   поле 

в  цилiндричних координатах 

Диференцiйне  рiвняння  теплопровiдностi  в  цилiндричних координатах  може   бути   

записано [3, C.18]  як: 

                                  )(1
r

T
r

rr r 






  + )(
z

T

z z 




  = - q(r, z) .            (6.22) 

Пiсля  перемноження   лiвої  i  правої   частин   на   радiус r ,  перетворимо  його   до    

вигляду: 

              ( )r

T
r

r r
 
 

 
+ ( )z

T
r

z z
 
 

 
= - q(r,z).                                                      (6.23) 

Рiвняння (6.23) повторює рiвняння (6.1) для плоскопаралельного температурного поля в 

декартових координатах, всi доданки якого помноженi на радiус r . Тому, щоб отримати  

розрахунковi  формули для обчислення компонентiв  матриць кiнцевоелементних рiвнянь в 

цилiндричних координатах, достатньо взяти розрахунковi  формули для обчислення цих 

компонентiв в декартових  координатах  i  виконати  вiдповiднi  пiдстановки,  а  саме,  

замiсть x  пiдставляємо r r  , замiсть y  пiдставляємо y r  , i замiсть q(x,y), пiдставляємо 

q(x,y) r . При цьому отримаємо  розрахунковi вирази: 

аэij = ji
r

z r

dNdN
r dr dz

dr dr
        + ji

z

z r

dNdN
r dr dz

dz dz
       ;             (6.24) 

bэi =  ( , )i

z r

N q r z r dr dz     .                 (6.25) 

В  локальних  координатах: 
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bэi  =   0,25 1 1( ) ( )k k l lr r z z     
1 1

0
1 1

iq N r d d 
 

     .                               (6.27) 

Компоненти   матриць    Н     при  r const  ,  z const  . 

hэij  = 0,5  {
1

1
1

( )k k z i jr r N N r d 


       }  –  для радiальних границь,                       (6.28) 

hэij  = 0,5  {
1

1
1

( )l l r i jz z N N r d 


      }  –  для осевих границь.            (6.29) 

 Виведення  формул  для  компонентiв  матриць кiнцевоелементних рiвнянь в 

цилiндричних координатах можна  виконати  дещо  iншим  шляхом. Осесиметричнi  

конструкцiї   утворюються  обертанням плоскопаралельних конструкций  навколо  

вертикальної осi. Тому розрахунковi  формули для компонентiв матриць кiнцевоелементних 

рiвнянь в цилiндричних координатах можна отримати при iнтегруваннi по об`єму кiнцевого 

елемента, утвореного обертанням  прямокутного  розтину  навколо  вертикальної осi. 

Елемент об`єму в цилiндричних координатах  2dv r dr dz     . Таким чином, замiна  

елемента об`єму  ds dx dy    в розрахункових  формулах для обчислення компонентiв 

матриць кiнцевоелементних рiвнянь в декартових координатах на елемент об`єму  

2dv r dr dz     , пiсля скорочення на 2  , дає  нам  вирази   (6.24) – (6.29) для 

компонентiв матриць кiнцевоелементних рiвнянь в цилiндричних координатах. 

       

 
6.5.  Iнтегрування  компонентiв  матриць  кiнцевоелементних 

алгебраїчних  рiвнянь в  цилiндричних  координатах 
В декартових координатах для прямокутних кiнцевих елементiв пiдiнтегральнi вирази   

в  локальних координатах ,   не залежали вiд положення прямокутника в системi 

глобальних координат. Таким  чином, при обчисленнi компонентiв матриць 

кiнцевоелементних  алгебраїчних рiвнянь, пiдiнтегральнi вирази  повнiстю  виражалися  

тiльки  через локальнi  координати  i  могли  бути  позначенi  в  загальному  випадку  

функцiєю  f ( ), . 

 Для числового iнтегрування в локальних координатах скористаємося квадратурними 

формулами Гауса [12., C.699], [4., C.305], [10., C.106].   Для  двократного  iнтеграла цi  

формули  мають   вигляд:       

            
1 1

1 1

( , )f d d   
 

    = 
1 1

( , )
k k

m n m n
m n

w w f  
 

  ,               (6.30) 
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де   k – порядок   квадратури   Гауса; 

,m  n   - вузли    квадратур   Гауса;     

 wm , wn   - ваги  квадратур   Гауса. 

З  врахуванням   (6.30)  запишемо  розрахунковi   вирази  для  компонентiв матриць  

кiнцевоелементних  алгебраїчних   рiвнянь  в  квадратурах  Гауса. 
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    ;                        (6.32) 

для  нижнiх  радiальних  границь: 

hэij =0,5  {
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для верхнiх радiальних  границь: 

hэij =0,5  {
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для внутрiшнiх осевих  границь 

hэij =0,5  {
3

1 1
1

( ) ( 1, ) ( 1, )l l r i m j m m
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z z r N N w  
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для  зовнiшнiх осевих  границь: 

hэij =0,5 {  }                 (6.36) 

Досвiд  практичного  використання метода кiнцевих елементiв  показує, що  задовiльнi  

результати   вже дають  квадратури  Гауса  третього  порядку  

(m = n = 3).  Вузли,  яких   ( 1 = - 0,7746;  2  =  0;   3   =  0,7746)  i   ваги            (w1 = 0,55556;  

w2  = 0,88889;  w3  = 0,55556). 

      Квадратурнi  формули  Гауса  дозволяють  замiнити  операцiю   iнтегрування  невiдомої  

функцiї  операцiями  множення  i  додавання. 
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6.6.  Математична   модель  нестацiонарного  температурного 

поля  в  нелiнiйному  цилiндрi  при квадратичнiй  апроксимації 

Як  приклад   для  iлюстрацiї  рiшення  задачi  розрахунку температурного поля в 

цилiндричних координатах,  розглянемо  конструкцiю для виготовлення з  епоксидної  смоли   

втулки  на  металевiй  трубi  (рис. 6.10).  

Конструкцiя  складається зi стального стакана на теплоiзоляцiйнiй пiдкладцi.  В стаканi  

симетрично  розмiщується  металева  труба   з  системою  ЭД-20 - ПЭПА.   Труба  обгорнута  

тонкою   фольгою,  щоб  вiддiлити  втулку  вiд  труби  i  розташована   симетрично  в  

другому   тонкостiнному алюмiнiєвому  стаканчику.  На  рис. 6.10  фольга i  алюмiнiєвий  

стаканчик   не показанi  i  при розрахунках температурного поля не  враховуються. Простiр 

мiж   стiнками  стакана i  алюмiнiєвим  стаканчиком  заповнений водою. Основне  

призначення  води - забезпечити iнтенсивне вiдведення тепла вiд  реакцiйної сумiшi до 

зовнiшньої поверхнi охолодження конструкцiї. З внутрiшньої поверхнi труби  охолодження  

забезпечується  проточною  водою, яка також  iнтенсивно  вiдводить  тепло.  

В  якостi  фiзичної моделi для розрахунку температурного поля розглядається кусочно-

однорiдна  осесиметрична  конструкцiя.  Конструкцiя, конвективно охолоджується з бiчної  i 

з верхньої торцевої поверхонь. Джерелом   видiлення  тепла є область, заповнена  

епоксидною  смолою. Процес тепловидiлення нелiнiйно залежить вiд температури смоли  

згiдно рiвняння  Вант-Гоффа [2]:  

                                                    q(r,t) = q0   0.1*(T + T
0

),                                   (6.37) 

де T0 -  температура  навколишнього   середовища, ºС; 

T  -  перевишення  температури  в  розрахунковiй точцi об`єму  епоксидної   

                 смолі   над температурою навколишнього   середовища, ºС; 

q0   -  щiльнiсть  потужностi   тепловидiлення  при  (Т+T0 )=  0 ºС;   

   -  коефiцiєнт  Вант-Гоффа,  константа  для  даної   реакцiї  [3]. 

  Особливiстю  епоксидних  смол  є  їх  низька  теплопровiднiсть. Так, для системи ЭД-

20 + 16% ПЭПА, коефiцiєнт теплопровiдностi   знаходиться  в межах  вiд    = 0,7 Вт/(м·ºС)`  

в  зрiдженному  станi  i до   = 0,345 Вт/(м·ºС) - в   твердому  станi  [4]. 

Розподiл нестацiонарного температурного поля в осесиметричнiй  моделi описується  

рiвнянням  теплопровiдностi  в  цилiндричних координатах [5-7]:  

        
2

2
1

r r

dT d T

r dr dr
     + 2

2

dz

Td
z  = - q(r,z) +   ·c ·

dt

dT
,                        (6.38) 

доповненим  нелiнiйною функцiєю  (6.37)  i  умовами  обмеження  запасiв  енергiї   для  

реакцiї  тверднення  по  об`єму   смоли. 
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Пiсля завершення   реакцiї  тверднення епоксидного  композиту, процес 

тепловидiлення закiнчується. Повна  енергiя,  що  виділяється в процесi реакцiї,    

                               
0

( )
t

W T t c V dt      Дж ,                         (6.39) 

де      - щiльнiсть матерiалу;   

       с  -  теплоємнiсть  матерiалу;          

       V   - об`єм   сумiшi;   

       t  -  тривалiсть  реакцiї;  

    T(t) - температура системи,  що  твердне  з  часом. 

При досягненi температури 110-125 ºС система ЭД-20 – ПЭПА вспiнюється, зразок  

деформується  i  руйнується.  Достатня глибина тверднення  i мiцнiстнi характеристики  

зразка досягаються при температурi формування полимерiв не нижче 50-60ºС.  Таким чином, 

найкращим  є такий режим тверднення, при якому температура в  об`ємi  зразка   буде  

знаходитися в межах вiд 50 до 100ºС. Умови, що забезпечують  такий режим  тверднення, 

можна визначити з допомогою  розглянутої математичної моделi. 

Початковими  умовами для нестацiонарного процесу є початковi  умови Кошi.  В 

момент часу t = 0, температура в усiх точках розрахункової  областi приймається   як  

температура  навколишнього  середовища T0. На осi симетрiї задаються нульовi  крайовi 

умови Неймана, так як тепловий потiк в радiальному напрямку на осi симетрiї  вiдсутнiй. На 

цилiндричнiй  бiчнiй i верхнiй торцевiй поверхнях протiкає конвективне охолодження.  Цi 

умови реалізують  заданi  значення коефiцiєнтiв конвекцiї  на  поверхнях (крайовi умови 

Ньютона). Вiд  точності  задання коефiцiєнтiв конвекцiї  залежить точнiсть рiшення всiєї 

задачi. Тому коефiцiєнт конвекцiї  α було  визначено експериментально [4].  

     З допомогою координатних функцiй, рiвняння теплопровiдностi в цилiндричних 

координатах (6.36) вiдносно функцiї  T(r, z, t)  перетворюється  в систему лiнiйних 

алгебраїчних рiвнянь  вiдносно значень  цiєї  функцiї   в вузлах апроксимацiї:  

                                                HK  ·{T} =  {F} +  C ·
dT

dt
 
 
 

.                                     (6.40) 

Компоненти матриць  в системi  рiвнянь   (6.40)    вираховуються  через координатнi  

функцiї:     

-  для  матриць  коефiцiєнтiв  по  формулах  (6.31)  і  (6.33) – (6.36);                                                               

- для  матрицi  вiльних  членiв  по  формулi   (6.32); 

- для матрицi  теплоємностей:                 cij  =  
z r

ji dzdrrNNс  ·  ·  · · ·  ·  . 
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При розв`язуваннi нелiнiйної  нестацiонарної  задачi  застосовується iтерацiйна схема 

Кранка-Нiколсона, яку детально розглянуто в роздiлi 4.6. 

             1
1 1 ·  ·  · 
2 j jА H C T F

t 
      

     1 1 ·  ·  · 
2 jC А H T

t
    

.   (6.41) 

Тут, на  вiдмiну  вiд  рiвняння (4.27), на кожному кроцi iтерацiйного процесу 

уточнюються i компоненти матрицi вiльних членiв  jF . Цим самим враховується 

нелiнiйнiсть задачi:  

                                                 fi = - · ( , ) ·  ·  · i i

z r

N q r z r dr dz  .                       (6.42) 

Розмiр кроку iнтегрування  уточнюється з допомогою комп`ютера.  Для першого 

розрахунку, крок  iнтегрування  вибирається  з  досвiду  розрахункiв для аналогiчних 

конструкцiй,  виконаних  ранiше.     

Для кожного кiнцевого елемента вираховується також енергiя тепловидiлення: 

                             W = 


t

i0

8

1
 
z r

iN · 00,1 ( )
0

T Tq     ꞏr ꞏdr ꞏdz ꞏdt.                     (6.43) 

Ітераційний процес зупиняється при виконанні однієї  з двох умов.  Перше:  в об`ємi    

кінцевого  елемента  кількість  виділеної теплової енергії досягає значення   W = mT ꞏcꞏ  .  

При цьому реакція  тверднення  закінчується,  виділення тепла  зупиняється. Контроль умови 

завершення реакції виконується по запасу  енергії  в  межах  кожного кінцевого елемента, згідно 

(6.39). Друге: в деяких  точках  температура досягає  критичного  значення Tj = 120оС. При  

цьому зразок  руйнується i  подальші  розрахунки  втрачають  сенс. 

В результаті ітераційного рішення системи нелінійних алгебраїчних рівнянь (6.41) 

визначається температура Ti в вузлах сітки кінцевих елементів. За допомогою  координатних 

функцій, вираховуються значення температури  в 

заданних точках розрахункової  моделi:     

                                                            T(r, z) = i
i

i TN  · ),(
8

1



 .                                  (6.44) 

Запропонована математична модель реалізована на комп’ютері як  QBASIC - програма 

для виконання розрахункових  досліджень з розподілу  температурних полів в 

осесиметричних пристроях. Як приклад для ілюстрації можливостей запропонованої  

математичної моделі, розглянемо результати розрахункових  досліджень по розподілу  

температурного поля в конструкції пристрою, показаного на рис. 6.10. 

Для підготовки вихідних даних були використані експериментально визначені в роботі 

[4] константи для системи 84% ЭД-20 + 16% ПЭПА: 

 q0  = 19440 Вт/м3 - потужність  тепловиділення в системi при температурі 20 ºС;    
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   = 1,96  -  коефіцієнт Вант-Гоффа. 

Додаткові  обчислювальні  характеристики: 

   t    =   30  с        -  крок  інтегрування в  часі;    

   T0   =   20оС       -  температура  навколишнього  простору; 

T  m =  120оС      -  максимально допустима температура нагрівання  системи. 

Коефіцієнти  конвекції на поверхні  охолодження  пристрою:  

проточною  водой α = 105 Вт/(м2·ºС),   

на  верхній торцевій  поверхні α = 13 Вт/(м2·ºС)     

на  зовнішній  бічній  поверхні  α =  10 Вт/(м2·ºС).                                                  

В табл. 1 наведені  теплофізичні  характеристики конструктивних матеріалів пристрою  [4,6].  

     Таблиця 1. 

Теплофізичні характеристики матеріалів. 

Матеріал Теплопровідність 

 ,  Вт/(м·ºС) 

Теплоємність 

с, Дж/(кг·ºС) 
Щільність  , 

кг/м3 

Сталь 46,0 494 7650 

Епоксидний полімер 0,345 2436 1100 

Пенопласт 0,1 2400 90 

             

В результаті  ітераційного  процесу розв`язування задачі розрахунків температурного 

поля, після 280 ітерацій,  розрахунки  були завершені по обмеженню  запасів  енергії (6.43).  В 

точці з координатами r = 0,0375 м  і 

 z = 0,0625 м  максимальна температура досягла  значення Tm = 115оС. Ця точка є центром 

прямокутного  кінцевого елемента, в  якому  вона розташована. Запас енергії  в  об`ємi 

кінцевого елемента був  заданий W = 13409 Дж. Після досягнення температури  Tm = 115оС, в 

об`ємi цього  кінцевого елемента, згідно розрахункам, повинно виділитися 14036 Дж, що 

перевищує наявний запас енергії і призводить  до  завершення  роботи  програми по 

обмеженню (6.43). Час досягнення  максимальної  температури, в процесі реакції, становить  

135 хвилин. За цей  час  процес тверднення  в більшості  кінцевих елементів центральної зони 

епоксидного композита вже завершиться,  збільшення температури в центральній  зоні  

зупиниться  і   почнеться  процес  охолодження. На рис. 6.11 показані графіки  розподілу 

температури в центрі трьох кінцевих елементів. Точки перелома графіків  відповідають  

моменту завершення реакції тверднення  в цих кінцевих елементах. Кольоровими  кільцями  

на рис. 6.11  показані всі кінцеві елементи, в  яких  за  135 хвилин  процес  тверднення 

завершився. В інших кінцевих елементах процес тверднення буде  продовжуватися, проте 
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умови  інтенсивного відведення  тепла для цих кінцевих елементів   вже  не допустят  їх 

перегріву.  

Графіки розподілу температури в  радіальному напрямку для середини кожного 

горизонтального шару кінцевих елементів показані на рис. 6.12. Кольори графіків 

відповідають кольорам нижніх границь шарів кінцевих елементів. На рис.6.13 зображена 

картина ізотерм температурного поля заданної конструкції. Як видно на цій картині, все 

тепло зосереджено в області тверднення композита. Найбільш нагрітою точкою на момент 

завершення розрахунків  виявився центр верхнього шару  кінцевих елементів.  

Це  місце  знаходиться в самих неблагоприємних умовах температурного режиму. 

Центральна зона  шару, розташована  нижче  і  знаходиться в гірших умовах  для  відведення  

тепла.  Тому в цій зоні, завдяки більш  інтенсивному виделению тепла, швидше 

завершуються процеси тверднення і  виділення  тепла. В сусідніх зонах умови відведення 

тепла дещо  кращі, що затримує процеси  виділення  тепла  в  порівнянні з центральною 

зоною. Проте   відведення тепла  не  настільки  інтенсивне,  щоб  відводити  тепло  швидше, 

чим воно виділяється в процесі реакції. Центральна зона в цей  час  вже застигає  і додатково 

віддає  частину свого тепла  в   сусідні зони.  Нижче наводиться текст QBASIC-програми, з 

допомогою якої  були отримані  результати розрахунків. 

 

 
6.7. Текст QBASIC-програми розрахунку  нестацiонарного температурного 

поля  в  нелiнiйному  цилiндрi     при квадратичнiй  апроксимації 

SCREEN 12 
DIM xb(11): DIM yb(10): DIM qe(10, 10): DIM ex(10, 10): DIM ey(10, 10) 
DIM a(283, 30): DIM c(283, 30): DIM ca(283, 30): DIM br(283) 
DIM v(3): DIM w(3): DIM xg(8): DIM yg(8): DIM lg(8) 
DIM snp(8), dxp(8), dyp(8): DIM qhp(3, 3, 8): DIM ip(10, 10) 
DIM det(3, 3): DIM shp(3, 3, 8): DIM dxl(3, 3, 8): DIM dyl(3, 3, 8) 
DIM a1(3, 3): DIM a2(3, 3): DIM a3(3, 3): DIM a4(3, 3) 
DIM dnx(3, 3, 8): DIM dny(3, 3, 8): DIM rr(3, 3) ): DIM qw(10, 10) 
DIM x(283): DIM q(283): DIM bx(283): DIM qt(283) 
DIM po(10, 10): DIM co(10, 10): DIM qg(10, 10): DIM qv(10, 10 
REM  Введення  вихiдних  даних. 
nx = 8: ny = 6: ab = 13: ah = 0: ap = 12: al = 105 
nx1 = 2: nx2 = 6: ny1 = 3: ny2 = ny: 
dt = 30:  q0 = 19440: t0 = 20: tw = 250: ml = 280: gam = 1.96 
xb(1) = .025: xb(2) = .03: xb(3) = .035: xb(4) = .04: xb(5) = .045: 
xb(6) = .05: :  xb(7) = .055: xb(8) = .069: xb(9) = .07: yb(1) = 0: yb(2) = .01 
yb(3) = .011: yb(4) = .025: yb(5) = .04: yb(6) = .055:  yb(7) = .07: 
REM  Побудова  сiтки  кiнцевих  елементiв. 
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WINDOW (0, 0)-(10, 8) 
FOR i = 1 TO ny + 1 
LINE (0, 100 * yb(i))-(100 * xb(nx + 1), 100 * yb(i)), i: NEXT i 
FOR i = 1 TO nx + 1 
LINE (100 * xb(i), 0)-(100 * xb(i), 100 * yb(ny + 1)), i: NEXT i 
FOR x = 0 TO 10 STEP .001: CIRCLE (x, .05 * 120), .01, 4: NEXT x 
REM  Наповнення  кiнцевих  елементiв  теплофiзичними 
REM  параметрами.  Вiзуалiзацiя  цього  процесу. 
FOR k = nx1 TO nx2: FOR l = ny1 TO ny2 
ex(k, l) = .345: ey(k, l) = .345: po(k, l) = 1100: co(k, l) = 2436: qe(k, l) = q0 
s = tw * po(k, l) * co(k, l) * 3.14 
qg(k, l) = s * (xb(k + 1) * xb(k + 1) - xb(k) * xb(k)) * (yb(l + 1) - yb(l)) 
FOR x=xb(k) TO xb(k+1) STEP .001: FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .001 
CIRCLE (100 * x, 100 * y), .0001, 6: NEXT y, x: NEXT l, k 
FOR k = 2 TO nx: FOR l = 1 TO 1 
ex(k, l) = .1: ey(k, l) = .1: po(k, l) = 90: co(k, l) = 2400: qe(k, l) = 0 
FOR x=xb(k) TO xb(k+1) STEP .0001: FOR y = yb(l) TO yb(l+1) STEP .0001 
CIRCLE (100 * x, 100 * y), .0001, 10: NEXT y: NEXT x: NEXT l: NEXT k: 
FOR k = 2 TO nx: FOR l = 2 TO 2 
ex(k, l) = 46: ey(k, l) = 46: po(k, l) = 7650: co(k, l) = 494: qe(k, l) = 0 
FOR x=xb(k) TO xb(k+1) STEP .0001: FOR y = yb(l) TO yb(l+1) STEP .0001 
CIRCLE (100 * x, 100 * y), .0001, 1: NEXT y: NEXT x: NEXT l: NEXT k 
k = nx: FOR l = 3 TO ny 
ex(k, l) = 46: ey(k, l) = 46: po(k, l) = 7650: co(k, l) = 494: qe(k, l) = 0 
FOR x=xb(k) TO xb(k+1) STEP .0001: FOR y = yb(l) TO yb(l+1) STEP .0001 
CIRCLE (100 * x, 100 * y), .0001, 1: NEXT y: NEXT x: NEXT l 
k = 1: FOR l = 1 TO ny 
ex(k, l) = 46: ey(k, l) = 46: po(k, l) = 7650: co(k, l) = 494: qe(k, l) = 0 
FOR x=xb(k) TO xb(k+1) STEP .0001: FOR y = yb(l) TO yb(l+1) STEP .0001 
CIRCLE (100 * x, 100 * y), .0001, 8: NEXT y: NEXT x: NEXT l: 
k = nx - 1: FOR l = 3 TO ny 
ex(k, l) = 100: ey(k, l) = 100: po(k, l) = 1000: co(k, l) = 4185: qe(k, l) = 0 
FOR x=xb(k) TO xb(k + 1) STEP .001: FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .001 
CIRCLE (100 * x, 100 * y), .0001, 3: NEXT y: NEXT x: NEXT l: 
FOR x = 0 TO xb(1) STEP .001: FOR y = yb(1) TO yb(ny + 1) STEP .001 
CIRCLE (100 * x, 100 * y), .0001, 3: NEXT y: NEXT x 
REM  Формування  матриць  коефiцiєнтiв  i  вiльних  членiв 
REM  кiнцевоелементної  системи  алгебраїчних  рiвнянь. 
nb = 3 * ny + 5: lb = nx * (3 * ny + 2) + 2 * ny + 1: PRINT "nb="; nb, "lb="; lb 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = 0: x(i) = 0: NEXT i: 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: NEXT j, i 
v(1) = -.7746: v(2) = 0: v(3) = -v(1): w(1) = 5 / 9: w(2) = 8 / 9: w(3) = w(1) 
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ks = 1: kt = 1: FOR i = 1 TO lb: br(i) = 0: NEXT i 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: c(i, j) = 0: NEXT j, i 
FOR k = 1 TO nx: FOR l = 1 TO ny: ip(k, l) = 0 
GOSUB 60 
FOR i = 1 TO 8: CIRCLE (100 * xg(i), 100 * yg(i)), .02, 7: NEXT i 
FOR m = 1 TO 3: xl = v(m): FOR n = 1 TO 3: yl = v(n) 
GOSUB 90: c1 = 0: c4 = 0: FOR i = 1 TO 8 
shp(m, n, i) = snp(i): dxl(m, n, i) = dxp(i): dyl(m, n, i) = dyp(i) 
c1 = c1 + dxl(m, n, i) * xg(i): c4 = c4 + dyl(m, n, i) * yg(i): NEXT i 
det(m, n) = c1 * c4: din = 1 / det(m, n) 
a1(m, n) = c4 * din: a4(m, n) = c1 * din: NEXT n: NEXT m 
FOR m = 1 TO 3: FOR n = 1 TO 3: rr(m, n) = 0: FOR i = 1 TO 8: 
dnx(m, n, i) = a1(m, n) * dxl(m, n, i) 
dny(m, n, i) = a4(m, n) * dyl(m, n, i) 
rr(m, n) = rr(m, n) + shp(m, n, i) * xg(i): NEXT i: NEXT n, m 
FOR i = 1 TO 8: ia = lg(i): ri = 0: FOR m = 1 TO 3: FOR n = 1 TO 3 
ri = ri + w(m) * w(n) * det(m, n) * shp(m, n, i) * rr(m, n): NEXT n, m 
br(ia) = br(ia) + qe(k, l) * ri: FOR j = 1 TO 8: ja = lg(j): sij = 0: cij = 0 
FOR m = 1 TO 3: FOR n = 1 TO 3: sc = rr(m, n) * w(m) * w(n) * det(m, n) 
sx= ex(k, l) * dnx(m, n, i) * dnx(m, n, j): sy= ey(k, l) * dny(m, n, i) * dny(m, n, j) 
sij = sij + sc * (sx+sy) 
cij = cij + sc * po(k, l) * shp(m, n, i) * co(k, l) * shp(m, n, j) 
NEXT n, m: IF ja > ia THEN GOTO 6 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
c(ia, ja - ia + nb) = c(ia, ja - ia + nb) + cij 
6 NEXT j: NEXT i: NEXT l: NEXT k 
REM  Доповнення  матрицi  коефiцiєнтiв  крайовими  умовами 
REM  Ньютона   на  верхнiй  границi   розрахункової  областi. 
l = ny: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 60 
c1 = .5 * (xg(5) - xg(7)): FOR m = 1 TO 3: yl = 1: xl = v(m): GOSUB 90 
d1 = 0: rr(m, 1) = 0: FOR i = 5 TO 7: shp(m, 1, i) = snp(i): dxl(m, 1, i) = dxp(i) 
d1 = d1 + dxl(m, 1, i) * xg(i): rr(m, 1) = rr(m, 1) + shp(m, 1, i) * xg(i) 
NEXT i: det(m, 1) = c1: NEXT m: FOR i = 5 TO 7: ia = lg(i) 
FOR j = 5 TO 7: ja = lg(j): sij = 0: FOR m = 1 TO 3 
sij = sij + rr(m, 1) * w(m) * det(m, 1) * shp(m, 1, i) * shp(m, 1, j): NEXT m 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij * ab 
NEXT j: NEXT i: NEXT k 
REM  Доповнення  матрицi  коефiцiєнтiв  крайовими  умовами 
REM  Ньютона   на  нижнiй  границi   розрахункової  областi. 
l = 1: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 60 
c1 = .5 * (xg(3) - xg(1)): FOR m = 1 TO 3: yl = -1: xl = v(m): GOSUB 90 
d1 = 0: rr(m, 1) = 0: FOR i = 1 TO 3: shp(m, 1, i) = snp(i): dxl(m, 1, i) = dxp(i) 
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d1 = d1 + dxl(m, 1, i) * xg(i): rr(m, 1) = rr(m, 1) + shp(m, 1, i) * xg(i) 
NEXT i: det(m, 1) = c1: NEXT m: FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i) 
FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): sij = 0: FOR m = 1 TO 3 
sij = sij + rr(m, 1) * w(m) * det(m, 1) * shp(m, 1, i) * shp(m, 1, j): NEXT m 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij * ah 
NEXT j: NEXT i: NEXT k 
REM  Доповнення  матрицi  коефiцiєнтiв  крайовими  умовами 
REM  Ньютона   на  правiй  границi   розрахункової  областi. 
k = nx: FOR l = 1 TO ny: GOSUB 60 
c4 = .5 * (yg(5) - yg(3)): FOR n = 1 TO 3: yl = v(n): xl = 1: GOSUB 90 
d4 = 0: FOR i = 3 TO 5: shp(1, n, i) = snp(i): dyl(1, n, i) = dyp(i) 
d4 = d4 + dyl(1, n, i) * yg(i): NEXT i: det(1, n) = c4: NEXT n 
FOR i = 3 TO 5: ia = lg(i): FOR j = 3 TO 5: ja = lg(j): sij = 0: FOR n = 1 TO 3 
sij = sij + xg(3) * w(n) * det(1, n) * shp(1, n, i) * shp(1, n, j): NEXT n 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij * ap 
NEXT j: NEXT i: NEXT l 
REM  Доповнення  матрицi  коефiцiєнтiв  крайовими  умовами 
REM  Ньютона   на  лiвiй  границi   розрахункової  областi. 
k = 1: FOR l = 1 TO ny: GOSUB 60 
c4 = .5 * (yg(7) - yg(1)): FOR n = 1 TO 3: yl = v(n): xl = -1: GOSUB 90 
d4 = 0: FOR i = 7 TO 9: ii = i: IF i = 9 THEN ii = 1 
shp(1, n, ii) = snp(ii): dyl(1, n, ii) = dyp(ii): d4 = d4 + dyl(1, n, ii) * yg(ii) 
NEXT i: det(1, n) = c4: NEXT n: FOR i = 7 TO 9: ii = i: IF i = 9 THEN ii = 1 
ia = lg(ii): FOR j = 7 TO 9: jj = j: IF j = 9 THEN jj = 1 
ja = lg(jj): sij = 0: FOR n = 1 TO 3 
sij = sij + xg(1) * w(n) * det(1, n) * shp(1, n, ii) * shp(1, n, jj): NEXT n 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij * al 
NEXT j: NEXT i: NEXT l 
REM  Обчислення  компонентiв матриць схеми  Кранка-Нiколсона. 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = br(i): q(i) = br(i): NEXT i 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: ca(i, j) = (c(i, j) / dt - .5 * a(i, j)) 
c(i, j) = (c(i, j) / dt + .5 * a(i, j)): NEXT j: NEXT i 
REM  Початок  iтерацiйного  процесу. 
kt = 1 
10 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = c(i, j): NEXT j: NEXT i 
GOSUB 100: REM Розв`язування   системи  рiвнянь. 
FOR i = 1 TO n: br(i) = x(i): q(i) = br(i): NEXT i 
REM Побудова  графiкiв  змiнення  температури  з  часом 
REM  в   процесi   тверднення   епоксидного  композиту. 
nz = 3: k = nx1 + 2: FOR l = ny1 + 1 TO ny: GOSUB 60 
tz = 0: FOR i = 1 TO 8: tz = tz + .125 * (t0 + br(lg(i))): NEXT i 
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nz = nz + 1: CIRCLE (kt * dt / 1000, .05 * tz), .01, nz: NEXT l 
GOSUB 200:  REM Перемноження матриць  в  схемi  Кранка-Нiколсона. 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = 0: NEXT i 
FOR k = nx1 TO nx2: FOR l = ny1 TO ny: GOSUB 60 
REM Обмеження  обчислень за макс. допустимої температурi. 
s = 0:    FOR i = 1 TO 8: s = s + .125 * (q(lg(i)) + t0): NEXT i 
IF s > 120 THEN PRINT k; l; s, qw(k, l), qg(k, l); "  wskipelo " 
REM Обмеження  обчислень   по  запасу енергiї  тепловидiлення. 
tqw = q0 * gam ^ (.1 * (s - 20)): IF qw(k, l) > qg(k, l) THEN tqw = 0 
vv = (xb(k + 1) * xb(k + 1) - xb(k) * xb(k)) * (yb(l + 1) - yb(l)) 
qw(k, l) = qw(k, l) + tqw * dt * 3.14 * vv 
xm = .5 * (xb(k) + xb(k + 1)): ym = .5 * (yb(l) + yb(l + 1)): 
IF qw(k, l)>qg(k, l) AND ip(k, l) = 0 THEN CIRCLE (100* xm, 100* ym), .1, ks 
ip(k, l) = 1: ks = ks + 1 
FOR i = 1 TO 8: qt(lg(i)) = tqw: NEXT i 
REM  Доповнення  добутку матриць  в  схемi 
REM  Кранка-Нiколсона  вектором  тепловидiлення. 
FOR m = 1 TO 3: xl = v(m): FOR n = 1 TO 3: yl = v(n): GOSUB 90 
c1 = 0: c4 = 0: FOR i = 1 TO 8: qhp(m, n, i) = snp(i) * qt(lg(i)) 
shp(m, n, i) = snp(i): dxl(m, n, i) = dxp(i): dyl(m, n, i) = dyp(i) 
c1 = c1 + dxl(m, n, i) * xg(i): c4 = c4 + dyl(m, n, i) * yg(i): NEXT i 
det(m, n) = c1*c4: NEXT n, m: FOR m = 1 TO 3: FOR n =1 TO 3: rr(m, n) = 0 
FOR i = 1 TO 8: rr(m, n) = rr(m, n) + shp(m, n, i) * xg(i): NEXT i: NEXT n, m 
FOR i = 1 TO 8: ia = lg(i): ri = 0: FOR m = 1 TO 3: FOR n = 1 TO 3 
ri = ri + w(m) * w(n) * det(m, n) * qhp(m, n, i) * rr(m, n): NEXT n, m 
bx(ia) = bx(ia) + ri: NEXT i: NEXT l: NEXT k 
kt = kt + 1 
IF kt < ml THEN GOTO 10 
REM  Закiнчення  iтерацiйного  процесу. 
STOP: CLS 
REM  Побудова  графiкiв  розподiлу  температури  по  радiусу. 
FOR i = 1 TO ny + 1 
LINE (0, 100 * yb(i))-(100 * xb(nx + 1), 100 * yb(i)), i: NEXT i 
FOR x = 0 TO 10 STEP .001: CIRCLE (x, .05 * 120), .01, 4 
CIRCLE (x, .05 * t0), .01, 7: NEXT x: FOR i = 1 TO nx + 1 
LINE (100 * xb(i), 0)-(100 * xb(i), 100 * yb(ny + 1)), i: NEXT i 
FOR l = 1 TO ny: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 60 
yl = 0: FOR xl = -1 TO 1 STEP .001: GOSUB 90 
z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * q(lg(i)) 
NEXT i: CIRCLE (100 * z, .05 * (tt + t0)), .00001, l: NEXT xl: NEXT k: NEXT l 
STOP: CLS 
IF kt < ml THEN GOTO 10 
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REM  Вiдновлення  сiтки  кiнцевих  елементiв. 
FOR i = 1 TO ny + 1 
LINE (0, 100 * yb(i))-(100 * xb(nx + 1), 100 * yb(i)), i: NEXT i 
FOR i = 1 TO nx + 1 
LINE (100 * xb(i), 0)-(100 * xb(i), 100 * yb(ny + 1)), i: NEXT i 
REM  Побудова  iзотерм. 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = q(i): NEXT i: ml = 10: t1 = 10000000: t2 = 0 
FOR i = 1 TO lb: IF t1 > bx(i) THEN i1 = i 
IF t2 < bx(i) THEN i2 = i 
IF t1 > bx(i) THEN t1 = bx(i) 
IF t2 < bx(i) THEN t2 = bx(i) 
NEXT i: td = (t2 - t1) / ml: PRINT "Tmax ="; t2 + t0: PRINT "Tmin ="; t1 + t0 
PRINT "Tokr ="; t0: PRINT "t ="; kt * (dt - 1); "sec"; kt * (dt - 1) / 60; "min"; 
x(1) = t1: FOR i = 1 TO ml: x(i + 1) = x(i) + td: NEXT i 
FOR l = 1 TO ny: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 60 
FOR yl = -1 TO 1 STEP .01: xl = -1: GOSUB 90 
z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * bx(lg(i)) 
NEXT i: w(1) = tt: v(1) = z: xl = 1: GOSUB 90: 
z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * bx(lg(i)): 
NEXT i: w(3) = tt: v(3) = z: xl = 0: GOSUB 90 
f = 0: z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: f = f + snp(i) * yg(i): z = z + snp(i) * xg(i) 
tt = tt + snp(i) * bx(lg(i)): NEXT i: w(2) = tt: v(2) = z 
r1 = v(2) * v(2) - v(1) * v(1): r2 = v(3) * v(3) - v(1) * v(1) 
p1 = v(3) - v(1): p2 = v(2) - v(1): f1 = w(2) - w(1): f2 = w(3) - w(1) 
det = r1 * p1 - r2 * p2: dea = f1 * p1 - f2 * p2: deb = r1 * f2 - r2 * f1 
ad = dea / det: bd = deb / det: cd = w(1) - ad * v(1) * v(1) - bd * v(1) 
FOR j = 1 TO ml: sq = (bd * bd - 4 * ad * (cd - x(j))): IF sq < 0 THEN 33 
sq = SQR(sq): IF ABS(ad) > 0 THEN x11 = .5 * (-bd - sq) / ad 
IF ABS(ad) > 0 THEN x22 = .5 * (-bd + sq) / ad 
IF v(1)<x11 AND v(3)>x11 THEN CIRCLE (100*x11,100* f), .00001, ml - j + 1 
IF v(1)<x22 AND v(3)>x22 THEN CIRCLE (100*x22,100*f), .00001, ml - j + 1 
33 NEXT j: NEXT yl: NEXT k: NEXT l: STOP  
 
60   REM  Глобальнi  координати  i  номери  вузлiв. 

В цьому  мiсцi  необхiдно  розмiстити  пiдпрограму  обчислення  координат  i номерiв  

вузлiв,  наведену  в  роздiлi 6.3  на сторiнцi 164. 

 

90 REM Координатні функцiї  i  їх   похiднi.   

В цьому мiсцi необхiдно розмiстити пiдпрограму обчислення  координатних  функцiй  i  їх  

похiдних,  наведену  в  роздiлi 6.3  на сторiнцi 164. 
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100 REM   Розв`язування  системи рівнянь. 

В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  розв`язування  системи  рівнянь,  
наведену  в  розділі 5.4  на сторінці 129. 
 
200 REM Перемноження матриць. 
В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  перемноження  матриць,  наведену    в  
розділі 5.5  на сторінці 131. 
 

6.8. Розв’язування практичних задач при формуваннi полiмерних блокiв 

      Наведена  вище, в  розділі  6.7, програма дозволяє прогнозувати розподіл температури   

по  об’єму  циліндричного  блоку  при  різних геометричних  розмірах  і  початкових  умовах  

полімеризації. Це  можуть  бути вироби порівняно не важкі, 20-30 г,  або  трохи  важчі,   

якщо   добавити   наповнювачі.    Наприклад, при фарбуванні корпусу  корабля  готується  

суміш зразу двох тон  епоксидної  композиції з 50%  вмістом пігменту. Розрахунки 

показують, що для циліндра об’ємом  2 м3, діаметром і висотою 1,32 м, наповненого такою 

сумішою, при температурі  навколишнього  середовища 20°С,  критична температура 

становить  100°С   і  буде  досягнена    за  77 хвилин.  Це  означає, що   протягом   однієї  

години  краска  повинна  бути  вичерпана.   На практиці, такі питання  вирішуються  набутим   

досвідом.   Доки  зовнішні  обставини  не  змінюються, технологічних проблем не виникає. 

        Допустимо, что температура в доці, де фарбують кораблі, підвищилася до 30°С.  При  

цьому, згідно комп’ютерним розрахункам, критична  температура  буде  досягнена через  44  

хвилини.   Якщо за такий  час  неможливо  витратити 80%  фарби, то  готувати зразу   2 тони  

суміші   неможна.  Якщо вміст пігмента  буде  не 50%, а 30%, то залежність часу  на  

фарбування  від  температури навколишнього  середовища   стає   ще  більш  критичною. 

        Розглянемо  варианти  інших  прикладів, аналогічних  наведеним  вище. 

       Приклад  6.1. 

Визначити  об’єм    циліндра,  у  якого  висота  дорівнює  радіусу,  щоб  в ньому   було  

можливо  відлити  зразок з  композиції ЭД-20 + 16% ПЭПА   при температурі навколишнього  

середовища 20°С.  Композиція після  перемішування заливається  в  тонкостінну  форму  і  

охолоджується конвективно   (α=10 Вт/м-2°С).   Допустимий   рівень  максимальної 

температури  становить  100°С.   Для  виконання   розрахунків   в   програмі  необхідно   

замінити    блок  введення  вихідних даних  для  прикладу   6.1   на  наступний.    

REM  Введення   вихідних  даних. 
nx = 8: ny = 7: ab = 10: ah = 0: ap = 10: al = 0 
nx1 = 1: nx2 = 8: ny1 = 1: ny2 = ny: 
dt = 30:  q0 = 19440: t0 = 20: tw = 250: gam = 1.96 
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R=0.0116: ml = 325 
xb(1) = 0: FOR k = 1 TO nx: xb(k + 1) = xb(k)+ R/ nx: NEXT k 
yb(1) = 0: FOR l = 1 TO ny: yb(l + 1) = yb(l)+ 0.5 * R/ ny: NEXT l 
REM  Побудова  сітки  кінцевих  елементів. 
WINDOW (0, 0)-(10, 8) 
FOR i = 1 TO ny + 1 
LINE (0, 100 * yb(i))-(100 * xb(nx + 1), 100 * yb(i)), i: NEXT i 
FOR i = 1 TO nx + 1 
LINE (100 * xb(i), 0)-(100 * xb(i), 100 * yb(ny + 1)), i: NEXT i 
FOR x = 0 TO 10 STEP .001: CIRCLE (x, .05 * 100), .01, 4: NEXT x 
REM  Наповнення  кінцевих  елементів  теплофізичними 
REM  параметрами.  Візуалізація  цього  процесу. 
FOR k = nx1 TO nx2: FOR l = ny1 TO ny2 
ex(k, l) = .345: ey(k, l) = .345: po(k, l) = 1100: co(k, l) = 2436: qe(k, l) = q0 
s = tw * po(k, l) * co(k, l) * 3.14 
qg(k, l) = s * (xb(k + 1) * xb(k + 1) - xb(k) * xb(k)) * (yb(l + 1) - yb(l)) 
FOR x=xb(k) TO xb(k+1) STEP .001: FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .001 
CIRCLE (100 * x, 100 * y), .0001, 6: NEXT y, x: NEXT l, k 
REM  Формування  матриць  коефіцієнтів  і  вільних  членів. 
 
          Шляхом  підбору  розмірів  при  введені  вихідних  даних, знаходимо об’єм суміші: V= 

4,9 см3  і  час її тверднення   t = 157   хвилин.  Як  бачимо, об’єм  не такий вже й  значний,   

проте  його перевищення  лише  на 5%  приводить до  закипання  системи і руйнування 

полімерного блока. Ці  розрахунки  були  співставлені  автором з экспериментальними 

даними. Розбіжність  результатів  по  температурі   тверднення  не  перевищила  2%.  

Для вимірювання  температури  був застосований  електротермометер.   Дротик з  

термопарою  в  центрі  зразка  забезпечив  додаткове відведення  тепла  з  найбільш  нагрітої  

зони,  що  продовжило  час  для  досягнення  максимальної  температури  на  дві хвилини. 

      Для досягнення  більших об’ємів, необхідно  знижувати  швидкість реакції,  або  

збільшувати  інтенсивність   відведення  тепла.  

 Приклад 6.2. 

Розглянемо  задачу  на  умовах  прикладу  6.1., тільки  герметично  закриту  форму  

розмістимо  в  термостаті   з   водою   (α=40, Т=20°С). 

В  стрічці  вихідних  даних   змінюємо   коефіцієнт  конвекції. 
nx = 8: ny = 7: ab = 40: ah = 0: ap = 40: al = 0 
Далі,  підбираємо   значення  радіуса   і  число  ітерацій  в  часі:  

R=0.02785: ml = 302. 
Знаходимо   значення V= 67,8 см3  і  t = 146 хвилин,  при  яких  завершується    реакция 

тверднення, але максимальна температура системи не перевищує 100°С. 
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    Приклад 6.3. 

Форму  помiстимо   в  термостат  з   крижаною  водою   (α=40, Т=4°С). 

Пiсля  розрахункiв,  отримуємо:  V= 539,7 см3   і   t = 393 хвилин. 

     У випадку, коли кількість суміші для виготовлення виробів невеликих  розмірів,  не  дуже  

велика,   можна  обiйтися без попередніх розрахункiв,  розпочинаючи з  невеликого об`єму. 

Поступово збiльшуючи об`єм  i контролюючи температуру в центрi ємностi,  

експериментально   досягнемо  оптимального  результату.  

      Для виготовлення  цiльного полiмерного блоку, такий спосiб  не годиться.   В процесi 

тверднення сумiшi бульбашки повiтря i  залишки  пластифiкатора  видiляються  на  

поверхню  виробу.   При  цьому поверхня  покривається                     

шаром  дефектного олiгомера  товщиною   0,1-0,2 мм.  У  цiльного  готового блока  цей  шар  

знiмається  шліфуванням. Але, якшо  доливати  сумiш  в  кiлька  етапiв,  то для  трьохмiрних  

полiмерiв, якими  є  i  епоксиднi,  в мiсцях з`єднання  мiцнiсть буде  значно нижча, чим в 

цiльному  об`ємi. Такий  вироб дає  трiщини,  руйнується  навiть  при  незначних  

навантаженнях. Тому,   формування  потрiбно  виконати  за  один   раз   без  перерви.      

   Приклад 6.4.      

     Який  найбiльший  об`єм   цилiндра  висотою,  що  дорiвнює  радiусу, можливо 

виготовити  при  початковiй  температурi  сумiшi  20°С?  Форма герметично закрита, 

розмiщена осесиметрично  i обертається   зi  швидкiстю 10 об/с (α=30). 

      Об`єм блока буде незначним, якщо  об`єм цилiндра буде дорiвнювати об`єму композицiї.  

Але,   при  обертаннi  центр   виявиться  пустим i  сумiш   буде  нагрiватися не  так  швидко.  

Крiм  того,  не  потрiбно  попередньо центрифугувати систему. Необхiдно тiльки   

встановити  час,  на  протязi  якого  реакцiя  пройде  на 50%.   Тодi,   пiсля  зупинки  

обертання,   в  вертикальному  положеннi  форми   композицiя  стече  зi  стiнок   цилiндра  

вниз. 

     Для  даного прикладу  вiзьмемо  дiаметр  форми 160 мм,  і  висоту 400 мм. Рiшенням 

задачi буде: V = 1350 см3; час напiвтверднення: t = 152 хв. Максимальна температура, при  

обертаннi  становитиме  56°С,   але   пiсля  стiкання  вниз,    сумiш  перемiшується i середня 

температура стане 35°С.  Пiсле  дотверднення при кiмнатнiй температурi,  блок  слiд   

прогрiти  при   температурi   80-100°С.   На   практицi,  при  дiаметрi  форми  100 мм,   висотi 

80 мм i об`ємi  сумiшi  350 см3   вiдхилення  розрахункових даних  вiд  експериментальних  

не перевищувало  10%.   Пiсля    затвердiння  i  прогрiвання  блока в  ньому не було  помiтно  

нiяких  дефектiв (трiщин,  або  бульбашок). Така, на перший погляд  проста  методика, може  

бути використана тiльки  в  тому  випадку,   коли   можна  визначити  час  50%  протiкання  
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Глава. 7.    СПЕЦIАЛЬНI  ПИТАННЯ  ЗАСТОСУВАННЯ 

МЕТОДА   КIНЦЕВИХ  ЕЛЕМЕНТIВ 

 

 

7.1. Трикутнi  кiнцевi елементи. 

      Розвиток теорiї метода кiнцевих елементiв починався з кiнцевих елементiв трикутної 
форми. Фундаментальнi монографiї  Зенкевича О.С. i Сегерлiнда Л. по теорiї i практичному 
застосуванню метода кiнцевих елементiв повнiстю написанi на основi трикутних кiнцевих 
елементiв 3,4]. Зенкевич О.С. вiдмiчає можливiсть  використання чотирикутних кiнцевих 
елементiв тiльки в главi 10 4, C.186], яка називається  “Изгиб пластины“. Проте, при  
викладеннi змiсту  цiєї  глави  використовуються  трикутнi елементи.  

В монографiї Зенкевича О.С. метод кiнцевих елементiв розглядається стосовно  
розв`язування задач теорiї  пружностi, механiки  i  будiвництва. Конструкцiя будiвельного 
поднiмального  крана  складається  з  трикутних  ферм.   Ця конструкцiя  вже “роздiлена” на 
трикутнi  кiнцевi елементи, вона просто складається  з  них. Трикутний конструктивний 
елемент є  абсолютно жостким. При   будь-якому  навантаженнi  механiчнi напруження  в  
ньому розподiлюються на всi три сторони трикутника. Можливо, необхiднiсть розв`язування 
задач в складних проектах будiвельної механiки i теорiї пружностi, визначила  вибiр саме 
трикутних кiнцевих елементiв  як математичної моделi. 

Сегерлiнд Л. присв`ятив  всю главу 15 3., C.289]  викладу тiльки теорiї чотирикутних 
кiнцевих елементiв. Варто  зазначити, що змiст цiєї глави викладено  настiльки чiтко, 
детально, ясно i вдало, що  в  значнiй  мiрi допомагає розумiнню  окремих  складних  питань 
всiєї  монографiї. 

Геометричнi форми зразкiв,  що розглядаються автором, виявилися найбiльш зручними  
для  роздiлення  їх  на чотирикутнi кiнцевi елементи. Проте, в деяких конструктивних  видах  
дослiдних  зразкiв, якi  мають  гострi  кути, розрахункову область неможливо роздiлити на 
чотирикутники. Тому, стосовно  розв`язуванню таких задач, розглянемо застосування 
трикутних кiнцевих елементiв. 

Для  спрощення, почнемо  з  областей,  що роздiленi  на прямокутнi трикутники. На 
рис. 7.1 показано  перетин  зрiзаного  конуса з  отвором в центрi. При побудовi сiтки 
кiнцевих елементiв  тут   зручно видiлити двi областi. Одна з них, показана жовтим 
кольором, роздiлена  на  прямокутнi чотирикутники,  а  друга – на прямокутнi трикутники.  

Далi, формуємо матрицi коефiцiєнтiв i правих частин системи кiнцевоелементних 
алгебраїчних рiвнянь. Для прямокутної областi рiшення цiєї задачi  викладено  вище.   

Пошук  рiшення задачi для трикутникiв почнемо з побудови координатних функцiй в 
локальних координатах. На рис. 7.2 показано чотири види  прямокутних  трикутникiв  в  
локальных координатах ( ), . Один из них з лiвим нижнiм прямим кутом (розовий колiр) ми 
бачимо при побудовi сiтки кiнцевих елементiв на рис. 7.1. Позначимо його як трикутник 
першого виду. Згiдно з  обраною на рис. 7.2 нумерацiєю  вузлiв в локальних координатах, 
запишемо вирази для координатних функцiй трикутника з лiвим нижнiм прямим кутом 
(розовий колiр). 
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      Критерiями  контролю достовiрностi побудованого по формулi (7.21) сiмейства 
координатних функцiй для обраного кiнцевого елемента є  їх основнi властивостi: 

 значення координатних функцiй дорiвнюють  одиницi   у  власних  вузлах i  
дорiвнюють  нулю в   усiх   iнших  вузлах; 

 алгебраїчна  сума всього набору координатних функцiй дорiвнює  одиницi; 
 алгебраїчна сума всiх похiдних координатних функцiй по всiм координатам дорiвнює 
нулю. 

Останню  властивiсть  зручно  використовувати  для перевiрки достовiрностi 
диференцювання координатних функцiй. 
      Побудову координатних  функцiй  з  допомогою  формули (7.21) продемонструємо  на 
прикладi  трикутника, видiленого на рис.7.3 зеленим кольором. Такий трикутник  дозволяє  
переходити  вiд областей з густою сiткою  кiнцевих елементiв  до областей  з  розрiдженою  
сiткою, як показано на рис.7.3.  

Прямi лiнiї, що  з`єднують вузли  апроксимацiї, це  сторони  трикутника. Для вузла 
номер 1 маємо одну вертикальну  лiнiю  1 0  ,  яка не проходить через  вузол пiд номером 

1. У вузлi 1 1 1   ,  тому  1 11 2F    . Таким чином, 1
(1 )

2
N


 . Для вузла номер 2 – це 

сторона трикутника, що  з`єднує  вузли  пiд номерами 1 i 3  
1 0

2 2
    .  У вузлi 2 

2 21; 1    . Пiдставляючи  в формулу (7.21) отримуємо вираз  для координатної  функцiї  

другого вузла. Аналогiчно i для вузла номер 3. 

  2

1
1 22 2( , ) 1 1 41

2 2

N

   
    

 
  

.         3

1
1 22 2( , ) 1 1 41

2 2

N

   
    

 
 

. 

Легко впевнитися, що набiр цих функцiй задовольняє вказаним  критерiям контролю  їх 
достовiрностi. 

Для iнтегрування компонентiв базових матриць трикутника ще раз запишемо  
координатнi функцiї i їх похiднi. 

          1 0,5 (1 )N    ;      2 0, 25 (1 2 )N       ;    3 0, 25 (1 2 )N       ;                (7.22) 

    
1 0,5dN

d
  ;   

2 0,25dN

d
 ;  

3 0, 25dN

d
 ;    

1 0dN

d
 ;   

2 0,5dN

d
 ;  

3 0,5dN

d
 .        (7.23) 

Для плоскопаралельного температурного поля iнтегрування по площi трикутника (рис.7.3) 

вздовж вертикальної осi по змiннiй   слiд  виконувати в  межах  вiд 
1

2


  до 
1

2


. 
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1 2
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   .             (7.24) 
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e(2, 2) = 2: e(2, 3) = 1: e(2, 4) = -1: e(3, 3) = 2: e(3, 4) = -2: 
d(1, 1) = 2: d(1, 2) = 1: d(1, 3) = -1: d(1, 4) = -2: d(4, 4) = 2: 
d(2, 2) = 2: d(2, 3) = -2: d(2, 4) = -1: d(3, 3) = 2: d(3, 4) = 1: 
g(1) = 1: g(2) = 1:  g(3) = 1: g(4) = 1: uv(4, 4) = 2: 
uv(1, 1) = 2: uv(1, 2) = 1: uv(1, 3) = 0: uv(1, 4) = 1: 
uv(2, 2) = 2: uv(2, 3) = 1: uv(2, 4) = 0: uv(3, 3) = 2: uv(3, 4) = 1: 
FOR i = 1 TO 4: FOR j = 1 TO 4: e(j, i) = e(i, j): d(j, i) = d(i, j): 
uv(j, i) = uv(i, j): NEXT j: NEXT i: FOR i = 1 TO 4: FOR j = 1 TO 4 
e(i, j) = e(i, j) / 6: d(i, j) = d(i, j) / 6: uv(i, j) = uv(i, j) / 3: 
NEXT j: NEXT i: WINDOW (0, 0)-(12, 10): LINE (6, 0)-(6, 10), 7: 
LINE (0, 5)-(12, 5), 7: FOR k = 1 TO nx: FOR l = 1 TO ny: 
FOR x = xb(k) TO xb(k + 1) STEP .05 
FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .05 
CIRCLE (x + 6, y + 5), .01, 1: NEXT y: NEXT x: NEXT l: NEXT k 
nb = ny + 3: lb = nx * ny + nx + ny + 1: PRINT "nb ="; nb, "lb ="; lb 
v(1) = -.7746: v(2) = 0: v(3) = -v(1): w(1) = 5 / 9: w(2) = 8 / 9: w(3) = w(1): 
FOR i = 1 TO lb: br(i) = 0:  NEXT i: FOR i = 1 TO lb: 
FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0:  NEXT j, i: FOR k = 1 TO nx: xg(1) = xb(k): 
xg(2) = xb(k + 1): xg(3) = xg(2): xg(4) = xg(1): FOR l = 1 TO ny: 
yg(1) = yb(l): yg(2) = yg(1): yg(3) = yb(l + 1): yg(4) = yg(3): 
FOR i = 1 TO 4: CIRCLE ((6 + xg(i)), 5 + yg(i)), .05, 7: NEXT i 
lg(1) = (k - 1) * (ny + 1) + l: lg(2) = k * (ny + 1) + l: 
lg(3) = lg(2) + 1: lg(4) = lg(1) + 1: FOR i = 1 TO 4: ia = lg(i): 
br(ia) = br(ia) + .25 * q0 * g(i) * (xb(k + 1) - xb(k)) * (yb(l + 1) - yb(l)) 
FOR j = 1 TO 4: ja = lg(j): sij = ld * e(i, j) + ld * d(i, j): 
IF ja > ia THEN GOTO 6 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
6 NEXT j: NEXT i: NEXT l: NEXT k: FOR i = 1 TO lb 
PRINT i; a(i, 1); a(i, 2); a(i, 3); a(i, 4); a(i, 5), br(ia): NEXT i 
k = nx: FOR l = 1 TO ny: lg(1) = (k - 1) * (ny + 1) + l:  
xg(1) = xb(k):  xg(2) = xb(k + 1): xg(3) = xg(2): xg(4) = xg(1): 
yg(1) = yb(l): yg(2) = yg(1): yg(3) = yb(l + 1): yg(4) = yg(3): 
lg(2) = k * (ny + 1) + l: lg(3) = lg(2) + 1: lg(4) = lg(1) + 1: 
c4 = .5 * (yg(3) - yg(2)): FOR i = 2 TO 3: ia = lg(i): FOR j = 2 TO 3 
ja = lg(j): sij = c4 * uv(i, j) * ap 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
NEXT j: NEXT i: NEXT l: GOSUB 100:  
FOR i = 1 TO n: PRINT i, x(i): NEXT i 
PRINT : k = nx: ss = 0: FOR l = 1 TO ny: lg(1) = (k - 1) * (ny + 1) + l 
xg(1) = xb(k):  xg(2) = xb(k + 1): xg(3) = xg(2): xg(4) = xg(1): 
yg(1) = yb(l): yg(2) = yg(1): yg(3) = yb(l + 1): yg(4) = yg(3): 
lg(2) = k * (ny + 1) + l: lg(3) = lg(2) + 1: lg(4) = lg(1) + 1: c4 = .5 
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ss = ss + (yg(3) - yg(2)) * (x(lg(3)) + x(lg(2))) * .5 * ap 
PRINT x(lg(2)), x(lg(3)): NEXT l: sv = 0: FOR k = 1 TO nx: FOR l = 1 TO ny 
sv = sv + q0 * (xb(k + 1) - xb(k)) * (yb(l + 1) - yb(l)): NEXT l: NEXT k: 
PRINT "ss="; ss, "sv="; sv: STOP 
100 REM   Розв`язування  системи рівнянь. 

В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  розв`язування  системи  рівнянь,  

наведену  в  розділі 5.4  на сторінці 129. 
 

Далi,  розглянемо рiшення цiєї ж  задачi  з  допомогою трикутних кiнцевих елементiв 
при тiй же нумерацiї вузлiв (рис. 7.4).  Для цього складемо  QBASIC – програму на основi 
розглянутих  вище базових матриць трикутних кiнцевих елементiв. 
SCREEN 12 
DIM xb(3): DIM yb(3): DIM xg(4): DIM yg(4): DIM lg(4): DIM x(9) 
DIM g(4): DIM uv(4, 4): DIM e(4, 4): DIM d(4, 4): DIM a(9, 5): DIM br(9) 
nx = 1: ny = 1: ap = 3: q0 = 4.5: ld = 1.5: t0 = 0: 
g(1) = 2: g(2) = 2:  g(3) = 2: uv(3, 3) = 2: uv(2, 3) = 1: 
uv(1, 1) = 2: uv(1, 2) = 1: uv(1, 3) = 1: uv(2, 2) = 2: 
FOR i = 1 TO 3: g(i) = g(i) / 3: FOR j = 1 TO 3: uv(j, i) = uv(i, j): NEXT j: 
NEXT i: FOR i = 1 TO 3: FOR j = 1 TO 3: uv(i, j) = uv(i, j) / 3: NEXT j 
NEXT i: nb = 5: lb = 9: PRINT "nb ="; nb, "lb ="; lb 
v(1) = -.7746: v(2) = 0: v(3) = -v(1): w(1) = 5 / 9: w(2) = 8 / 9: w(3) = w(1): 
FOR i = 1 TO lb: br(i) = 0: bx(i) = 0: NEXT i: 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: c(i, j) = 0: NEXT j, i 
k = 1: l = 1: ex(k, l) = ld: ey(k, l) = ld:   qe(k, l) = q0 
WINDOW (0, 0)-(12, 10): LINE (6, 0)-(6, 10), 7: LINE (0, 5)-(12, 5), 7 
e(1, 1) = 1: e(1, 2) = -1: e(1, 3) = 0: e(2, 2) = 1: e(2, 3) = 0: e(3, 3) = 0: 
d(1, 1) = 1: d(1, 2) = 0: d(1, 3) = -1: d(2, 2) = 0: d(2, 3) = 0: d(3, 3) = 1 
FOR i = 1 TO 3: FOR j = i TO 3: e(j, i) = e(i, j): d(j, i) = d(i, j): NEXT j: 
NEXT i: FOR i = 1 TO 3: FOR j = 1 TO 3: d(i, j) = .5 * d(i, j): 
e(i, j) = .5 * e(i, j): NEXT j: NEXT i: 
lg(1) = 2: lg(2) = 5: lg(3) = 3: xg(1) = -2: xg(2) = 0: xg(3) = xg(1): 
yg(1) = 0:  yg(2) = 0:   yg(3) = 2 
FOR i = 1 TO 3: CIRCLE ((6 + xg(i)), 5 + yg(i)), .05, 7: NEXT i 
FOR x = xg(1) TO xg(2) STEP .05: FOR y = 0 TO -x STEP .05: 
CIRCLE (x + 6, y + 5), .01, 5: NEXT y: NEXT x: 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): br(ia) = br(ia) + qe(k, l) * g(i): FOR j = 1 TO 3: 
ja = lg(j): sij = ey(k, l) * d(i, j) + ex(k, l) * e(i, j): 
IF ja > ia THEN GOTO 61 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
61 NEXT j: NEXT i 
lg(1) = 4: lg(2) = 7: lg(3) = 5: xg(1) = 0: xg(2) = 2: xg(3) = 0: 
yg(1) = -2:  yg(2) = -2:   yg(3) = 0: 
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FOR i = 1 TO 3: CIRCLE ((6 + xg(i)), 5 + yg(i)), .05, 7: NEXT i 
FOR x = 0 TO 2 STEP .05: FOR y = -2 TO -x STEP .05: 
CIRCLE (x + 6, y + 5), .01, 5: NEXT y: NEXT x 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): br(ia) = br(ia) + qe(k, l) * g(i): FOR j = 1 TO 3: 
ja = lg(j): sij = ey(k, l) * d(i, j) + ex(k, l) * e(i, j): 
IF ja > ia THEN GOTO 611: 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij: 
611 NEXT j: NEXT i 
e(1, 1) = 0: e(1, 2) = 0: e(1, 3) = 0: e(2, 2) = 1: e(2, 3) = -1: e(3, 3) = 1: 
d(1, 1) = 1: d(1, 2) = -1: d(1, 3) = 0: d(2, 2) = 1: d(2, 3) = 0: d(3, 3) = 0 
FOR i = 1 TO 3: FOR j = i TO 3: e(j, i) = e(i, j): d(j, i) = d(i, j): NEXT j: 
NEXT i: FOR i = 1 TO 3: FOR j = 1 TO 3: d(i, j) = .5 * d(i, j): 
e(i, j) = .5 * e(i, j): NEXT j: NEXT i 
lg(1) = 5: lg(2) = 6: lg(3) = 3: xg(1) = 0: xg(2) = 0: xg(3) = -2:    
yg(1) = 0:  yg(2) = 2:   yg(3) = 2: 
FOR i = 1 TO 3: CIRCLE ((6 + xg(i)), 5 + yg(i)), .05, 7: NEXT i 
FOR x = -2 TO 0 STEP .05: FOR y = -x TO 2 STEP .05: 
CIRCLE (x + 6, y + 5), .01, 3: NEXT y: NEXT x 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): br(ia) = br(ia) + qe(k, l) * g(i): 
FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): sij = ey(k, l) * d(i, j) + ex(k, l) * e(i, j): 
IF ja > ia THEN GOTO 62 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij: 
62 NEXT j: NEXT i 
lg(1) = 7: lg(2) = 8: lg(3) = 5: xg(1) = 2: xg(2) = 2: xg(3) = 0: 
yg(1) = -2:  yg(2) = 0:   yg(3) = 0: 
FOR i = 1 TO 3: CIRCLE ((6 + xg(i)), 5 + yg(i)), .05, 7: NEXT i 
FOR x = 0 TO 2 STEP .05: FOR y = -x TO 0 STEP .05: 
CIRCLE (x + 6, y + 5), .01, 3: NEXT y: NEXT x: 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): br(ia) = br(ia) + qe(k, l) * g(i): 
FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): sij = ey(k, l) * d(i, j) + ex(k, l) * e(i, j) 
IF ja > ia THEN GOTO 622 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
622 NEXT j: NEXT i 
e(1, 1) = 1: e(1, 2) = -1: e(1, 3) = 0: e(2, 2) = 1: e(2, 3) = 0: e(3, 3) = 0: 
d(1, 1) = 0: d(1, 2) = 0: d(1, 3) = 0: d(2, 2) = 1: d(2, 3) = -1: d(3, 3) = 1 
FOR i = 1 TO 3: FOR j = i TO 3: e(j, i) = e(i, j): d(j, i) = d(i, j): NEXT j: 
NEXT i: FOR i = 1 TO 3: FOR j = 1 TO 3: d(i, j) = .5 * d(i, j): 
e(i, j) = .5 * e(i, j): NEXT j: NEXT i 
lg(1) = 5: lg(2) = 8: lg(3) = 9: xg(1) = 0: xg(2) = 2: xg(3) = 2: 
yg(1) = 0:  yg(2) = 0:   yg(3) = 2: 
FOR i = 1 TO 3: CIRCLE ((6 + xg(i)), 5 + yg(i)), .05, 7: NEXT i 
FOR x = xg(1) TO xg(2) STEP .05: FOR y = 0 TO x STEP .05: 



 

176 

CIRCLE (x + 6, y + 5), .01, 2: NEXT y: NEXT x 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): br(ia) = br(ia) + qe(k, l) * g(i): 
FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): sij = ey(k, l) * d(i, j) + ex(k, l) * e(i, j) 
IF ja > ia THEN GOTO 63 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
63 NEXT j: NEXT i 
lg(1) = 1: lg(2) = 4: lg(3) = 5: xg(1) = -2: xg(2) = 0: xg(3) = 0: 
yg(1) = -2:  yg(2) = -2:   yg(3) = 0 
FOR i = 1 TO 3: CIRCLE ((6 + xg(i)), 5 + yg(i)), .05, 7: NEXT i 
FOR x = -2 TO 0 STEP .05: FOR y = -2 TO x STEP .05: 
CIRCLE (x + 6, y + 5), .01, 2: NEXT y: NEXT x: 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): br(ia) = br(ia) + qe(k, l) * g(i): 
FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): sij = ey(k, l) * d(i, j) + ex(k, l) * e(i, j) 
IF ja > ia THEN GOTO 633 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
633 NEXT j: NEXT i: 
e(1, 1) = 0: e(1, 2) = 0: e(1, 3) = 0: e(2, 2) = 1: e(2, 3) = -1: e(3, 3) = 1: 
d(1, 1) = 1: d(1, 2) = 0: d(1, 3) = -1: d(2, 2) = 0: d(2, 3) = 0: d(3, 3) = 1 
FOR i = 1 TO 3: FOR j = i TO 3: e(j, i) = e(i, j): d(j, i) = d(i, j): NEXT j: 
NEXT i: FOR i = 1 TO 3: FOR j = 1 TO 3: d(i, j) = .5 * d(i, j): 
e(i, j) = .5 * e(i, j): NEXT j: NEXT i 
lg(1) = 1: lg(2) = 5: lg(3) = 2: xg(1) = -2: xg(2) = 0: xg(3) = -2: 
yg(1) = -2:  yg(2) = 0:   yg(3) = 0: 
FOR i = 1 TO 3: CIRCLE ((6 + xg(i)), 5 + yg(i)), .05, 7: NEXT i 
FOR x = -2 TO 0 STEP .05: FOR y = x TO 0 STEP .05: 
CIRCLE (x + 6, y + 5), .01, 10: NEXT y: NEXT x 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): br(ia) = br(ia) + qe(k, l) * g(i): 
FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): sij = ey(k, l) * d(i, j) + ex(k, l) * e(i, j) 
IF ja > ia THEN GOTO 64 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
64 NEXT j: NEXT i 
lg(1) = 5: lg(2) = 9: lg(3) = 6: xg(1) = 0: xg(2) = 2: xg(3) = 0: 
yg(1) = 0:  yg(2) = 2:   yg(3) = 2: 
FOR i = 1 TO 3: CIRCLE ((6 + xg(i)), 5 + yg(i)), .05, 7: NEXT i 
FOR x = 0 TO 2 STEP .05: FOR y = x TO 2 STEP .05: 
CIRCLE (x + 6, y + 5), .01, 10: NEXT y: NEXT x 
FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): br(ia) = br(ia) + qe(k, l) * g(i): 
FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): sij = ey(k, l) * d(i, j) + ex(k, l) * e(i, j) 
IF ja > ia THEN GOTO 644 
a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij 
644 NEXT j: NEXT i: FOR i = 1 TO lb 
PRINT i; a(i, 1); a(i, 2); a(i, 3); a(i, 4); a(i, 5), br(i): NEXT i 
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yg(1) = -2: yg(2) = 0: lg(1) = 7: lg(2) = 8: c4 = .5 * (yg(2) - yg(1)) 
FOR i = 1 TO 2: ia = lg(i): FOR j = 1 TO 2: ja = lg(j): 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + c4 * uv(i, j) * ap 
NEXT j: NEXT i: yg(2) = 0: yg(3) = 2: lg(2) = 8: lg(3) = 9 
c4= .5 * (yg(3)-yg(2)): FOR i = 2 TO 3: ia = lg(i): FOR j = 2 TO 3: ja = lg(j): 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + c4 * uv(i, j) * ap 
NEXT j: NEXT i: FOR i = 1 TO lb: bx(i) = br(i): q(i) = br(i): NEXT i 
GOSUB 100: 
FOR i = 1 TO n: br(i) = x(i): q(i) = br(i): PRINT i, x(i): NEXT i: STOP 
100 REM   Розв`язування  системи рівнянь. 

В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  розв`язування  системи  рівнянь,  
наведену  в  розділі 5.4  на сторінці 129. 

 
В кiнцi роботи кожної програми друкуються значення температури  в вузлах сiтки 

кiнцевих елементiв. Для порiвняння в табл. 7.1 наведенi результати  розрахункiв.  
Таблица  7.1 

№ 
Вузла 

Трикутнi 
елементи 

Чотирикутнi 
елементи 

Аналiтичне 
рiшення 

1 30,49 30 30 
2 29,51 30 30 
3 30,49 30 30 
4 23.47 24 24  
5 24.53 24 24  
6 23.47 24 24  
7 6.34 6 6  
8 5.66 6 6 
9 6.34 6 6 
 
Обидвi програми складенi тiльки для рiшення однiєї конкретної задачi, тому пояснення 

до  них  не  надаються. 
 

 

7.4. Трикутнi  кiнцевi  елементи з квадратичною  апроксимацією 
При квадратичнiй апроксимацiї невiдомої  функцiї в  межах  трикутних кiнцевих 

елементiв вузловi точки розмiщуються   на  вершинах  трикутникiв  i  на  серединах  їх  
сторiн  (рис. 7.5).  На  основi  загальної   формули  (7.21), запишемо  вирази  для 
координатних функцiй трикутного кiнцевого елемента при квадратичнiй апроксимацiї. 
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Пiдстановкою  числових  значень  локальних  координат  у  вузлових  точках, пiдтвержуємо, 
що отриманi координатнi функцiї   дорiвнюють  одиницi  у власних  вузлах i  дорiвнюють 
нулю у всiх  iнших  вузлах.  

Похiднi координатних функцiй по локальним координатам. 
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Алгебраїчна сума всiх цих похiдних дорiвнює нулю. Тим самим задовiльнюється  критерiй  
їх  достовiрностi.  
     Трикутнi кiнцевi елементи не знайшли застосування в розрахунках температурних  
режимiв  дослiджуванних автором конструктивних зразкiв.  Тому  програми на їх основi 
автором не розроблялися.  Для рiшення задач в конструкцiях з гострими кутами i 
криволiнiйними границями застосовувалися  чотирикутнi криволiнiйнi  кiнцевi елементи. 
         

 

 

7.5. Криволiнiйнi   кiнцевi  елементи 
     До цього  часу  ми розглядали  чотирикутнi кiнцевi елементи тiльки зi сторонами  
паралельними  осям  координат.  Для конструкцiй, що  мають  гострi  кути, пропонувалися 
трикутнi кiнцевi елементи, але тiльки  з прямим кутом i розмiщенням катетiв паралельно 
осям координат. Такi структури сiтки кiнцевих елементiв значно спрощують iнтегрування  
по площi i по сторонах перетинiв  конструкцiй. Бiльшiсть iнтегралiв мають чисто аналiтичне 
рiшення.  

В даному роздiлi  розглянемо загальний  випадок, коли форма криволiнiйних кiнцевих   
елементiв  задається  конструктивними  формами,  якi   неможливо описати аналiтично. Для 
описання таких конструкций  зручно скористатися квадратичною апроксимацiєю. Тодi 
криволiнiйнi сторони чотирикутникiв будуть апроксимованi квадратичними параболами, що 
проходять через  три вузли невiдомої функцiї. Це точки вершин чотирикутникiв i точки   
середини  їх  сторiн. Координати цих точок, при описаннi  конструкцiї  виробу, повиннi  бути 
заданi  як  вихiднi  данi. 

Координатнi  функцiї в локальних координатах є унiверсальною математичною  
формою  описання аналiтичних властивостей апроксимацiй.   Цi функцiї вiдображують 
базовi елементи  (квадрата чи прямокутного трикутника)  в локальних координатах на 
кiнцевi  елементи в абсолютних координатах. Пiсля розв`язування системи  
кiнцевоелементних алгебраїчних рiвнянь  i визначення температури  у вузлах апроксимацiї з 
допомогою координатних функцiй в  локальних координатах  вираховуються абсолютнi 
координати i значення температури  в точках,  що  вiдповiдають цим координатам. 

Проте, кiнцевоелементнi  вирази для компонентiв матриць системи алгебраїчних 
рiвнянь  вимагають  виконання операцiй диференцювання i iнтегрування координатних 
функцiй в абсолютних координатах.  
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 d S = det  J * d d ,  де    J   -  якобiан  системи  рiвнянь (7.22). 
     Обчислення  контурних iнтегралiв вздовж  участкiв границь  iз  заданними крайовими 
умовами потребує вираження лiнiйних диференцiалiв через локальнi координати. З  
врахуванням взаємної  орiєнтацiї  векторiв   d   i  d   згiдно  рис.7.5  отримуємо: 

          - для горизонтальних сторiн        dl = 2 2( ) ( )j j
j j

j j

dN dN
x y

d d 
    d ; 

          - для вертикальних сторiн            dl = 2 2( ) ( )j j
j j

j j

dN dN
x y

d d 
    d .  

 
     Криволiнiйнi  чотирикутнi кiнцевi елементи дозволяють охопити рiзнi конструктивнi 

витвори без застосування трикутникiв. Операцiї  iнтегрування по  площах  трикутникiв  

показалися  автору бiльш  громiздкими, чим по площах чотирикутникiв.  

     При побудовi сiтки кiнцевих елементiв рекомендується вибирати трикутники близькi по 

формi до рiвностороннiх трикутникiв. Такий трикутник легко роздiлити  на два прямокутних 

i тим самим спростити  iнтегрування, але розгляд таких  питань  потребує  окремої  книги.  

 

 

7.6.  Програма   розрахункiв  температурного  поля  в 

конструкцiях   складних   геометричних   форм 

     При  побудовi  програми  розрахункiв температурного поля  в конструкцiях  з  

криволiнiйними  границями,  основною задачою  є  формування  сiтки криволiнiйних   

кiнцевих  елементiв.  Подальшi  процедури  обчислень компонентiв матриць системи 

кiнцевоелементних алгебраїчних рiвнянь стандартнi  i  не залежать  вiд  форми  кiнцевих  

елементiв. 

 Проiлюструємо такi  особливостi  на  прикладi  цилiндричної  конструкцiї  у виглядi  

втулки  конiчної форми   (рис. 7.6). 

     Найзручнiшою для програмування  на комп`ютерi  є регулярна сiтка кiнцевих  елементiв,  

як показано  в  главi  6  на (рис.6.1, 6.4, 6.7, 6.10).  Областi з криволiнiйними границями 

накриваються криволiнiйною сiткой. В прикладi  на  (рис.7.7) розрахункову  область  

роздiлюємо  горизонтальними  лiнiями на ny шарiв. Вихiдними даними задаються базовi 

координати шарiв по висотi конструкцiї: yb(1); yb(2); …; yb(ny+1).  

     По радiусу всi горизонтальнi шари  роздiляємо  на  nx вертикальних трубок  у  виглядi  

зрiзаного  конуса (рис.7.7).  Аналогiчно задаються базовi  координати  по  радiусу  для  

нижньої  сторони  першого горизонтального шару: xb(1); xb(2); …; xb(nx+1).  У  випадку 

прямокутної  сiтки цi координати дiйснi для всiх шарiв по висотi конструкцiї. В даному 
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випадку  їх необхiдно вираховувати  для  кожного шару  з  врахуванням  конiчної  форми  

конструкцiї.  

      Нижче  наводимо  текст  програми  для  розрахункiв  температурного  поля  в   заданнiй  
конструкцiї. 
 
SCREEN 12 
DIM xb(11): DIM yb(10): DIM qe(10, 10): DIM ex(10, 10): DIM ey(10, 10) 
DIM a(283, 30): DIM c(283, 30): DIM ca(283, 30): DIM br(283): DIM zb(11) 
DIM v(3): DIM w(3): DIM xg(8): DIM yg(8): DIM lg(8) 
DIM snp(8), dxp(8), dyp(8): DIM qhp(3, 3, 8): DIM ip(10, 10) 
DIM det(3, 3): DIM shp(3, 3, 8): DIM dxl(3, 3, 8): DIM dyl(3, 3, 8) 
DIM a1(3, 3): DIM a2(3, 3): DIM a3(3, 3): DIM a4(3, 3) ): DIM vb(11):    
DIM dnx(3, 3, 8): DIM dny(3, 3, 8): DIM rr(3, 3) : DIM qw(10, 10) 
DIM x(283): DIM q(283): DIM bx(283): DIM qt(283): DIM ub(11) 
DIM po(10, 10): DIM co(10, 10): DIM qg(10, 10): DIM qv(10, 10) 
REM  Введення  вихiдних  даних. 
nx = 7: ny = 6: ab = 10: ah = 0: ap = 12: al = 50 
nx1 = 5: nx2 = nx - nx1: r1 = .05: r2 = .06: rd = .08 
dt = 60:  q0 = 19440: t0 = 15: tw = 220: ml = 240: gam = 1.55 
xb(1) = .02: zb(1) = .02: du1 = (r2 - xb(1)) / nx1: dx1 = (r1 - xb(1)) / nx1 
FOR i = 1 TO nx1: xb(i + 1) = xb(i) + dx1: zb(i + 1) = zb(i) + du1: NEXT i 
xb(nx + 1) = rd: dx2 = (rd - r1) / nx2: zb(nx + 1) = rd: dz2 = (rd - r2) / nx2 
FOR i = nx1 + 1 TO nx: xb(i + 1) = xb(i) + dx2: zb(i + 1) = zb(i) + dz2 
NEXT i:yb(1)= 0: yb(2)=.01: yb(3)=.02: yb(4)=.03:  
yb(5) =.04: yb(6) =.05: yb(7) = .06 
REM  Побудова  сiтки  кiнцевих  елементiв. 
WINDOW (0, 0)-(10, 8): FOR i = 1 TO ny + 1 
 LINE (0, 100 * yb(i))-(100 * xb(nx + 1), 100 * yb(i)), i: NEXT i 
FOR i = 1 TO nx + 1 
LINE (100 * xb(i), 0)-(100 * zb(i), 100 * yb(ny + 1)), i: NEXT i 
FOR x = 0 TO 10 STEP .001: CIRCLE (x, .05 * 125), .01, 4: NEXT x 
REM  Наповнення  кiнцевих  елементiв  теплофiзичними 
REM  параметрами.  Вiзуалiзацiя  цього  процесу. 
FOR k = 1 TO nx1: FOR l = 1 TO ny 
tg1 = (zb(k) - xb(k)) / (yb(ny + 1) - yb(1))  
tg2 = (zb(k + 1) - xb(k + 1)) / (yb(ny + 1) - yb(1)) 
vb(k) = xb(k) + tg1 * (yb(l)-yb(1)): vb(k + 1) = xb(k + 1) + tg2 * (yb(l) - yb(1)) 
ub(k) = xb(k) + tg1*(yb(l+1) - yb(1)): ub(k+1)= xb(k+1)+ tg2*(yb(l+1) - yb(1)) 
wb(k) = .5 * (ub(k) + vb(k)): wb(k + 1) = .5 * (ub(k + 1) + vb(k + 1)) 
ex(k, l) = .345: ey(k, l) = .345: po(k, l) = 1100: co(k, l) = 2436: qe(k, l) = q0 
s = tw * po(k, l) * co(k, l) * 3.14 
qg(k, l) = s * (wb(k + 1) * wb(k + 1) - wb(k) * wb(k)) * (yb(l + 1) - yb(l)) 
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FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .001 
x1 = xb(k) + tg1 * (y - yb(1)):  x2 = xb(k + 1) + tg2 * (y - yb(1))       
FOR x = x1 TO x2 STEP .001 
CIRCLE (100 * x, 100 * y), .0001, 6: NEXT x, y: NEXT l, k 
FOR k = nx1 + 1 TO nx: FOR l = 1 TO ny 
tg1 = (zb(k) - xb(k)) / (yb(ny + 1) - yb(1)) 
tg2 = (zb(k + 1) - xb(k + 1)) / (yb(ny + 1) - yb(1)) 
vb(k) = xb(k) + tg1 * (yb(l) - yb(1)):  vb(k+1) = xb(k+1) + tg2 * (yb(l) - yb(1)) 
ub(k)=xb(k)+tg1*(yb(l+1) - yb(1)): ub(k+1) = xb(k+1) + tg2 * (yb(l+1) - yb(1)) 
wb(k) = .5 * (ub(k) + vb(k)):  wb(k + 1) = .5 * (ub(k + 1) + vb(k + 1)) 
ex(k, l) = 100: ey(k, l) = 100: po(k, l) = 1000: co(k, l) = 4185: qe(k, l) = 0 
FOR y = yb(l) TO yb(l + 1) STEP .0001 
x1 = xb(k) + tg1 * (y - yb(1)):  x2 = xb(k + 1) + tg2 * (y - yb(1)):     
FOR x = x1 TO x2 STEP .0001 
CIRCLE (100 * x, 100 * y), .0001, 3: NEXT x, y: NEXT l, k 
REM  Формування  матриць  коефiцiєнтiв  i  вiльних  членiв 
REM7  кiнцевоелементної  системи  алгебраїчних  рiвнянь. 
nb = 3 * ny + 5: lb = nx * (3 * ny + 2) + 2 * ny+1:  PRINT "nb="; nb, "lb="; lb 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = 0: x(i) = 0: NEXT i 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: NEXT j, i 
v(1) = -.7746: v(2) = 0: v(3) = -v(1): w(1) = 5 / 9: w(2) = 8 / 9: w(3) = w(1) 
ks = 1: kt = 1: FOR i = 1 TO lb: br(i) = 0: NEXT i 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = 0: c(i, j) = 0: NEXT j, i 
FOR k = 1 TO nx: FOR l = 1 TO ny: GOSUB 65 : ip(k, l) = 0:  
FOR i = 1 TO 8: CIRCLE (100 * xg(i), 100 * yg(i)), .03, 7: NEXT i 
FOR m = 1 TO 3: xl = v(m): FOR n = 1 TO 3: yl = v(n): GOSUB 90 
c1 = 0: c4 = 0: c2 = 0: c3 = 0: FOR i = 1 TO 8 
shp(m, n, i) = snp(i): dxl(m, n, i) = dxp(i): dyl(m, n, i) = dyp(i) 
c1 = c1 + dxl(m, n, i) * xg(i): c4 = c4 + dyl(m, n, i) * yg(i) 
c2 = c2 + dxl(m, n, i) * yg(i): c3 = c3 + dyl(m, n, i) * xg(i): NEXT i 
det(m, n) = c1 * c4 - c2 * c3: din = 1 / det(m, n) 
a1(m, n) = c4 * din: a4(m, n) = c1 * din: a2(m, n) = -c2 * din 
a3(m, n) = -c3 * din: NEXT n: NEXT m 
FOR m = 1 TO 3: FOR n = 1 TO 3: rr(m, n) = 0: FOR i = 1 TO 8: 
dnx(m, n, i) = a1(m, n) * dxl(m, n, i) + a2(m, n) * dyl(m, n, i) 
dny(m, n, i) = a3(m, n) * dxl(m, n, i) + a4(m, n) * dyl(m, n, i) 
rr(m, n) = rr(m, n) + shp(m, n, i) * xg(i): NEXT i: NEXT n, m 
FOR i = 1 TO 8: ia = lg(i): ri = 0: FOR m = 1 TO 3: FOR n = 1 TO 3 
ri = ri + w(m) * w(n) * det(m, n) * shp(m, n, i) * rr(m, n): NEXT n, m 
br(ia) = br(ia) + qe(k, l) * ri: FOR j = 1 TO 8: ja = lg(j): sij = 0: cij = 0 
FOR m = 1 TO 3: FOR n = 1 TO 3 
sx = ex(k, l) * dnx(m, n, i) * dnx(m, n, j) : 
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sy = ey(k, l) * dny(m, n, i)* dny(m, n, j) 
sc = rr(m, n) * w(m) * w(n) * det(m, n): sij = sij + sc * (sx + sy) 
cij = cij + sc * po(k, l) * shp(m, n, i) * co(k, l) * shp(m, n, j): NEXT n, m 
IF ja > ia THEN GOTO 6 
a(ia, ja - ia + nb)=a(ia, ja - ia + nb)+sij:  
c(ia, ja - ia + nb)=c(ia, ja - ia + nb)+cij 
6 NEXT j: NEXT i: NEXT l: NEXT k 
REM  Доповнення  матриць  коефiцiєнтiв  крайовими  умовами  
REM  Ньютона   на  верхнiй  границi   розрахункової  областi. 
l = ny: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 65 
c1 = .5 * (xg(5) - xg(7)): FOR m = 1 TO 3: yl = 1: xl = v(m): GOSUB 90 
d1 = 0: rr(m, 1) = 0: FOR i = 5 TO 7: 
 shp(m, 1, i) = snp(i): dxl(m, 1, i) = dxp(i) 
d1 = d1 + dxl(m, 1, i) * xg(i): rr(m, 1) = rr(m, 1) + shp(m, 1, i) * xg(i): NEXT i 
det(m, 1) = c1: NEXT m: FOR i = 5 TO 7: ia = lg(i): FOR j = 5 TO 7 
ja = lg(j): sij = 0: FOR m = 1 TO 3 
sij = sij + rr(m, 1) * w(m) * det(m, 1) * shp(m, 1, i) * shp(m, 1, j): NEXT m 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij * ab 
NEXT j: NEXT i: NEXT k: 
REM  Доповнення  матриць  коефiцiєнтiв  крайовими  умовами  
REM  Ньютона   на  нижнiй  границi   розрахункової  областi. 
l = 1: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 65 
c1 = .5 * (xg(3) - xg(1)): FOR m = 1 TO 3: yl = -1: xl = v(m): GOSUB 90 
d1 = 0: rr(m, 1) = 0: FOR i = 1 TO 3:  
shp(m, 1, i) = snp(i): dxl(m, 1, i) = dxp(i) 
d1 = d1 + dxl(m, 1, i) * xg(i): rr(m, 1) = rr(m, 1) + shp(m, 1, i) * xg(i): 
NEXT i: det(m, 1) = c1: NEXT m: FOR i = 1 TO 3: ia = lg(i): 
 FOR j = 1 TO 3: ja = lg(j): sij = 0: FOR m = 1 TO 3: 
sij = sij + rr(m, 1) * w(m) * det(m, 1) * shp(m, 1, i) * shp(m, 1, j): NEXT m 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij * ah 
NEXT j: NEXT i: NEXT k: 
REM  Доповнення  матриць  коефiцiєнтiв  крайовими  умовами  
REM  Ньютона   на  правiй  границi   розрахункової  областi. 
k = nx: FOR l = 1 TO ny: GOSUB 65 
c4 = .5 * (yg(5) - yg(3)): FOR n = 1 TO 3: yl = v(n): xl = 1: GOSUB 90 
d4 = 0: FOR i = 3 TO 5: shp(1, n, i) = snp(i): dyl(1, n, i) = dyp(i): 
d4 = d4 + dyl(1, n, i) * yg(i): NEXT i: det(1, n) = c4: NEXT n: 
FOR i = 3 TO 5: ia = lg(i): FOR j = 3 TO 5: ja = lg(j): sij = 0: FOR n=1 TO 3 
sij = sij + xg(3) * w(n) * det(1, n) * shp(1, n, i) * shp(1, n, j): NEXT n 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij * ap 
NEXT j: NEXT i: NEXT l 
REM  Доповнення  матриць  коефiцiєнтiв  крайовими  умовами 
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REM  Ньютона   на  лiвiй  границi   розрахункової  областi. 
k = 1: FOR l = 1 TO ny: GOSUB 65 
c4 = .5 * (yg(7) - yg(1)): FOR n = 1 TO 3: yl = v(n): xl = -1: GOSUB 90 
d4 = 0: FOR i = 7 TO 9: ii = i: IF i = 9 THEN ii = 1 
shp(1, n, ii) = snp(ii): dyl(1, n, ii) = dyp(ii): 
d4 = d4 + dyl(1, n, ii) * yg(ii): NEXT i: det(1, n) = c4: NEXT n 
FOR i = 7 TO 9: ii = i: IF i = 9 THEN ii = 1 
ia = lg(ii): FOR j = 7 TO 9: jj = j: IF j = 9 THEN jj = 1 
ja = lg(jj): sij = 0: FOR n = 1 TO 3: 
sij = sij + xg(1) * w(n) * det(1, n) * shp(1, n, ii) * shp(1, n, jj): NEXT n 
IF ja <= ia THEN a(ia, ja - ia + nb) = a(ia, ja - ia + nb) + sij * al 
NEXT j: NEXT i: NEXT l: 
REM  Обчислення   компонентiв матриць  схеми  Кранка-Нiколсона. 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = br(i): q(i) = br(i): NEXT i 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: ca(i, j) = (c(i, j) / dt - .5 * a(i, j)) 
c(i, j) = (c(i, j) / dt + .5 * a(i, j)): NEXT j: NEXT i: kt = 1 
REM  Початок  iтерацiйного  процесу. 
10 
FOR i = 1 TO lb: FOR j = 1 TO nb: a(i, j) = c(i, j): NEXT j: NEXT i 
GOSUB 100: REM Розв`язування  системи алгебраїчних рівнянь   
FOR i = 1 TO n: br(i) = x(i): q(i) = br(i): NEXT i 
REM Побудова  графiкiв  залежностi  температури  вiд  часу 
REM  в   процесi   тверднення   епоксидного  композиту. 
nz = 1: FOR k = 1 TO nx1: FOR l = 1 TO ny: GOSUB 65 
tz = 0: FOR i = 1 TO 8: tz = tz + .125 * (t0 + br(lg(i))): NEXT i 
IF k = 3 THEN CIRCLE (kt * dt / 1600, .05 * tz), .01, nz: nz = nz + 1: 
NEXT l: NEXT k   
GOSUB 200: REM Перемноження  матриць  в  схемi  Кранка-Нiколсона. 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = 0: NEXT i: sm = 0 
FOR k = 1 TO nx1: FOR l = 1 TO ny 
tg1 = (zb(k) - xb(k)) / (yb(ny + 1) - yb(1)) 
tg2 = (zb(k + 1) - xb(k + 1)) / (yb(ny + 1) - yb(1)) 
vb(k) = xb(k)+ tg1 * (yb(l) - yb(1)):vb(k + 1) = xb(k + 1) + tg2 * (yb(l) - yb(1)) 
ub(k) = xb(k)+tg1 * (yb(l+1) - yb(1)) 
ub(k+1) = xb(k+1) + tg2 * (yb(l+1) - yb(1)) : wb(k) = .5 * (ub(k) + vb(k)) : 
wb(k + 1) = .5 * (ub(k+ 1) + vb(k+ 1)): GOSUB 65 
REM Обмеження  розрахункiв  по  допустимiй  температурi. 
s = 0: FOR i = 1 TO 8: s = s + .125 * (q(lg(i)) + t0): NEXT i 
IF s > 125 THEN PRINT k; l; s, qw(k, l), qg(k, l); "  wskipelo " 
REM Завершення обчислень  по   запасу енергiї  тепловидiлення. 
tqw = q0 * gam ^ (.1 * (s - 20)): IF qw(k, l) > qg(k, l) THEN tqw = 0 
qw(k, l)= qw(k, l)+tqw*dt*3.14*(xb(k+1)*xb(k+1)-xb(k)*xb(k))*(yb(l+1) - yb(l)) 
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xm = .5 * (wb(k) + wb(k + 1)): ym = .5 * (yb(l) + yb(l + 1)) 
IF qw(k, l) > qg(k, l) AND ip(k, l)=0 THEN CIRCLE (100*xm, 100*ym), .1, ks 
IF qw(k, l) > qg(k, l) AND ip(k, l)=0 THEN ks = ks + 1: ip(k, l)=1 
REM IF qw(k, l) > qg(k, l) THEN PRINT "  wse wigorelo", k, l 
FOR i = 1 TO 8: qt(lg(i)) = tqw: NEXT i 
REM  Доповнення  перемноження  матриць  в  схемi 
REM  Кранка-Нiколсона  вектором  тепловидiлення. 
FOR m = 1 TO 3: xl = v(m): FOR n = 1 TO 3: yl = v(n): GOSUB 90 
c1 = 0: c4 = 0: c2 = 0: c3 = 0: FOR i = 1 TO 8 
qhp(m, n, i) = snp(i) * qt(lg(i)) 
shp(m, n, i) = snp(i): dxl(m, n, i) = dxp(i): dyl(m, n, i) = dyp(i) 
c1 = c1 + dxl(m, n, i) * xg(i): c4 = c4 + dyl(m, n, i) * yg(i): 
c2 = c2 + dxl(m, n, i) * yg(i): c3 = c3 + dyl(m, n, i) * xg(i): NEXT i 
det(m, n) = c1 * c4 - c2 * c3: NEXT n, m: FOR m=1 TO 3: FOR n = 1 TO 3 
rr(m, n) = 0: FOR i = 1 TO 8: rr(m, n) = rr(m, n) + shp(m, n, i) * xg(i) 
NEXT i: NEXT n, m: FOR i = 1 TO 8: ia = lg(i): ri = 0: FOR m = 1 TO 3: 
FOR n = 1 TO 3: ri = ri + w(m) * w(n) * det(m, n) * qhp(m, n, i) * rr(m, n) 
NEXT n, m: bx(ia) = bx(ia) + ri: NEXT i: NEXT l: NEXT k: kt = kt + 1 
IF kt < ml THEN GOTO 10 
REM  Завершення  iтерацiйного  процесу. 
STOP: CLS 
REM Побудова  графiкiв  розподiлу  температури вздовж радiуса. 
FOR i = 1 TO ny + 1 
LINE (0, 100 * yb(i))-(100 * xb(nx + 1), 100 * yb(i)), i: NEXT i 
FOR x = 0 TO 10 STEP .001: CIRCLE (x, .05 * 125), .01, 4 
CIRCLE (x, .05 * t0), .01, 7: NEXT x: FOR i = 1 TO ny + 1 
LINE (0, 100 * yb(i))-(100 * xb(nx + 1), 100 * yb(i)), i: NEXT i 
FOR i = 1 TO nx + 1 
LINE (100 * xb(i), 0)-(100 * zb(i), 100 * yb(ny + 1)), i: NEXT i 
FOR x = 0 TO 10 STEP .001: CIRCLE (x, .05 * 125), .01, 4: NEXT x 
FOR l = 1 TO ny: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 65 
yl = 0: FOR xl = -1 TO 1 STEP .001: GOSUB 90 
z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * q(lg(i)) 
NEXT i: CIRCLE (100 * z, .05 * (tt + t0)), .00001, l: NEXT xl: NEXT k 
NEXT l: STOP: CLS 
REM  Вiдновлення  сiтки  кiнцевих  елементiв. 
FOR i = 1 TO ny + 1 
LINE (0, 100 * yb(i))-(100 * xb(nx + 1), 100 * yb(i)), i: NEXT i 
FOR i = 1 TO nx + 1: 
LINE (100 * xb(i), 0)-(100 * zb(i), 100 * yb(ny + 1)), i: NEXT i 
REM  Побудова  iзотерм. 
FOR i = 1 TO lb: bx(i) = q(i): NEXT i: ml = 15: t1 = 10000000: t2 = 0 
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FOR i = 1 TO lb: IF t1 > bx(i) THEN i1 = i 
IF t2 < bx(i) THEN i2 = i 
IF t1 > bx(i) THEN t1 = bx(i) 
IF t2 < bx(i) THEN t2 = bx(i) 
NEXT i: td = (t2 - t1) / ml: PRINT "Tmax ="; t2+ t0: PRINT "Tmin ="; t1 + t0 
PRINT "Tokr ="; t0: PRINT "t ="; kt * (dt - 1); "sec"; kt * (dt - 1) / 60; "min"; 
x(1) = t1: FOR i = 1 TO ml: x(i + 1) = x(i) + td: NEXT i: 
FOR l = 1 TO ny: FOR k = 1 TO nx: GOSUB 65 
FOR yl = -1 TO 1 STEP .01: xl = -1: GOSUB 90: z = 0 
tt = 0: FOR i = 1 TO 8: z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * bx(lg(i)) 
NEXT i: w(1) = tt: v(1) = z: xl = 1: GOSUB 90: z = 0 
tt = 0: FOR i = 1 TO 8: z = z + snp(i) * xg(i): tt = tt + snp(i) * bx(lg(i)) 
NEXT i: w(3) = tt: v(3) = z: xl = 0: GOSUB 90: f = 0 
z = 0: tt = 0: FOR i = 1 TO 8: f = f + snp(i) * yg(i): z = z + snp(i) * xg(i) 
tt = tt + snp(i) * bx(lg(i)): NEXT i: w(2) = tt: v(2) = z 
r1 = v(2) * v(2) - v(1) * v(1): r2 = v(3) * v(3) - v(1) * v(1) 
p1 = v(3) - v(1): p2 = v(2) - v(1): f1 = w(2) - w(1): f2 = w(3) - w(1) 
det = r1 * p1 - r2 * p2: dea = f1 * p1 - f2 * p2: deb = r1 * f2 - r2 * f1 
ad = dea / det: bd = deb / det: cd = w(1) - ad * v(1) * v(1) - bd * v(1) 
FOR j = 1 TO ml: sq = (bd * bd - 4 * ad * (cd - x(j))): IF sq < 0 THEN 33 
sq = SQR(sq): IF ABS(ad) > 0 THEN x11 = .5 * (-bd - sq) / ad 
IF ABS(ad) > 0 THEN x22 = .5 * (-bd + sq) / ad 
IF v(1)< x11 AND v(3)>x11 THEN CIRCLE (100*x11, 100*f), .00001, ml-j+1 
IF v(1)< x22 AND v(3)>x22 THEN CIRCLE (100*x22, 100*f), .00001, ml-j+1 
33 NEXT j: NEXT yl: NEXT k: NEXT l: STOP 
65  REM Глобальнi  координати  i  номери  вузлiв. 
tg1 = (zb(k) - xb(k)) / (yb(ny + 1) - yb(1)) 
tg2 = (zb(k + 1) - xb(k + 1)) / (yb(ny + 1) - yb(1)) 
vb(k) = xb(k) + tg1 * (yb(l) - yb(1)):vb(k+1) = xb(k + 1) + tg2 * (yb(l) - yb(1)) 
ub(k) = xb(k)+tg1 * (yb(l+1) - yb(1)):ub(k+1)= xb(k+1)+tg2 * (yb(l+1) - yb(1)) 
wb(k) = .5 * (ub(k) + vb(k)): wb(k+1) = .5 * (ub(k + 1) + vb(k + 1)): 
xg(1) = vb(k): xg(3) = vb(k+1): xg(2) =.5 * (vb(k)+vb(k+1)): xg(4) = wb(k+1) 
xg(5) = ub(k+1): xg(7) = ub(k): xg(6) = .5 * (ub(k) + ub(k+1)): xg(8) = wb(k) 
yg(1) = yb(l): yg(2) = yg(1): yg(3) = yg(1): yg(4) = .5 * (yb(l) + yb(l + 1)) 
yg(5) = yb(l + 1): yg(6) = yg(5): yg(7) = yg(5): yg(8) = yg(4) 
ns = (2 * ny + 1) * (k - 1) + (ny + 1) * (k - 1) + 2 * l - 1 
lg(1) = ns: lg(8) = ns +1: lg(7) = ns+ 2: ns = (2 * ny+ 1) * k+l+ (ny+1) * (k -1) 
lg(2) = ns: lg(6) = ns + 1: ns = (2 * ny + 1) * k + (ny + 1) * k + 2 * l - 1 
lg(3) = ns: lg(4) = ns + 1: lg(5) = ns + 2 
RETURN 
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Підпрограми 
 
90 REM Координатнi функцiї i їх  похiднi. 

В цьом мiсцi необхiдно розмiстити пiдпрограму обчислення  координатних  функцiй  i  

їх  похiдних,  наведену  в  роздiлi 6.3  на сторiнцi 164. 

 

100 REM   Розв`язування  системи рівнянь. 

В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  розв`язування  системи  рівнянь,  

наведену  в  розділі 5.4  на сторінці 129. 
 

200 REM Перемноження матриць. 
В  цьому  місці  необхідно  розмістити  підпрограму  перемноження  матриць,  наведену    

в  розділі 5.5  на сторінці 131. 

 
    В процесi iтерацiйного розрахунку нестацiонарного режиму на екран виводяться графiки 

залежностi  вiд  часу температури в найбiльш  нагрiтих зонах епоксидного композиту 

(рис.7.8).  Iтерацiйний процес зупиняється пiсля досягнення  заданного числа iтерацiй (ml = 

240). 

 Пiсле завершення iтерацiйного процесу виводяться графiки розподiлу температури вздовж 
радiуса конструкцiї (рис.7.9) i картина iзотерм  (рис. 7.10).  
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