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ВСТУП

Мета дослідження полягає в детальному вивченні задачі поздовжнього зсуву
складеного двічі усіченого клину та її розв’язанні. Спочатку розглядалась
можливість міжфазної тріщини, але у даній роботі було обрано спрощений
варіант без неї для полегшення аналізу.

Об’єкт дослідження
Складений двічі усічений клин з міжфазною тріщиною, що підлягає дії
поздовжнього зсуву.

Предмет дослідження
Напружено-деформований стан та критичні умови руйнування складеного двічі
усіченого клину.

Актуальність теми
Задача поздовжнього зсуву для складеного двічі усіченого клину з міжфазною
тріщиною є актуальною у сучасній механіці деформівних твердих тіл. Це
пов’язано з потребою в розробці ефективних методів аналізу та прогнозування
поведінки матеріалів та конструкцій, що мають складну геометрію та
неоднорідну структуру. Такі задачі мають застосування у галузях
машинобудування, будівництва, інженерії та інших сфер, де необхідно
аналізувати деформації та напруження в тривимірних тілах. Це дозволяє
підвищити надійність та безпеку подібних конструкцій, а також забезпечити їх
ефективне використання.

Сучасний стан досліджень

На сьогоднішній день існує значний обсяг наукових робіт, які стосуються
дослідження напружено-деформованого стану тіл складної форми з дефектами,
такими як тріщини. Методи математичного моделювання та числового аналізу
дають змогу проводити такі дослідження з високою точністю. Проте, задача
поздовжнього зсуву для двічі усіченого клину з міжфазною тріщиною
залишається недостатньо вивченою. Через це є необхідність у розробці нових
підходів і методів для більш точного опису поведінки таких систем під дією
зовнішніх навантажень.

Коло питань

1. Постановка задачі
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2. Зведення задачі до одновимірної розривної крайової

3. Розв’язок отриманої задачі
4. Демонстрація переміщення та напружень



5

РОЗДІЛ 1

ФОРМУЛЮВАННЯ ТА РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧІ

1.1 Постановка задачі

Розглянемо пружне тіло, яке знаходиться в циліндричній системі координат (r, φ
,z) та займає область a<r<b, 0< <α, -∞<z<∞. Нехай = 0 та = α вільні відφ  φ   φ
напружень. Границя = a нерухомо закріплена, а до границі r=b прикладене𝑟 
дотичне навантаження p( ), діюче вздовж осі oz і величина якого не залежитьφ
від z.

В цьому випадку тіло буде знаходиться в умовах антиплоської деформації.
Тобто будь-який переріз тіла площиною, перпендикулярною до осі oz,
знаходиться в однаковому стані. Отже, можемо розглянути переріз, який
проходить через початок координат. Крім того припустимо, що розглядаємий
переріз a<r<b, 0< <α складається з двох частин: a<r<0, 0< <α та c< r<b, 0<φ  φ  φ 
<α, які мають різні механічні властивості та розрізняютсья модулями зсуву
𝐺

1
,  𝐺

2
.

Припустимо далі, що на дузі = 0 розташована міжфазна тріщина на проміжку𝑟 
β< <α, края якої вільні від напружень.φ 

Переміщення w(r, ϕ) має задовольняти рівнянню Ламе:

=0 , a<r<b, 0< < α, r≠c (1)𝑟 ∂
∂𝑟 𝑟 ∂𝑤

∂𝑟( ) + ∂2𝑤

∂φ2 φ

та наступним крайовим умовам

, звідкиτ
φ𝑧

|
φ=0,α

= 𝐺 1
𝑟

∂𝑤
∂𝑟 |

φ=0,α
= 0

, a<r<b (2)∂𝑤
∂φ |

φ=0
= ∂𝑤

∂φ |
φ=α

= 0

та ,𝑤|
𝑟=𝑎

= 0 τ
𝑟𝑧

= 𝐺
2

∂𝑤
∂𝑟 |

𝑟=𝑏
= 𝑃 φ( )
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тобто та (3)𝑤|
𝑟=𝑎

= 0 ∂𝑤
∂𝑟 |

𝑟=𝑏
= 1

𝐺
2

𝑃 φ( ), 0 < φ <  α 

Умови сполучення:
< 𝑤 >= 𝑤|

𝑟=𝑐−0
− 𝑤|

𝑟=𝑐+0
= 𝑓(φ),  𝑓(φ)≠0 коли β <  φ  < γ 

-невідома функція, яка< τ
𝑟𝑧

>= 𝐺
1

∂𝑤
∂𝑟 |

𝑟=𝑐−0
− 𝐺

2
∂𝑤
∂𝑟 |

𝑟=𝑐+0
= 0,  де 𝑓(φ) 

дорівнює переміщенню одного краю тріщини відносно іншого.

Крім того, на тріщині мають виконуватися умови:
τ

𝑟𝑧
|

𝑟=𝑐±0
= 0, β <  φ  < γ 

( ) = 0𝑓(β) = 𝑓 γ

1.2 Зведення задачі до одновимірної розривної

крайової задачі

Спочатку підбираємо інтегральне перетворення та зводимо задачу до

одновимірної. Застосуємо скінчене косинус перетворення Фур’є за змінною φ

відповідно до таблиці:

=𝑤
𝑘
(𝑟)

0

α

∫ 𝑤 𝑟, φ( )𝑐𝑜𝑠λ
𝑘
φ𝑑φ,  λ

𝑘
=

π
𝑘

α , 𝑘 = 0, 1…

Формула оберненого інтегрального перетворення:

+ ]𝑤 𝑟, φ( ) = 1
α [2

𝑘=1

∞

∑ 𝑤
𝑘

𝑟( )𝑐𝑜𝑠λ
𝑘
φ 𝑤

0
(𝑟)

Застосуємо його до рівняння (1) та до крайових умов (3) ( при цьому крайові
умови (2) будуть виконані).

Отримаємо одновимірну розривну крайову задачу:

𝑟 𝑟 𝑤
𝑘

'(𝑟)( )'
− λ

𝑘
2𝑤

𝑘
𝑟( ) = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏,  𝑟 ≠ 𝑐

, де𝑤
𝑘
(𝑎) = 0;  𝑤

𝑘
'(𝑏) =

𝑃
𝑘

𝐺
2

𝑃
𝑘

=
0

α

∫ 𝑃 φ( )𝑐𝑜𝑠λ
𝑘
φ𝑑φ
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Застосуємо це ж саме перетворення до умов сполучення

< 𝑤
𝑘

>= 𝑤
𝑘
(𝑐 − 0) − 𝑤

𝑘
(𝑐 + 0) = 𝑓

𝑘
 , де  𝑓

𝑘
=

β

γ

∫ 𝑓 φ( )𝑐𝑜𝑠λ
𝑘
φ𝑑φ

< τ
𝑟𝑧

>= 𝐺
1
𝑤

𝑘
'(𝑐 − 0) − 𝐺

2
𝑤

𝑘
'(𝑐 + 0) = 0 

Перетворимо другу з цих умов

𝐺
1
𝑤

𝑘
'(𝑐 − 0) − 𝐺

1
𝑤

𝑘
'(𝑐 + 0) = 𝐺

2
𝑤

𝑘
'(𝑐 + 0) − 𝐺

1
𝑤

𝑘
'(𝑐 + 0)

𝐺
1
[𝑤

𝑘
'(𝑐 − 0) − 𝑤

𝑘
'(𝑐 + 0)] = (𝐺

2
− 𝐺

1
)𝑤

𝑘
'(𝑐 + 0)

𝐺
1

< 𝑤
𝑘

' >= (𝐺
2

− 𝐺
1
)𝑤

𝑘
'(𝑐 + 0)

< 𝑤
𝑘

' >= 𝐺*𝑤
𝑘

'(𝑐 + 0),  𝐺* =  
𝐺

2
−𝐺

1

𝐺
1

1.3 Розв’язок отриманої крайової задачі

Розв’язок отриманої крайової задачі будемо шукати у вигляді суми
неперервного та розривного розв’язків.𝑢

𝑘
(𝑟) 𝑣

𝑘
(𝑟)

𝑤
𝑘
(𝑟) = 𝑢

𝑘
(𝑟) + 𝑣

𝑘
(𝑟) 

Неперервний розв’язок:

𝑢
0
(𝑟) =

𝑏𝑃
0

𝐺
2

𝑙𝑛 𝑟
𝑎  

, де𝑢
𝑘
(𝑟) =

𝑃
𝑘

𝐺
2
λ

𝑘
Δ

𝑘
[( 𝑎

𝑟 )
λ

𝑘 − ( 𝑟
𝑎 )

λ
𝑘 ] Δ

𝑘
=− 1

𝑏 [( 𝑎
𝑏 )

λ
𝑘 + ( 𝑏

𝑎 )
λ

𝑘]

Розривний розв’язок - розв’язок крайової задачі.𝑣
𝑘
(𝑟)

𝑟(𝑟𝑣
𝑘

'(𝑟))' − λ
𝑘

2𝑣
𝑘
(𝑟) = 0,  𝑎 < 𝑟 < 𝑏,  𝑟≠𝑐

𝑣
𝑘
(𝑎) = 0;  𝑣

𝑘
'(𝑏) =

𝑃
𝑘

𝐺
2

< 𝑣
𝑘

>= 𝑣
𝑘
(𝑐 − 0) − 𝑣

𝑘
(𝑐 + 0) = 𝑓

𝑘

< 𝑣
𝑘

' >= 𝐺*𝑣
𝑘

'(𝑐 + 0)

Для його побудови треба знайти функцію Гріна 𝐺
𝑘
(𝑟, р)
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1.3.1 Знаходження функції Гріна

(𝑟𝑣
𝑘

'(𝑟))' −
λ

𝑘
2

𝑟 𝑣
𝑘
(𝑟) = 0,  𝑎 < 𝑟 < 𝑏

𝑣
𝑘
(𝑎) = 0;  𝑣

𝑘
'(𝑏) = 0

ЛНЗ система рішень однорідного рівняння Ейлера

φ
0
(𝑟) = 𝑟

λ
𝑘 та φ

1
(𝑟) = 𝑟

−λ
𝑘 

Умова неперервності та стрибки першої похідної дають:

С
0

= 𝑏
0

− 𝑎
0
,  С

1
= 𝑏

1
− 𝑎

1
 

З задоволення крайовим умовам:

∂𝐺
𝑘

∂𝑟 |
𝑟=𝑏

= λ
𝑘
𝑏

0
𝑏

λ
𝑘
−1

− λ
𝑘
𝑏

1
𝑏

−λ
𝑘
−1

= 0

Звідки
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𝑎
0

= 𝑎
1

* 𝑎
−2λ

𝑘;  𝑏
0

= 𝑏
1

* 𝑏
−2λ

𝑘

𝑐
0

= 𝑏
0

− 𝑎
0

= 𝑏
1

* 𝑏
−2λ

𝑘 + 𝑎
1

* 𝑎
−2λ

𝑘 = 1
2λ

𝑘
р

λ
𝑘

𝑐
1

= 𝑏
1

− 𝑎
1

= − 1
2λ

𝑘
р

λ
𝑘 ⇒ 𝑎

1
= 𝑏

1
+ 1

2λ
𝑘

р
λ

𝑘

𝑏
1
𝑏

−2λ
𝑘 + (𝑏

1
+ 1

2λ
𝑘

р
λ

𝑘 )𝑎
−2λ

𝑘 = 1
2λ

𝑘
р

−λ
𝑘

𝑏
1
(𝑏

−2λ
𝑘 + 𝑎

−2λ
𝑘) = 1

2λ
𝑘

р
−λ

𝑘 − 1
2λ

𝑘
р

λ
𝑘𝑎

−2λ
𝑘

𝑏
1

= 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 − р
λ

𝑘 * 𝑎
−2λ

𝑘)

𝑏
0

= 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 − р
λ

𝑘 * 𝑎
−2λ

𝑘)

𝑎
1

= 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 − р
λ

𝑘 * 𝑎
−2λ

𝑘) + 1
2λ

𝑘
* р

λ
𝑘 =

= 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 − р
λ

𝑘 * 𝑎
−2λ

𝑘 + р
λ

𝑘 * 𝑏
−2λ

𝑘 + р
λ

𝑘 * 𝑎
−2λ

𝑘) =

= 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 + р
λ

𝑘 * 𝑏
−2λ

𝑘)

𝑎
0

=− 𝑎
−2λ

𝑘

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 + р
λ

𝑘 * 𝑏
−2λ

𝑘)

Тоді

𝑎
0
𝑟

λ
𝑘 + 𝑎

1
𝑟

−λ
𝑘 = 𝑎

−2λ
𝑘

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 + р
λ

𝑘 * 𝑏
−2λ

𝑘)𝑟
λ

𝑘 +

+ 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 + р
λ

𝑘 * 𝑏
−2λ

𝑘)𝑟
−λ

𝑘 = 𝑟
−λ

𝑘−𝑎
−2λ

𝑘*𝑟
λ

𝑘

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 + р
λ

𝑘 * 𝑏
−2λ

𝑘)

𝑏
0
𝑟

λ
𝑘 + 𝑏

1
𝑟

−λ
𝑘 = 𝑏

−2λ
𝑘

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 − р
λ

𝑘 * 𝑎
−2λ

𝑘)𝑟
λ

𝑘 +

+ 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 − р
λ

𝑘 * 𝑎
−2λ

𝑘)𝑟
−λ

𝑘 = 𝑟
−λ

𝑘𝑏
−2λ

𝑘*+𝑟
−λ

𝑘

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(р
−λ

𝑘 − р
λ

𝑘 * 𝑎
−2λ

𝑘) =

= 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(𝑟
λ

𝑘𝑏
−2λ

𝑘р
−λ

𝑘 − 𝑟
λ

𝑘𝑏
−2λ

𝑘р
λ

𝑘𝑎
−2λ

𝑘 + 𝑟
−λ

𝑘р
−λ

𝑘 − 𝑟
−λ

𝑘р
λ

𝑘𝑎
−2λ

𝑘) =
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= 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

[( 𝑟
р )

λ
𝑘 * 𝑏

−2λ
𝑘 − (𝑟р)

λ
𝑘(𝑎𝑏)

−2λ
𝑘 + (𝑟р)

−λ
𝑘 − ( р

𝑟 )
λ

𝑘𝑎
−2λ

𝑘]

𝑎
0
𝑟

λ
𝑘 + 𝑎

1
𝑟

−λ
𝑘 = 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

(𝑟
−λ

𝑘р
−λ

𝑘 + 𝑟
−λ

𝑘𝑏
−2λ

𝑘р
λ

𝑘 − 𝑎
−2λ

𝑘𝑟
λ

𝑘р
−λ

𝑘 −

− 𝑟
λ

𝑘р
λ

𝑘𝑎
−2λ

𝑘𝑏
−2λ

𝑘) = 1

2λ
𝑘
(𝑏

−2λ
𝑘+𝑎

−2λ
𝑘)

[(𝑟р)
−λ

𝑘 + ( р
𝑟 )

λ
𝑘𝑏

−2λ
𝑘 − ( 𝑟

р )
λ

𝑘𝑎
−2λ

𝑘 −

− (𝑟р)
−λ

𝑘(𝑎𝑏)
−2λ

𝑘]

Отримаємо симетрію відносно Можемо помножити чисельник та𝑟 та р.  

знаменник на : 𝑎
2λ

𝑘

𝑎
0
𝑟

λ
𝑘 + 𝑎

1
𝑟

−λ
𝑘 = 1

2λ
𝑘
[1+( 𝑎

𝑏 )
2λ

𝑘]
* [( 𝑎2

𝑟р )
λ

𝑘 + ( 𝑎2р

𝑏2𝑟
)

λ
𝑘 − ( 𝑟

р )
λ

𝑘 − ( 𝑟р

𝑏2 )
λ

𝑘]

𝑏
0
𝑟

λ
𝑘 + 𝑏

1
𝑟

−λ
𝑘 = 1

2λ
𝑘
[1+( 𝑎

𝑏 )
2λ

𝑘]
* [( 𝑎2

𝑟р )
λ

𝑘 + ( 𝑎2р

𝑏2𝑟
)

λ
𝑘 − ( р

𝑟 )
λ

𝑘 − ( 𝑟р

𝑏2 )
λ

𝑘]

Тоді розривне рішення має вигляд

де стрибок зміщення при переході крізь лінію стрибок𝐴
0

− 𝑟 = 𝑐,  а 𝐴
1

−  

похідної від зміщення при переході крізь цю лінію.

Потрібно також перевірити, що для побудови функції Гріна виконуються
умови:

терпить стрибок при переході через лінію 𝑟 = 𝑐,

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=U_%7Bk%7D(r)%20%3D%20c%20%5Cleft%5BA_%7B0%7D%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D(r%2C%20%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20-%20A_%7B1%7D%20G_%7Bk%7D(r%2C%20%5Crho)%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%5Cright%5D%2C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D(r%2C%20%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D#0
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терпить стрибок похідної при переході через лінію 𝑟 = 𝑐.

Тобто потрібно знайти

При 𝑟 < р :

При р < 𝑟 :

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=G_%7Bk%7D(r%2C%20%5Crho)%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cleft%20(%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D(r%2C%20%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright%20)%20%5CBigg%7C_%7Br%3Dc-0%7D%20-%20%5Cleft(%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D(r%2C%20%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%5CBigg%7C_%7Br%3Dc%2B0%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cleft%20(%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D(r%2C%20%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright%20)%20%5CBigg%7C_%7Br%3Dc-0%7D%20-%20%5Cleft(%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D(r%2C%20%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%5CBigg%7C_%7Br%3Dc%2B0%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cleft%20(%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D(r%2C%20%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright%20)%20%5CBigg%7C_%7Br%3Dc-0%7D%20-%20%5Cleft(%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D(r%2C%20%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%5CBigg%7C_%7Br%3Dc%2B0%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5Cleft%5B%20-%5Clambda_%7Bk%7D%20r%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%5Crho%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%2B%20%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Br%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%5Crho%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%2B%20%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7B%5Crho%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%5Crho%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20-%20%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%5E2%20r%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%5Crho%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cright%5D_%7B%5Crho%3Dc%7D%3D#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Clambda%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5Cleft%5B%20-r%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D*c%5E%7B-%5Clambda%20-1%7D%20%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Br%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Br%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20-%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cright#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5Cleft%5B%20%5Clambda_%7Bk%7D%20%20%5Crho%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20r%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Br%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Crho%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%2B%20%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Br%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%5Crho%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%2B%20%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%20r%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%5Crho%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cright%5D_%7B%5Crho%3Dc%7D%3D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5Cleft%5B%20r%5E%7B-%5Clambda_k%7D%20c%5E%7B%5Clambda_k-1%7D%20%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Br%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20c%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Br%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%20r%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%5Cright%5D%20#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cleft(%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%20%5CBigg%7C_%7Br%3Dc-0%7D%20-%20%5Cleft(%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%20%5CBigg%7C_%7Br%3Dc%2B0%7D%20%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%20%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5CBigg%5B%20-c%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%5Ccdot%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%2B%5C%5C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7Dc%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bc%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7Dc%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2c%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7Dc%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D-c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D%7Dc%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20-%20%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7Dc%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%5C%5C#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=-%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bc%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7Dc%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20-%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2c%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7Dc%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%5Cright%5D%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%20%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5Cleft%5B%20-%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D-%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D-%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D*%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_k%7D-%5C%5C#0


12

При 𝑟 < р :

При р < 𝑟 :

Отже, рішення задачі складається з суми неперервного та розривного рішення:

http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=-%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%5D%3D%5Cfrac%7B2%7D%7B2c%20%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%5Cleft%5B1%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%5Cright%5D%3D%2B%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5Cleft%5B%5Clambda_%7Bk%7D*%20r%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Crho%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%2B%20%5Clambda_%7Bk%7Dr%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7B%5Crho%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%2B%20%5Clambda_%7Bk%7Dr%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7B%5Crho%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%2B%20%5C%5C#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%2B%5Clambda_%7Bk%7Dr%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%5Crho%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%5Cright%5D_%7B%5Crho%3Dc%7D%3D-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D*%5C%5C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=*%5Cleft%5B%20r%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D%7D%2B%20r%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%2B%20r%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bc%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%2Br%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2c%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%5Cright%5D#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5Cleft%5B-%20%5Clambda_%7Bk%7D%20r%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%5Crho%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%2B%20%5Clambda_%7Bk%7Dr%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7B%5Crho%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%2B%20%5Clambda_%7Bk%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7B%5Crho%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20r%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20-%5C%5C%20#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=-%5Clambda_%7Bk%7D%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2%5Crho%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7Dr%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cright%5D_%7B%5Crho%3Dc%7D%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5Cleft%5B-r%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7Dc%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%2Br%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%2Br%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bc%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D-r%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2c%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20%5Cright%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cleft(%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%20%5CBigg%7C_%7Br%3Dc-0%7D%20-%20%5Cleft(%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_%7Bk%7D%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%20%5CBigg%7C_%7Br%3Dc%2B0%7D%20%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%20%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5CBigg%5B%20c%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5Ccdot%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D%7D%2B%5C%5C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20c%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bc%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2%20c%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%2B%20c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7Dc%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20-c%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20-%5C%5C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=-c%5E%7B-%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bc%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2%20c%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D%7D%20c%5E%7B%5Clambda_%7Bk%7D-1%7D%20%5CBigg%5D%3D-%5Cfrac%7B1%7D%7B2%20%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5CBigg%5B%20%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D%2B%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D%2B%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5CBigg%5D%3D%5Cfrac%7B-2%7D%7B2c%20%5Cleft%5B1%20%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright)%5E%7B2%5Clambda_%7Bk%7D%7D%5Cright%5D%7D%20%5CBigg%5B%201%2B%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bb%5E2%7D%20%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%5CBigg%5D%3D-%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D#0
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1.3.2 Окремий випадок для k=0

Тепер знайдемо неперервне рішення в випадку, коли k=0:

Для цього потрібно також побудувати розривне рішення та знайти функцію
Гріна крайової задачі:

𝑟(𝑟𝑣
0

'(𝑟))' = 0,  𝑎 < 𝑟 < 𝑏

𝑣
0
(𝑎) = 0;  𝑣

0
'(𝑏) = 0

Рівняння

буде мати ЛНЗ рішення

Умова неперервності та стрибка першої похідної:

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_k(r)%3Du_k(r)%2Bv_k(r)%3D%5Cfrac%7BP_k%7D%7BG_2%20%5Clambda_k%20%5CDelta_k%7D%5CBigg%5B%5Cleft(%20%5Cfrac%7Ba%7D%7Br%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_k%7D-%5Cleft(%20%5Cfrac%7Br%7D%7Ba%7D%5Cright)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5CBigg%5D%2Bc%5CBigg%5BA_0%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_k%20(r%2C%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%20%5Cbigg%7C_%7B%5Crho%20%3D%20c%7D%20-%20A_1%20G_k%20(r%2C%5Crho)%20%5Cbigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%20%5CBigg%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u_0(r)%3D%5Cfrac%7BbP_0%7D%7BG_2%7Dln%5Cfrac%7Br%7D%7Ba%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=r%5E2v_0%5E%7B''%7D(r)%2Brv_0%5E%7B'%7D(r)%3D0%20%5CRightarrow%20rv_0%5E%7B''%7D(r)%2Bv_0%5E%7B'%7D(r)%3D0#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarphi_0(r)%3D1%2C%20%5Cvarphi_1(r)%3Dlnr#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=G_0(r%2C%5Crho)%3D%5Cleft%5C%7B%5Cbegin%7Bmatrix%7Da_0%2Ba_1lnr%2C%20a%5Cleq%20r%3C%5Crho%3Cb%5C%5C%20b_0%2Bb_1lnr%2C%20a%3C%5Crho%3Cr%3Cb%5Cend%7Bmatrix%7D%5Cright#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%5Cleft%5C%7B%5Cbegin%7Bmatrix%7Db_0%2Bb_1ln%5Crho-a_0-a_1ln%5Crho%3D0%5C%5C%20%5Cfrac%7Bb_1%7D%7B%5Crho%7D-%5Cfrac%7Ba_1%7D%7B%5Crho%7D%3D%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Crho%7D%5Cend%7Bmatrix%7D%5Cright#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=c_0%3Db_0-a_0%3Bc_1%3Db_1-a_1#0
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З крайових умов:

Тоді

Таким чином

Перевіримо розривні властивості:

При

При

http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%5Cleft%5C%7B%5Cbegin%7Bmatrix%7Dc_0%2Bc_1ln%5Crho%3D0%2C%20c_0%3D-ln%5Crho%5C%5C%20c_1%3D1%5Cend%7Bmatrix%7D%5Cright#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v_0(a)%3Da_0%2Ba_1lna%3D0#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v_0%5E%7B'%7D(b)%3A%20b_1%5Cfrac%7B1%7D%7Bb%7D%3D0%5CRightarrow%20b_1%3D0#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=a_1%3Db_1-c_1%3D0-1%3D-1#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=a_0%2Ba_1lna%3D0%3B%20a_0-lna%3D0%3B%20a_0%3Dlna#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=c_0%3Db_0-a_0%3Db_0-lna%3D-ln%5Crho%3B%20b_0%3Dlna-ln%5Crho%3Dln%5Cfrac%7Ba%7D%7B%5Crho%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=a_0%3Dlna%20%3B%20b_0%3Dln%5Cfrac%7Ba%7D%7B%5Crho%7D%3B%20a_1%3D-1%3B%20b_1%3D0#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=G_0(r%2C%5Crho)%3D%5Cleft%5C%7B%5Cbegin%7Bmatrix%7Dlna-lnr%3Dln%5Cfrac%7Ba%7D%7Br%7D%2C%20a%3Cr%3C%5Crho%3Cb%20%5C%5C%20ln%5Cfrac%7Ba%7D%7B%5Crho%7D%2C%20a%3C%5Crho%3Cr%3Cb%5Cend%7Bmatrix%7D%5Cright#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=r%3C%5Crho%3A%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%3D0#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=r%3E%5Crho%3A%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%3D-%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Crho%7D%2C%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%3D-%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cleft(%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%5CBigg%7C_%7Br%3Dc-0%7D-%5Cleft(%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%5CBigg%7C_%7Br%3Dc%2B0%7D%3D0%2B%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D%3D%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=r%3C%5Crho%3A%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%3D-%5Cfrac%7B1%7D%7Br%7D%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%3D-%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=r%3E%5Crho%3A%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%3D0#0
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Розривне рішення для цього випадку має вигляд:

Та

З умов сполучення:

Випливає, що

Розглянемо простіший випадок, коли міжфазна тріщина відсутня, тобто

Тоді умови сполучення будуть

тобто

Запишемо рішення у вигляді

при k=1,2…

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cleft(%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%5CBigg%7C_%7Br%3Dc-0%7D-%5Cleft(%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%20%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright)%5CBigg%7C_%7Br%3Dc%2B0%7D%3D-%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D-0%3D-%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v_0(r)%3Dc%20%5Cleft%5BA_0%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0(r%2C%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D-A_1G_0(r%2C%5Crho)%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright%20%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_0(r)%3Du_0(r%2B)v_0(r)%3D%5Cfrac%7BbP_0%7D%7BG_2%7Dln%5Cfrac%7Br%7D%7Ba%7D%2Bc%20%5Cleft%5BA_0%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0(r%2C%5Crho)%7D%7B%5Cpartial%20%5Crho%7D%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D-A_1G_0(r%2C%5Crho)%5CBigg%7C_%7B%5Crho%3Dc%7D%20%5Cright%20%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%3Cw_k(c)%3E%3Dw_k(c-0)-w_k(c%2B0)%3Df_k#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%3Cw_k%5E%7B'%7D(c)%3E%3Dw_k%5E%7B'%7D(c-0)-w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%2C%20k%3D0%2C1%E2%80%A6#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%3Cw_k%5E%7B'%7D(c)%3E%3Dw_k%5E%7B'%7D(c-0)-w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%2C%20k%3D0%2C1%E2%80%A6#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%3Cw_k%5E%7B'%7D(c)%3E%3Dw_k%5E%7B'%7D(c-0)-w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%2C%20k%3D0%2C1%E2%80%A6#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=A_0%3Df_k%2C%20A_1%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=A_0%3Df_k%2C%20A_1%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=A_0%3Df_k%2C%20A_1%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=A_0%3Df_k%2C%20A_1%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%3Cw_k%5E%7B'%7D(c)%3E%3Dw_k%5E%7B'%7D(c-0)-w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%2C%20k%3D0%2C1%E2%80%A6#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%3Cw_k%5E%7B'%7D(c)%3E%3Dw_k%5E%7B'%7D(c-0)-w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%2C%20k%3D0%2C1%E2%80%A6#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%3Cw_k%5E%7B'%7D(c)%3E%3Dw_k%5E%7B'%7D(c-0)-w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%2C%20k%3D0%2C1%E2%80%A6#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%3Cw_k(c)%3E%3D0%2C%20%3Cw_k%5E%7B'%7D(c)%3E%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%2C%20#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%3Cw_k%5E%7B'%7D(c)%3E%3Dw_k%5E%7B'%7D(c-0)-w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%2C%20k%3D0%2C1%E2%80%A6#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%3Cw_k%5E%7B'%7D(c)%3E%3Dw_k%5E%7B'%7D(c-0)-w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%2C%20k%3D0%2C1%E2%80%A6#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=A_0%3D0%2C%20A_1%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_k(r)%3D%5Cfrac%7BP_k%7D%7BG_2%5Clambda_k%5CDelta%20_k%7D%5Cleft%5B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Br%7D%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D-%5Cleft(%5Cfrac%7Br%7D%7Ba%7D%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%5Cright%20%5D-cG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)G_k(r%2Cc)#0
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Для знаходження продиференціюємо вираз для та покладемо𝑤
𝑘
(𝑟)

. У результаті отримаємо лінійне рівняння відносно .𝑟 = 𝑐 + 0

Вже було знайдено

Покладемо 𝑟 = 𝑐 + 0 

Тоді

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_0(r)%3D%5Cfrac%7BbP_0%7D%7BG_2%7Dln%5Cfrac%7Br%7D%7Ba%7D-cG%5E*w_0%5E%7B'%7D(c%2B0)G_0(r%2Cc)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_k%5E%7B'%7D(r)%3D%5Cfrac%7BP_k%7D%7BG_2r%5CDelta%20_k%7D%5Cleft%5B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Br%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Br%7D%7Ba%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%20-%20cG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_k(r%2Cc)%7D%7B%5Cpartial%20r%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_k(r%2Cc)%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%3D%5Cfrac%7B-1%7D%7B2r%5Cleft%5Ba%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%20%5Cright%20%5D%7D%5Cleft%5B%5Cleft(%5Cfrac%7Br%7D%7Bc%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Bcr%7D%7Bb%5E2%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bcr%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2c%7D%7Bb%5E2r%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%2C%5C%5C%20a%3Cr%3C%5Crho%3Cb#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%3Cw_k%5E%7B'%7D(c)%3E%3Dw_k%5E%7B'%7D(c-0)-w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3DG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%2C%20k%3D0%2C1%E2%80%A6#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_k(r%2Cc)%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%3D%5Cfrac%7B-1%7D%7B2r%5Cleft%5Ba%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%20%5Cright%20%5D%7D%5Cleft%5B%5Cleft(-%5Cfrac%7Bc%7D%7Br%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Bcr%7D%7Bb%5E2%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bcr%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D-%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2r%7D%7Bb%5E2c%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%2C%20%5C%5Ca%3C%5Crho%3Cr%3Cb#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_k(r%2Cc)%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%5CBigg%7C_%7Br%3Dc%2B0%7D%3D%5Cfrac%7B-1%7D%7B2c%5Cleft%5Ba%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%20%5Cright%20%5D%7D%5Cleft%5B-1%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%5E2%7D%7Bb%5E2%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bc%5E2%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D-%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%20%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3D-%5Cfrac%7BP_k%7D%7BG_2c%5CDelta%20_k%7D%5Cleft%5B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bc%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Ba%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%20-cG%5E*w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)*%5Cfrac%7B1%7D%7B2c%5Cleft%5B1%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%20%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%7D*%5C%5C%20*%5Cleft%5B1-%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%5E2%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20-%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bc%5E2%7D%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%5Cleft%5B1%2B%20%5Cfrac%7BG%5E*%7D%7B2%5Cleft%5B1%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%20%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%7D%5Cleft%5B1-%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%5E2%7D%7Bb%5E2%7D%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20-%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Bc%5E2%7D%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%5Cright%5D%20%20%5Cright%20%5D%3D%5C%5C%3D%5Cfrac%7B-P_k%7D%7BG_2c%5CDelta%20_k%7D%5Cleft%5B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bc%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Ba%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D#0
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Позначимо

Тоді

для k=1,2…

Для випадку k=0:

Тоді при отримаємо𝑟 = 𝑐 + 0

1.4 Знаходження переміщення та напружень

Для того щоб знайти переміщення, використаємо формулу обернення:

Для подальших обчислень, запишемо також прикладене навантаження
.𝑃 φ( ) та 𝑃

0
, 𝑃

𝑘

Так як , тоді𝑃 φ( ) = φ(α − φ) = αφ − φ2

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5CDelta_k%5E*%3D1%2B%20%5Cfrac%7BG%5E*%7D%7B2%5Cleft%5B1%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%20%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%7D%5Cleft%5B1-%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Bb%7D%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20-%20%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bc%7D%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%5Cright%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_k%5E%7B'%7D(c%2B0)%3D%5Cfrac%7B-P_k%7D%7BG_2c%5CDelta%20_k%5CDelta%20_k%5E*%7D%5Cleft%5B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bc%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Ba%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_0%5E%7B'%7D(r)%3D%5Cfrac%7BbP_0%7D%7BG_2r%7D-cG%5E*w_0%5E%7B'%7D(c%2B0)%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0(r%2Cc)%7D%7B%5Cpartial%20r%7D#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0(r%2Cc)%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%3D%5Cleft%5C%7B%5Cbegin%7Bmatrix%7D-%5Cfrac%7B1%7D%7Bc%7D%2C%20a%3Cr%3C%5Crho%3Cb%5C%5C%200%2C%20a%3C%5Crho%3Cr%3Cb%5Cend%7Bmatrix%7D%5Cright#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_0%5E%7B'%7D(c%2B0)%3D%5Cfrac%7BbP_0%7D%7BG_2c%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_0(r)%3D%5Cfrac%7BbP_0%7D%7BG_2%7Dln%5Cfrac%7Br%7D%7Ba%7D-cG%5E*%5Cfrac%7BbP_0%7D%7BG_2c%7DG_0(r%2Cc)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w(r%2C%5Cvarphi)%3D%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Calpha%7Dw_0(r)%2B%5Cfrac%7B2%7D%7B%5Calpha%7D%5Csum_%7Bk%3D1%7D%5E%7B%5Cinfty%7Dw_k(r)cos%5Clambda_k%5Cvarphi%3D%5Cfrac%7BbP_0%7D%7B%5Calpha%20G_2%7Dln%5Cfrac%7Br%7D%7Ba%7D-G%5E*%5Cfrac%7BbP_0%7D%7B%5Calpha%20G_2%7DG_0(r%2Cc)%2B%5Cfrac%7B2%7D%7B%5Calpha%7D%5Csum_%7Bk%3D1%7D%5E%7B%5Cinfty%7D%5Cleft%5B%5Cfrac%7BP_k%7D%7BG_2%5Clambda_k%5CDelta%20_k%7D%20%5Cleft%5B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Br%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D-%20%5Cleft(%5Cfrac%7Br%7D%7Ba%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%5Cright%20%5D%2BG%5E*%5Cfrac%7BP_k%7D%7BG_2%5Clambda_k%5CDelta%20_k%7D%20%5Cleft%5B%5Cleft(%20%5Cfrac%7Ba%7D%7Bc%7D%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%20%5Cfrac%7Bc%7D%7Ba%7D%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5DG_k(r%2Cc)%20%5Cright%20%5Dcos%5Clambda_k%5Cvarphi#0
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, де𝑃
𝑘

=
0

α

∫ 𝑃 φ( )𝑐𝑜𝑠λ
𝑘
φ𝑑φ λ

𝑘
=

π
𝑘

α , 𝑘 = 0, 1…

Тепер можна записати напруження по дузі та бокове відповідно:

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=P_0%3D%5Cint_%7B0%7D%5E%7B%5Calpha%7D(%5Calpha%20%5Cvarphi-%5Cvarphi%5E2)d%5Cvarphi%3D%5Cint_%7B0%7D%5E%7B%5Calpha%7D(%5Calpha%20%5Cfrac%7B%5Cvarphi%5E2%7D%7B2%7D-%5Cfrac%7B%5Cvarphi%5E3%7D%7B3%7D)%5CBigg%7C%5E%7B%5Calpha%7D_%7B0%7D%3D%5Cfrac%7B%5Calpha%5E3%7D%7B6%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=P_k%3D%5Cint_%7B0%7D%5E%7B%5Calpha%7D(%5Calpha%20%5Cvarphi-%5Cvarphi%5E2)cos%20%5Clambda_k%20%5Cvarphi%20d%5Cvarphi%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7Du%3D%5Calpha%20%5Cvarphi-%5Cvarphi%5E2%20%26%20du%3D(%5Calpha-%202%5Cvarphi)d%5Cvarphi%5C%5C%20dv%3Dcos%5Clambda_k%20%5Cvarphi%20d%5Cvarphi%20%26%20v%3D%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Clambda_k%7Dsin%5Clambda_k%5Cvarphi%5Cend%7Bbmatrix%7D%3D%5C%5C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%3D%5Cfrac%7B%5Calpha%20%5Cvarphi-%5Cvarphi%5E2%7D%7B%5Clambda_k%7Dsin%5Clambda_k%20%5Calpha%20%5CBigg%7C%5E%7B%5Calpha%7D_%7B0%7D-%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Clambda_k%7D%5Cint_%7B0%7D%5E%7B%5Calpha%7D(%5Calpha-2%5Cvarphi)sin%5Clambda_k%20%5Cvarphi%20d%5Cvarphi%3D%5C%5C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7Du%3D%5Calpha-2%5Cvarphi%20%26%20du%3D-2%20d%5Cvarphi%5C%5C%20dv%3Dsin%20%5Clambda_k%5Cvarphi%20d%5Cvarphi%20%26%20v%3D-%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Clambda_k%7Dcos%5Clambda_k%5Cvarphi%5Cend%7Bbmatrix%7D%3D%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Clambda_k%7D*%5Cfrac%7B%5Calpha-2%5Cvarphi%20%7D%7B%5Clambda_k%7Dcos%5Clambda_k%20%5Cvarphi%20%5CBigg%7C%5E%7B%5Calpha%7D_%7B0%7D-%5C%5C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=-%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Clambda_k%7D*%5Cfrac%7B2%7D%7B%5Clambda_k%7D%5Cint_%7B0%7D%5E%7B%5Calpha%7Dcos%5Clambda_k%5Cvarphi%20d%20%5Cvarphi%3D%5Cfrac%7B1%7D%7B%7B%5Clambda_k%7D%5E2%7D%5Cleft%5B-%5Calpha%20cos%5Cfrac%7B%5Cpi_k%20%5Calpha%7D%7B%5Calpha%7D-%5Calpha%20%5Cright%20%5D-%5Cfrac%7B2%7D%7B%7B%5Clambda_k%7D%5E2%7D*%20%5Cfrac%7Bsin%5Clambda_k%20%5Cvarphi%7D%7B%5Clambda_k%7D%5CBigg%7C%5E%7B%5Calpha%7D_%7B0%7D%3D%5C%5C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%3D-%5Cfrac%7B%5Calpha%7D%7B%7B%5Clambda_k%7D%5E2%7D%5Cleft%5B(-1)%5Ek%20%2B1%5Cright%20%5D#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%5Ctau_%7Br%20z%7D%3DG%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20w%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%3DG%5Cleft%5B%20%5Cfrac%7BbP_0%7D%7B%5Calpha%20rG_2%7D%2BG%5E*%5Cfrac%7BbP_0%7D%7B%5Calpha%20G_2%7D%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_0(r%2Cc)%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%2B%5Cfrac%7B2%7D%7B%5Calpha%7D%5Csum_%7Bk%3D1%7D%5E%7B%5Cinfty%7D%5Cleft%20%5B%5Cfrac%7BP_k%7D%7BG_2%5CDelta%20_k%7D%5Cleft(%20-%5Cfrac%7Ba%5E%7B%5Clambda_k%7D%7D%7Br%5E%7B%5Clambda_k%2B1%7D%7D-%20%5Cfrac%7B%5Clambda_k%20r%5E%7B%5Clambda_k-1%7D%7D%7Ba%5E%7B%5Clambda_k%7D%7D%20%5Cright%20)%2B%5C%5C#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%2BG%5E*%20%5Cfrac%7BP_k%7D%7B%5CDelta%20_k%7D%20%5Cleft%5B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bc%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Ba%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20G_k(r%2Cc)%7D%7B%5Cpartial%20r%7D%20%5Cright%20%5Dcos%5Clambda_k%20%5Cvarphi%20%5Cright%20%5D#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%5Ctau_%7B%5Cvarphi%20z%7D%3D%5Cfrac%7BG%7D%7Br%7D%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20w%7D%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%3D%5Cfrac%7BG%7D%7Br%7D%5Cleft%5B%20-%5Cfrac%7B2%7D%7B%5Calpha%7D%5Csum_%7Bk%3D1%7D%5E%7B%5Cinfty%7D%5Cleft%20%5B%5Cfrac%7BP_k%7D%7BG_2%5CDelta%20_k%7D%5Cleft(%5Cleft(%20%5Cfrac%7Ba%7D%7Br%7D%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D-%5Cleft(%20%5Cfrac%7Br%7D%7Ba%7D%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20)%2BG%5E*%20%5Cfrac%7BP_k%7D%7BG_2%20%5CDelta%20_k%7D%20%5Cleft%5B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bc%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5C%5C#0
http://www.sciweavers.org/tex2img.php?bc=Transparent&fc=Black&im=jpg&fs=100&ff=modern&edit=0&eq=%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Ba%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%20G_k(r%2Cc)%20%5Cright%20%5Dsin%20%5Clambda_k%20%5Cvarphi%5Cright%20%5D#0
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Для того, щоб побудувати графіки, нам потрібно підставити такі значення, як
враховуючи, що будуть різними в𝑃

0
, 𝑃

𝑘
,  𝐺

0
(𝑟, 𝑐), 𝐺

𝑘
(𝑟, 𝑐) 𝐺

0
(𝑟, 𝑐), 𝐺

𝑘
(𝑟, 𝑐)

залежності від випадка, коли . При цьому𝑟 > ρ та 𝑟 < ρ ρ = 𝑐.

Отже, запишемо потрібні значення коли 𝑟 < 𝑐:

𝐺
0
(𝑟, 𝑐) =  − 1

𝑐

Та коли 𝑟 > 𝑐:

𝐺
0
(𝑟, 𝑐) = 0

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=G_k(r%2Cc)%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2r%20%5Cleft%5Ba%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%20%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%7D*%5Cleft%5B%5Cleft(%5Cfrac%7Br%7D%7Bc%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Brc%7D%7Bb%5E2%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Brc%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2c%7D%7Bb%5E2r%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%5Cright%20%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=G_k(r%2Cc)%3D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B2r%20%5Cleft%5Ba%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%7D%7Bb%7D%20%5Cright%20)%5E%7B2%5Clambda_k%7D%20%5Cright%20%5D%7D*%5Cleft%5B-%5Cleft(%5Cfrac%7Bc%7D%7Br%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Brc%7D%7Bb%5E2%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%2B%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2%7D%7Brc%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%20-%5Cleft(%5Cfrac%7Ba%5E2r%7D%7Bb%5E2c%7D%20%5Cright%20)%5E%7B%5Clambda_k%7D%5Cright%20%5D#0
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РОЗДІЛ 2

ГРАФІЧНА ДЕМОНСТРАЦІЯ

Задаємо параметри:

𝑎 = 1,  𝑐 = 5,  𝑏 = 10
були наведені раніше.𝑃

0
, 𝑃

𝑘
,  𝐺

0
(𝑟, 𝑐), 𝐺

𝑘
(𝑟, 𝑐)

2.1 Графіки переміщення

Кольори на графіку відображають відносну величину переміщення , де𝑤(𝑟, φ)
більш темні відтінки - низькі значення, а більш світлі - високі.

,𝐺
1

= 5,  𝐺
2

= 1 𝐺
1

= 1,  𝐺
2

= 5
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2.2 Графіки напружень
Розподіл напружень τ

𝑟𝑧
,  τ

φ𝑧

Кольори на графіках відображають величину напружень у різних точках клину.
Яскравіші відтінки вказують на вищі значення напружень, а більш темні -
відповідають нижчим значенням.
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ВИСНОВКИ

У даній роботі була розглянута задача поздовжнього зсуву для складеного двічі
усіченого клину. За допомогою детального аналізу та застосування різних
функцій і методів було отримано загальний розв'язок задачі та визначено
необхідні параметри для побудови графічних результатів. Зокрема, розраховано
переміщення та розподіл напружень для різних співвідношень жорсткості
матеріалів клину.

Отримані результати свідчать, що обраний метод дозволяє ефективно
прогнозувати поведінку складеного клину при поздовжньому зсуві. Це
підтверджено графічними даними, що демонструють зміну напружень в
залежності від параметрів клину та властивостей матеріалу.

У майбутніх дослідженнях можна розглянути вплив різних факторів, таких як
форма тріщини та властивості матеріалу, на поведінку системи при
поздовжньому зсуві. Крім того, важливо розглянути можливість використання
отриманих результатів для розробки нових методів аналізу
напружено-деформованих станів для більш складних систем, зокрема з
міжфазними тріщинами.
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