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ВСТУП

Нестацiонарна задача поздовжнього зсуву для кiльцевого сегменту
є однiєю з найактуальнiших тем у сучаснiй теорiя пружностi та динамiки
деформованих тiл. Конструкцiї, що мають кiльцеву геометрiю, наприклад
труби, вали, диски та iншi елементи машин, пiддаються неперервним змiн-
ним у часi навантаженням, що спричиняє не лише перехiднi процеси, але й
формування стiйких хвильових режимiв. У реальному експлуатацiйному
середовищi виникають ситуацiї, коли хвильовi процеси та резонанснi явища
можуть призводити до локальних концентрацiй напружень i, як наслiдок,
до руйнування конструкцiй. Глибоке розумiння механiзмiв нестацiонарного
поздовжнього зсуву дозволяє оптимiзувати проектування та експлуатацiю
iнженерних систем, забезпечуючи тим самим пiдвищення їх безпеки та
надiйностi.

У даному дослiдженнi застосовано аналiтичнi методи iнтегральних
перетворень, зокрема перетворення Лапласа за часом та синус-перетворення
Меллiна за радiальною координатою, якi дозволяють перетворити складну
задачу з частинними диференцiальними рiвняннями в набiр одновимiрних
крайових задач iз замкненими розв’язками. Такий пiдхiд не лише спрощує
математичну обробку задачi, але й забезпечує можливiсть отримання точних
характеристик напружено-деформованого стану конструкцiї у вiдповiдь
на динамiчнi навантаження. Окрiм того, нестацiонарнi хвильовi процеси в
кiльцевих конструкцiях мають практичне значення для багатьох галузей.
Наприклад, у машинобудуваннi вони допомагають прогнозувати поведiнку
валiв i дискiв пiд динамiчними навантаженнями, в енергетицi — оцiнювати
стiйкiсть трубопроводiв, а в сейсмологiї — аналiзувати вплив хвиль на
кiльцевi елементи в ґрунтi чи фундаментах.

Метою дослiдження є аналiз нестацiонарного поздовжнього зсуву в
кiльцевому сегментi на основi вiдомої математичної моделi з подальшим
визначенням напружено-деформованого стану конструкцiї пiд впливом ди-
намiчних навантажень. Для досягнення цiєї мети застосовуються методи
iнтегральних перетворень, якi дозволяють перетворити початкову задачу до
простору нових змiнних, забезпечуючи отримання аналiтичного розв’язку з
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урахуванням крайових умов. Отриманi результати, пiдтвердженi чисельни-
ми розрахунками, є важливим iнструментом для аналiзу резонансних явищ
та оптимiзацiї конструкцiй сучасних iнженерних систем.

Особливим аспектом роботи є iнтеграцiя теоретичного аналiзу з чи-
сельним моделюванням. Розробленi математичнi методи знаходять своє
практичне застосування у розрахунках механiчних властивостей кiльцевих
конструкцiй, дозволяючи точно визначати розподiл перемiщень та напру-
жень навiть у складних умовах експлуатацiї. Обчислювальнi експерименти,
що виконуються за допомогою програмного коду на мовi Python, пiдтвер-
джують коректнiсть отриманих аналiтичних розв’язкiв i демонструють
практичну ефективнiсть запропонованої методики.

Крiм того, проведене дослiдження вiдкриває новi перспективи для
подальшого вивчення нестацiонарних процесiв у рiзноманiтних констру-
ктивних системах. Аналiз отриманих результатiв дозволяє розробити реко-
мендацiї щодо вдосконалення проектних рiшень з метою зниження ризику
виникнення резонансних явищ та пiдвищення експлуатацiйної стiйкостi
конструкцiй. Розширення теоретичної бази, що лежить в основi дослiджен-
ня, створює передумови для подальших мiждисциплiнарних дослiджень,
де питання нелiнiйних ефектiв та взаємодiї багатьох фiзичних параметрiв
можуть бути iнтегрованi в єдину методологiю аналiзу.

Таким чином, ця тема має як теоретичне, так i практичне значення.
Методи аналiзу спрямованi на точне прогнозування поведiнки кiльцевих
конструкцiй пiд впливом змiнних динамiчних навантажень, що є надзвичай-
но важливим для сучасного машинобудування, енергетики, суднобудування
та iнших галузей. Цей пiдхiд забезпечує не лише поглиблення розумiн-
ня фундаментальних процесiв, але й сприяє впровадженню iнновацiйних
рiшень у проектуваннi та розрахунку iнженерних систем.
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РОЗДIЛ 1

НЕСТАЦIОНАРНА ЗАДАЧА ПОВЗДОВЖНОГО

ЗСУВУ ДЛЯ КIЛЬЦЕВОГО СЕГМЕНТУ

1.1 Постановка задачi

Розглянемо задачу повздовжнього зсуву для кiльцевого сегменту.
Об’єкт вивчення — це кiльцевий сегмент 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜔. Та знайдемо
перемiщення на цьому сегментi. Рiвняння для цiєї задачi має вигляд:

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑊

𝜕𝑟

)︂
+

𝜕2𝑊

𝜕𝜙2
=

𝜌

𝐺

𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
, (1.1)

де
𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜔, 0 < 𝑡 < ∞.

Границя 𝜙 = 0 знаходиться в умовах зчеплення, а на границi 𝜙 = 𝜔

задано навантаження 𝑝(𝑟), 𝐺 - модуль зсуву:

𝑊
⃒⃒
𝜙=0

= 0, 𝜏𝜙𝑧
⃒⃒
𝜙=𝜔

= 𝑝(𝑟) ↔ 𝜕𝑊

𝜕𝜙

⃒⃒
𝜙=𝜔

=
𝑟

𝐺
𝑝(𝑟), 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 (1.2)

𝑝 - вiдома функцiя навантаження.

Границя 𝑟 = 𝑎 знаходиться в умовах зчеплення, грань 𝑟 = 𝑏 вiльна
вiд прикладеного навантаження:

𝑊
⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0,
𝜕𝑊

𝜕𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑏

= 0, 0 < 𝜙 < 𝜔 (1.3)

Шукана функцiя, яка описує перемiщення, разом зi своєю першою
похiдною, спадaє з часом:

𝑊
⃒⃒
𝑡=0

= 0,
𝜕𝑊

𝜕𝑡

⃒⃒
𝑡=0

= 0, 𝑊 → 0 при 𝑡 → ∞ (1.4)
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1.2 Розв’язання поставленої задачi

Застосуємо до цiєї системи перетворення Лапласа за змiнною 𝑡, та
скiнченне синус-перетворення Меллiна за змiнною 𝑟. Вид iнтегральних
перетворень оберемо, враховуючи системи (1.1) та крайовi умови.

1.2.1 Перший етап: Застосування перетворення Лапла-

са за часом 𝑡

Для застосування iнтегрального перетворення використовуємо умови
(1.4). Формула iнтегрального прямого перетворення Лапласа буде мати
вигляд: ∫︁ ∞

0

𝑊 (𝑟, 𝜙, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡 = 𝑊𝑠(𝑟, 𝜙)

де 𝑠 - комплексний параметр.

Формулою обернення для перетворення Лапласа:

𝑊 (𝑟, 𝜙, 𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞
𝑊𝑠(𝑟, 𝜙)𝑒

𝑠𝑡 𝑑𝑡

де 𝛾 - дiйсна константа, що забезпечує збiжнiсть iнтегралу

Застосуємо це iнтегральне перетворення до доданку з другою частин-
ною похiдною за змiнною 𝑡.∫︁ ∞

0

𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡 =

𝜕𝑊

𝜕𝑡
𝑒−𝑠𝑡

⃒⃒⃒⃒∞
0

+ 𝑠

∫︁ ∞

0

𝜕𝑊

𝜕𝑡
𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡

З урахуванням початкових умов 𝑊
⃒⃒
𝑡=0

= 0, 𝜕𝑊
𝜕𝑡

⃒⃒
𝑡=0

= 0:

𝜕𝑊

𝜕𝑡
𝑒−𝑠𝑡

⃒⃒⃒⃒∞
0

= 0− 0 = 0,

𝑠𝑊 (𝑟, 𝜙, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡

⃒⃒⃒⃒∞
0

+ 𝑠2
∫︁ ∞

0

𝑊 (𝑟, 𝜙, 𝑡)𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡 = 0 + 𝑠2𝑊𝑠(𝑟, 𝜙).
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Отже: ∫︁ ∞

0

𝜕2𝑊𝑠

𝜕𝑡2
𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡 = 𝑠2𝑊𝑠(𝑟, 𝜙).

Тут було застосовано рiвнiсть нулю функцiї перемiщень та її першої
похiдної у початковий момент часу, а також те, що функцiя спадає на
нескiнченностi.

Застосуємо це iнтегральне перетворення до доданку з другою похiдною
за змiнною 𝜙: ∫︁ ∞

0

𝜕2𝑊𝑠

𝜕𝜙2
𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡 = 𝑊

′′

𝑠 (𝜙)

Радiальна частина рiвняння не змiнюється, оскiльки не залежить
вiд часу. Таким чином, пiсля застосування перетворення Лапласа вихiдне
рiвняння набуває вигляду:

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑊𝑠

𝜕𝑟

)︂
+

𝜕2𝑊𝑠

𝜕𝜙2
=

𝜌

𝐺
𝑠2𝑊𝑠.

Цей крок зменшив розмiрнiсть задачi, усунувши часову залежнiсть, але
рiвняння все ще мiстить двi змiннi (𝑟 i 𝜙).

1.2.2 Другий етап: Застосування синус-перетворення

Меллiна за радiальною координатою 𝑟

Радiальна частина рiвняння та граничнi умови на 𝑟 = 𝑎 i 𝑟 = 𝑏 (зче-
плення та вiдсутнiсть напружень) роблять синус-перетворення Меллiна
ефективним iнструментом. Воно враховує геометрiю кiльцевого сегменту
та логарифмiчну залежнiсть, яка природно виникає в полярних координа-
тах. Синус-перетворення зручно для задач iз граничними умовами типу

𝑊𝑠

⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0 i 𝜕𝑊𝑠

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= 0. Це перетворення враховує логарифмiчну природу

радiальної змiнної у кiльцевому сегментi.
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Застосуємо iнтегральне нестандартне сiнус-перетворення Меллiна за
змiнною 𝑟. Це iнтегральне перетворення має таку пряму формулу:∫︁ 𝑏

𝑎

𝑊𝑠(𝑟, 𝜙) sin
(︁
𝛼 ln

𝑟

𝑎

)︁ 𝑑𝑟

𝑟
= 𝑊𝛼𝑠(𝜙)

де

𝛼 =
𝜋(2𝑛− 1)

2 ln 𝑏
𝑎

,𝑛 = 1,2,3,...

Формула обернення має вигляд:

𝑊𝑠(𝑟, 𝜙) =
2

ln 𝑏
𝑎

∞∑︁
𝑘=1

𝑊𝛼𝑠(𝜙) sin
(︁
𝛼 ln

𝑟

𝑎

)︁
.

Застосуємо до радiальної частини:∫︁ 𝑏

𝑎

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑊𝑠

𝜕𝑟

)︂
sin
(︁
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︁
𝑑𝑟.

Використовуємо iнтегрування за частинами. Позначимо 𝑢 = sin (𝑎𝑛 ln
𝑟
𝑎),

𝑑𝑣 = 𝑟 𝜕
𝜕𝑟

(︀
𝑟𝜕𝑊𝑠

𝜕𝑟

)︀
𝑑𝑟. Тодi:

𝑣 = 𝑟
𝜕𝑊𝑠

𝜕𝑟
, 𝑑𝑢 = 𝛼𝑛 cos

(︂
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︂
𝑑𝑟

𝑟
.

𝑟
𝜕𝑊𝑠

𝜕𝑟
sin
(︁
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︁ ⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

− 𝛼𝑛

∫︁ 𝑏

𝑎

𝜕𝑊𝑠

𝜕𝑡
cos
(︁
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︁
𝑑𝑟 =

Враховуючи граничнi умови, 𝜕𝑊𝑠

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

не впливає. Другий iнтеграл знову

iнтегруємо за частинами, що дає:

−𝛼𝑛𝑊𝑠(𝑟, 𝜙) cos
(︁
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︁ ⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

−𝛼2
𝑛

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑊𝑠(𝑟, 𝜙) sin
(︁
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︁
𝑑𝑟 = −𝛼2

𝑛𝑊𝑎𝑠(𝑟, 𝜙)

Застосуємо це iнтегральне перетворення до крайової умови 𝜙 = 𝜔:∫︁ 𝑏

𝑎

𝜕𝑊𝑠

𝜕𝜙
sin
(︁
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︁ 𝑑𝑟

𝑟
= 𝑊 ′

𝛼𝑠(𝜙)
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Значення похiдної у цiй умовi набуває вигляду:

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑟

𝐺
𝑝(𝑟) sin

(︁
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︁ 𝑑𝑟

𝑟
=

1

𝐺
𝑝𝛼

Велчина 𝑝𝛼 визначається як трансформоване навантаження в просторi
синус-перетворення Меллiна. Її математичний опис має вигляд:

𝑝𝑎 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑝(𝑟) sin

(︃
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︃
𝑑𝑟.

Отримуємо одновимiрну крайову задачу вiдносно змiнної 𝜙:

⎧⎨⎩𝑊 ′′
𝑎𝑠(𝜙)− (𝛼2

𝑛 +
𝜌
𝐺𝑠

2)𝑊𝑎𝑠(𝜙) = 0

𝑊𝑎𝑠(𝜙) = 0, 𝑊 ′
𝑎𝑠(𝜔) =

𝜌𝑎
𝐺

де

𝑁 =

√︂
𝛼2
𝑛 +

𝜌

𝐺
𝑠2

1.2.3 Третiй етап: Розв’язання одновимiрної задачi

Загальний розв’язок одновимiрної крайової задачi вiдносно змiнної
змiнної 𝜙 є:

𝑊𝑎𝑠(𝜙) = 𝐶1 sh(𝑁𝜙) + 𝐶2 ch(𝑁𝜙)

де 𝐶1, 𝐶2 - невiдомi сталi. З першої умови знайдемо:

𝑊𝑎𝑠(0) = 0 ⇒ 𝐶2 = 0

Отже, 𝑊𝑎𝑠(𝜙) = 𝐶1 sinh (𝑁𝜙). Також застосуємо другу умову до розв’язку
одновимiрної задачi:

𝑊 ′′
𝑎𝑠(𝜔) =

𝑝𝑎
𝐺

⇒ 𝐶1𝑁 ch(𝑁𝜔) =
𝑝𝑎
𝐺

Звiдси 𝐶1 =
𝑝𝑎

𝐺𝑁 cosh (𝑁𝜔) .
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Отримуємо розв’язок у просторi трансформант:

𝑊𝑎𝑠(𝜙) =
𝑝𝑎
𝐺

sh(𝑁𝜙)

𝑁 ch(𝑁𝜔)
.

1.2.4 Четвертий етап: Оберненi перетворення

Застосовуючи оберненi формули iнтегральних перетворень, отримуємо
розв’язок у просторi оригiналiв:

𝑊 (𝑟, 𝜙, 𝑡) =
1

𝐺 ln 𝑏
𝑎 𝜋𝑖

∞∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

𝑝𝑎 sh(𝑁𝜙)

𝑁 ch(𝑁𝜔)
𝑒𝑠𝑡 sin

(︃
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︃
𝑑𝑠

де

𝛼𝑛 =
𝜋(2𝑛− 1)

2 ln 𝑏
𝑎

, 𝑛 ∈ N, 𝑝𝑎 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑝(𝑟) sin

(︃
𝛼𝑛 ln

𝑟

𝑎

)︃
𝑑𝑟.

1.2.5 П’ятий етап: Усталенi коливання

Установленi коливання є сталим режимом коливань системи пiсля
затухання перехiдних ефектiв, коли система реагує на гармонiчне збудження
з частотою 𝑣. У контекстi кiльцевого сегменту це означає, що перемiщення
𝑊 (𝑟,𝜙,𝑡) = 𝑊 (𝑟,𝜙,𝑣)𝑒𝑖𝑣𝑡, де 𝑊 (𝑟,𝜙,𝑣) описує амплiтуду коливань. Умова
вiдсутностi припливу енергiї з нескiнченностi забезпечує сталiсть режиму,
що є ключовим для аналiзу динамiчних систем [1].

Для отримання розв’язку в частотнiй областi застосовується замiна:

𝑠 = 𝑖𝑣

у просторi Лапласа, що вiдповiдає гармонiчному збудженню. Це призводить
до рiвняння:

𝑊 (𝑟, 𝜙; 𝑣) =
2

𝐺 ln 𝑏
𝑎

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑎 sinh(𝑁𝜙)

𝑁 cosh(𝑁𝜔)
sin
(︁
𝛼 ln

𝑟

𝑎

)︁
у цiй формулi змiнюється 𝑁 =

√︀
𝛼2
𝑛 −

𝜌
𝐺𝑣

2. Фiзично, 𝑁 визначає характер
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розповсюдження хвиль у сегментi при 𝑎2𝑛 > 𝜌
𝐺𝑣

2 (N дiйсне, коливання мають
стоячу хвилю) або при 𝑎2𝑛 < 𝜌

𝐺𝑣
2 (N уявне, що вiдповiдає експоненцiйно

затухаючим модам)[2].

Цей вираз описує амплiтуду перемiщень у частотнiй областi, що кори-
сно для аналiзу резонансiв. Резонанс виникає, коли знаменник cosh (𝑁𝜔)

мiнiмiзується, тобто при умовi:

𝑁𝜔 = 𝑖
𝜋(2𝑚− 1)

2
,𝑚 ∈ N[3].

Пiдставляючи 𝑁 =
√︀

𝑎2𝑛 −
𝜌
𝐺𝑣

2, отримуємо резонанснi частоти:

𝑣𝑟𝑒𝑧,𝑛 =

√︃
𝐺

𝜌
+

(︂
𝑎2𝑛 +

(︂
𝜋(2𝑚− 1)

2𝜔

)︂2)︂
.

доданок 𝜋(2𝑚−1)
2𝜔 визначає кутову компоненту хвильового числа, яка зале-

жить вiд геометрiї сегмента (𝜔) та обраноi моди (𝑚).

1.3 Чисельнi розрахунки

Для наступних дiй вибрано типовi значення параметрiв, якi вiдповiд-
ають реальним матерiалам i геометрiї: модуль зсуву сталi 𝐺 = 82 [ГПа],
густину матерiалу 𝜌 = 7.85 [г/см³], внурiшнiй радiус 𝑎 = 1 [м] та зовнiшнiй
радiус 𝑏 = 4 [м], кут розчину 𝜔 = 𝜋

2 .

Розрахуємо резонансну частоту при 𝑚 = 1:

𝑣𝑟𝑒𝑧 =

√︃
82

7.85

(︂(︂
𝜋

2 ln 4

)︂2

+ 1

)︂
≈ 4.88

Для побудови графiкiв було побудовано програму на мовi Python, вико-
ристовуючи такi бiблiотеки як 𝑛𝑢𝑚𝑝𝑦, 𝑚𝑎𝑡𝑝𝑙𝑜𝑡𝑙𝑖𝑏.𝑝𝑦𝑝𝑙𝑜𝑡, 𝑚𝑝𝑙_𝑡𝑜𝑜𝑙𝑘𝑖𝑡𝑠.𝑚𝑝𝑙𝑜𝑡3𝑑,
𝑠𝑐𝑖𝑝𝑦.𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑡𝑒. Код програми для наступних двох графiкiв наведено у до-
датку А.
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Графiк показує залежнiсть амплiтуди коливань вiд частоти збудже-
ння. Рiзкi пiки вiдповiдають резонансним частотам, де система поглинає
максимальну енергiю.

Iлюструє, як амплiтуда коливань змiнюється з радiусом у серединi
кутового сегмента(𝜙 = 𝜔/2). Максимуми вiдповiдають вузлам стоячої хвилi.
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Наступнi два графiки були реалiзованi за допомогою додатку Б. Ство-
ремо вiзуалiзацiю розподiлу перемiщень у кiльцевому сегментi пiд дiєю гар-
монiчного навантаження з частотою 1 Гц та припустимо, що 𝑝(𝑟) = 𝑃0 = 106

- це дозволяє уникнути числового iнтегрування для кожного 𝑘:

Максимальнi значення 𝑊 спостерiгаються бiля зовнiшнього радiуса,
який дорiвнює 4 м, i зменшується в напрямку до внутрiшнього краю. Це
вказує на те, що зовнiшнi дiлянки кiльця є бiльш навантаженими. Побудуємо
3D розподiл перемiщень:
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Наступнi результати були отриманi за допомогою додатку В. Для
функцiї навантаження 𝑝(𝑟) = sin

(︀
2𝜋𝑟
𝑏−𝑎

)︀
та для 𝜔 = 𝜋 було покладено:

Рис. 1.1. 𝜈 = 1 та 𝜈 = 100

Модель не враховує нелiнiйнi ефекти (пластичнi деформацiї, трiщини),
якi можуть виникати при високих навантаженнях. Цi графiки демонстру-
ють, як змiна частоти навантаження впливає на розподiл деформацiй у
кiльцевому сегментi. Результати вказують на критичнi зони та режими
роботи конструкцiї. Їх врахування дозволить пiдвищити надiйнiсть системи,
уникнути резонансних руйнувань та оптимiзувати використання матерiалiв.

Тепер знайдемо напруження, що визначаються через похiднi перемi-
щення 𝑊 (𝑟,𝜙):

Кутова компонента напруження:

𝜏𝜙𝑧 = 𝐺
𝜕𝑊

𝜕𝜙
=

2

ln 𝑏
𝑎

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝛼
cosh (𝑁𝜙)

cosh (𝑁𝜔)
sin (𝑎𝑛 ln

𝑟

𝑎
)

Радiальна компонента напруження:

𝜏𝑟𝑧 = 𝐺
𝜕𝑊

𝜕𝑟
=

2

ln 𝑏
𝑎

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝛼
𝑎𝑛
𝑟𝑁

sinh (𝑁𝜙)

cosh (𝑁𝜔)
cos (𝑎𝑛 ln

𝑟

𝑎
)

Отриманi аналiтичнi вирази дозволять дослiдити просторовий розпо-
дiл напружень у кiльцевому сегментi. Побудуємо графiки напружень через
знайденi 𝜏𝜙𝑧,𝜏𝑟𝑧.



15

Наступнi графiки були зробленi за допомогою додатку Г:

𝜙-компонента напруження 𝜏𝜙𝑧 має максимальнi значення у зовнiшнiй
частинi сегмента, де 𝑟 наближається до 𝑏. Амплiтуда досягає 3.6 Па, що
вказує на концентрацiю напружень бiля зовнiшнього краю. 𝑟-компонента
напруження 𝜏𝑟𝑧 має значення на порядок нижчi (до 1.0 Па) порiвняно з 𝜏𝜙𝑧.
Найбiльш критичнi зони має зовнiшнiй радiус.

Тепер побудуємо 3D вiзуалiзацiю:

Цi вiзуалiзацiї пiдтверджують хвильовий характер розподiлу напру-
жень з чiткими максимумами та мiнiмумами.
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi проведено комплексне дослiдження нестацiонарної зада-
чi поздовжнього зсуву для кiльцевого сегменту. Використання аналiтичних
методiв iнтегральних перетворень, зокрема перетворення Лапласа за ча-
сом та синус-перетворення Меллiна за радiальною координатою, дозволило
звести початкову задачу з частинними диференцiальними рiвняннями до
одновимiрної крайової задачi. Це забезпечило отримання точних аналiти-
чних розв’язкiв, якi описують напружено-деформований стан кiльцевого
сегменту пiд дiєю динамiчних навантажень.

Чисельнi розрахунки, виконанi за допомогою програмного коду на
мовi Python, пiдтвердили коректнiсть аналiтичних результатiв. Визначено
резонанснi частоти системи (наприклад, 𝑣𝑟𝑒𝑧 ≈ 4.88 Гц для першої моди),
що є критичними для прогнозування руйнувань конструкцiй. Вiзуалiза-
цiя розподiлiв перемiщень(графiки радiальних та кутових залежностей)
продемонструвала зони максимальних деформацiй, якi зосередженi бiля
зовнiшнього радiуса 𝑟 = 𝑏. Додадтково, аналiз розподiлу напружень ви-
явив максимуми компонент 𝜏𝜙𝑧,𝜏𝑟𝑧 у зонi 𝑟 → 𝑏, що вказує на необхiднiсть
посилення цих дiлянок у реальних iнженерних системах.

Отриманi результати створюють теоретичну базу для проектування
безпечних кiльцевих конструкцiй у машинобудуваннi, енергетицi та су-
днобудуваннi. Подальшi дослiдження в зазначених напрямках дозволять
розробити комплекснi рекомендацiї для мiнiмiзацiї ризикiв резонансних
руйнувань та пiдвищення експлуатацiйної стiйкостi iнженерних систем.
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РОЗДIЛ 2

ДОДАТКИ

2.1 Додаток А

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad

# ПАРАМЕТРИ СИСТЕМИ
a = 1.0 # Внутрiшнiй радiус [м]
b = 4.0 # Зовнiшнiй радiус [м]
omega = np.pi / 2 # Кут сегменту [рад]
rho = 7.85 # Густина матерiалу [г/см³]
G = 82.0 # Модуль зсуву [ГПа]
p0 = 1.0 # Амплiтуда навантаження
k_max = 20 # Кiлькiсть мод для сумування

def alpha_n(k):
return np.pi * (2 * k - 1) / (2 * np.log(b / a))

def N_k(k, nu):
return np.sqrt(alpha_n(k)**2 - (rho / G) * nu**2 + 0j)

def integrand_p_alpha(r, k):
return p0 * np.sin(alpha_n(k) * np.log(r / a)) / r

# Обчислення p_alpha для сталої навантаження
def p_alpha(k):

result, _ = quad(integrand_p_alpha, a, b, args=(k))
return result

# ФУНКЦIЯ ДЛЯ АМПЛIТУДИ
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def W_amplitude(r, phi, nu):
total = 0.0
for k in range(1, k_max + 1):

alpha = alpha_n(k)
N = N_k(k, nu)
p_alpha_val = p_alpha(k)
term = (p_alpha_val / N) * np.sinh(N * phi) / \

np.cosh(N * omega)
term *= np.sin(alpha * np.log(r / a))
total += term

return (2 / (G * np.log(b / a))) * np.real(total)

# 1. ГРАФIК РЕЗОНАНСНИХ ПIКIВ
nu_values = np.linspace(0.1, 10, 300)
r_point = (a + b) / 2
phi_point = omega / 2

amplitude = [
np.abs(W_amplitude(r_point, phi_point, nu))
for nu in nu_values

]

plt.figure(figsize=(12, 6))
plt.plot(nu_values, amplitude, color='#1f77b4',

linewidth=2, label='k=1-20')
plt.xlabel('Частота [Гц]', fontsize=12,

fontweight='bold')
plt.ylabel('|W(r, ; )| [м]', fontsize=12,

fontweight='bold')
plt.title('Резонанснi частоти для сталевого кiльця ' +

'(a=1 м, b=4 м)', fontsize=14)
plt.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)
plt.axvline(x=4.88, color='red', linestyle=':',

label='=4.88 Гц (k=1)')
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plt.legend()
plt.xlim(0, 10)
plt.ylim(0, 0.8)
plt.show()

# 2. РОЗПОДIЛ W(r) ПРИ РЕЗОНАНСI
nu_res = 4.88
r_values = np.linspace(a, b, 200)
W_values = [

W_amplitude(r, omega/2, nu_res)
for r in r_values

]

plt.figure(figsize=(12, 6))
plt.plot(r_values, W_values, color='crimson',

linewidth=2)
plt.xlabel('Радiус r [м]', fontsize=12,

fontweight='bold')
plt.ylabel('W(r, =/2; =4.88 Гц) [м]',

fontsize=12, fontweight='bold')
plt.title('Радiальний розподiл амплiтуди ' +

'при резонансi', fontsize=14, pad=15)
plt.grid(True, linestyle='--', alpha=0.7)
plt.fill_between(r_values, W_values, alpha=0.2,

color='crimson')
plt.show()

2.2 Додаток Б

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

# Параметри



21

a = 1.0 # м
b = 4.0 # м
omega = np.pi / 2 # рад
G = 82e9 # Па (82 ГПа)
rho = 7850 # кг/м³ (7.85 г/см³)
P0 = 1e6 # Н/м²
nu = 1.0 # Гц
ln_ba = np.log(b / a)
K_max = 20

# Сiтка
r = np.linspace(a, b, 100)
phi = np.linspace(0, omega, 100)
R, PHI = np.meshgrid(r, phi)

W = np.zeros_like(R)

for k in range(1, K_max + 1):
alpha_n = np.pi * (2 * k - 1) / (2 * ln_ba)
term_inside = alpha_n**2 - (rho / G) * (2 * np.pi * nu)**2

if term_inside > 0:
N_k = np.sqrt(term_inside)

else:
continue # Пропустити уявнi моди

p_alpha = (P0 / alpha_n) * (1 - (-1)**k)
sinh_term = np.sinh(N_k * PHI)
cosh_term = np.cosh(N_k * omega)
sin_term = np.sin(alpha_n * np.log(R / a))

term = (2 / (G * ln_ba)) * p_alpha * \
(sinh_term / (N_k * cosh_term)) * sin_term

W += term.real
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# Графiки
plt.figure(figsize=(9, 7))
plt.contourf(R, PHI, W, levels=30, cmap='viridis')
plt.colorbar(label='W (м)')
plt.xlabel('r (м)')
plt.ylabel(' (рад)')
plt.title('Перемiщення W(r, ; =1 Гц)')
plt.show()

fig = plt.figure(figsize=(10, 8))
ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')
ax.plot_surface(

R, PHI, W,
cmap='viridis',
alpha=0.8

)
ax.view_init(elev=30, azim=30)
ax.set_xlabel('r (м)')
ax.set_ylabel(' (рад)')
ax.set_zlabel('W (м)')
plt.show()

2.3 Додаток В

import scipy.integrate as spint
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Параметри системи
a = 1
b = 4
omega = np.pi
v = 100
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G = 82
rho = 7.85
quan = 20 # Розмiрнiсть сiтки
count = 20 # Кiлькiсть членiв у сумi

# Iнiцiалiзацiя масиву для зсувiв
fW = np.zeros((quan, quan))

# Створення сiтки
r = np.linspace(a, b, quan)
phi = np.linspace(0, np.pi, quan)
R, Phi = np.meshgrid(r, phi)

# Обчислення альфа та N
alpha = np.array([

(np.pi * (2 * k - 1)) / (2 * np.log(b/a))
for k in range(count)

])
N = np.sqrt(alpha**2 + (rho/G) * v**2)

# Функцiя навантаження
def p(r, alpha_val):

return np.sin(2*np.pi/(b-a) * r) * \
np.sin(alpha_val * np.log(r/a))

# Функцiя для обчислення зсуву
def W(r, phi):

total = 0.0
for k in range(count):

value_of_int = spint.quad(p, a, b,
args=(alpha[k]))[0]

sinh_term = np.sinh(N[k] * phi)
cosh_term = np.cosh(N[k] * omega)
sin_term = np.sin(alpha[k] * np.log(r / a))
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term = (value_of_int / G) * \
(sinh_term / (N[k] * cosh_term)) * \
sin_term

total += term

return (2 / (G * np.log(b/a))) * total

# Заповнення матрицi зсувiв
for i in range(quan):

for j in range(quan):
fW[i, j] = W(R[i, j], Phi[i, j])

# Вiзуалiзацiя в полярних координатах
fig, ax = plt.subplots(

subplot_kw={'projection': 'polar'}
)
c = ax.pcolormesh(

Phi,
R,
fW,
shading='auto',
cmap='plasma',
vmin=abs(fW).min(),
vmax=abs(fW).max()

)

# Додавання кольорової шкали
plt.colorbar(c, ax=ax, label="Величина зсуву")
plt.show()
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2.4 Додаток Г

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

# Параметри системи
a = 1.0 # Внутрiшнiй радiус, м
b = 4.0 # Зовнiшнiй радiус, м
omega = np.pi # Кутовий сектор, рад
G = 82e9 # Модуль зсуву, Па
rho = 7850 # Густина, кг/м³
nu = 1.0 # Частота навантаження, Гц
count = 20 # Кiлькiсть мод

# Допомiжнi функцiї
def alpha_k(k):

return np.pi * (2 * k - 1) / (2 * np.log(b / a))

def N_k(k):
term = alpha_k(k)**2 - (rho / G) * (2 * np.pi * nu)**2
return np.sqrt(term) if term >= 0 else np.sqrt(-term) * 1j

def p_alpha(k):
def integrand(r):

return np.sin(2 * np.pi * r / (b - a)) * \
np.sin(alpha_k(k) * np.log(r / a))

return quad(integrand, a, b)[0]

def W(r, phi):
total = 0.0
ln_ba = np.log(b / a)
for k in range(1, count + 1):
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N = N_k(k)
term1 = p_alpha(k) * np.sinh(N * phi)
term2 = N * np.cosh(N * omega)
term3 = np.sin(alpha_k(k) * np.log(r / a))
total += np.real(term1 / term2 * term3)

return (2 / (G * ln_ba)) * total

def stress_phi_z(r, phi):
"""Напруження _{z} = G * W/"""
h = 1e-5
return G * (W(r, phi + h) - W(r, phi - h)) / (2 * h)

def stress_r_z(r, phi):
"""Напруження _{rz} = G * W/r"""
h = 1e-5
return G * (W(r + h, phi) - W(r - h, phi)) / (2 * h)

# Створення сiтки
r_grid = np.linspace(a + 0.1, b - 0.1, 50)
phi_grid = np.linspace(0.01, omega - 0.01, 50)
R, Phi = np.meshgrid(r_grid, phi_grid)

# Обчислення напружень
Tau_phi_z = np.zeros_like(R)
Tau_r_z = np.zeros_like(R)

for i in range(R.shape[0]):
for j in range(R.shape[1]):

Tau_phi_z[i, j] = stress_phi_z(R[i, j], Phi[i, j])
Tau_r_z[i, j] = stress_r_z(R[i, j], Phi[i, j])

# Вiзуалiзацiя _{z}
plt.figure(figsize=(12, 8))
plt.contourf(R, Phi, Tau_phi_z, levels=50, cmap='viridis')
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plt.colorbar(label='_{z} (Па)')
plt.xlabel('r (м)')
plt.ylabel(' (рад)')
plt.title('Розподiл напружень _{z} (-компонента)')
plt.show()

# Вiзуалiзацiя _{rz}
plt.figure(figsize=(12, 8))
plt.contourf(R, Phi, Tau_r_z, levels=50, cmap='plasma')
plt.colorbar(label='_{rz} (Па)')
plt.xlabel('r (м)')
plt.ylabel(' (рад)')
plt.title('Розподiл напружень _{rz} (r-компонента)')
plt.show()

# 3D Вiзуалiзацiя _{z}
fig = plt.figure(figsize=(14, 10))
ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')
surf = ax.plot_surface(R, Phi, Tau_phi_z, cmap='viridis',

rstride=1, cstride=1, alpha=0.8)
ax.set_xlabel('r (м)')
ax.set_ylabel(' (рад)')
ax.set_zlabel('_{z} (Па)')
plt.title('3D розподiл напружень _{z}')
fig.colorbar(surf, shrink=0.5, aspect=10)
plt.show()

# Кутовий розподiл при фiксованому r
r_fixed = (a + b) / 2
phi_values = np.linspace(0.01, omega - 0.01, 100)
tau_phi_values = [stress_phi_z(r_fixed, phi) for phi in phi_values]

plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(phi_values, tau_phi_values, 'b-', linewidth=2)
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plt.xlabel(' (рад)')
plt.ylabel('_{z} (Па)')
plt.title(f'Залежнiсть _{{z}} вiд кута при r = {r_fixed} м')
plt.grid(True)
plt.show()

# Радiальний розподiл при фiксованому
phi_fixed = omega / 2
r_values = np.linspace(a + 0.1, b - 0.1, 100)
tau_r_values = [stress_r_z(r, phi_fixed) for r in r_values]

plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(r_values, tau_r_values, 'r-', linewidth=2)
plt.xlabel('r (м)')
plt.ylabel('_{rz} (Па)')
plt.title(f'Залежнiсть _{{rz}} вiд радiуса при = {phi_fixed:.2f} рад')
plt.grid(True)
plt.show()
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